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Prefacio

“Tudo deveria se tornar o mais simples
possivel, mas nao simplificado”

— ALBERT EINSTEIN

O Cdlculo com Geometria Analitica foi planejado para futuros matematicos e
para estudantes cujo interesse primdrio seja Engenharia, Ciéncias Exatas e Hu-
manas, ou 4reas nao-técnicas. As explanaghes passo-a-passo, Os indmeros
exemplos descritos e a ampla variedade de exercicios continuam a ser os aspec-
tos relevantes do livro nesta edigdo. Uma vez que um livro-texto deve ser es-
crito para o estudante, empenhei-me em manter uma apresentacdo de acordo
com a experiéncia e a maturidade de um principiante, sem deixar que qualquer
passagem fosse omitida ou ficasse sem explicagido. Espero que o leitor tome
consciéncia de que as demonstragoes dos teoremas sdo necessérias; procurei
torni-las bastante motivadoras ¢ explicd-las cuidadosamente, de forma que se-
jam compreensiveis para o estudante que adquiriu um nivel razoavel de conhe-
cimentos das secgdes que as precedem. Se um teorema estd enunciado sem de-
monstragao, a sua discussdo foi ampliada com figuras e exemplos e, em tais ca-
sos, sempre ressaltei que se trata de uma ilustragio do contetido do teorema, e
ndo de uma demonstragido. Nas Secgdes Suplementares do final dos capitulos
aparecem algumas discussoes tedricas as quais, se o estudante desejar, poderao
ser omitidas sem prejuizo da seqiiéncia do texto.

A TERCEIRA EDIGAO DE
0 CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA

Desde a primeira edigio deste livro em 1968, o curso de Cilculo sofreu mudan-
cas significativas em seu conteiido € ensino. A cada nova edigio, tentei incor-
porar tais mudangas € manter um equilibrio saudédvel entre uma abordagem ri-
gorosa e um ponto de vista intuitivo. Os dezenove* capitulos de O Cdlculo com
Geometria Analitica formam quatro segmentos: capitulo 1, revisao de tépicos
de pré-célculo; capitulos 2-11 fungbes de uma tnica variavel; capitulos 12-13,
séries infinitas; e capitulos 14-19, vetores e fungdes de mais de uma varidvel. A
terceira edi¢ao incorpora alteragdes em cada um desses segmentos, algumas de-
las foram feitas para refletir a importancia cada vez maior de computadores e
calculadoras programaveis, facilitando os cilculos.

* N. do E.: O Capitulo 20 foi escrito especialmente para a edigao brasileira e trata das equagdes
diferenciais.



CAPITULO 1

CAPITULO 2

CAPITULO 3

CAPITULO 4

CAPITULO 5

Prefacio

TOPICOS DE REVISAO DO CALCULO

Esse capitulo, “Nimeros Reais, Fungdes e Graficos”, é menos detalhado do que
nas edigOes anteriores. Uma secgio sobre aspectos bésicos do sistema de niime-
ros reais € seguida por uma introdugio 3 Geometria Analitica que inclui o ma-
terial tradicional sobre retas e circunferéncias. E apresentada uma discussio so-
bre a definigdo de uma fungao, operagoes com fungées e tipos de fungdes. A in-
troducdo de seis tipos de fungoes trigonométricas permite o seu uso nos exem-
plos de derivagao e integracio de fungdes nio-algébricas.

FUNGOES DE UMA UNICA VARIAVEL

Com a secgdo sobre limites no infinito introduzida neste capitulo, a discussio
de limite e continuidade é concluida em um mesmo capitulo. Esses topicos
constituem a esséncia de um curso inicial de Calculo. Todos os teoremas de li-
mite sdo enunciados, € algumas provas sdo apresentadas no texto, enquanto ou-
tras sao propostas como exercicios. Nesta edi¢io ha exemplos e exercicios no-
vos que envolvem o uso de calculadoras para langar conjecturas sobre um de-
terminado limite.

Na seccao 3.1, defino a reta tangente a uma curva para demonstrar, antecipada-
mente, a interpretacdo geométrica da derivada, definida na secgdo 3.2. A apli-
cacéo fisica de velocidade instantdnea no movimento retilineo é apresentada
ap0s a demonstragdo de teoremas sobre diferenciacdo. As derivadas das seis
fungdes trigonométricas sio apresentadas, tornando-se disponiveis como exem-
plos para a apresentagdo da regra da cadeia. Hé alguns execicios novos que re-
querem o uso de calculadora para se estimar um dado valor da derivada, a par-
tir da definigao. '

Esse capitulo apresenta as aplicagdes tradicionais da derivada a problemas en-
volvendo méximos e minimos, bem como o esbogo de curvas. Os tépicos sobre
limites no infinito e assintotas verticais e horizontais passam para o capitulo 2.
A secgao sobre aplicagées na Economia que aparecia neste capitulo nas edigdes
anteriores foi suprimida, mas parte desse assunto foi discutido em outros capi-
tulos. A secgdo sobre a diferencial foi mudada para este capitulo, de modo a fi-
car mais préxima de sua referéncia no tratamento da antidiferenciagio.

A integral definida e a integragdo sdo assuntos tratados no capitulo 5. As duas
primeiras secgdes envolvem a antidiferenciagio. Uso o termo “antidiferencia-

-¢80” em vez de “integragdo indefinida”, mas a notagdo padrio ff{x) dx é con-

servada. Essa notagdo ird sugerir a existéncia de alguma relagdo entre integrais
definidas e antiderivadas, mas ndo vejo nenhuma inconveniéncia nisso, pois a
apresentagao da a visao tedrica apropriada da integral definida como o limite de
somas. Dois métodos numéricos para aproximar a integral definida sio dados na
secgao final do capitulo. Esses procedimentos sio importantes devido a sua ade-
quagdo a computadores e calculadoras programéveis. O material sobre a apro-
ximagdo de integrais definidas inclui o enunciado de teoremas sobre os limites
do erro envolvido nessas aproximagdes. O capitulo também inclui uma secgio
sobre equagdes diferenciais com varidveis separaveis, e a discussio completa
da 4rea de uma regiao plana.



CAPITULO 6

CAPITULOS 7e 8

CAPITULO 9

CAPITULO 10

CAPITULO 11

Prefacio xi

Nesse capitulo introduzi aplicagdes de integral definida que esclarecem nao
apenas as técnicas de manipulagio, mas também os principios envolvidos. Em
cada aplicagio, as definigdes dos novos termos sao intuitivamente motivadas e
explicadas. O tratamento de volumes de s6lidos, assunto das duas primeiras sec-
coes, foi revisado. A secgdo 6.1 comega com volumes apresentando secgoes pla-
nas, e depois volumes de s6lidos de revolugao por discos e anéis circulares sdo
considerados como casos especiais de volumes por cortes. Volumes de solidos
de revolugdo por invélucros cilindricos sio discutidos na secgdo 6.2. Outra apli-
cacio geométrica da integral definida é o comprimento de arco na secgao 6.3.
As secgbes restantes do capitulo sdo dedicadas a aplicagdes fisicas incluindo
centro de massa de barras e regides planas, trabalho e pressao liquida.

Fungbes inversas sio tratadas nas duas primeiras secgoes do capitulo 7, e as cin-
co secgdes seguintes sio dedicadas as fungdes logaritmica e exponencial. A
fungdo logaritmica natural é definida primeiro e depois a funcdo exponencial
natural é definida como a sua inversa. Esse procedimento permite-nos dar um
significado preciso a um expoente irracional de um niimero positivo. Em segui-
da definimos a fungio exponencial de base a, onde a € positivo e sua inversa €
a fungdo logaritmica de base a. Aplicagdes dessas fungées incluem as leis do
crescimento e decaimento, o crescimento limitado envolvendo a curva de apren-
dizado e a funcio densidade de probabilidade normal padrio. A secgdo 7.8, in-
troduzida nesta edigdo, envolve a solugdo de equagdes diferenciais lineares de
primeira ordem. No capitulo 8, as demais fungdes transcendentais (n3o-algébri-
cas) sdo introduzidas. Essas sdo as fungdes trigonométricas inversas e as fun-
¢oes hiperbdlicas.

Técnicas de integragio envolvem um aspecto computacional importante do Cal-
culo. Sdo discutidas nesse capitulo que foi reduzido para oito secgdes nesta edi-
cio. Expliquei os fundamentos teéricos de cada método diferente, apés uma
motivacio inicial. O dominio das técnicas de integragdo depende de exemplos,
e usei, como ilustragdes, problemas que o estudante certamente encontrard na
pritica. Duas outras aplicagdes de integragdo sao introduzidas na secgao 9.5:
crescimento logistico, ocorrendo em Economia, Biologia e Sociologia; e a lei da
acao de massas na Quimica. :

A ordem dos tépicos da Geometria Analitica nesse capitulo foi alterada nesta
edicdo. As quatro primeiras secgdes pertencem a secgdes conicas: a parabola, a
elipse € a hipérbole. Cada uma dessas conicas ¢ introduzida pela indicagdo de
como ela é formada ao interceptarmos um plano com um cone; entdo a defini-
¢do analitica é dada e sua equagdo em coordenadas retangulares € obtida. As
coordenadas polares e algumas de suas aplicagdes sao apresentadas nas secgoes
de 10.5 a 10.7. As equagdes polares das conicas aparecem na secgao 10.8, onde
ocorrem como parte de um tratamento unificado de sec¢des conicas.

Esse capitulo, “Formas Indeterminadas, Integrais Impréprias e a Férmula de
Taylor”, foi posicionado de modo a preceder imediatamente as séries infinitas,
onde muitos dos resultados sao aplicados. As aplicagdes de integrais impr6-
prias, que aparecem nas secgoes 11.3 e 11.4, incluem a fungao densidade de pro-
babilidade, além de outras usadas em Geometria ¢ Economia.



CAPITULOS 12 e 13

' CAPITULOS 14 15

CAPITULOS 16, 17* e 18*

CAPITULO 19

Prefacio

SERIES INFINITAS

O estudo de séries infinitas nesses dois capitulos € considerado como um seg-
mento separado do curso, de forma a evidenciar que se trata de um contetido in-
dependente, que pode ser estudado quando se desejar, uma vez que o estudo do
célculo de fungdes de uma tnica varidvel tenha sido completado. O capitulo 12
¢ dedicado a seqiiéncias e séries infinitas de termos constantes, e sua tltima sec-
¢ao apresenta um resumo de testes para convergéncias de uma série infinita. O
capitulo 13 trata de séries infinitas de termos varidveis denominadas séries de
poténcias. O conjunto de exercicios foi ampliado, em relagio as edigdes ante-
riores, para incluir mais aplicagdes.

 VETORES E FUNGOES DE MAIS DE UMA VARIAVEL

Esses dois capitulos contém o célculo de vetores, bem como uma abordagem
vetorial a Geometria Analitica dos Sélidos. As primeiras secgdes do capitulo 14
sobre vetores no plano podem ser estudadas apés o capitulo 5, se vocé desejar
estudar os vetores mais cedo, em seu curso. O capitulo 15 trata de vetores no es-
paco tridimensional e, se desejado, os topicos das secgdes 15.1 e 15.2 podem ser
estudados simultaneamente com os seus correspondentes no capitulo 14. As
aplicagoes de vetores a Geometria, Fisica e Engenharia ocorrem em ambos os
capitulos.

A diferencial e o célculo integral de fungdes de mais de uma varidvel sdo apre-
sentados nesses trés capitulos. Limites, continuidade, derivagao parcial, diferen-
ciabilidade e a diferencial total sdo discutidos no capitulo 16, onde as aplicagdes
incluem taxas de variagdes e calculos aproximados. No capitulo 17, uma secgao
sobre derivadas direcionais e gradientes € seguida por uma sec¢do que mostra a
aplicagio do gradiente para encontrarmos uma equagio do plano tangente a su-
perficie. Outras aplicagoes de derivadas parciais no capitulo 17 sdo a solugdo de
problemas de extremos ¢ os multiplicadores de Lagrange. As equagdes diferen-
ciais exatas sdo resolvidas na secgdo 17.5. A integral dupla de uma fungio de
duas varidveis e a integral tripla de uma fungio de trés varidveis, juntamente
com algumas aplicacbes a Fisica, Engenharia e Geometria, sdo tratadas no
capitulo 18.

O capitulo “Introdugéo ao Célculo de Campos Vetoriais”, recebeu um tratamen-
to mais detalhado de Cilculo Vetorial. O conteiido inclui integrais de linha e de
superficie, o teorema de Green, o teorema da divergéncia de Gauss € o teorema
de Stoke. A abordagem neste capitulo € intuitiva e sdo apresentadas aplicages
a Fisica e a Engenharia.

*N.do E.: As secgdes 17.4, sobre fungdes implicitas e sua derivagdo, e 18.8, sobre mudanga de
varidveis e integrais miiltiplas, foram especialmente elaboradas para a edigio brasileira.



CAPITULO 20

Prefécio xiii

CAPITULO EXCLUSIVO PARA A EDICAO BRASILEIRA

Escrito pelo prof. Cyro Patarra, prof. do IME-USP, este capitulo sobre equagdes
diferenciais foi especialmente concebido para atender as exigéncias do curricu-
lo das faculdades brasileiras. As suas secgdes apresentam os conceitos basicos
das diferentes equacdes diferenciais e os métodos de resolugio.

SECCOES SUPLEMENTARES

Dez secgOes, que aparecem no final de alguns capitulos, sido designadas como
suplementares. Esses topicos independentes podem ser estudados ou omitidos
sem afetar o entendimento da matéria subseqiiente. As secgdes suplementares
sao de dois tipos. Algumas apresentam material adicional que nao faz necessa-
riamente parte do contetido tradicional de um curso de Cilculo: as secgdes 4.10,
6.7, 7.8, 8.5, 9.8, 10.9, 14.8. Outras incluem discussdes tedricas, inserindo pro-
vas de alguns teoremas: as seccoes 2.9, 2.10 e 16.8. Ambos os tipos aumentam
a flexibilidade do texto.

EXEMPLOS E ILUSTRACOES

Os exemplos e ilustragdes — quase 1.000 no total — aparecem em todas as sec-
¢oes. Os exemplos, que foram cuidadosamente escolhidos para preparar os es-
tudantes para os exercicios, deveriam ser usados como modelos para suas solu-
coes. Uma ilustragao € utilizada para demonstrar um conceito particular, uma
definicdo ou teorema; € um protétipo da idéia apresentada.

EXERCICIOS

H4, agora, mais de 7.400 exercicios, revisados ¢ ordenados de acordo com o
grau de dificuldade, para propiciar uma ampla variedade de tipos, abrangendo
desde problemas téoricos e aplicados, até aqueles que sdo computacionais. Eles
aparecem no final das secgdes e como exercicios de revisdo seguindo a dltima
seccdo de cada capitulo. As respostas aos exercicios de nimero impar sdo da-
das no final do livro.

GRAFICOS TRIDIMENSIONAIS

Para atender as necessidades dos estudantes de ter uma apresentagio de grafi-
cos tridimensionais mais moderna e fécil de visualizar, mais de 200 figuras fa-
zem parte desta nova edicdo. Muitas delas foram geradas por computadores, pa-
ra assegurar a precisdo matematica. Essas figuras, que os instrutores achardo
mais claras que o estilo de s6lidos geométricos feitos com aerdgrafo na edigio
anterior € nos textos mais antigos, foram criadas com auxilio do programa Ma-
thematica e o uso de Illustrator 88.

Louis Leithold.
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Um Pouco de
Historia

Algumas idéias do Célculo podem ser encontradas nos trabalhos dos mate-
maticos gregos da Antiguidade, da época de Arquimedes (287-212 A.C.) e em
trabalhos do inicio do século dezessete por René Descartes (1596-1650), Pierre
de Fermat (1601-1665), John Wallis (1616-1703) e Isaac Barrow (1630-1677).
Entretanto, a invenc¢do do Célculo é frequentemente atribuida a Sir Isaac New-
ton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) pois eles comegaram
a efetuar a generalizacdo e unificagdo do assunto. Havia outros matematicos
do século dezessete e dezoito que contribuiram para o desenvolvimento do Cél-
culo; alguns deles foram Jakob Bernoulli (1654-1705), Johann Bernoulli
(1667-1748), Leonhard Euler (1707-1783) e Joseph L. Lagrange (1736-1813). No
entanto, ndo foi antes do século dezenove que os processos do Calculo recebe-
ram fundamentagdo sélida por parte de matematicos como Bernhard Bolzano
(1781-1848), Augustin L. Cauchy (1789-1857), Karl Weierstrass (1815-1897) e
Richard Dedekind (1831-1916).
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O estudo de séries infinitas neste capitulo e no Capitulo 13 utiliza conceitos de
Célculo que vocé ja aprendeu. No entanto, nenhum contetido nos capitulos sub-
seqiientes exige, como pré-requisito, conhecimentos de séries infinitas. Em con-
seqiiéncia, os Capitulos de 14 a 19 poderao ser estudados antes dos Capitulos
12 e 13, se desejado.

Neste capitulo, estudamos outro tipo de funcdo, tendo um conjunto de nu-
meros reais como seu dominio e imagem. Na Sec¢do 12.1, uma segiiéncia é de-
finida como uma fung¢io cujo dominio é um conjunto de inteiros. Na Sec¢do
12.2 vocé encontrard a prova da equivaléncia de convergéncia e limitagdo de
seqiiéncias mondtonas (Teoremas 12.2.6 € 12.2.9) baseada na propriedade de
completamento de nimeros reais. Na Secgdo 12.3, uma série infinita é definida
como um tipo particular de seqiiéncia, e quatro teoremas sobre séries infinitas
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sdo discutidos na Sec¢do 12.4. As quatro secgdes a seguir tratam de testes de
convergéncia de séries infinitas. Nas Secgdes 12.5 e 12.6 consideramos séries
de termos positivos, e entdo, na Secgio 12.7 estamos interessados em séries cu-
jos termos sdo positivos e negativos, alternadamente. Séries de termos arbitra-
rios sdo tratadas na Sec¢do 12.8. Um resumo dos testes para convergéncia ou
divergéncia de uma série infinita é dado na Secgdo 12.9.

12.1

SEQUENCIAS

12.1.1 DEFINICAO

Seqii€ncias de nimeros sdo freqiientes em Matematica. Por exemplo, os nimeros
2,4,6, 8,10

formam uma seqii€éncia denominada finita pois hd um tltimo nimero. Se o
conjunto de mimeros que formam uma seqiiéncia nao tiver um wltimo nimero,
a seqliéncia serd denominada infinita. Por exemplo, a seqiiéncia

9%,%:~-- (1)

¢ infinita pois os trés pontos sem nenhum nimero em seguida indicam que ndo
ha um ultimo nimero. Estamos interessados aqui em seqiiéncias infinitas e quan-
do usamos a palavra ‘‘seqiiéncia’’ devemos entender que se trata de uma se-
quéncia infinita. Vamos dar agora uma defini¢do formal de seqiiéncia; ela é

um tipo particular de funcgio. '

win

1
3>

Segqiiéncia ¢ uma fun¢do cujo dominio é o conjunto
{1, 2, 3,..., n,...}

de todos os numeros inteiros positivos.

Os numeros na imagem de uma seqiiéncia sdo chamados de elementos da se-
qiiéncia.

Se o n-ésimo elemento for dado por f(n), entdo a seqiiéncia serd o conjunto
de pares ordenados da forma (n, f(n)); onde n é um inteiro positivo.

» ILUSTRACAO 1 Se f(n) = n/(2n + 1), entiio
=3 f@=% =3 s@=4%

e assim por diante. A imagem de f consiste nos elementos da seqiiéncia (1). Al-
guns dos pares ordenados na seqiiéncia f sdo (1, 4), 2, 3), 3, 4), 4, D e
(5, ©)- Um esbogo do gréfico da seqiiéncia estd na Figura 1. |

f(n)

Iy

2 L]

3 CH ep e G

] l | l |
ol 1 2 3 4 5

FIGURA 1

>hn

Geralmente o n-ésimo elemento da seqiiéncia é dado quando os elementos
aparecem em ordem. Assim, os elementos da seqiiéncia (1) podem ser escritos
como

n
2n+1

Wi N
~ W
O &

-

. P

Q| =
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Como o dominio de toda seqiiéncia é o mesmo, a notagdo {f(n)] pode ser
usada para denotar uma seqiiéncia. Assim sendo, (1) pode ser denotada por
{n/(2n + 1)]. A notagdo como subindice {a,] é também usada para denotar a
seqiiéncia para a qual f(n) = a,. :

Dizemos que a seqiiéncia

Ay, Gy Ay e v vy Gy e e

¢ igual a seqii€éncia

by, by, bay.oy by

se e somente se @, = b, para todo i inteiro positivo. Lembre-se de que uma se-
qiiéncia consiste em uma ordenagdo de elementos. Dessa forma, é possivel duas
sequiéncias terem os mesmos elementos e ndo serem iguais. Tal situagdo pode
ser esclarecida na ilustracdo a seguir.

» ILUSTRACAO 2 A seqiiéncia {1/#} tem como elementos os reciprocos dos ni-
meros inteiros positivos.

111 1
R 2
k) 27 33 49 3 n ( )
A seqiiéncia para a qual

1 se n for impar

fln)=
T2 se n for par

tem como elementos
1 1 1
1, —,1,—, 1, =, ... 3
2 3 4 N E)
Os elementos das seqiiéncias (2) e (3) sdo os mesmos, contudo, as seqiiéncias
sdo diferentes. Esbocos dos graficos das seqiiéncias (2) e (3) sdo dados nas Fi-
guras 2 e 3, respectivamente. <

)

(1)

.4
| 1 ! | | n
O 1 2 3 4 5
FIGURA 2
f(n)

(@) 1 2 3 4 5 6
FIGURA 3
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Vamos colocar agora, num eixo horizontal, os pontos correspondentes aos
sucessivos elementos de uma seqiiéncia. Isso foi efetuado na Figura 4 para a
seqiiéncia (1) que é {n/(2n + 1)}. Observe que os sucessivos elementos da se-
qiiéncia estdo cada vez mais préximos de 4, muito embora nenhum elemento
da seqiiéncia assuma o valor +. Intuitivamente, vemos que é possivel obter um
elemento da seqiiéncia tdo préximo de - quanto desejarmos, bastando tomar
o numero de elementos suficientemente grande. Ou, expressando isso de outra
forma, [n/(2n + 1) — 4| pode se tornar menor que qualquer mimero positi-
Vo €, contanto que n seja suficientemente grande. Por isso, dizemos que o limi-
te da seqiiéncia (n/2n + 1)} é 4.

Em geral, se existe um mimero L tal que |a, — L| seja arbitrariamente pe-
queno para n suficientemente grande, dizemos que a seqiiéncia {@,} tem o li-
mite L. Segue a defini¢do precisa de limite de uma seqiiéncia.

A seqiiéncia (a,] tem o limite L se para qualquer ¢ > 0 existir um nimero"
N > 0, tal que se n for um inteiro e

sen > N, entdo |a, — L| < €
e escrevemos

lim @, =1L

n- +wo

EXEMPLO 1 Use a Definigdo 12.1.2 para provar que a seqiiéncia tem li-

mite +:

&)

Solucédo Precisamos mostrar que para todo ¢ > 0 existe um numero
N > 0, tal que se » for inteiro e
n

n 1
se n > N, entdo m+ 1 2‘<e

~ | 2n —2n — 1
& se n > N, entdo 207 + 1) ’<e

-1

& se n > N, entdo m < €

ﬁsen>N,ent§o-l“<e

22n + 1)

@ sen > N,entdao2n + 1 >L

2¢
1 — 2¢
4€

Para que a afirmagdo anterior seja valida, tomamos N = (1 — 2¢)/(4¢) e se
n for um inteiro
1 — 2¢

se n. > ——=— entdo
4e

e sen > N, entaon >

n —

Y
m + 1 2‘<e @)
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Observe que no caso em que ¢ = +, entdo N = 4 e (4) torna-se

sen >3 entdo e —1<1
"= m+1 2|8
Por exemplo, se n = 4,
n I 4 -1
2n+1 2f |9 2
1
18
€ % < —21;— O estabelecido em (4) prova que a seqiiéncia dada tem limite %

» ILUSTRACAO 3 Considere a seqiiéncia {(— 1)* *!/n}. Note que o n-ésimo ele-
mento dessa seqiiéncia é (— 1)"*/n, e (—1)"+ ! éigual a +1 quando n for im-
par eigual a — 1 quando 7 for par. Assim sendo, podemos escrever os elementos
da seqiiéncia da seguinte forma:

11 11 (—=1y+?
1, _E» 55 _Za g,---, —n'—a
Na Figura 5 foram colocados os pontos correspondentes a sucessivos elementos
da seqiiéncia. Na figura, a, = 1,4, = -4, a3 = +, @, = — 4, as = +,
ag= —+,a, =+, 8= —+,a = 5, a, = —15. O limite dessa seqiiéncia é
0, e os elementos oscilam em torno de 0. <
1 ! 1
a;= =3 ag=—% a7;=7
1 a; =<
/R, S
? 4 PR SV S T S l > f(n)
1 o 1 1
2 1 1 2
ag = —3g as =73 a;=1
—_ 1 _ 1
4y = —q 49 = 79
FIGURA 5

Compare a Defini¢do 12.1.2 com a Defini¢do 2.5.1 de limite de f(x) quando

x cresce sem limitagdo. As duas defini¢cOes sdo quase idénticas; contudo, quan-

do estabelecemos que lim f(x) = L, a fungdo f é definida para todos os
X + ®

numeros reais maiores do que um certo nimero real r, enquanto que quando
consideramos lim a,, n estd restrito aos numeros inteiros positivos. Porém,

n-— +o

da Defini¢do 2.5.1 segue imediatamente o teorema apresentado a seguir. -

Se lim f(x) = L e festiver definida para todo inteiro positivo, entdo também
X — +©

lim f(n) = L quando n for um inteiro positivo qualquer.

n— +o©

A demonstragdo é proposta como exercicio (veja o Exercicio 26).
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» ILUSTRACAO4 Vamos verificar o Teorema 12.1.3 para a seqiiéncia do Exem-
plo 1, para a qual fln) = n/(2n + 1). Assim, fix) = x/2x + 1) e

) 1

im iim ——

x—~+002x+1 x—'+002

X
1

2
\
Segue, entdo, do Teorema 12.1.3, que lim f(n) = 4 quando n for qualquer
n— +o

inteiro positivo. Isso estd de acordo com a solugdo dada no Exemplo 1. <« -

Se a seqiiéncia {a,] tiver um limite, dizemos que ela é convergente, ¢ a, con-
verge para o limite. Se a seqiiéncia ndo for convergente, €la serd divergente.

EXEMPLO 2 Determine se a seqiiéncia é convergente ou divergente:
4n?
2n? + 1
Solucdo Queremos determinar se lim 4n%/(2n? + 1) existe. Seja, entdo,
no +e

J) = 4x?/(2x? + 1) e vamos estudar liI{l J).

fim —2 _ jim
x—>+002x2+1_x—~+002 l

x2
=2
Assim sendo, pelo Teorema 12.1.3, lim f(n) = 2. Dessa forma, a seqiiéncia
n— +oo

dada ¢é convergente e 4n2/(2n? + 1) converge para 2.

EXEMPLO 3 Prove que se |r| < 1, entdo a seqiiéncia [r"} serd convergente
e r" convergira para zero.

Solugdo Consideremos primeiro r = .0. Entdo, a seqiiéncia ¢ {0} e
lim 0 = 0. Logo, a seqiiéncia ¢ convergente e 0 n-ésimo elemento converge

n- +w
para zero.

Se 0 < |r| < 1, queremos mostrar entdo que a Definicdo 12.1.2 aplica-se
com L = 0. Assim sendo, devemos mostrar que para todo ¢ > 0 existe um nu-
mero N > 0 tal que se n for inteiro e

sen > N,entdo |[r" — 0] < ¢ 5
& sen > N, entdo |r|" < ¢
©sen > N,entdo In|r|” < In e
& sen > N,entdonln|r| < Ine
Como 0 < |r| < 1,In|r| < 0. Logo, a afirmacdo acima é equivalente a

In e
In|r|

sen > N, entdon >
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Assim sendo, se N = In ¢/In|r|, podemos concluir (5). Conseqiientemente,
lim r* = 0. Dessa forma, pelas Defini¢des 12.1.2 e 12.1.4, {r"} é convergente

n— + «©

€ r"* converge para z€ro.

EXEMPLO 4 Determine se a seqiiéncia {(—1)" + 1} é convergente ou di-
vergente.
Solugdo Os elementos dessa seqiiéncia sdo 0, 2, 0, 2, 0, 2,..., (=1)" + 1,...

Como a, = 0 se n for impar e a, = 2 se n for par, parece que a seqiiéncia €
divergente. Para provar isso, vamos supor que a seqiiéncia seja convergente €
mostrar que tal hipdtese leva a uma contradigdo. Se a seqiiéncia tiver um limite
L, entdo, pela Definicdo 12.1.2, para todo e > 0 existe um nimero N > 0 tal
que se n for inteiro e

sen > N, entdo |a, — L| < €
Em particular, para e = -, existe um nimero N > 0 tal que se n for inteiro e
sen> N entdo |a,— L[| <3
< sen>N entdo —3<a,—L<3
Como a, = 0 para n impar e a, = 2 para n par, decorre dessa afirmagdo que
—l<—-L<} e —3<2-L<3

Masse — L > —+,entdo 2 — L > e, assim sendo, 2 — L ndo pode ser me-
nor do que +. Logo, hd uma contradi¢@o ¢ a seqliéncia dada é divergente.

EXEMPLO 5 Determine se a seqiiéncia é convergente ou divergente:
nsen—
n
Solugdo Queremos determinar se o lim 7 sen(n/n) existe. Seja
n-— 4+

f(x¥) = xsen (n/x) e vamos estudar o lim f(x). Uma vez que f(x) pode ser es-

X - +

critana forma [sen(n/x)]/(1/x)e lim sen(x/x) =0,bemcomo lim (1/x) =0,
X — + 0 X~ 4

a regra de L’Hopital pode ser aplicada para obtermos

T T
. - CoS —
. . X
lim f(x)= lim
x= + o x>+ o __1_
X2

. n
= lim =mcos—
x

x—++
=T

ngo, lim f(n) = =, se n for inteiro positivo. Dessa forma, a seqliéncia dada

no +o

¢é convergente e n sen(z/n) converge para 7.
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Existem teoremas de limite para seqiiéncias, andlogos aos que foram dados pa-
ra fungbes no Capitulo 2. No enunciado desses teoremas ¢é usada a terminologia
deseqiiéncias. As demonstragdes ndo serdo apresentadas pois sdo similares aque-
las dos teoremas correspondentes, dadas no Capitulo 2.

12.1.5 TEOREMA | Se {a,} e {b,} forem seqiiéncias convergentes e ¢ for uma constante, entio
(i) a seqiiéncia constante {c] tem ¢ como seu limite;

(i) lim ca, =c lim a,

n- +w n— +o

(iii) lir{l (@ *b)= lim g, lim b,

n- +o n- +oo

@iv) lirrl_ ab, = ( lim a,,>< lim b,,);

no 4+ no +o
lim a,
() lim % _ ""*° ¢ lim b, # 0 etodob, # 0.
neto p lim br no +e
. n- +oo

EXEMPLO 6 Use o Teorema 12.1.5 para provar que a seqiiéncia

n? sen”
2n+1° n

€ convergente e ache o seu limite.

Solugédo
n senn sen r
p— ‘n —
2n + 1 n 2n+1 n

No Exemplo 1 comprovamos que a seqiiéncia {n/(2n + 1)} é convergente e que
lim [n/(2n + 1)] = 4. NoExemplo 5 ficou provado queaseqiiéncia {nsen (n/n)}

n s +00
€convergenteeque lim [nsen(n/n)] = n. Assimsendo, pelo Teorema 12.1.5 @iv),
n— +o
: n 7 : n ) n
lim -nsen— | = lim - lim nsen—
-+ | 20+ 1 n ot 20+ 1 4ot o n

=-%-7'[

Logo, a seqiiéncia dada é convergente e seu iimite ¢ +x.

EXERCICIOS 12.1

Nos Exercicios de 1 a 19, escreva os quatro primeiros elementos

oA . . . . i 1 :
da se:_;uencm e determine se ela é C(')m.lergente ou divergente. Ca 7 n_zn 8. og, n b1 9. ftgh n]
SO seja convergente, ache o seu limite. n
2 2 enh
1. {2 + 1 2. 2 +1 3.4 +1 10. {senh n} 11. " sen™™ 12 {007
2n— 1 3n? —n n n+1 2 sen n

Il Y L
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15. {(1 +3i>} (Sugestdo: use lim0 a+ x> = e.)
n X -

2 n
16. {(1 + ;) } Veja a sugestdo para o Exercicio 15.

17. {r'"} e r > 0 (Sugestdo: considere os dois casos: r € 1

er>1)
19, {ﬁn},wl
C

Nos Exercicios de 20 a 25, use a Definicdo 12.1.2 para provar
que a seqiiéncia dada tem o limite L.
; L'=0
)

4 3
20. {<——); L= .
{2”'—1}’L 0 21 {n....
1 ( 8n
22.c—» L=0 23. ;L=
{J;} {2n+3} L=

5—n 2n?
u 12"y L 1,
{2+3n}’L 3 2 {5n2+1}’L >

26. Demonstre o Teorema 12.1.3.

18. {cos nn}

n? n?
27. M tiénci i ;
ostre que as seqiiéncias {n — 3} e {n n 4} divergem;
n? n?
-3 n+4

porém, a seqiiéncia {n } é convergente.
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28. Dada a seqiiéncia

Determine se a seqiiéncia é convergente ou divergente. Se for
convergente, determine o seu limite.

29. Prove que se |r| < 1, a seqiiéncia {nr"} é convergente e nr"
converge para zero.

30. Prove que se a seqiiéncia {a,] converge, entdo lim

ne— +w

a, é

unico. (Sugestdo: suponha que lim a, tenha dois valores

no 4+
diferentes, L ¢ M, e mostre que isso é impossivel, tomando
¢ = 5 |L — M| na Defini¢do 12.1.2.)
31. Prove que se a seqiiéncia {a,] for convergentee lim a, = L,
n— +o
entdo a seqiiéncia {a2} também sera convergente e
lim a2 = L2

no +o

32. Prove que se a seqiiéncia {a,} for convergentee lim a, =L,
n- +

0
entdo a seqiiéncia {|a,|] também serd convergente e
lim |a,| = |L].
n—

12.2 SEQUENCIAS Certos tipos de seqiiéncias recebem nomes especiais.

MONOTONAS E LIMITADAS

12.2.1 DEFINICAO

Dizemos que uma seqiiéncia {a,} é

(i) crescente, se a, < a, , , para todo n;
(ii) decrescente, se a, > a, , , para todo n.

Chamamos de mondtona uma segiiéncia que seja crescente ou decrescente.

No caso de a, < a, , , (um caso especial de a, < g, , ,), a seqiiéncia é estrita-
mente crescente; se a, > &, , ,, a seqii€ncia é estritamente decrescente.

EXEMPLO 1

Determine se as seguintes seqiiéncias sdo crescentes, decrescen-

tes ou ndo-mondtonas: (a) {n/(2n + 1)}; (b) {1/n}; (¢) (=1)"+ /n}.

Solugédo

(a) Os elementos da seqiiéncia podem ser escritos como

1
3y5ST9T

n n+1 -

C2n+ 1 2n+37 7
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Observe que obtemos a, , , de a,, substituindo n por n + 1. Logo, como
a, =n/2n + 1),
n+1
Aoy = ————
LT 2n+ 1)+ 1
_n+ 1
T 2n+3
Observando os quatro primeiros elementos da seqiiéncia, vemos que eles
crescem quando n cresce. Assim, suspeitamos que em geral

n n+ 1

< 1
2n+1 "2n+3 (M

A desigualdade (1) pode ser comprovada se encontrarmos uma desigualdade
equivalente que sabemos ser valida. Multiplicando cada membro de (1) por
(2n + 1)(2n + 3), obtemos as desigualdades equivalentes:
n2n+3)<(n+ D2+ 1)
<

2n2 +3n<2n® + 3n+ 1 @

A desigualdade (2) é, obviamente, verdadeira, pois o segundo membro é 1
maior do que o primeiro. Logo, a desigualdade (1) é verificada e, portanto,
a sequiéncia dada € crescente.

(b) Os elementos da seqliéncia podem ser escritos como:
1 -1
R AERE

1

»

S =

N | —
W —

Como
1 1

n n+1
para todo n, a seqiiéncia é decrescente.

(c) Os elementos da seqiiéncia sdo
1 1 1 (_1)n+1 (__1)n+2

a‘—§9§a 4a-'-, n 5 n+1 g e

Comoa, = lea,= — %, a, > a,. Porém a; = +; assim @, < a,. Em geral,
consideramos trés elementos consecutivos da seqiiéncia:

_(_1)n+1 ~(_1)n+2 _(_1)n+3
T n+2

n n "+1_'_n+1 n+2 T
Se n for impar, a, > a,.,€ea,,, < a,, ,; por exemplo, a, > a,ea, < a,.
Se n for par, a, < a,,,ea,,, > a,, , por exemplo, a, < a;ea, > a,.
Dessa forma, a seqiiéncia ndo é nem crescente, nem decrescente e, assim sen-
do, ndo é mondtona.

A

12.2.2 DEFINICAO | O numero C é chamado de limitante inferior da seqiiéncia {@,} se C < a, para to-
do n inteiro positivo, € 0 nlimero D é chamado de limitante superior da seqiiéncia
{a,} se a, < D para todo n inteiro positivo.




12.2.3 DEFINICAO

12.2.4 DEFINICAO

12.2  Segiincias Monétonas e Limitadas 697

» ILUSTRAGAO 1 O miimero zero ¢ um limitante inferior da segiiéncia
{n/(2n + 1)} cujos elementos sdo

1 2 3 4 n

3579 m+1
Observe que —L¢ outro limitante inferior da seqiiéncia. Na verdade, todo nime-
ro menor ou 1gual a 5 é um limitante inferior da seqiiéncia. <

» ILUSTRAGAO 2 Para a seqiiéncia {1/n} cujos elementos sdo

| 111 1
72,3’4,"', 7.“'
1 é um limitante superior; 26 também é um limitante superior. Qualquer nimero
que seja maior ou igual a 1 ser4 um limitante superior, e qualquer nimero nio-

positivo servira como limitante inferior para a seqiiéncia. <

Com as Ilustragdes 1 e 2 vemos que uma seqiiéncia pode ter varios limitantes
superiores e inferiores.

Se A for um limitante inferior de uma seqiiéncia {a,] e se A satisfizer a proprie-
dade de que para todo limitante inferior C de {a,}, C < A, entdo A ser4 cha-
mado de limitante inferior méximo da seqiiéncia. Analogamente, se B for um
limitante superior de uma seqiiéncia {a,} € se B satisfizer a propriedade de que
para todo limitante superior D de {a,}, B < D, entdo B serd chamado de limi-
tante superior minimo da seqiiéncia.

> ILUSTRAGAO 3 Para a seqiiéncia {n/(2n + 1)] da Ilustragio 1, o limite infe-
rior méximo ¢ +, pois todo limitante inferior da seqiiéncia é menor ou igual a 5.
Além disso, como

para todo n, entdo 7‘ ¢ o limite superior minimo da seqiiéncia.

Na Ilustragdo 2 hd a seqiiéncia {1/n] cujo limitante superior minimo é 1, pois
todo limitante superior da seqiiéncia é maior ou igual a 1. O limitante inferior
maximo dessa seqiiéncia é 0. <

Dizemos que uma seqiiéncia {a,] é limitada se e somente se ela tiver limitantes su-

perior e inferior.

Como a seqiiéncia {1/7} tem um limitante superior e um limitante inferior, ela
élimitada. Alémdisso, {1/n} também é decrescente; logo, é uma seqiiéncia mono-
tona limitada. H4 um teorema (12.2.6) que garante que toda seqiiéncia monéto-
nalimitada é convergente. Em particular, {1/#] econvergente pois hm (1/n) =

= 0. A seqiiéncia {n] cujos elementos sio

1,2,3,...,n

¢ mondtona (pois € crescente); porém nao é limitada (uma vez que ndo possui li-
mitante superior). Ela ndo é convergente, pois lim »n = + .

n— +0
Para demonstrar o Teorema 12.2.6 precisamos de uma propriedade muito im-
portante do sistema de nimeros reais que serd enunciada a seguir.
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DO COMPLETAMENTO
Y
D >
5.0, *
(4, a,) o (6 a,)
°(3, a3
(2, a,)
.(11 ”1)
I N N B X
0] 1 2 3 4 5 6
FIGURA 1

12.2.6 TEOREMA
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Todo conjunto ndo-vazio de nimeros reais que tenha um limitante inferior, pos-
sui um limitante inferior maximo. Da mesma forma, todo conjunto ndo-vazio de
numeros reais que tenha um limitante superior possui um limite superior minimo.

A segunda sentenga no enunciado do axioma do completamento é desnecessa-
ria, uma vez que pode ser provada da primeira sentenca. Ela foi incluida no axio-
ma para facilitar a discussao.

Vamos supor que a seqiiéncia {a,} seja crescente e limitada. Seja D um limi-
tante superior da seqiiéncia. Entdo, se os pontos (n, a,) forem colocados num sis-
tema cartesiano ortogonal, eles ficardo abaixo dareta y = D. Além disso, como
a seqiiéncia € crescente, a medida que n cresce, os pontos ficardo cada vez mais
préximos dareta y = D. Veja a Figura 1. Assim sendo, quando » cresce, os ele-
mentos a, crescem em direcdo a D. Intuitivamente, diremos que a seqiiéncia {a,}
tem um limite que é D ou algum nimero menor do que D. Isso é realmente o que
acontece, como esta provado no teorema a seguir.

Uma seqii€éncia mondtona limitada é convergente.

Prova Demonstraremos o teorema para o caso das seqiiéncias mondtonas cres-
centes. Seja [a,] a seqiiéncia.

Como {a,]} é limitada, existe um limitante superior para a seqiiéncia. Pelo axio-
ma de completamento, {a,} tem um limitante superior minimo que chamaremos
de B. Entéo, se € for um nimero positivo, B — € ndo podera ser um limitante
superior para a seqiiéncia, pois B — € < B e B ¢ o limitante superior minimo
dela. Assim sendo, para algum nimero inteiro positivo N,

B—-—e<ay ' 3)
Como B ¢ o limitante superior minimo de {a,}, pela Defini¢do 12.2.2 segue que
a, < B para todo n inteiro positivo (4)

Como {a,} é uma seqiiéncia crescente, pela Definicdo 12.2.1(i) segue que
a, € Ay, para todo n inteiro positivo
e assim
sen 2 N entdo ay <aq,
Dessa afirmacio e de (3) e (4) segue que
sen>2N entdo B—e<ay<a,<B<B+e¢
de onde concluimos que
sen >N entdo B—e<a,<B+e€
< sen>N entio —e<a,—B<e
< sen> N entdo |a,— B|<e

Mas, pela Definicdo 12.1.2, essa afirmacdo é a condi¢do para que lim a, = B.
Logo, a seqiiéncia {a,] é convergente. e

Para provar o teorema quando {a,} for uma seqiiéncia decrescente, basta con-
siderar a seqiiéncia { - a,}, que serd crescente, ¢ aplicar os resultados acima. Pro-
pomos como um exercicio que as etapas da demonstragdo sejam completadas.

(veja o Exercicio 17). [ |
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O Teorema 12.2.6 estabelece que se {a,} for uma seqiiéncia monétona limita-
da, entdo existirA um numero L tal que lim a, = L, mas ndo esclarece como
n— +w

encontrar L. Por essa razdo, o Teorema 12.2.6 é chamado de teorema de existén-
cia. Muitos conceitos importantes em Matematica baseiam-se em teoremas de exis-
téncia. Assim, existem diversas seqiiéncias para as quais o limite ndo pode ser
encontrado através do uso direto da defini¢do ou da aplicacido de teoremas de
limite, mas o conhecimento de que tal limite existe pode ser importante para um
matematico. :

Na demonstracdo do Teorema 12.2.6, o limite de uma seqiiéncia crescente li-
mitada é o seu limitante superior minimo B. Logo, se D for um limitante superior
da seqiiéncia, "lim a, = B < D. Temos, entdo, o teorema a seguir.

+

Seja {a,] uma seqiiéncia crescente, e suponhamos que D seja um limitante supe-
rior da seqiiéncia. Entdo, {a,} serd convergente e

lim a, <D

ne 4o

Na demonstragdo do Teorema 12.2.6 para o caso de seqiiéncias mondtonas de-
crescentes, o limite é o limitante inferior mdximo. Assim sendo, existe um teo-
rema similar ao Teorema 12.2.7. :

Seja {a,} uma seqiiéncia decrescente, e suponhamos que C seja um limitante in-
ferior da seqiiéncia. Entdo, {a,} sera convergente e

lim q,>2C
n— +,eo
EXEMPLO 2 Use o Teorema 12.2.6 para provar que a seqiiéncia € convergente:

21
n!j
Solugdo Os elementos da seqiiéncia dada sdo
21 22 23 24 ‘ 2n 2n+1
_1_!’ Ea i’ 'Z!_,-.-, E, (n+ 1)"'
1! =1,2! =2,3! = 6,4! = 24, Assim sendo, os elementos da seqiiéncia podem
ser escritos como
n n+1
22,42 2 2
373 n!” (n+ !

Entdoa, = a, > a; > a,; logo, a seqiiéncia dada pode ser decrescente. Precisa-
mos verificar se a, > a, , ,; isto é, precisamos determinar se

o on+1
nlZ (n+ 1)1

< 2Mn+ 1! >2"n

<« 2'nln+1)>2-2"n!

< n+1x2 ©)

©)
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Quando n = 1, adesigualdade (6) torna-se 2 = 2 e (6) é, obviamente, verdadei-
raquando n > 2. Como adesigualdade (5) é equivalente a (6), segue que a seqiién-
cia dada ¢ decrescente e, portanto, mond6tona. Um limitante superior para a
seqiiéncia dada é2, e um limitante inferior é 0. Assim sendo, a seqiiéncia é limitada.

A seqiiéncia {2"/n!] ¢, entdo, uma seqiiéncia monotona limitada e, pelo Teo-
rema 12.2.6, ela é convergente.

O Teorema 12.2.6 estabelece que uma condig¢do suficiente para uma seqiiéncia
mondtona ser convergente € que ela seja limitada. Esta também é uma condi¢io
necessdria e sera dada no teorema a seguir.

Uma seqii€éncia monétona convergente é limitada.

Prova Vamos demonstrar o teorema para o caso das seqiiéncias monotonas cres-
centes. Seja {a,} a seqiiéncia.

Para provar que {¢,} é limitada, é preciso mostrar que ela tem um limitante in-
ferior e um limitante superior. Como {g,] é uma seqiiéncia crescente, seu primei-
ro elemento serve como um limitante inferior. Precisamos agora encontrar um
limitante superior.

Como {a,] é convergente, a seqiiéncia tem um limite; seja L esse limite. Entdo,

lim a, = L e, pela Definigdo 12.1.2, para todo ¢ > 0 existe um numero

n— +o

N > 0 tal que se n for um inteiro e
sen> N entdo |a, — L| <e
< sen>N entdo —e<a,— L <e
< sen>N entdo L—e<a,<L+e¢
Como {a,] é crescente, segue dessa afirmacdo que
a, <L +¢ para todo n inteiro positivo

Logo, L + e servird com um limitante superior para a seqiiéncia {a,].

Para provar o teorema quando {g,] for uma seqiiéncia decrescente, basta pro-
ceder como foi sugerido na demonstragdo do Teorema 12.2.6: considere a seqiiéncia
{—a,}, que é crescente, e aplique os resultados acima. Vocé devera fazer tal de-

monstragdo no Exercicio 18. [ ]
EXERCICIOS 12.2
Nos Exerciciosde 1 a 16, determine se a seqiiéncia dada é crescen- 15 n! 16 [-3-5-...-2n=1)
te, decrescente ou ndo-mondtona. Tle3-5- .0 - @2n—1) : 7y
3n—-1 2n—1 3. 1 -2n 17. Use o fato de que o Teorema 12.2.6 é valido para uma seqiién-
4n 4+ 5 4n —1 n? cia crescente, para provar que o teorema também ¢é valido
. =1 quando {a,} for uma seqiiéncia decrescente. (Sugestdo: con-
4. {sennn} 5. {cos 3nn} 6 0 sidere a seqiiéncia {-a,).)
. 18. Prove o Teorema 12.2.9 quando {g,} for uma seqiiéncia de-
5 crescente, usando um método similar ao que foi usado no Exer-
7.
n + senn? 1+2° 1+ 5% cicio 17.
(2n)! n! n
10. 5 11. 3 12. o Nos Exercicios 19 e 20, determine se a seqiiéncia dada é limitada.
n 2
il 24 (=1 19, {113 20, (3—(—1y""
13.{n!} 14. {n® + (—1)'n} 3 e L3 (=1}
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Nos Exercicios de 21 a 30, prove que a seqiiéncia dada é conver- 27. A seqiiéncia do Exercicio 15.

gente, usando o Teorema 12.2.6. 28. A seqiiéncia do Exercicio 16.
. n?
21. A seqiiéncia do Exercicio 1. 22. {———3:11} 29. {;} 30. {k'"}, k> 1
1-3-5-...-(2n—1) . ) R - S
23, 24. A seqiiéncia do Exercicio 8. 31. D€ exemplo de uma seqiiéncia que seja limitada e conver-
2:4:6-...-(2n) gente, porém nao-mondtona.
25. A seqiiéncia do Exercicio 9. 32. Dada a seqiiéncia {a,}, onde @, > O paratodone a, .
26. A seqiiéncia do Exercicio 12. < ka,com 0 < k < 1. Prove que {a,] é convergente.

12.3 SERIES INFINITAS Uma parte importante no estudo do Calculo envolve a representagdo de fungdes
DE TERMOS CONSTANTES como ‘‘somas infinitas’’. Isso requer que a operacéo usual de adigdo em conjun-
tos finitos de nimeros seja estendida para conjuntos infinitos. Para tanto, usa-
mos um processo de limite através de seqiiéncias.
Associemos a seqiiéncia

Upy Ugy Uy ey Uy, oo
uma ‘‘soma infinita’’> denotada por
U +uy+uz+...+u,+...

Mas, qual o significado de tal expressdo? Isto é, o que queremos denotar com
a ‘“‘soma’’ de um numero infinito de termos € em quais circunstancias essa soma
existe? Para termos uma idéia intuitiva do conceito dessa soma, consideremos
um pedaco de fio com 2 m de comprimento e suponhamos que ele seja cortado
ao meio. Uma das partes ¢ deixada de lado, enquanto que a outra é novamente
dividida ao meio. Um dos pedagos com 1/2 m de comprimento € posto de lado,
enquanto que o outro é cortado ao meio, € entdo obtemos dois pedagos com 1/4
m de comprimento cada um. Tomando apenas um deles e dividindo-o ao meio,
obtemos dois pedagos com 1/8 m de comprimento. Novamente, cortamos um dos
pedagos ao meio. Se esse procedimento continuar indefinidamente, o nimero de
metros na soma dos comprimentos dos pedacos separados pode ser considerado

como a soma infinita
LI VIR S S
2747816 T T (1)

Como comegamos com um pedaco de fio com 2 m de comprimento, nossa intui-
¢do indica que a soma infinita (1) deve ser 2. Na Ilustragdo 2 demonstraremos
que é realmente o0 que ocorre. No entanto, precisamos primeiro de algumas defi-
ni¢des preliminares.

Da seqiiéncia

Upy Upgy Uy ooy Upy o

vamos formar uma nova seqiiéncia {s,}, adicionando os sucessivos elementos de
URE

S =y
S; = Uy + Uy
Sy =1uy +u; +us

S4=u1+u2+u3+u4

S,,=u1+u2+U3+u4+...+u,,
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A seqiiéncia {s,} obtida dessa maneira da seqiiéncia {u,} é chamada de série in-
finita.

Se {u,} for uma seqiiéncia e
S,,=ul+u2+u3+...+u,,

entdo a seqiiéncia [s,] serd chamada de série infinita, a qual é denotada por
+

o ou, = uy + y + Uy A e + U, + ...

n=1

Os nimeros u,, U,, Us, ..., U, ... sS40 chamados de termos da série infinita. Os
numeros S,, S, 83, ..., S, ... $40 chamados de somas parciais da série infinita.

Observe que a Definigdo 12.3.1 estabelece que uma série infinita é uma se-
qiiéncia de somas parciais.

» ILUSTRACAO 1 Considere a seqiiéncia {,}, onde u, = ———

111 1

1
1—**,——,...,—_,...
72748 16 2n!

A partir dela, vamos formar uma seqiiéncia de somas parciais:

s =1 s; =1

I 3
82:1+§ <> Szzi
s 1+1+1 l
= — - <> = -
3 272 5373
R 15
= — — — <> pp—
4 27373 4= g
S l-f—l-F]+1-|'1 3!
= - - - — &> S = —
s 274787 16 > =16

~1+]+1+1+L+ +]
" 248 16 70 2

Essa seqiiéncia de somas parciais {s,] é a série infinita denotada por
ﬂf LTS U0 SR B 1 |
P e I S TR TS

Observe que essa é a soma infinita (1) obtida no comego desta secgdo, na dis-

cussdo sobre o corte de um fio de 2 m de comprimento. Ela é exemplo de uma

série geométrica a ser estudada posteriormente nesta sec¢io. |
Quando {s,} é uma seqiiéncia de somas parciais,

Sp—1 =UuUy +u; +uz;+...+u,_,
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Assim,
Sp = Sy—1 + U,

Usaremos essa formula no exemplo a seguir.

EXEMPLO 1 Dada a série infinita
+o o 1
Z: asann+1)
(a) determine os quatro primeiros elementos da seqiiéncia das somas parciais

{s.), €
(b) determine a férmula para s, em termos de 7.

Solugédo
(@Como s, = s, + U,
Sl=u1 s2=sl+u2
1 _1+ 1
T1-2 2723
=1 =2
- 2 -3
S3=s2+u3 S4—S3+u4
_2+ 1 _3+_1_
T3 3:4 T4 45
-3 —4
- 4 -5
1
C = —-t ’ ’
(b) Como u, Kk + 1) emos, por fragdes parciais
1 1
Tk + 1
Logo,
uy=1-3% u=%-3% us=%—1%
1 1 1 1
Up—1 = - =

Assim, como S, = U, + U + ... + U, _; + Uy,

Ky R

Eliminando os parénteses € combinando os termos, obtemos

T n+1
Tomando n igual a 1, 2, 3 e 4, vemos que 0s resultados estdo de acordo.
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O método de resolugdo do exemplo acima aplica-se somente a casos particu-
lares. Em geral, ndo é possivel obter tal expressdo para s,,.
Vamos definir agora a soma de uma série infinita.

+®
Seja Y, u, uma dada série infinita, e seja [s,] a seqiiéncia das somas parciais
n=1
que definem a série. Entdo, se lim s, existir e for igual a S, dizemos que a

n— +o

série dada sera convergente, sendo S a soma da série infinita dada. Se lim s,

n— +o

ndo existir, a série serd divergente e nio terd uma soma.

Essencialmente, a Definigdo 12.3.2 estabelece que uma série infinita serd con-
vergente se € somente se a seqiiéncia das somas parciais correspondentes for
convergente,

Se uma série infinita tiver uma soma S, dizemos também que a série conver-
gird para S.

Observe que a soma de uma série convergente é o limite de uma seqiiéncia
de somas parciais e ndo € obtida pela adi¢do ordindria. Para uma série conver-
gente o simbolo

+

2 n

n=1

¢ usado, denotando ambas a série € a soma da série. O uso do mesmo simbolo
nao deve causar confusdo, pois a interpretagido correta fica clara a partir do
contexto em que ele for empregado.

» ILUSTRACAO 2 A série infinita da Ilustragdo 1 ¢

to 1] 1 1 1 1 1
ser=lt sttt —t. b+
";2"_1 trtatgtEto et )
e a seqiiéncia das somas parciais é {s,}, onde
11 1 1
=l+-4-t+ot...+=—
S, +2+4+8+ +2,,_1 (3)

Para determinar se a série infinita (2) tem uma soma, precisamos calcular
lim s,. Em primeiro lugar, encontramos uma férmula para s,. Da Algebra,

n-s 4+
temos a identidade:
a'—=b"=@-ba ' +a""h+a""3+.. . +ab"" 2+ b))

Aplicando essa férmula com @ = 1 e b = 4, temos

t—a=(1-H(1+1+ 141 L
3= 2 712 23+...+2n_1

L]
< 1+1+1+1+ + 1 = r
2 4.8 71T

Comparando essa equagdo com (3), obtemos

1
=2(1-
S" < 2")

1
2

/
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Como lim 1 = 0 temos
no 4o 20

lim s,=2
n—+w

Assim sendo, a série infinita (2) tem por soma 2. <

EXEMPLO 2 Determine se a série infinita do Exemplo 1 tem uma soma.

Solugédo Na resolugdo do Exemplo 1 foi mostrado que a seqiiéncia das so-
mas parciais para a série dada é {s,} = {n/(n + 1)}. Logo

lim s, = lim
n— +co n-’+con+1

1
lim —
n—+ o 1 +

Assim sendo, a série infinita tem uma soma igual a 1, e escrevemos

Py 1 1 1 1 1 1

,,Z‘ln(n+1)=§+5+ﬁ+56+“'+n(n+1)+'”
=1

EXEMPLO 3 Determine a série infinita que tem a seguinte seqii€ncia de so-
mas parciais:

(o= {3}

Também determine se a série infinita é convergente ou divergente; se for con-
vergente, obtenha a sua soma.

Solugao Como s, = 4, entdou, = +.Sen > 1,
Uy = Sp = Sp—y
1
2n 2n—l
1
ou

Logo, a série infinita é

B |

-2

n=2 2"

N —
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Ja que
Iim s lm L
m = —
n—+ oo " n—+ oo 2"

=0

a série é convergente e sua soma é 0.

Como j4 foi mencionado acima, na maioria dos casos ndo é possivel obter
uma expressiao para s, em termos de 7; assim sendo, precisamos de outros mé-
todos para determinar se uma dada série infinita tem uma soma ou, equivalen-
temente, se uma dada série é convergente ou divergente.

+ e
Se a série infinita Y, u, for convergente, entdo lim u, = 0.
n=1 - +00

Prova Seja {s,} a seqiiéncia das somas parciais para a série dada, ¢ seja S a so-
ma da série. Da Defini¢do 12.3.2, lim s, = S. Assim, para todo e > 0 existe

n— +

um nimero N > 0 tal que
sen> N entdo |S—s,|<ie
Também
sen> N entdo [S—s,,,| <3
Portanto,
[t s 1] = ISws1 — s
=S — 5, + Spe1 — S|
<|S — 8| + |04 — S
Assim,
sen>N entdo |u,.,|<je+ie=¢
Logo,
lim u,=0 |

n— + oo

O Teorema 12.3.3 fornece um teste simples para divergéncia, pois se lim u, # 0,
N 4+
+ o

podemos concluir que Y, u, é divergente.

n=1

EXEMPLO 4 Prove que as duas séries seguintes sdo divergentes:
(@) top? 4] _2+5+10+17+

Sonr T 479 e

+ oo

®) Y (-1y*'3=3-3+3-3+...

n=1
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Solugéo
2
1
(@ lim u,= lim *
n— +co n—+c n
1
1+ 3
= lim
n—=+ o
=1
#0

Portanto, pelo Teorema 12.3.3, a série € divergente.

(b) lim u, = lim (—1)"*!3, que ndo existe. Logo, pelo Teorema 12.3.3,
n— 4o

n— +o©

a série é divergente.

O inverso do Teorema 12.3.3 é falso. Isto é, se lim u, = 0, entdo ndo ¢

no +o
necessariamente verdadeiro que a série seja convergente. Em outras palavras,
¢ possivel ter uma série divergente para a qual lim u, = 0. Um exemplo disso

n— +©

é a chamada série harmoénica, que

t g {11 B : ,
LR SR S
L=ttt 4ot “)

Obviamente, lim 1/n7 = 0. Na ilustragdo 3 provaremos que a série harmdnica
no 4+

diverge, fazendo uso do teorema que estabelece o seguinte: a diferenca entre
duas somas parciais, s, € s7, de uma série convergente pode se tornar tdo pe-
quena -quanto desejarmos, tomando R e 7 suficientemente grandes.

+ o

Seja {s,} a seqiiéncia das somas parciais de uma dada série convergente 3, u,.
n=1

Entdo, para todo ¢ > 0, existe um nimero N tal que

seR>NeT > Nentdo |sp — 57| < ¢

+ o

Prova Como asérie E u, é convergente, seja S a sua soma. Entdo, paratodoe > 0

n=1

existeum N > O tal quese n > N, entdo |S — s,| < +e. Logo,se R > NeT > N,
Isg —sr| =|se =S+ S — 57| |sg = S| +|S — 57| < e+ de
Portanto,

se R > NeT > N, entdo |sz — 57| < ¢ : u

» ILUSTRACAO3 Vamos provar que a série harménica (4) é divergente. Para
essa série,
1

S, =1+-+4 +1
n_ 2 .. n
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1 1 '
=l4+-4+.. -+ —+.. . +—
San 3t +n+n+l+ * o

S I N : | ()
"n+1 n+2 n+3 +§;

San = Sa

Sen>1,

1 1 1 1 1 1 1 1
ntl he2 a3ttt t ot o,

Ha n termos em cada lado do sinal de desigualdade; assim, o lado direito é
n(1/2n) = 4. Logo, de (5) e da desigualdade acima,

sen > 1,entdio s, — s, > + 6)
Mas o Teorema 12.3.4 estabelece que se a série dada for convergente, Sy — S,
poderd se tornar tio pequeno quanto desejarmos, tomando » suficientemen-
te grande; isto €, se € = +, existe um N tal que

se2n > Nen' > N,entio s,, — s, < +

Mas isso contradiz (6). Logo, a série harménica é divergente, muito embora
lim 1/n = 0. |

N 4+

Uma série geométrica é da forma

+

Ya"l=atar+ar’+.. . 4ar" ...

n=1
A série infinita (2), discutida nas IlustragGes 1 € 2, é uma série geométrica com
a = ler = 4. A n-ésima soma parcial da série geométrica acima é dada por

Se=a(l +r+r+...+r7Y )
Da identidade

l=r=0-n+r+rr+...+r"
podemos escrever (7) como

_a(l —r)

T ser# 1 8)

n

A série geométrica converge para a soma a/(1 — 7) se |r| <1 easérie geomé-
trica diverge se |r| > 1.

Prova No Exemplo 3, Sec¢do 12.1, mostramos que lim r” = 0 se r] < 1.
n— +oo
Logo, de (8), podemos concluir que se |r| < 1,

a

lim s, =
n—+ o l—r

Assim sendo, se |r| < 1, a série geométrica converge e sua soma é a/(1 — r).
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Ser =1,s, = na. Entdo, lim s, = +o,sea > 0e lim s, = —
se a < o. n— 49 n— +©
Se r = —1, entdo a série geométrica torna-se
a—a+a—...+(-1)""ta+...

Assim, s, = 0, se n for par, e s, = a, se n for impar. Logo, lim s, ndo exis-
n— 4+

te. Entdo, a série geométrica diverge quando |r| = 1.

Se |r| > 1, lim ar*! =a
n— +o

lim rm-1. E claro que

n— +co

lim r»-! # 0 pois
n— 4c

|rn - 1| pode se tornar tdo grande quanto desejarmos, tomando n suficiente-
mente grande. Logo, pelo Teorema 12.3.3, a série é divergente. Isso completa

a demonstragao.

O exemplo a seguir ilustra de que modo o Teorema 12.3.5 pode ser usado
para expressar uma dizima periddica como uma fra¢do comum.

EXEMPLO 5 Expresse a dizima periédica 0,3333 ... como uma fragdo comum.
Solugéo
3 3 3 3 3
0,3333=E+ﬁ6+——‘1000+——10000++ﬁn—+
Essa é uma série geométrica na qual @ = %5 e r = 5. Como |r| < 1, do

Teorema 12.3.5 segue que a série converge e sua soma ¢ a/(1 — r). Entéo,

3
10

0,3333... = 7

wip—

1
10

EXERCICIOS 12.3

Nos Exercicios de 1 a 8, encontre os quatro primeiros elementos
da seqiiéncia de somas parciais s}, e obtenha uma fdrmula para
s, em termos de n. Determine também se a série infinita é con-
vergente ou divergente; se for convergente, encontre a sua soma.

+o 1 +
LY aionens D 2L
+ o 5 + o0 2
3 ,.;, (3n + 1)(3n — 2) 4. n>=:1 (4n—3)dn + 1)
5 :, Iz : 1 6. i nzz(: : i)z
+ 2. +o0 n=1

Nos Exercicios de 9 a 13, encontre a série infinita que produz
a segiiéncia de somas parciais dada. Determine também se a sé-
rie infinita é convergente ou divergente; se for convergente, en-

contre a sua soma.
nZ
10. {s,} =
{sa} {n + 1}

9. {5} = {321}

12. {s,} = {3

. fo) = {5}

13. {s,} = {In(2n + 1)}

Nos Exercicios de 14 a 26, escreva os quatro primeiros termos
da série infinita dada e determine se ela é convergente ou diver-
gente. Se for convergente, obtenha a sua soma.

e n to2n 41
14. : 15.
,;1n+1 ,.21371'}'2
+ + 2 n
16. 3 [1+ (=1 17. Y (§>
n=1 n=1
+to  3p2 + o0 1 to )
18. 19. In — 3
n=1 n2+1 o nZl nn 20 r|=l3"_1
+ o0 3 + o0 b4 +
M T (-1t S 2 Y g 23. Y e
n=1 2 n=1 6 n=1
+o h + o to
4. ) semh 7 25. Y cosmn 26. ) sennn
< =1

=
3

[}
—
£
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Nos Exercicios de 27 a 30, expresse a dizima periddica decimal

como uma fragcdo ordindria.

Seqiiéncias e Séries Infinitas de Termos Constantes

queda ela rebate no chio e volta a uma distancia de 11/20
da altura anterior?

27. 0,272727 ...
29. 1,234234234 ...

28. 2,0454545 ...
30. 0,465346534653 ...

31. A trajetéria de cada oscilagdo de um péndulo € 0,93 do com-

primento da trajetéria da oscilagdo anterior (de um lado até
o outro). Se a trajetéria da primeira oscilagio mede 56 cm
de comprimento e se a resisténcia do ar leva o péndulo ao
repouso, quanto mede o caminho percorrido pelo péndulo
até que ele pare?

32. Uma bola cai de uma altura de 12 m. Cada vez que ela bate

no chio, sobe a uma altura de trés quartos da altura da que-
da anterior. Determine a distincia percorrida pela bola até

34.

35.

Um tridngulo equilétero tem lados medindo 4 unidades de
comprimento. Portanto, o seu perimetro é 12 unidades. Ou-
tro tridngulo equilatero é construido com segmentos de reta
tracados através dos pontos médios dos lados do primeiro
tridngulo. Esse tridngulo tem lados medindo 2 unidades de
comprimento e seu perimetro é de 6 unidades. Se o procedi-
mento puder ser repetido um nimero ilimitado de vezes, qual
serd o perimetro total de todos os tridngulos formados?
Ap6s tirar os pés dos pedais, a roda da frente de uma bici-
cleta gira 200 vezes durante os 10 primeiros segundos € em
cada um dos 10 s seguintes ela gira 4/5 do que girou no pe-
riodo anterior. Determine o nimero de voltas da roda até
que a bicicleta pare.

O repouso.

33. Qual a disténcia total percorrida por uma bola de tems até
0 repouso, se ela cai de uma altura de 100 m ¢ se apds cada

36. Determine uma série geométrica infinita cuja soma é 6 e tal
que cada termo seja quatro vezes a soma de todos os termos
que o sucedem.

12.4 QUATRO TEOREMAS
SOBRE SERIES INFINITAS

12.4.1 TEOREMA

O primeiro teorema desta secgdo estabelece que o cardter convergente ou diver-
gente de uma série infinita ndo é afetado quando se muda um numero finito
de termos.

+ 0 + o0

Se Y a,e 3, b,sdo duas séries infinitas que diferem somente pelo seus m

n=1 n=1

primeiros termos (isto é, a, = b, se k > m), entdo ambas convergem ou am-
bas divergem.

+o +

Prova Sejam {s,] e {z,] as seqiiéncias das somas parciais das séries Y, a,e 3, b,
respectivamente. Entdo, n=1 n=1
Sp=a;+a,+...+a,+a,., +au4,+...+d,
e
t,=b,+b,+...+b,+b, 1  +b,iat...+ b,
Como a, = b,se k > m, entdo se n > m,
S, —th=(@a +ay+...4+a,)—(b;+b,+...+b,)
Assim sendo, '
sen > m,entdo’s, — t, = S, — 1, (1)

Queremos provar que ambos os limites lim s,e lim ¢, existem ou ambos
~ . n- 4+ — 400
nio existem. "
Vamos supor que lim ¢, exista. Entdo, de (1),
n- +

senz2myentdos, = ¢, + (S, — )

Assim,
lim s, = lim ¢, + (5, — tp)

n—+ o n—+cwo
Logo, quando hm t, existe, hm s, também existe e ambas as séries con-
vergem.
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Vamos supor agora que lim ¢, ndo exista,enquanto que lim s, existe. De (1),
n— +e n—s +c0
sen>myentdot, = S, + (t, — S

Como lim s, existe, segue que

n- +

lm ¢,= lim s, + (t,; — Swm)

n— + o n— + o
e, portanto, lim ¢, deve existir, o que é uma contradi¢do. Logo, se lim ¢,
n— 400 n-+w

ndo existir, também lim s, ndo existirA e ambas as séries divergirdo. [ ]

n- +o

EXEMPLO 1 Determine se a série infinita é convergente ou divergente:

+ o0 1

a=in+4
Solugédo A série dada ¢
LI L,
56 7 7 n+4 7
que pode ser escrita como
0+0+0+0+1+1+1+ -+1+ 2
, sttt ot )
Mas, sabem_os que a série harmoénica é divergente, e
1+1+1+1+1+1+1+ 1y
2 3 4 5°6 7 7 n 7

A série (2) difere da série harmdnica somente nos quatro primeiros termos. Lo-
go, pelo Teorema 12.4.1, a série (2) também ¢ divergente.

EXEMPLO 2 Determine se a seguinte série é convergente ou divergente:
3
= [cos ~n+ 2}]
L n 4

)

n=1
Soluz;éo- A série dada pode ser escrita como

[cos 3 + 2] + [cos 37 + 2] 4 [cos m + 2] N [cos 3n + 2]

3 32 33 34
[cos2n +2] ([cosim+2] [cosin+ 2]
+ 35 36 + 37

2l 2,22, 3

- 3 32 33 34 35 36 37 38 e ( )

Consideremos a série geométrica coma = S er = 4

E+£+£+i+2+£+2+2 “
3 32 33 34 35 36 37 38 +... . ( )
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Essa € uma série convergente, pelo Teorema 12.3.5. Como a série (3) difere da
série (4) somente pelos cinco primeiros termos, segue do Teorema 12.4.1 que
a série (3) também é convergente.

Como conseqiiéncia do Teorema 12.4.1, para uma dada série infinita, pode-
mos adicionar ou subtrair um nimero finito de termos, sem afetar seu carater
convergente ou divergente. Por exemplo, no Exemplo 1, a série dada pode ser
considerada como a série harménica da qual foram subtraidos os quatro pri-
meiros termos. Como a série harménica é divergente, a série dada também sera
divergente. No Exemplo 2 poderiamos considerar a série geométrica convergente

2 2 2 :

.37 + 7 + ? + ... 5)
¢ obter a série dada (3), somando cinco termos. Como a série (5) é convergente,
segue que a série (3) também é convergente.

O teorema seguinte estabelece que se uma série infinita for multiplicada ter-
mo a termo por uma constante ndo-nula, seu carater convergente ou divergente
nio sera afetado.

Seja ¢ uma constante ndo-nula.
+ o0 + o
(i) Se a série Y, u, for convergente e sua soma for S, entdo a série Y, cu,
n=1 n=1
também sera convergente e sua soma sera ¢ - S.
+ +

(i) Seasérie Y u, for divergente, entdo a série Y, cu, também serd divergente.

n=1 n=1

+

Prova Seja s, a n-ésima soma parcial da série Y., u,. Entio,
n=1
+oo

S, = U + U, + ... + u, A n-ésima soma parcial da série Y, cu, é
n=1
cu, + u, + ... + u,) = cs,.
+ o
Provade (il Sea série Y, u, for convergente, entdo existe o lim s, € sera S.

=1 n- 4+
Logo, "

Hm ¢s,=c¢ lim s,
n—+ o n— + o
=c-S
+ 0o
Assim sendo, a série Y., cu, é convergente e sua soma é ¢ - S.
n=1
+
Provade (i) Se a série Y, u, for divergente, entdo ndo existird lim S,. Supo-
+0 n=1 ot
nha que a série Y, cu, seja convergente. Entdo lim cs, existe. Como s, = cs,/c,
n=1 no +o
segue que
. .1
lim s, = lim —(cs,)
n—++ow n—»+o C
|
=- lim cs,

Cn-4ow
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+o0

Logo, hm s, deve existir, o que é uma contradi¢do. Portanto, a série 2 cu,

n=1

é dlvergente. | |

EXEMPLO 3 Determine se a série é convergente ou divergente:

+ o

1
2.an
Solugédo

+fl_l l+1+1+ +1+

Zan- 3t 16 4n
+

Como Y, ") ¢é a série harmoénica que é divergente, entdo, pelo Teorema 12.4.2(ii)
n=1

com ¢ = 4, a série dada é divergente.

O Teorema 12.4.2(i) é uma extensdo para séries infinitas convergentes da se-
guinte propriedade de somas finitas:

Outra propriedade de somas finitas é
Z a,+b)= Z kzl b,

¢ sua aplicacdo a séries infinitas convergentes é dada pelo teorema a seguir.

+ +
Se Y. a,e Y, b,sdo séries 1nf1mtas convergentes com somas S € R, respec-
n=1 n=1

tivamente , entdo
+

@ Y (a, + b,) é uma série convergente e sua soma é S + R;
n=1

() Y (@, — b,) ¢ uma série convergente e sua soma é S — R

n=1

A demonstragdo desse teorema é deixada como exercicio (veja o Exercicio 24).
O proximo teorema é um corolario do teorema anterior, sendo usado algu-
mas vezes para provar a divergéncia de uma série.

+ +
Se a série 3, a, for convergente e a séric 3, b, for divergente, entdo a série
n=1 n=1

+o
Y. (a, + b,) sera divergente.

n=1

+w

Prova Suponha que 2 , (a, + b,) seja convergente e que sua soma seja S. Seja
n=1
+ e

R a soma da série Y., a,. Entdo, como

+ et
Y b,=
n=1

"M8

[(a +by) —a,]
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+®

segue, do Teorema 12.4.3(ii), que Y b, é convergente e que sua soma é S — R.
n=1

Mas isso contradiz a hipdtese de que El b, é divergente. Logo, 21 (a, + b,)
n = n =
é divergente. [ ]

EXEMPLO 4 Determine se a série infinita é convergente ou divergente:

+ o0 1 ]
2 (a * 4—n>

Solugdo

+o

No Exemplo 3 ficou provado que a série Y, " ¢ divergente.

+ n=1

Como a série ), - é uma série geométrica com |r|
n=1

gente. Assim, pelo Teorema 12.4.4, a série dada é divergente.

= 4 < 1, ela é conver-

+ o + o0 +

Se ambas as séries ¥, a,e 3, b, forem divergentes, a série Y (@, + b)

n=1 n=1 n=1
podera ou ndo ser convergente. Por exemplo, se a, = — ¢ b, = —, entdo
n n
+o0
2 2 . g 1 1 ~
a, + b, = — e Y, = sera divergente. Mas, se @, = — e b, = ——, entdo
n o ,oin n n
+ 00
a, + b, = 0e 3, 0 serd convergente.

n=1

EXERCICIOS 12.4

Nps Exercicios de 1 a 22, determine se a série é convergente ou 14 E" l" _ L,, 15. 1S (e + e 16. i 2" + 37
divergente. Se for convergente, ache a sua soma. =1 \3" 4 n=1 n=1
+ 00 1 + 1 two 3 tw 1 1 to (3 2 +®
1. 2. X - 17. —_—— 18. —_——— 19.
,,Z] n+2 n=3n—1 3 ,,;1 2n n=1 (2" 31’!) ,,;1 (2’1 3") n;l (2" 3")
+o D +oc 3 ) + o 5 4 + 1 to pt
. — . — . — 20. — 21 — + 2 22. —
4 ngl 3n 5 n=1 2” 6 ,.;1 3" ngl (4" 5"> ngl <n2 + ) Z 5
+o 4 S\ to 7 /3\" +
7 ,,Z:, 3 (7) 8 ,.Z, 5 <Z) 23. D& um exemplo para mostrar que mesmo sendo Z a, e
+ 0 n=1
+o0 |[ enﬁ T+ 3]] » + 0 |[cos l T+ 1]] E b, divergentes, é possivel que Z a,b, seja convergente.
n n=1 n=1
9. Z 4" 10. 2 " 24, Prove o Teorema 12.4.3.

n=1

+ o

Py

1+l 12
12n 2" :

11.

12.5 SERIES INFINITAS DE
TERMOS POSITIVOS

12.56.1 TEOREMA

Se todos os termos de uma série infinita forem positivos, a seqiiéncia das somas
parciais sera crescente. Assim sendo, dos Teoremas 12.2.6 ¢ 12.2.9, segue ime-
diatamente o teorema a seguir.

Uma série infinita de termos positivos serd convergente se e somente se sua.se-
qiiéncia de somas parciais tiver um limitante superior.
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Prova Para uma série infinita de termos positivos, a seqiiéncia das somas par-
ciais tem um limitante inferior de 0. Se a seqiiéncia das somas parciais também
tiver um limitante superior, entdo ela serd limitada. Além disso, a seqiiéncia
das somas parciais de uma série infinita de termos positivos € crescente. Segue,
entdo, do Teorema 12.2.6, que a seqiiéncia das somas parciais é convergente
e, portanto, a série infinita é convergente.

Vamos supor agora que uma série infinita de termos positivos seja conver-
gente. Entdo, a seqiiéncia das somas parciais também serd convergente. Segue,
do Teorema 12.2.9, que a seqiiéncia das somas parcxals sera limitada e, assim

sendo, terd um limitante superior. [ ]
EXEMPLO 1 Prove que a série é convergente, usando o Teorema 12.5.1:

+ o 1

n=1 n_'
Solugédo Precisamos encontrar um limitante superior para a seqiiéncia das

+

somas parciais da série —_

) no1 n! )

1 1 1
si=1s,=1+ S3=14+—+——7,
! 2 1-2°7 1-271-2-3

S S S 1
127123 12347 7"1:2:3-...-n

)

Consideremos agora os n primeiros termos da série geométrica com a = 1

er = 4

znj ! —1+1+1+1+ o

k=12"_1— 2 22 23 IR TR
Pelo Teorema 12.3.5, a série geométrica com @ = 1 e r = 5 tem a soma

a/(1 — r) = 2. Assim sendo, a soma (2) ¢ menor do que 2. Observe que cada

termo da soma (1) é menor ou igual ao termo correspondente da soma (2), isto €,
1 1 '

H ST

@

Isso é verdade, pois k! = 1 -2 -3 - ... - k, que além do fator 1 contém k — 1
fatores, cada um maior ou igual a 2. Logo,
nol LI |
S, = — < <2
" kzl k' = kzl 2"-1
Segue que s, tem um limitante superior de 2. Assim sendo, pelo Teorema
12.5.1 a série dada é convergente.

No exemplo acima, os termos da série dada foram comparados com os de
uma série que sabemos ser convergente. Esse € um caso particular do teorema
a seguir, conhecido como o feste de comparagdo.
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Teste de Comparagdo
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+
Seja Y. u, uma série de termos positivos.
n=1
+
@) Se Y. v, for uma série de termos positivos que sabemos ser convergentes
n=1 + o
e se u, < v, para todo n inteiro positivo, entdo 3, serd convergente.
n=1
+ o -
(ii) Se Y, w, for uma série de termos positivos que sabemos ser divergentes
n=1 . + 00

e se u, > w, para todo n inteiro positivo, entdo Y, u, sera divergente.

n=1

+00

Prova de (i) Seja s,] a seqiiéncia de somas parciais da série Y, u, e {t,] a se-

+ o + n=1
qiiéncia de somas parciais da série Y, v,. Como Y, v,é uma série conver-
n=1 n=1

gente de termos positivos, segue do Teorema 12.5.1 que a seqiiéncia {z,} tem
um limitante superior, o qual chamaremos de B. Como u, < v" para todo n
inteiro positivo, podemos concluir que s, < ¢, < B para todo  inteiro positivo.
Logo, B ¢ um limitante superior da seqiiéncia {s,]. Como os termos da série

+ o + ©
Y u, sdo todos positivos, segue do Teorema 12.5.1 que Y, u, é convergente,
n=1 n=1
+ +x
Provade (i) Suponha que Y, u, seja convergente. Entdo, como ambas Y, u,
+ o0 n=1 n=1

e Y, w, sdo séries infinitas de termos positivos e w, < u, para todo » inteiro

n=1 +

positivo, segue da parte (i) que Y, w, é convergente. Porém, isso contradiz a
+

n=1

a hipétese; logo, Y, u, ¢ divergente. [ |

n=1

Como aprendemos na Secgio 12.4, o carater convergente ou divergente de
uma série infinita ndo se altera quando descartamos um numero finito de ter-
mos. Assim sendo, quando estivermos aplicando o teste de comparacéo, se
u; < v;ouu = w;parai > m, o teste sera valido para qualquer escolha dos
m primeiros termos das duas séries a serem comparados. '

EXEMPLO 2 Determine se a série infinita é convergente ou divergente:
+ o 4
,.Zl 3"+ 1
Solugdo A série dada ¢
4+4+4+4+ P
4 10 28 8 7 341

Comparando o n-ésimo termo dessa série com o n-ésimo termo da série geomé-
trica convergente

4 4 4 4 4
Attt —F... t—=+... r=

379727781 3 <l

[
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com Limite
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temos
4 < 4
I+1 3

para todo 7 inteiro positivo. Assim sendo, pelo teste de comparacio, Teorema
12.5.2(i), a série dada é convergente.

EXEMPLO 3 Determine se a série é convergente ou divergente:

ngl ﬁ
Solucdo A série dada ¢

1
—+...

+f ottty s

=1dn 12 3 U
Comparando o n-ésimo termo dessa série com o n-ésimo termo da série harmé-
nica divergente, temos

1 . .
\/—. > " para todo n inteiro positivo
n

Assim sendo, pelo Teorema 12.5.2(ii) a série dada ¢ divergente.

O teorema a seguir, conhecido como teste de comparacdo com limite, é
consegqiiéncia do Teorema 12.5.2, e sua aplica¢do €, em muitos casos, mais facil.

+o +o
Sejam Y, u, e Y. v, duas séries de termos positivos.

n=1 n=1

. . u . -
(i) Se lim v" = ¢ > 0, entdo ambas as séries convergem, ou ambas
n— 4+

divergem.
+ 00 +o ]
(ii) Se lim n = 0ese Y. v, converge, entdo Y. u, converge.
e v " e "l
(iii) Se lim_ t" = +wese 3, v,diverge, entio Y, u, diverge.
- . n=1 n=1

Provade i Como lim (u,/v,) = c, segue que existe um N > 0 tal que
n-s +00

- ull c
sen>N entdo | ——c| <z
. 2
. c u, c
< sen>N entdlo ——<——c¢c<z
2 v, 2
. C u 3c
< sen>N entdo - < — < — 3)

2 v, 2
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Do segundo membro da desigualdade (3),

u, < 3cv, @
+ + @

Se Y. v, for convergente, entdo Z —-cv tambem o serd. Segue, da desigual-
n=1 n=1

dade (4) e do teste de comparagdo, que Z u, é convergente.

n=1

Do primeiro membro da desigualdade (3),

) .
Vp < E u, (5)
+ +
~ 2 . .
Se Y. u, for convergente, entio 3, — u, também o serd. Da desigualdade
n=1 n=1 C + o
(5) e do teste de comparacdo, segue que 3. v, é convergente.
+ n=1 +
Se Y. v, for divergente, podemos mostrar que Y, u, serd divergente por
n=1 + n=1

contradicdo, supondo 3, u, convergente e aplicando o teste de comparagdo
n=1
e a desigualdade (5).
+ oo +
Da mesma forma, se 3, u, for divergente, segue que Y. v, é divergente,

n=1 n=1

pois obtemos uma contradicdo da desigualdade (4) e do teste de comparacio,

supondo que E v, seja convergente.

n=1
Provamos, até agora, a parte (i). As demonstragdes das partes (ii) e (111) serao
deixadas como exercicios (veja os Exercicios 30 ¢ 31). [ |

Uma adverténcia deve ser feita com respeito & parte (i) do Teorema 12.5.3.

+ o

. u . A L o
Observe que se lim —2 = 0, a divergéncia da série Y, v, ndo implica a
n— +oco Y =1
+ o0 " "
divergéncia da série Y, u,.

n=1

EXEMPLO 4 Resolva o Exemplo 2, usando o teste de comparagdo com limite.
+
Solugdo Seja u, 0 n-ésimo termo da série dada 3, -—3"1—1 esejav,o
n=1
+ o

n-ésimo termo da série geométrica convergente 3, TR Entio,

n=1
4
.U, .3+
lim == lim
n=+w Yy n—+a i
3'!

n

I
_— I

fim —
n-'+ool+3 "

=1
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Assim sendo, pela parte (i) do teste de comparagdo com limite, segue que a sé-
rie dada é convergente.

EXEMPLO 5 Resolva o Exemplo 3, usando o teste de comparagdo com limite.

+ oo

Solugdo Seja u, o n-ésimo termo da série dada ), —— e seja v, 0
n=1 \/;l—

n-ésimo termo da série harmdnica divergente. Entdo,

I
.é'—.:
B

=+
Assim, pela parte (iii) do teste de comparagdo com limite, segue que a série da-
da é divergente.

EXEMPLO 6 Determine se a série é convergente ou divergente:
+ n3
2o
+
Solugdo No Exemplo 1 provamos que a série 3, T é convergente. Pelo
n=1 .

~ .. . n? 1
teste de comparagdo com limite, aplicado a u, = ar ev, = TR

n
.ou ) n!
lim == lim —
n—+ow Vg n—+ oo 1
n!
= lim »®
n—+ o0
=+

+

A parte (iii) do teste de comparag¢do com limite ndo € aplicével, pois Y v,

n=1

converge. H4, contudo, uma maneira de usar o teste. A série dada pode ser es-
crita como

] 3 23 33 43 5 3 n3

F+E+'3—!‘+E+§+...+'E+...
Uma vez que o Teorema 12.4.1 nos permite subtrair um nimero finito de ter-
mos sem alterar o comportamento (convergéncia ou divergéncia) de uma série,
descartaremos os trés primeiros termos, obtendo

4% 53 63 (n+3)3

E+§+a+....+m+...
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(n + 3p
(n + 3)!
(n + 3)°
(n + 3)!

. . . )
Seja agora u, = e, como anteriormente, seja v, = —-. Entdo,

.U )
lim 2= lim

n— + V" n— +w

n!
— lim (n + 3)%n!
_n—*+oo (n+3)'
. (n + 3!
lim
A R+ D+ D+ 3)
. (n+3)?
= lim ——e 2
o (¥ Din + 2)
lim n+6n+9
nmtoo N2+ 3042
6 9

14 >4 —
n n?

= h
o 32
1+2+5
n n

=1

Logo, segue, da parte (i) do teste de comparagio com limite, que a série dada
é convergente.

» ILUSTRAGAO 1 Considere a série geométrica

1+1+1+l+1+1+ +l
2 4 8 16 32 2t
que converge para 2, conforme foi mostrado na Ilustragdo 2 da Sec¢do 12.3.

Reagrupando os termos da série, obteremos

PRI I R UL VUV (R L S
2 4 8 16 32 4n-t 2.4t

que ¢é a série

SN PSS S 7
2787 Tt T @

+ ... (6)

A série (7) é a série geométrica com @ = 3 e r = +. Dessa forma, pelo Teore-
ma 12.3.5, ela é convergente, com soma
a 2

t—r 1-%

=2

Portanto, a série (7), obtida da série convergente (6), através do reagrupamento
dos termos, também é convergente. A soma da série (7) ¢ a mesma que a da
série (6). |
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A Ilustra¢do 1 é um caso particular do teorema a seguir.

+ o

Se Y. u, for uma série convergente de termos positivos, seus termos poderdo

n=1
ser agrupados de qualquer maneira, e a série resultante continuara convergente
€ com a mesma soma que a série original.

Prova Seja {s,] a seqiiéncia de somas parciais da série convergente de ter-
mos positivos. Entdo, o lim s, existe; seja S esse limite. Considere a série

no +o
4o + o
E v, cujos termos foram obtidos agrupando-se os termos de Y. u,dealguma
n=1 +o n=1
forma. Por exemplo, Y, v, pode ser a série
n=1

Uy + (uy + us) + (ugy + us + ug) + (U; + ug + ug + uyo) + ...
ou a série

(uy + uy) + (uz + ug) + (us + ug) + (uq + ug) + . ..
+

e assim por diante. Seja (.} a seqiiéncia de somas parciais da série Y v,

n=1
Cada soma parcial da seqiiéncia {¢,} é também uma soma parcial da seqiién-
cia {s,}. Logo, quando m cresce sem limitagdo, o mesmo acontece com n. Co-
mo lim s, = S, concluimos que lim ¢, = S, o que prova o teorema. Wl

n— +o m-— + o

O Teorema 12.5.4 e o préximo teorema estabelecem propriedades da soma
de uma série convergente de termos positivos que sdo similares as propriedades
validas para a soma de um nimero finito de termos.

+

Se Y, u, for uma série convergente de termos positivos, a ordem dos termos

n=1
pode ser rearranjada, e a série resultante serd também convergente e tera a mes-
ma soma que a série dada.

Prova Seja [s,} a seqiiéncia das somas parciais de uma dada série convergente
+

de termos positivos, e seja lim s, = S. Seja ainda Y v, a série formada ao
i

n— 4+ 1
+ o + 0

se rearranjar a ordem dos termos de Y u,. Por exemplo, Y. v, pode ser a
1

n=1 n=
série
Uy +us+ug;+uy +ug+us+ ...
+
Seja {¢,] a seqiiéncia das somas parciais da série Y, v,. Cada soma parcial da
n=1
seqiiéncia {t,] sera menor que S, pois € a soma de n termos da série infinita

+ ©

Y. u,. Assim sendo, S ¢ um limitante superior da seqiiéncia {#,]. Além disso,

n=1 +

como todos os termos da série Y, v, sdo positivos, {#,] ¢ uma seqiiéncia mo-
n=1
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nétona crescente. Logo, pelo Teorema 12.2.7, a seqiiéncia {z,] é convergente e

+ o0

lim ¢, = T < S. Agora, como a série dada Y. u, pode ser obtida da série

no 4o N1

Z v, ao rearramarmos a ordem dos termos, podemos usar 0 mesmo argu-
n=1
mento e concluir que S < 7. Como ambas as desigualdades, 7 < Se S < T,
devem ser validas, segue que S = T, o que demonstra o teorema. n

Uma série freqiientemente usada no teste de comparagio é aquela conhecida
como série p ou série hiper-harménica. Ela é

1 1 1 1
F+_+_+"’+—+"' onde p é uma constante (8)

2P 3P nP
Na ilustracdo a seguir vamos provar que a série p diverge se p < 1 e converge
sep > 1.

» ILUSTRAGAO 2 Se p = 1, a série p € a série harmoénica a qual diverge. Se
P < 1, entdo n? < n; assim,
1 1

o = - para todo n inteiro positivo

=

Logo, pelo Teorema 12.5.2(ii), a série p ¢ divergente, se p < 1.
Se p > 1, vamos agrupar os termos da seguinte forma:

1+1 1+'1+l+l l+1+1+ 1 ©)
_ > 3 <4,, & 6" ot or ...+]—5p + ...
Consideremos a série

1 2 4 8 o

F+§;+4—p+§+...+m

+... (10)
Trata-se de uma série geométrica cuja razio é 2/27 = 1/ -1, que é um na-
mero positivo menor'do que 1. Assim sendo, a série (10) é convergente. Vamos
reescrever os termos da série (10) para obter

l+‘+1+'+‘+'+1 ro i "
)T\ Ty Ty )\ttt (1D

Comparando as séries (9) e (11) vemos que o grupo de termos em cada conjun-
to entre parénteses, apds o primeiro grupo, tem soma menor em (9) do que em
(11). Logo, pelo teste de comparagdo, a série (9) é convergente. Como (9) ¢ um
mero reagrupamento da série p quando p > 1, segue, do Teorema 12.5. 4, que
a série p € convergente, se p > 1. <

- Observe que a série do Exemplo 3 é uma série p com P = 5 < le, portanto,
é divergente.

EXEMPLO 7 Determine se a série infinita é convergente ou divergente:
+ 1

,.Zl (nz + 2)1/3
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Como para valores elevados de n, o numero n? + 2 estd proxi-

mo do nimero n2, entdo o numero 1/(n? + 2)3 estd préximo do nimero
+

1/n¥3, A série ), % é divergente, pois é uma série p com p = %+ < 1. Apli-
n=1 N

n

lim Un lim

n—+ o

n—=+ o0 V,,

. - 1 1
cando o teste de comparagdo com limite a u, = —(nz 27 ev, = TR
1
. (nr+ 213
1
n2 3
n2/3

= lim

n—+ o (n2 + 2)1/3

=1

~ lim
n—+ o

lim

n—+ oo

n2 1/3
n* 4+ 2

1/3

2
T3

Logo, a série dada é divergente.

EXERCICIOS 12.5

4 Nos Exercicios de 1 a 26, determine se a série dada é convergen-

te ou divergente.

1

10.

13.

16.

19.

22.

+aol

+ o n?

°,.;14n3+1

PEy

+

L ¥ L
n=1

V2n+1

‘o 3p 41
: n=1 2n2+5
+ o 1
) n;l ]n("+ 1)
+ n!
"; (n+2)
to(n— 1)

n=1(n+ 1)

11.

14.

17.
n=1 n

+ 0 2"
20. —
,,;1 n!
t© lnn
n=1 n2+2

2 {cosec n|

+ 1

3% =
n=1 N

6 + 3

) n=14/n%>+n

+ o 1

9 —_—
n=1+/n® + 4n
+ o 1

12. —_—
n=14/n® + 1
+ @ n!

15. —
,,;l( n)'
+ o 1

18.
n=ln+\/r_1
+ o 3

21.
n=1 2n—\/r;
+ 1

+ w0 (n+1)2 26 + o0 1
S (n+ 2! TS+ 2)(n + 4)

+ .00

27. Use a série E (- 1)+ ! para mostrar que o Teorema 12.5.1

n=1
ndo se aplica a uma série infinita de termos positivos e nega-
tivos; isto €, mostre que a seqiiéncia das somas parciais tem
um limitante superior, mas a série ndo é convergente.

28. Suponha que fseja uma fungio tal que f(n) > 0, para todo

n inteiro positivo. Além disso, suponha que se p for um ni-
mero positivo qualquer, ngrgw nPf(n) existird e serd posi-
+o
tivo. Prove que a série E f(n) é convergentesep > 1, e
n=1

divergente se 0 < p < 1.
+ % +o

29. Se Z a,e E b, sdo duas séries convergentes de termos

n=1 n=1
positivos, use o teste de comparagdo com limite para provar
-] .

une a série Z a,b, também ¢é convergente.
n=1

30. Prove o Teorema 12.5.3(ii).
31. Prove o Teorema 12.5.3(iii).
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- 12.6 O TESTE DA INTEGRAL

O teorema conhecido como o teste da integral faz uso da teoria das integrais
improprias para testar a convergéncia de uma série de termos positivos.

12.6.1 TEOREMA
O Teste da Integral

Seja f uma fung¢do continua, decrescente e com valores positivos para todo
x 2 1. Entdo, a série infinita

T S = fQ) + fQ) + fO) + ... fO) + ...

n=1

sera convergente se a integral imprépria

[~ 700 ax

existir e sera divergente se blim S:’ Jx) dx = +eo.
— + 00

(1)

f2)

-f%&rﬂ;)'y )
X

(j 1 2 -3 4 5 6
FIGURA 1

!y'

f(2)

: f(4) - s 6
v £ f(s) f()y=f(x)

X

O 1 2 3 4 5 6

FIGURA 2

Prova Se /€ um inteiro positivo e i > 2, entdo, pelo teorema do valor médio
para integrais (5.7.1), existe um nimero Xtalquei — 1 < X < ie

Jio fedx = 101 80
Como f é uma fun¢do decrescente, '

S =12 f(X) 2 f0)
e assim de (1),

fi-13 [1 e dx > f0)

Logo, se n for um nimero inteiro positivo e n > 2,

SAi-03 Y L fedxz Y 0
=2 i=2 i=2

[

n—
= )
i=

1

1

03 [1 9 de> ¥ 0 - 1) @)

As Figuras 1 e 2 mostram a interpretacdo geométrica da argumentacio aci-
ma, para n = 6. Na Figura 1 ha um esbogo do grafico da fungio f satisfa-
zendo as hipdteses. A soma das medidas das 4reas dos retingulos sombreados
éf(1) + f2) + f3) + fl4) + f(5), precisamente o primeiro membro da desigual-
dade (2) quando n = 6. Obviamente, a soma das medidas das 4reas desses retan-
gulos é maior do que a medida da 4rea dada pela integral definida quando
n = 6. Na Figura 2 a soma das medidas das areas dos retingulos sombreados

€f(2) + f(3) + f(4) + f(5) + f(6), precisamente o terceiro membro da desi-

gualdade (2), quando n = 6. Essa soma ¢é menor do que o valor da integral
definida, quando n = 6.
Se a integral imprépria existe, seja L o seu valor. Entdo,

[iroaxs<L )

. Do segundo e terceiro membros da desigualdade (2) e de 3),

¥ fO<SW+ [} ) dx < fO+L @
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+ 00

Consideremos agora a série infinita Y, f(n). Seja {s,} a seqiiéncia das so-

n=1

n
mas parciais dessa série, onde s, = Y, f(i). De (4), [s,} tem um limitante

i=1
+ o

superior f(1) + L. Logo, pelo Teorema 12.5.1, Y. Aln) é convergente.
n=1
Suponha que blirzx S': f(x) dx = + . De (2)
n—1 n
Y. S0 [ 109 dx
i=1

para todo 7 inteiro positivo. Segue que

lim s,= lim 3 f0)

n—+ o n>+o0 i=1
=400
+o
Portanto, 2, f(n) é divergente. B
n=1
EXEMPLO 1 Use o teste da integral para mostrar que a série p diverge se

p < 1 econverge se p > 1.
+ oo
Solugdo Asériepé Y, 71,)— Se f(x) = ?lp—, entdo f é continua e assu-
n=1
me valores positivos para todo x > 1. Além disso, se I € x; < Xx,, entdo
;1; > ;127, e assim f é decrescente para todo x > 1. Portanto, entdo veri-
1
ficadas as hipdteses do Teorema 12.6.1 para a fungdo f. Consideraremos agora
a integral impropria e teremos

Se p = 1, a integral acima resulta em

lim In x]”= lim Inb
b— +o 1 b—+w
= +00

Se p # 1, a integral resulta em

P S S
} —gim 201
1 b=+ l—P

hm
b—+ 1 — 14
Esse limite é 4+ o quando p < 1 e —1/(1 — p) se p > 1. Assim sendo, pelo
teste da integral, segue que a série p converge se p > 1 e diverge se p < 1.

EXEMPLO 2 Determine se a série é convergente ou divergente:

+

Y ne™"

n=1
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Solugédo Seja f(x) = xe-*. Entdo,
fxX)=e*—xe™*
e (1 — x)

Como f'(x) < 0 para x > 1, segue do Teorema 4.4.3 que f é decrescente se
x 2 1. Além disso, f € continua e seus valores sdo positivos para todo x > 1.
Assim, as hipéteses do teste da integral estdo verificadas. Aplicando a integra-
¢do por partes,

fxe"‘ dx=—e(x+ 1)+ C

Logo,

f:a_o xe *dx = lim [ e *(x + 1)]

b=+

= lim
b+

Como blim b + 1) = +o e lim e® = +o, podemos usar a regra
- 40 .

-+

de L’Hopital para obter

im 2t gm L
b=+ 0 eb b— + eb
=0
Portanto,

f:w xe *dx = g

Dessa forma, a série dada é convergente.

Se para uma série infinita o indice do somatdrio comegca com n = k em vez
de n = 1, temos entdo a seguinte modificagdo do teste da integral:
Se f for uma func¢éo continua, decrescente e com valores positivos para todo
+

2 k, a série infinita E f(n) sera convergente se a integral impropria
n=k

fk " f(x) dx

existir e serd divergente se blim SZ Jx) dx = + o,
-+

A demonstragdo é idéntica aquela do Teorema 12.6.1.

EXEMPLO 3 Determine se a série é convergente ou divergente:

+ o 1
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Solugdo A fungédo f definida por

1
) = x+/In x

é continua e tem valores positivos para todo x > 2. Além disso, se
2 £ x; < x,, entdo flx;) > flx,); assim, f ¢ decrescente para todo x > 2. Por-
tanto, o teste da integral pode ser aplicado.

J+w dx
2 x+/lnx

lim

b—+
lim

b— +
lim

b—=++ o

+ oo

b(ln x)‘“’d—x
x

[2vin ]
[24/In b —24/In 2]

Assim sendo, a série dada é divergente.

EXERCICIOS 12.6

Nos Exercicios de I a 8, use o teste da integral para determinar
se a série dada é convergente ou divergente.

[
.

4.

7.

+ 1 + 2
2. —_—

S+ 1 ,; (3n + 5)°

+ o n + o 4 .
5.

WSon?—2 ,.Z’;nz—4

+ + 2n

—=5n
ngle ) n=1n4+ 1

+ o 1

YT

n=1
to Ip 43
: n;l (nz + 3”)2

Nos Exercicios de 9 a 22, determine se a série dada é convergen-
te ou divergente.

12.

15.

18.

+ lnn + 1

— 10.
ns1 N n=2nlnn
+oo 2 + o0
Y ne™" 13. nle "
n=1 n=1
+ ]nn + 0

-3 16. Cotg—l n
n=2 N n=1
to otg”!” +o glin

- 19.

n=1 nz +1 ,,;1 nz

+ tg_l n
11.
; n*+1

14. ne "

a
-

+
8

E]
L}
-

+
8

17. cosech n .

3
[
-

sech? n

™3

20.

1

=
]

21.

23.

24,

25.

26.

27.

to n+3 to 1
- 22. _
ngl In < n ) ,,;2 n(ln n)3

+
- 1
Prove que a série ———— é convergente se € somen-
n=2 "(ln n)p
tesep > 1. re
. 1 ,
Prove que a série Z é convergente se €

n=3 n(n n)[In(ln n))?

somente se p > l.+

w
Prove que a série E In : é convergente se e somente se
p> 1 n=1 I

Se s, for a k-ésima soma parcial da série harménica, prove
quelntk + 1) < s <1 + Ink.

- 1 1 1
M — < —sel € X < .
(Sugestao 1 o po se0<mgxs<m+1

Integre cada membro da desigualdade de m a m + 1; faga
m assumir sucessivamente os valores 1, 2, ... ,n — 1, e some
os resultados).
Use o resultado do Exercicio 26 para estimar a soma

100 1 1 1 1

m=250;=%+§+...+m

12.7 SERIES ALTERNADAS

Nesta sec¢do € na seguinte consideraremos séries infinitas constando tanto de
termos negativos como positivos. Discutiremos primeiramente um tipo de série
cujos termos sdo alternadamente positivos e negativos — as chamadas séries

alternadas.
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Se a, > 0 para todo »n inteiro positivo, entdo a série

+ o0
Y (—lytla,=a—a+a;—a+. .. +(=1)y*la,+. .. _ @
n=1

e a série
+
Y (-Va,=-a+a,—a;+a,—. . .+(=1)ya,+. .. )
n=1

sdo chamadas de séries alternadas.

» ILUSTRACAO1 Um exemplo de série alternada do tipo (1), onde o primeiro
termo ¢ positivo, é

o 1 1 1 1 1
S RS N Ry () RS
P - sty gt T DTS
Uma série alternada do tipo (2), onde o primeiro termo é negativo, é
* o 1 1 1 1 1
) =l m— et — — (=1 =+ <
20 NPT TR D

O teorema a seguir fornece um teste de convergéncia para uma série alterna-
da. Ele é chamado de teste de séries alternadas; também é conhecido como teste
de Leibniz, pois foi formulado por ele em 1705.

+ oo + o
Considere a série alternada 3, (=1)"+'a, [ou Y (- 1)"a,,], onde a, > 0

n=1 n=1

ea,,, < a, para todo n inteiro positivo. Se lim a, = 0, a série alternada

n— +o

| converge.

Prova Suponhamos que o primeiro termo da série alternada seja positivo. Com

essa hipotese ndo ha perda da generalidade, pois, se assim ndo for, descarta-

mos o primeiro termo, o0 que nao afeta a convergéncia da série. Assim, temos
+ oo

a série alternada Y, (—1)"*! a,. Considere a soma parcial
n=1

Sgn=A{ay —ay) + (a3 —ag)+ ...+ (az-1 — a2,

Como por hipétese a, . ; < a,, cada quantidade entre parénteses em (3) é po-
sitiva. Logo,

0 <5, <84 <86<...<85,< ... 3)
Podemos também escrever s,, como

San=0, —(a; —a3) —(ag —as) — ... —(Aza_2 — Gzp-1) — Q2n
Como a, , , < a,, cada quantidade entre parénteses é positiva. Logo

San < a4 para todo » inteiro positivo o 4
De (3) e de (4),

0<s,,<a, para todo » inteiro positivo
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Assim sendo, a seqiiéncia {s,,] € limitada. Além disso, de (3), a seqiiéncia {s,,)
¢ crescente. Logo, pelo Teorema 12.2.6, a seqiiéncia {s,,} € convergente. Seja
lim s,, = Se, do Teorema 12.2.7, § € a,. Como s,,, , = §;, + az,, 1

n- +

lim s;,,, = lim s,,+ lim a,,,,
n—++ o n— + o n—+co

Mas, por hipétese, lim a,,,, = 0; logo lim s,,,, = lim s, Assim
no +o ne +0 — 4o

sendo, a seqii€éncia das somas parciais dos termos de indice par ¢ a seqiiéncia
das somas parciais dos termos de indice impar tém o mesmo limite S.
Vamos mostrar que lim s, = S. Como lim s,, = S, entdo para todo
n— +o n— +0

€ > 0 existe um inteiro N, > 0, tal que
se2, > N, entio |s,, — S| < ¢

E como hm 83, +1 = S, existe um inteiro N, > 0 tal que

n-

se2n + 1 > N,, entdo |s,,,, — S| < ¢

Se N for maior do que os dois inteiros N, e N,, segue que se n for qualquer
inteiro, par ou impar, e

sen > N, entio |s, — S| < ¢

Logo, lim s, = S e assim sendo, a série alternada é convergente. |
n— 4+

EXEMPLO 1 Prove que a série alternada é convergente:
+ o 1
_ 1 n+1 —
n; (ot Vi
Solugédo A série dada é
1 1 1 1 1

l__+___+ +_l” 1_+ ._l” 2_____+
2 3 1 ( ) ( ) Il A

1 < 1 para todo » inteiro positivo, ¢ lim = 0, segue,

1 n n- 4+

do Teorema 12.7.2, que a série alternada dada é convergente.

Como

EXEMPLO 2 Determine se a série é convergente ou divergente:
. n+2
Z Sk mry s n(n +1)
Solugdo A série dada ¢ uma série alternada.
. . n+2
lim a,= lim ————
n—+o n—+ o n(n+1)
1 2
. n n?
= lim 1
n—+w 1 4=
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Antes de aplicar o teste de séries alternadas, devemos provar que a, ., , < 4,

ou, equivalentemente, % < 1.
n+3
Gy (n+ D +2)
a, n+2

n(n + 1)

_n(n+3)
T (n+2)?
_ n*+3n
T n*+4n+4
<1
Entdo, do Teorema 12.7.2, segue que a série dada é convergente.

Se uma série infinita for convergente e sua soma for S, entdo o resto obtido
quando aproximamos a soma da série pela k-ésima soma parcial s, serd deno-
tado por R, e

Rk=S—Sk

n=1 n=1

+o + .
Considere a série alternada Y, (—1)y"*'a, [ou Y (-1 a,,], ondea, > 0e

a, ., < a, para todo n inteiro positivo, ¢ lim a, = 0. Entio, se R, for o
n-

+
resto obtido quando aproximamos a soma da série pela soma dos k primeiros
termos, |R;| < a, ;.

Prova A série dada converge pelo teste de séries alternadas. Suponha que os
termos com indices impares da série dada sejam positivos e os termos com indi-
ces pares sejam negativos. Entdo, de (3), na demonstragdo do Teorema 12.7.2,
a seqiiéncia {s,,} é crescente. Assim, se S for a soma da série dada,

Sak<Sy+2<S  paratodo k > 1 (5)
Para mostrar que a seqiiéncia [s,, _ ;] é decrescente, escrevemos
San-1 =4y — (a3 — a3) — (@, — as) — ... — (Azp—3 — G3p—y)

Como a, , , < a,, segue que cada quantidade entre parénteses é positiva. Lo-
go,como a, > 0

§,>83>85>...>8,,>...
Portanto, a seqii€ncia [s,, _ ,] é decrescente. Assim,

S < Sppe1 < San—q para todo k > 1 ©)
Como S < Sy .,

S — Sok < Sak+1 — Sox = Gy para todo k > 1 @)
De (5), s) < S. Logo

0< 8 — sy para todo k£ > 1
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Logo, dessa desigualdade e de (7),

0< S — sy < @y, para todo k > 1 (8)
De (5), —S < —5y. Assim,

Sk 1 — S < Sy — Sy = Ay paratodo k > 1 )
De (6),

0<sSy_-,—39S 'paratodok =21

Entdo, dessa desigualdade e de (9),

0 < Sy_; —S<ay para todo k > 1 10)
Da Defini¢do 12.7.3, R, = S — s, entdo (8) pode ser escrita como

0 < Ry < ay para todo k > 1 (11)
e (10) pode ser escrita como

0< —Ry _, < ay para todo £ > 1
Combinando essa desigualdade e (11), terﬁos

|Re| < @y para todo k > 1

e o teorema estd provado. |

EXEMPLO 3 Uma série para calcular In(1 + x) se x estd no intervalo aberto
(-1, 1)¢é

In(1 + x) = z (—1y*t >

’l

Ache um limitante superior para o erro cometido quando aproximamos o valor
de In 1,1 pela soma dos trés primeiros termos da série.

Solugao Vamos usar a série dada com x = 0,1 para obter
_ _ ©,1y 0,1  (0,1)
In 1,1 = 0,1 2 + 3 2

Tal série satisfaz as condi¢des do Teorema 12.7.4; assim, se R, for a diferenga
entre o valor de In 1,1 e a soma dos trés primeiros termos, entao

|Ry| < 0,000025

Assim sendo, a soma dos trés primeiros termos fornece um valor para In 1,1
com precisdo de até pelo menos quatro casas decimais. Usando os trés primei-
ros termos, obtemos

In 1,1 = 0,0953

EXERCICIOS 12.7

Nos Exercicios de 1 a 14 determine se a série alternada dada é 3 E’f (—1y 3 L 4

convergente ou divergente.,

- +1_
L n;( 1y o

+ "1 . 1 too oyt Zr_
_ 2. ";l(—l) -z 5. 2(---1) 6. Y (-1 1senn
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nz + o Inn +c0 1 +w 1
. 1+t -1yt — 19. -1y = 20. ) -
7 (=1y nd+2 s..=1 ) n ..;1( )n2 n;( Y n"
Inn py e +o 1
. R p—— 10. -1y — 21. B ) A —
? ) n? lflZ ( )" n ngl ( )’. (n + 1) ln(n + 1)
3n +w \/,_, +oo 1
LY (=15 2. % (=1y Nt
1.2 =172z 2. 2 (U5 2 ,.;( U
13. (=17 n 14. f —1ytt ¥ Nos Exercicios de 23 a 30, obtenha a soma da série infinita da-
1 2" = 14 3% da, com precisdo de trés casas decimais.
B35 +1 1 L +1
. L . 23. (=t 24. Y (—1y
Nos Exercicios de 15 a 22, ache um limitante superior para o er- n=1 2 n=1
ro, quando aproximamos a soma da série infinita dada pela so- +o o 1 +o o 2
ma dos quatro primeiros termos. 25. P (=1y o 26. 2 (=1y 3
15 5% 1"+11 16. 3 (=12 7. 5 (—1p+ 28 Y (=1 —
) Z (_ ) n ) n=1 n2 ) n=1 (2")3 ) n=1 (2n+1)3
17. Z( 1)"“——1— 18 +):m(—l)"“ " 29 f( et L 30, 3 (=1t
(2n — 1)? = (n+ 1) = n2" = (@n)!
12.8 CONVERGENCIA Se todos os termos de uma dada série infinita forem substituidos pelos seus va-
ABSOLUTAE CONDICIONAL, Ilores absolutos e a série resultante for convergente, entdo dizemos que a série

O TESTE DA RAZAOQ
E O TESTE DA RAIZ

12.8.1 DEFINICAO

dada ¢é absolutamente convergente.

+ o
Dlzemos que a série infinita Y, u, serd absolutamente convergente se a série
n=1 .

Z |u,| for convergente.

n =1

» ILUSTRACAO 1 Considere a série

”z(~1)"“32—,,=§—3%+32—3——334+...+(—1)"“§2,;+... (1)
Essa série serd absolutamente convergente se a série

t©o2 2 2 2 2 2

Lp=3tatatat o tuto
for convergente. Como se trata de uma série geométrica com r = + < 1lela
serd convergente. Logo, a série (1) é absolutamente convergente. <4

» ILUSTRACAO2 Uma série convergente que nao é absolutamente convergente
é, por exemplo ,

+ (_1)n+1
ngl n

No Exemplo 1 da Sec¢do 12.7 ficou provado que tal série é convergente. A série
ndo ¢ absolutamente convergente, pois a série dos valores absolutos & a série
harmoénica, que é divergente. <

A série da Ilustragdo 2 é exemplo de uma série condicionalmente convergente.
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Uma série que é convergente, mas nio absolutamente convergente, é denomi-
nada condicionalmente convergente.

Entio, é possivel que uma série seja convergente, mas nao absolutamente con-
vergente. Por outro lado, se uma série for absolutamente convergente, ela de-
vera ser convergente; esse serd o objeto do préximo teorema.

+

Se a série infinita Y, u, for absolutamente convergente, ela serd convergente ¢
) =1

n

+®

< Zl fu, |

n=

Prova Consideremos as séries infinitas

+ o0 + + o0
Lot ] X G+ fua))
n=1 n=1 n=1

e sejam [s,}, {£,} € [r,} as seqiiéncias de suas somas parciais, respectivamente.
Para todo n inteiro positivo, u, + |u,| é 0 ou 2|u,|; assim sendo, temos a de-
sigualdade

0 < u, + |uy] < 2Juy ?)

)

Como 3, |u,| é convergente, denotaremos a sua soma por 7. J4 que {t,] é

n=1
uma seqiiéncia crescente de nimeros positivos, entdo f, < T para todo n in-
teiro positivo. De (2) segue que
0<<r, <2, 2T
Logo, a seqiiéncia {r,} tem um limitante superior igual a 27. Assim, pelo Teo-
+ w0

rema 12.5.1, a série Y, (4, + |u,|) é convergente. Seja R a sua soma. Co-
n=1

mo de (2), {r,] é uma seqiiéncia crescente, podemos concluir, do Teorema
12.2.7, que R < 2T.
+

+ 00
Cada uma das séries Y, (u, + |u,]) e X |u,
n=1

é convergente; logo, do

Teorema 12.4.3, segue que

ngl [(un + lunl) - |un|] = n;l u,

também é convergente.

+
Seja S-a soma da série Y. u,. Entdo, novamente pelo Teorema 12.4.3,
n=1 .

S=R-T.EcomoR 2T,S<2T~-T=T.
4+

Como 2 u, é convergente e tem soma S, segue, do Teorema 12.4.2, que

n=1
+ +x +

Y. (—u,) é convergente e tem soma —S. Como Y |-ude X |u,l sdo
n=1 n= n=1
+o

+ 0
ambas iguais a 7, podemos substituir Y u,por X, (—u,)na discussdo acima
1

n=1 n=
e mostrar que —S < 7. Como S < Te —S < T, temos |S| < T; entdo
+e +@
E U, < Z |u,|, e o teorema estd provado. .
n=1

=1
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EXEMPLO 1 Determine se a série é convergente ou divergente:
+© cos 4nn
n=1 nz
+ %
Solugéao Denotando a série dada por Y, u,, temos
n =
W3 _ 3zt 3 3 1.3 cosym
S0 1200220 32 42 052 62 72 n?

Essa é uma série de termos positivos e negativos. Podemos provar que tal série
¢ convergente se pudermos mostrar que ela é absolutamente convergente.

o *2 |cos 4nn|
IR et L
n=1 n=1

Como

para todo n

— para todo n inteiro positivo

+

A série 2 ) € uma série p, com p = 2 e, portanto, é convergente. Assim,
n=1
+ o

pelo teste de comparagdo . |u,| é convergente. Logo, a série dada é abso-

n=1

lutamente convergente, e entdo, pelo Teorema 12.8.3, ela é convergente.
+

Observe que os termos da série 3, |u,| nem crescem nem decrescem mono-
n=1

tonamente. Por exemplo, |u,| = 35, |us| = <5, |ug| = 53 e assim, |us| < |uyl,
mas |ug| > |us|.

O fteste da razdo, dado no préximo teorema, é usado freqiientemente para
determinar se uma dada série é absolutamente convergente.

+ o

Seja Y., u, uma série infinita dada para a qual todo u, é ndo-nulo. Entio,

n=|

. . u , . .
(i) se lim s L < 1, a série dada é absolutamente convergente;
n-—s +o n
. . Up 4 1 . Up + 1 s -
(ii)se lim | ——| =L > 1 ouse lim |——| = +00, a série dada
n— + u,, n— +® u,,

é divergente;

. . u
(i) se lim |—*1
uﬂ

n—s +o0

= 1, nenhuma conclusio quanto a convergéncia pode

ser tirada do teste.
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Provade (i) E dado que L < 1. Seja R um mimero tal que L < R < 1. Seja

. u . .
R-L=¢<1 Como lim |—"*1|= L, existe'um inteiro N > 0 tal que
nos 4+ u,
~ Upysy
sen> N entido o —L|<e
n
Assim,
u .
sen>N entdo 0< |1/ <L+e=R (3)
n

Vamos supor que n assuma os valores sucessivos N, N + 1, N + 2, ... e
assim por diante. De (3) obtemos,

un+1| < R|uy|
|un+ 2] < Rluys | < R*uy|

|ty 3] < Rl“N+2| < R3|uy|

'Em geral,

lun+i| < R*uy|  para todo k inteiro positivo. @
A série

+ o .

Y |un|R* = |un]R + [uy|R* + ... + [uy|R" + ...

k=1

é convergente, pois é uma série geométrica com razao menor que 1. De (4) e
+®

do teste de comparagio, segue que a séric 3, |uy . «| é convergente. A série
k=1
+ +

Y |un. .| difere da série Y, |u,| somente nos N primeiros termos. Assim
1

+ o

sendo, E |u,| é convergente e, portanto, a série dada é absolutamente con-

n=1

vergente.
w . Uy ) : Uy 41 5
Provade (i) Se lim | 2| =L > 1ou lim |2l = + o0, entdo em
n- 4+ u, . n - 40 u,
. - - |u
ambos 0s casos existe um inteiro N > 0 tal que se n > N, entdo |[—*L|> 1.
",

Vamos supor que n assuma 0s valores sucessivos N, N + 1, N + 2, ... e
assim por diante. Obtemos

lun+1] > [un|
|t 2| > Jun+1] > |un]

|+ 3| > Jun+2| > |un]

Assim, se n > N, entdo |u,| > |uy|. Logo, lim u, # 0 e, portanto, a série
n- +

dada é divergente.
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Prova de (iii) Aplicando o teste da razdo & série p, teremos

1
(n + 17
lim %1l = gy (2D
n—+ + oo u,, n—+ o 1
nf
of
= lim |[—
n—+w n+1

=1

Ja que a série p diverge se p < 1 e converge se p > 1, mostramos que é possivel

- . . . u
ter tanto séries convergentes como divergentes para as quais lim |—*-|= 1.
no+ u,
Isso prova a parte (iii). ]
EXEMPLO 2 Determine se a série é convergente ou divergente:
+
n
Z (_ ])n+ 1 =
n=1 2 .
= n n+1
Solugdo u, = (-1 +! on € lUniy = (—1)"*2—-2”7. Logo
Upyy| _n+1 27
u, - 2n+1 n
_n+ 1
 2n
Assim,
1
1+ -
. . n
lim 24 = lim ——
n-+x u, n— + %
1
)
<1

Segu‘e, pelo teste da razdo, que a série dada é absolutamente convergente ¢, por-
tanto, pelo Teorema 12.8.3, ela é convergente.

EXEMPLO 3 No Exemplo 2 da Séccﬁo 12.7 ficou provado que a série

+

8

. h+2
1(—1) n(n + 1)

1]

n

¢ convergente. Essa série é absolutamente convergente ou condicionalmente con- _
vergente?
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Solugédo Para testar a convergéncia absoluta aplicamos o teste da razio.
Na solugdo do Exemplo 2 da Sec¢do 12.7 foi mostrado que a razio

|40+ 1] _ n’*+ 3n
|ias) n?+4n+4

Logo,
-3
" 1+=
lim LH = lim y—
n—+ o n n—+ o
14 -4 —
+n+n2

=1
Desta forma, o teste da razdo falha. Como
|u | _n+ 2
" nn + 1)
_n+21
“n+1l on
1

> -
n

+o

o teste de comparagdo pode ser aplicado. Uma vez que a série Y, 1 éa
n=1 n

+ o

série harménica, que diverge, concluimos que a série Y, |u,| ¢ divergente e

n=1
+o

entio ., u, ndo é absolutamente convergente. Portanto, ela é condicional-
n=1

mente convergente.

Devemos ressaltar que o teste da razdo ndo inclui todas as possibilidades para

. u . . , C . . .
lim |[—2*1 [ pois é possivel que o limite ndo exista e ndo seja + . A dis-

n— +©

n
cussdo de tais casos nio se insere no contexto deste livro.

A demonstragdo do teste da razdo baseou-se na aplicagdo do teste de compa-
ra¢do com a série geométrica. Outro teste com demonstragao similar é o teste
da raiz.

+ o
Seja Y ‘u, uma série infinita para a qual u, é diferente de zero. Entio,

n=1

(i) se ,,ljrfm V|u,| = L < 1, a série dada é absolutamente convergente;
(ii) se lim lu,| = L > 1,0use liril Vlu,| = + o, asérie é divergente;
n-—- +o n - @ N

(iii) se lim 4/|u,| = 1, nenhuma conclusio relativa a convergéncia pode
n - 4o

ser tirada do teste.
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Dada a semelhanca entre a demonstragio do teste da raiz ¢ a do teste da razao,
ela serd proposta como exercicio (veja os Exercicios de 26 a 28).

EXEMPLO 4 Use o teste da raiz para determinar se a série ¢ convergente ou
divergente:

32n+1

ngl (_ 1)" n2n

Solucéo Aplicando o teste da raiz, teremos
P
32n+1 1/n
lim &|u,| = lim o
n— + a0 n— + o n
32+(1/n)

= lim 3

n—+ o n
=0
<1

Assim sendo, pelo teste da raiz, concluimos que a série dada é absolutamente
convergente. Portanto, do Teorema 12.8.3, segue que ela é convergente.

Os testes da razdo e da raiz sdo intimamente relacionados; contudo, o pri-
meiro é, em geral, mais facil de ser aplicado. Se os termos da série contiverem
fatoriais, entdo certamente esse serd o caso. Por outro lado, se os termos conti-
verem poténcias, como no Exemplo 4, podera ser vantajoso o uso do teste da
raiz. O préximo exemplo é um caso onde é mais indicado aplicar o teste da raiz.

EXEMPLO 5 Determine se a série € convergente ou divergente:

+ 1
ngl (In(n + 1))

Solugdo
lim Y|u,| = lim = ! -
n-+o ns+o V |[In(n + 1)]
= lim _l__l
n—+o0 |ID(N + 1)
=0

<1

Do teste da raiz, segue que a série dada é absolutamente convergente e, portan-
to, do Teorema 12.8.3, ela é convergente.

Existem séries para as quais o teste da raiz pode ser usado, a fim de determi-
nar a convergéncia, quando o teste da razdo falhar. Uma dessas séries aparece
no Exercicio 25.
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EXERCICIOS 12.8

Nos Exercicios de 1 a 20, determine se a série dada é absoluta-
mente convergente, condicionalmente convergente ou divergen-
te. Prove a sua resposta.

+ o0

21. Se |r| < 1, prove que a série Y r"sen nt & absolutamente

n=1
convergente para todos os valores de ¢.
+0

+ 2\" + Al
1. <_§> 2. (=)= 22. Prove que se E u, for absolutamente convergente e
n=1 n=1 n n=1 + o
+o on +o  [2\n u, # 0 para todo n, entdo Y seré4 divergente.
3% (-1t 4. n<-> oo nm1 |t
n=1 - on =1 \3 23. Prove que se 2 u, for absolutamente convergente,
+ n2 + o0 . 1 +® n=1
2 — 6. -1y *enti 2
5 P n=1( ) Gn = 1) entdo ngl u,? seré4 convergente.
two n! gl 1 24. Mostre, por meio de um exemplo, que o inverso do Exerci-
7 (_ 1) 8 ( l)n +1
& o+l = n(n + 2) cio 23 ndo é vs:dadeiro.
W 1—2senn ¥ 1 25. Dada a série —L (a) Mostre
1" . —=. que o teste da
9. n=1 n3 10‘ n=l( 1) (n+ 1)3 ngl 2"+l+( v
‘o 3n foo n? 41 razdo falha para essa série. (b) Use o teste da raiz para deter-
11. (—1yt! = 12. Y (-1)'— minar se a série é convergente ou divergente.
n=1 " n=1 n 26. Prove a parte (i) do teste da raiz (Teorema 12.8.5). (Suges-
13 to (= 1+ 1 14 P cosn tdo: como L < 1, seja R um nimero talque L < R < 1,
C e n{ln n)? C e n? eseja R — L = e < 1. Mostre que existe um inteiro N tal
+® senmn +w n que se n > N, entdo |u,| < R". Em seguida, use o teste de
15. p 16. ), ( 1+t nn comparagio.)
n=1 n=2 27. Prove a parte (ii) do teste da raiz. Veja a sugestdo do Exerci-
1\2 cio 26.
to ] < (1 + —) 28. Prove a parte (iii) do teste da raiz, aplicando-o as séries
) : 18. N 7 + e +
17 ,.Z‘z (Inny Z e Yy 1 e Y 1—2 . <Sugestﬁo: determine lLim %/n, ex-
n=1 n=1n n=1n n-o +o
pressando A/n = e W7 ¢ usando a regra de L’Hopital
o t©1-3-5-...-2n—1)
19. pry 20. Z para achar lim Inn
4! 147 (3n—2) i Jm ==
12.9 SUMARIO DOS TESTES Para concluir o estudo das séries infinitas de termos constantes, vamos resumir
DE CONVERGENCIA o varios testes que podem ser usados para determinar a convergéncia ou diver-
OU DIVERGENCIA géncia de uma série dada. Nas SecgSes de 12.3 a 12.8 vimos alguns desses testes

PARA UMA SERIE INFINITA

e para desenvolver a habilidade de reconhecer e aplicar o teste apropriado € ne-
cessaria uma préatica considerdvel. Vocé ird adquirir essa pratica fazendo os Exer-
cicios de 11 a 48 nos Exercicios de Revisdo a seguir. Vamos dar aqui uma lista
dos testes. Vocé deve tentar cada um deles, na ordem indicada. Se uma deter-
minada etapa ndo se aplica ou ndo leva a conclusdo alguma, vocé devera tentar
a seguinte. E claro que em alguns casos mais de um teste é aplicavel, mas vocé
deve selecionar o mais eficiente.

1. Calcule lil‘il u,. Se liril u, # 0, entdo a série diverge. Se lil‘il u, =0,
n- 0 n— © n-— L

nenhuma conclusdo pode ser tirada.
2. Examine a série para determinar se ela faz parte de algum dos tipos es-

peciais:

(i) Uma série geométrica: 3, ar"-!. Ela converge para a soma

+o0

o 1-r

se |r| < 1edivergese |r| > 1.
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(ii)) Uma série p: Y, Lp (onde p ¢ uma constante). Ela converge se
n

n=1
p > 1edivergese p < 1.

+ oo +
(iii) Uma série alternada: Y, (—1)"*'a,ou Y (-1)"a,. Aplique o
n=1 n=1
teste de séries alternadas (Teorema 12.7.2): sea, > 0ea,,; < a,
para todo n inteiro positivo, e lim a, = 0, entdo a série alternada
¢é convergente. nore
+ @

3. Tente o teste da razdo (Teorema 12.8.4): seja Y, u, uma série infinita
n=1

dada, para a qual todo u, é ndo-nulo. Entdo,

. . u - .
(i) se lim [—*l|= L < 1, a série dada é absolutamente convergente;
n- t+o un
.. . . u . .
(i) se lim {—*' /=L > louse lim |—"*Ll|= + oo, a série ¢ di-
no +o un n-s +c0 un
vergente;
. u ~ P
(iii) se lim |—"*'| = 1, nenhuma conclusdo quanto a convergéncia
no +® un

pode ser tirada do teste.
+o

4. Tente o teste da raiz (Teorema 12.8.5): seja Y, u, uma série infinita

n=1

dada, para a qual todo u, é ndo-nulo. Entio,
@) se "lilzlw m = L < 1, a série dada é absolutamente convergente;
(i) se "111110c '{/|—u_,,| =L > 1,ouse "ljngm Q/m = + oo, a série é diver-
gente;
(iii) se "ljrilm "\/|_u,,_| = 1, nenhuma conclusdo quanto a convergéncia pode
de ser tirada do teste.
5. Tente o teste da integral (Teorema 12.6.1): seja f uma fungio continua,
decrescente e com valores positivos para todo x > 1. Entdo a série infinita

glf(n)‘ =f+f2+/@3)+...+f(n)+ ...

sera convergente se a integral imprépria
|77 700 ax

existir, e sera divergente se blim Sll’ Sx)dx = +oo.
-+ +

+c0
6. Tente o teste de comparagio (Teorema 12.5.2): seja 3, u, uma série
de termos positivos. n=1
+o

@) Se Y v, for uma série convergente de termos positivos ja conhecida

n=1 +

e u, < v, para todo »n inteiro positivo, entdo 2 u, serd convergente.

n=1
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(ii) Se 2 w, for uma série divergente de termos posmvos ja conhecxda

n=1

Cu,

= w, para todo n inteiro positivo, entdo 2 u,, sera divergente.

n=1

Ou tente o teste de comparagdo com limite (Teorema 12. 5 3): sejam

+ o

E u,e Y, v,duas séries de termos posmvos

n=1 n=1
(i) Se lim = ¢ > 0, entdo ambas as séries convergem ou divergem
ne +o .
conjuntamente.
u +© +o
(ii) Se lim " = (0ese Y, v,converge, entio E u, converge.
nw it Yy, n=1 n=1
u +o +o©
(iii) Se lim —~ = +oo ese Y, v, diverge, entdo ), u, diverge.
no 4oy, n=1 n=1

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 12

Nos Exercicios de 1 a 8, escreva os quatro primeiros nimeros
da seqtiéncia e ache o seu limite, se existir.

3n (=1 n? —1
L {n + 2} 2 {(n + 1)2} 3 {n2 + 1}
n + 3n® ; n?
4. {4—+ 2n3} 5. {2 + (-1 } 6. {m}

7 {(1 + %)2"} 8. {(n + 2)? _(n+ 2)2}

n+4 n
Nos Exercicios 9 e 10, ache os quatro primeiros elementos da se-
qiiéncia de somas parciais {s,} e encontre uma férmula para s,
em termos de n. Também determine se a série infinita é conver-
gente ou divergente; se for convergente, ache a sua soma.

piy 2n—1
;l 4"+l Z <2n+ )

Nos Exercicios de 11 a 20, determine se a série é convergente ou
divergente. Se a série for convergente, ache a sua soma.

—
=

+
.". 8
TN
H) W
~—~7

+ o
12. ¥ e
n=1

+

13.

8

n-—1

153 —1\y —1ytl
YT 14.";0[( 1y +(=1r*1]

+ to
15. ) sen"in 16. ¥ cos"4n
n= n=0

8 &

1
B N S TYZ WY Go: he pri-
17 "; G Don T 2) (Sugestdo: para obter a soma, ache pri

meiro a seqiiéncia das somas parciais.)

2]

en—7m + 2
3 1"
HO

+m|[s

+ o :

18. 3 19. E t.r _J
n=1 3

n=1

S

'Nos Exercicios de 21 a 38, determine se a série é convergente ou

divergente.
to 2 + 0 1
21. X -
ns1n? + 6n 2 n; (2n + 1)
e n t©34senn
23 2 COS | 33— 1) 24, "Z‘l —a
+ 0 (n!)Z + n + o0 1
25, 26. — 27. Y (—1y'In-
1 @n) 22 2, (=g
+ o _1)'"*1 + 1 tolnn
28. 29. _— 30. —
n; 1++/n 2=4 n(ln n)? ,,; n®
+ o 2 3 + n! + oo 1
31. e 32. — X _
,,;1 <5n ZVI) ,.Zo 10" 3 = 1+2Inn
+ o0 + o0 + o
3, |sef/4"| 35y =0 3. Y m3"
n=1 n n=1 N n=1
+ o0 @ 2
7y St
,.=12"+senn ,.=1(n+3)!

Nos Exercicios de 39 a 48, determine se a série dada é absoluta-
mente convergente, condicionalmente convergente ou divergen-
te. Prove as suas respostas.

a. Y (-1t —

2n+1
@n + 1)
6"
5n+l

2n—1

(=

(_l)n 1
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to -1 23n g . 1 49. Expresse como uma fragdo ordinaria a dizima periddica:
45. "Z,l( 1y o 46. nzl (-1 [in(n + 2T 1,3242424 . . .
1 50. Deixa-se cair uma bola de uma altura de 18 m. Cada vez qu'e
o J - se n for um quadrado perfeito ela bate no chio, sobe a uma ?.ltura corresgonder.lte a dois
47. Z ¢,, onde ¢, = " tergos da altura da queda anterior. Ache a distincia percor-
n=1 1 se n ndo for um quadrado rida pela bola até o repouso.
(n?  perfeito 51. A trajetéria de cada oscilagdo de um péndulo, apés a pri-
(1 | ) meira, é 80% da trajetdria da oscila¢do anterior de um lado
‘e —— se ¢ n for um inteiro até o outro. Se a trajetdria da primeira oscilagio mede 18
48 c,, onde c, =J " ' : cm de comprimento e se a resisténcia do ar leva o péndulo
n=1 i se L ndo for um in teirb ao repouso, quanto mede o trajeto total percorrido pelo pén-
n? 4 dulo até que ele pare?
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As séries infinitas sdo tratadas aqui de forma completa e adequada a um texto

elementar de Célculo. Na Sec¢do 13.1 introduzimos séries de poténcias e nas

Seccdes de 13.2 a 13.5 vocé aprenderd a usar séries de poténcias para expressar

como uma série infinita tem muitas fung¢des, entre elas as racionais, trigonomé-
tricas, exponenciais ¢ logaritmicas. As provas (Teoremas 13.2.3 e 13.3.1) dos

processos computacionais envolvendo derivagdo e integracdo de séries de po-

téncias estdo incluidas. _

Uma aplicagdo de séries de poténcias consiste em achar aproximagdes de nu-
meros irracionais tais como +/2, 7, e, In 5 e sen 0,3. Outra aplicagdo é feita para
aproximar as integrais definidas para as quais o integrando nio tem antideriva-
da que possa ser expressa em termos de fungGes elementares. Por exemplo, vo-

e - B ity e e e s e e
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cé aprendera a usar séries de poténcias para calcular valores de integrais tais
172 1 0,1 .
como So e-* dt, So cos \/x dx, e So In(1 + sen x)dx para qualquer preci-

sdo exigida. Além disso, solug¢des de muitas equacgdes diferenciais podem ser
expressas como séries de poténcias.

13.1 INTRODUGAO AS
SERIES DE POTENCIAS

13.1.1 DEFINIGAO

As séries infinitas do Capitulo 12 envolvem termos constantes. Discutiremos
agora um tipo importante de séries de termos varidveis chamado de séries de
poténcias, que podem ser consideradas como uma generaliza¢do da fungédo po-
linomial. Vocé aprenderd, neste capitulo, como usar séries de poténcias para
calcular valores de fungdes como sen x, €%, In x e /x, 0s quais ndo podem ser
calculados pelas operagdes da Aritmética, usadas para determinar os valores
de fungGes racionais.

Uma série de poténcias em x — a é uma série da forma

C+olx —a) +cx —ap + ... +¢c(x—ay+ .. ¢))

+

Usaremos a notagio Y, c,(x — a@)" para representar a série (1). (Observe

n=0
que consideramos (x — @)®° = 1 mesmo quando x = &, por conveniéncia, ao
escrever o termo geral.) Se x for um determinado mimero, a série de poténcias
(1) tornar-se-4 uma série infinita de termos constantes. Um caso especial de (1)
ocorre quando @ = 0, e a série torna-se uma série de poténcias em x, que é
+ o0

YoCX =CotCx+ X4 X"+ )]
n=0

Além das séries de poténcias em x — a e x, existem séries de poténcias da forma

:Zi: c[()]" = co + €;00x) + co[d()]? + ... + c[dX)] + ...

onde ¢ € uma funcdo de x. Tais séries sdo chamadas de séries de poténcias em
¢(x). Neste livro trataremos exclusivamente de séries de poténcias da forma (1)
ou (2) e, quando usarmos o termo “‘série de poténcias’’, estaremos nos referin-
do a uma dessas duas formas. Restringiremos a nossa discussdo as séries de po-
téncias da forma (2). A forma mais geral (1) pode ser obtida de (2) através da
translagdo x = ¥ — a; assim sendo, nossos resultados aplicam-se igualmente
as séries da forma (1). .

Ao tratarmos de séries infinitas de termos constantes, estdvamos interessa-
dos em questdes de convergéncia ou divergéncia da série. Ao considerarmos sé-
ries de poténcias, perguntarhos: para que valores de x a série converge? Para
cada valor de x para o qual a série converge, ela representa um numero que
¢ a sua soma. Assim sendo, uma série de poténcias define uma fun¢fo. A fun-
¢do f, com valores funcionais

() = 2': e

tem como dominio todos os valores de x para os quais a série de poténcias con-
verge. E claro que toda a série de poténcias (2) ¢ convergente para x = 0. Exis-
tem algumas séries (veja o Exemplo 3) que sdo convergentes somente para esse
valor de x, enquanto ha também séries que convergem para todo valor de x (ve-
ja o Exemplo 2). '
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Os trés exemplos a seguir ilustram como o teste da razio pode ser usado para
determinar os valores de x para os quais uma série de poténcias € convergente.
Quando n! for usado na representacdo do n-ésimo termo de uma série de po-
téncias (como no Exemplo 2), convém lembrar que 0! = 1, de tal forma que
a representagdo do n-ésimo termo serd valida também quando n = 0.

EXEMPLO 1 Ache os valores de x para os quais a série de poténcias é con-
vergente:
+ oo 2'lx'l
. 1 n+1 ~ 7
,,21 ( ) n3"
Solugédo Para a série dada,
] znxn 2n+ lxn +1
—(—1y*"' e u, =(—D)*"r
un ( ) n3" n+1 ( ) (n+-1)3,.+1
Assim,
l‘ ) un+1 l 2n+1xn+1 n3n
im || = lim |——— " 5
no .un no 4 00 (n+1)3n+1 2nxn
n
= lm =
n— + oo 3 IXI + 1
=3|x]

Logo, a série de poténcias é absolutamente convergente quando 2ix| <1
ou, equivalentemente, quando |x| < 3. A série é divergente quando Zix| >1
ou, equivalentemente, quando |x| > 2. Se Z|x| = 1 (ou seja, x = +£3), 0
teste da razdo falha. Quando x = 2, a série de poténcias dada torna-se:

1 1 1 1 1

s ()T

fTat3 bt
que ¢ convergente, conforme foi mostrado no Exemplo 1 da Secgdo 12.7. Quando
x = —3, temos

1723 4 " n

que, pelo Teorema 12.4.2, é divergente. Concluimos, entéo, que a série de po-
téncias dada é convergente quando — 3 < x < 2. A série ¢é absolutamente

convergente quando —3 < x < 3 e é condicionalmente convergente quando
x = 3.8ex £ =% oux > 4, a série é divergente.

EXEMPLO 2 Ache os valores de x para os quais a série de poténcias ¢ con-
vergente:
to X
n=0 n!
Solugédo Para a série dada,
n xn+ 1
u,=— €

n! M R
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Assim, aplicando o teste da razao,

. u ) x"*t  nl
lim —n+l = 11m 1w n
n—++w u, n—+w (n+ 1)! X
= |x| lim
,...+°°n+l
=0

<1

Logo, a série de poténcias dada é absolutamente convergente para todos os va-
lores de x.

EXEMPLO 3 Ache os valores de x para os quais a série de poténcias é con-
vergente:
+ oo
Y nlx”
n=0
Solugdo Para a série dada, u, = nlx"eu,,, = (n + 1)!x"+ 1. Aplican-
do o teste da razdo, temos
. u ) n+ Nix"+?!
lim [ = lim (—)n——
n—+ow u,. n—+ o n!x

= lim |(n+ 1)x|
n—+o0

0 sex=0
+00 sex#0

Segue que a série é divergente para todos os valores de x, exceto 0.

No préximo exemplo, o teste da raiz sera usado para determinar quando uma
série de poténcias é convergente.

EXEMPLO 4 Ache os valores de x para os quais a série de poténcias é con-
vergente:

+ 0

Z n3xn
n=1
Solucéo Usamos o teste da raiz e calculamos lim {/|u,|.
n—+o
lim Y|n’x"| = lim n*"|x| (3)
n—+ o n— +

Para determinar lim n%" sejay = n*" Entdo, lny = % In n. Assim,

no +o
.31
lim Iny= lim nn 4
n—+o n=+ oo n

Para calcular o limite no segundo membro de (4), vamos achar primeiro

lim _31n_z’ onde z é um nimero real. Como lim lnz = +oe

Z-s +© V4 - 4+
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lim z = + oo, aplicaremos a regra de L’Hdpital, obtendo

2> +®
. 3lIn:z .3
lim = lm -
z= + 00 z z=+w 2
=0

Assim, do Teorema 12.1.3, lim dlnn _ 0. De (4), segue que

n— +o

lim Iny=0
n—+o0
lim y=1
n—+ o

Substituindo esse resultado em (3), temos

lim |n’x" = |x|

n—++ o

Logo, a série de poténcias € absolutamente convergente quando |x| < 1. A
série é divergente quando |x| > 1. Se x = 1, a série de poténcias torna-se

+ o

Y. n3, que é divergente, pois lim n® » 0. Analogamente, a série de po-

n=1 n— +wo
téncias € divergente quando x = —1.
+o
13.1.2 TEOREMA | Se a série de poténcias 3, c,x” for convergente para x = x, (x, # 0), en-
n=20
téo ela serd absolutamente convergente para todos os valores de x para os quais
x| < |x].

+o0

Prova Se Y c.x" for convergente, entdo lim c,x,” = 0. Logo, se to-

n=20 . n-s +o
marmos € = 1 na Defini¢do 2.5.1, existird um inteiro N > 0 tal que
sen 2N entio |cx"| <1
Agora, se x for qualquer numero tal que |x| < |x,|, entdo sen > N

n

e.x"| = |eax " —

x n
oo = ferl |

©)

x
|e.x"| < ‘X_x

A série

+ n

X

X1

(6)

n=N

¢ convergente, porque ¢ uma série geométrica com r = |x/x;| < 1 (pois
+

|x| < |x]). Compare a série Y |cx"|, onde |x| < |x,|, com a série (6).
n=N
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+

De (5) e do teste de comparagdo Y. |c,x"| é convergente para |x| < |x,].
N

n's
Assim sendo, a série de poténcias dada é absolutamente convergente para todos
os valores de x para os quais |x| < |x|. |

» ILUSTRACAO 1 Uma ilustracio do Teorema 13.1.2 é dada no Exemplo 1. A
série de poténcias € convergente para x = 3 e é absolutamente convergente
para todos os valores de x para os quais |x| < <. . <4

O seguinte teorema é um corolario do Teorema 13.1.2.

+ o0

Se a série de poténcias Y, c,x” for divergente para x = X,, ela serd diver-

n=0

gente para todos os valores de x para os quais |x| > |x,].

Prova Suponha que a série de poténcias seja convergente para algum nimero x
para o qual |x| > |x,|. Entdo, pelo Teorema 13.1.2, a série deve convergir pa-
ra x = x,. Mas isso contradiz a hipdtese. Logo, a série de poténcias dada é di-
vergente para todos os valores de x para os quais |x| > |x,]. [ ]

» ILUSTRAGAO2 Parailustrar 13.1.3, considere novamente a série de poténcias
do Exemplo 1. Ela diverge para x = —3 e também é divergente para to-

dos os valores de x tais que x| > | -%]. <

Podemos provar, a partir dos Teoremas 13.1.2 ¢ 13.1.3, o importante teorema
enunciado a seguir.

+ o

Seja Y, c,x” uma dada série de poténcias. Entdo uma, e somente uma das

n=0 )

seguintes afirmagées é verdadeira:

(i) a série converge somente para x = 0; .
(ii) a série é absolutamente convergente para todos os valores de x;
(iii) existe um nurhero R > 0 tal que a série é absolutamente convergente para
todos os valores de x para os quais |x| < R e édivergente para todos os valo-
res de x para os quais |x| > R.

Prova Se x for substituido por zero na série de poténcias dada, temos ¢, + 0 +
+ 0 + ... que, obviamente, é convergente. Assim, toda série de poténcias da

+ o

forma Y, c,x" é convergente quando x = 0. Se esse for o tinico valor de x

n=0
para o qual a série converge, entdo a afirmacdo (i) é valida.
Suponha que a série dada seja convergente para x = x;, onde x; # 0. Segue
entdo, do Teorema 13.1.2, que a série é absolutamente convergente para todos
os valores de x para os quais |x| < |x,|. Além disso, se ndo existir valor de x

‘para o qual a série dada seja divergente, entdo a série sera absolutamente conver-

gente para todos os valores de x. Assim, a afirmagéo (ii) é valida.
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Se a série dada for convergente para x = X, onde x;, # 0 e divergente para
X = X,, onde |x,| > |x,|, do Teorema 13.1.3 segue que a série é divergente para
todos os valores de x tais que |x| > |x,|. Logo, |x;| ¢ um limitante superior para
o conjunto de valores de | x| para os quais a série ¢ absolutamente convergente.
Entdo, pelo axioma do completamento (12.2.5), esse conjunto de nimeros tem
um limitante superior minimo, que € o nimero R da afirmagdo (iii). Isso completa
a demonstragdo de que uma e somente uma das trés afirmagdes ¢ valida. W

+

O Teorema 13.1.4(iii) pode ser ilustrado no eixo real. Veja a Figura 1.
+o0

Se, em vez da série de poténcias Y, c,x”, tivermos a série Y, ¢, (x — a)",
n=20

n=1
entdo nas afirmagdes (i) e (iii) do Teorema 13.1.4, x sera substituido por x — a.
As afirmagoes alteram-se para:

(i) a série converge somente para x. = a; A
(iii) existe um nimero R > 0 tal que a série ¢ absolutamente convergente para
todos os valores de x para os quais |x — a| < R e é divergente para todos
os valores de x para os quais |x — @| > R. (Veja a Figura 2 que ilustra
isso no eixo real.)

Ao conjunto de todos os valores de x para os quais uma dada série de potén-
cias é convergente, chamamos intervalo de convergéncia da série de poténcias.
O ntimero R da afirmacéo (iii) do Teorema 13.1.4 é denominado raio de con-
vergéncia da série de poténcias. Se a afirmacio (i) for verdadeira, R = 0; se
a afirmacgdo (ii) for verdadeira, entio R = + oo,

» ILUSTRACAO 3 Para a série de poténcias do Exemplo 1, R = < e o inter-
3 3

~ valo de convergéncia é (—3, 2]. No Exemplo 2, R = + o, e o intervalo de

convergéncia é escrito como (— o, + ). |

+ o

Se R for o raio de convergéncia da série de poténcias Y, c,x” o interva-

n=20

lo de convergéncia serd um dos seguintes: (— R, R), [— R, R], (—R, R] ou

+

[-R, R). No caso mais geral da série de poténcias Y, c,(x —a)", o inter-
n=20 .
valo de convergéncia serd um dos seguintes: '
(a—R,a+ R) [2—-R,a+ R] (a—R,a+ R] [2—R,a+ R)

Uma dada série de poténcias define uma fung¢ao tendo como dominio o inter-
valo de convergéncia. O método mais vantajoso para determinar o intervalo
de convergéncia de que dispomos € o teste da razdo. No entanto, tal teste nada
revela sobre o que acontece nos pontos extremos do intervalo de convergéncia,
quanto a convergéncia ou divergéncia da série de poténcias. Nas extremidades
do intervalo de convergéncia a série de poténcias pode ser absolutamente con-
vergente, condicionalmente convergente, ou ainda divergente. Se uma série de
poténcias convergir absolutamente numa extremidade, segue da defini¢do de
convergéncia absoluta que a série sera absolutamente convergente nas extremi-
dades (veja o Exercicio 33). Se uma série de poténcias convergir numa extremi-
dade e divergir na outra, a série sera condicionalmente convergente no extremo
no qual convergir (veja o Exercicio 34). Ha casos para os quais a convergéncia
ou divergéncia de uma série de poténcias nos extremos nao pode ser determina-
da por métodos do Calculo Elementar.
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EXEMPLO 5 Determine o intervalo de convergéncia da série de poténcias:
+ o0
Y n(x =2y
n=1

Solucao A série dada ¢
(x—=2)+2x—2+...+nx =2 +(n+Dx—=2"+...

Aplicando o teste da razdo, teremos

1 _ n+1
im |2* = jim (n+ Dx — 2)
n— + o U, n-+w n(X - 2)n
1
=|x—2| lim *
n—+ o n
=|x -2

A série dada serd, entdo, absolutamente convergente se |x — 2| < 1 ou, equi-
valentemente, —1 < x — 2 < 1, ouainda, 1 < x < 3.
+
Quando x = 1, a série serd 2 (— D™n, que é divergente, pois
n=1 +0
lim u, # 0. Quando x = 3, a série torna-se 3, n, que também diverge,

n— +o n=1

pois lim u, # 0. Assim, o intervalo de convergéncia serd (1, 3). Logo, a

n- +e

série de poténcias define uma fun¢do cujo dominio é o intervalo (1, 3).

EXEMPLO 6 Determine o intervalo de convergéncia da série de poténcias:
+ o0 x" .
nzl 2+ n?
Solugao A série dada é
X x2 x3 x" X" +1

+...+
v 12 T3 YT 24 dxmrE T

Aplicando o teste da razdo, teremos

. Upiq ) xn+l 2+l’l2
lim = lim 5
no+ o u, n—+ o 2+(n+ 1) x"
. 2 +n?
= |x| lim

netw 2+t +2n+1
= ||

Assim, a série dada serd absolutamente convergente se |x| < 1 ou, equivalen-
temente, se —1 < x < 1. Quando x = 1, a série torna-se

1 1 1 1

+ - + +.. ..+t ...
2412 2422 2432 2 + n?
. 1 1 L " . v 1
J4 que ——— < — para todo 7 inteiro positivo, e ainda como Y, — ¢é
2 + n? n? n=1on?

uma série p convergente, segue entdo, do teste de comparacgao, que a série de po-
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v (=D

téncias dada converge quando x = 1. Parax = —1, a série é > “ 7,

n=1 2 + n?

que ¢ convergente pois acabamos de ver que ela ¢ absolutamente convergente.
Assim sendo, o intervalo de convergéncia da série de poténcias dada é [ 1, 1].

EXERCICIOS 13.1

Nos Exercicios de 1 a 28, determine o intervalo de convergéncia
da série de poténcias dada.

+o P

1.

0n+

+to p2xn

11.
13, Z (-1

15. Z

17. ) (senh 2m)x"

19. 3 (=1

=2 n(ln n)?

21. ; Sl =1

*o In n(x — 5)

23. %

1 n+1

+

20.
2 ¥

24.

25. f(—l)"l

+

+o00 pt
. m(x — 3 7. 3 X
n=1 n=1 n
n+ 1 . _1
Z —1e35 @),
n'= 2:4-6- ... 2n

29. Se a e b sdo inteiros positivos, determine o raio de conver-

. (n+ a)!
géncia da série de poténcias Z _ X"
-1 nl(n + b)!

+ o

30. Se Z a, for uma série absolutamente convergente,

n=1 +

prove que a série de poténcias Z a, x" sera absolutamen-
n=1

te convergente quando |x| < 1

31. Prove que se o raio de convergéncia da série de poténcias

+o

E u,x" for r, entdo o raio de convergéncia da série

n=1

+ oo
Y u, x sera \/T.

n=1

32. Prove quese lim %/ |u,| = L (L # 0), entdo o raio de co-
n—- +«

+ 00

A - P 1
vergéncia da série de poténcias 2 u,x" serd —.
n=1 L

33. Prove que se uma série de poténcias for absolutamente con-

vergente num extremo do seu intervalo de convergéncia, en-
tdo a série de poténcias serd absolutamente convergente nos
extremos.

34. Prove que se uma série de poténcias convergir num extremo

de seu intervalo de convergéncia e divergir no outro extre-
mo, entdo a série de poténcias sera condicionalmente con-
vergente no extremo onde converge.

13.2 DERIVACAO DE  voce aprendeu na Sec¢do 13.1 que uma série de poténcias Z c,x" define

SERIES DE POTENCIAS

» ILUSTRAGAO 1

n=20

uma fungdo cujo dominio é o intervalo de convergéncia da série.

Considere a série geométrica com a = 1 e r = x, isto é,

E x". Pelo Teorema 12.3.5, a série converge para a soma 1/(1 — x), se

+ o0

|x|] < 1. Logo, a série de poténcias Y. x" define a fungdo f, tal que

n=20
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S = 1/(1 —x) e |x| < 1. Logo,
1
1+x+x2+x3+...+x"+...=ﬁ se x| < 1 (1)
<

A série em (1) pode ser usada para formar outras séries de poténcias cujas
somas podem ser determinadas.

» ILUSTRACAO 2 Se em (1) x for substituido por —x, teremos

1
l—x+x?—x*+. . +(=I)yx"+...=——  selx <1 2
I +x

Seja x = x2 em (1), teremos

1+x2+x“+x6+...+x:""+...=1 s selx]<1 (3)
— X

Se em (1) x for substituido por —x2, obteremos

L—x24+x*—xS+.. . +(=1x¥+...= se x| <1 )

14+ x2
|

Nesta sec¢do e na préxima, outras séries interessantes sio obtidas de séries
como as acima referidas, por derivagio e integragdo. Provaremos que se R (on-
de R# 0) for o raio de convergéncia de uma série de poténcias que define a
funcido f, entdo f serd diferencidvel no intervalo aberto (- R, R) e a derivada
de f podera ser obtida ao derivarmos a série de poténcias termo a termo. Além
disso, mostraremos que f é integravel em todo subintervalo fechado de
(=R, R), ecalculamos aintegral de f, integrando a série de poténcias termo a termo.
Precisamos primeiro de alguns teoremas preliminares.

+ o

Se Y c,x" for uma série de poténcias com um raio de convergéncia R > 0,

n=20
+ 00

entdo a série Y, nc,x" - ! também terd R como raio de convergéncia.

n=1

Esse teorema estabelece que a série, obtida com a derivacdo de cada termo
de uma dada série de poténcias, terd o mesmo raio de convergéncia que a série
dada.

Prova Seja x qualquer niimero no intervalo aberto (— R, R). Entdo |x| < R.
Selecionamos um numero x, tal que (x| < |x| < R. Como |x,| < R,

+ oo

Y c¢.x" é convergente. Logo, lim cx," = 0. Assim, se tomarmos € = 1
n=20 n— +o

na Defini¢do 2.5.1, existird um nimero N > 0, tal que

se n > N, entdo |cx"| < 1

Seja M o maior dos nimeros |c.x,|, |cx2|, |ex3], ..., |€ax,™|, 1. Entdo

lex"| < M para todo 7 inteiro positivo. (5)
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Agora
_ xn—l
[nc,x"~ 1| = nc,,-x—ln'xl"
—n lewes”] | x I
EARNEA

De (5) e da equagdo acima,

n—1 M X nl
e M | x
Inc,x""t| < n el |5 (6)
Se o teste da razdo for aplicado a série
M + o0 X n—1
— 7
|x,] ,.Z‘l 4 Xy ™
entao
n n—1
lim Uy li (n+ l)lxl . Ixxln_l
n—++w u,. n—+aw |x1|’l nlxl
x|{ .. n+1l
=|—| lim
X1{n=>+0c N
=12 <1
X1

Assim sendo, a série (7) é absolutamente convergente; logo, de (6) e do teste
+o0 :
de comparagdo, segue que a série ¥, nc,x" - ! também é absolutamente

n=1

convergente. Como x € qualquer nimero em (— R, R), segue que se o raio de

+0o0

convergéncia de Y, nc,x”-'for R’, entio R’ > R.

n=1
-Para completar a demonstragao precisamos mostrar que R’ ndo pode ser maior
do que R. Vamos supor que R’ > R e seja x, um nimero talque R < |x,| < R’.
Como |x,| > R segue que

+
Y. ¢,x," é divergente @®)
n=0
+00

Como X3 < R', seguc que ne,x,"~ ! é absolutamente convergente.
) nv2
n=

Além disso,

+ oo

+o0
x| Inc.x," " = Y |nc,x,"|
n n=1

=1
e assim, do Teorema 12.4.2,

+
Y. |nc,x,"| serd convergente )
n=1

Se n for qualquer inteiro positivo,

leax,"| < nle,x,"| = |ne,x,"
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Dessa desigualdade, da afirmacgdo (9) e do teste de comparagdo, segue que

+® +

2. |c.xi| é convergente. Logo, a série Y, c,xI é convergente, 0 que
1

n= n=20
contradiz o resultado (8). Assim sendo, a hipétese de que R’ > R ¢ falsa. Lo-
g0, R’ ndo pode ser maior do que R; € como foi mostrado que R’ > R, segue
que R’ = R, o que prova o teorema. u

» ILUSTRACAO 3 Verificaremos o Teorema 13.2.1 para a série de poténcias

+ xn+1 x2 x3 xn+l xn+2
—_— = — 4+ —4+... -+ + ...
e IR rores | o ey

Determinamos o raio de convergéncia aplicando o teste da razio.

lim Ynrr) lim (_~__n+ DPx"
n—+wm u, n—+w (n + 2)2x"+1
_ 4| fim nz+2n+1
n>+o |B° + 4n + 4
= x|

Dessa forma, a série de poténcias é convergente quando |x| < 1; assim sendo,
seu raio de convergéncia é R = 1.
A série de poténcias obtida da série dada com a derivagdo termo a termo é

whn+x" e x"
o+ 1?2 Son+1

1+x+x2+x3+ + +x,.+1+
23 4 7 Tngl Tny2

Aplicando o teste da razdo a essa série de poténcias, temos

. |u ) n+ 1)x"+!
lim [ = lim %
et Uy e+ | (14 2)x
. n+1
= |x| lim
n—- +ow n+2
= ||

Essa série é convergente se | x| < 1; assim, seu raio de convergéncia é R’ = 1

Como R = R’, estd cumprido o Teorema 13.2.1. <
+o
13.2.2 TEOREMA | Se o raio de convergéncia da série de poténcias 3, c,x" for R > 0, entdo
+ n=0 .
o raio de convergéncia da.série Y, n(n — 1)c,x" - > também serd R.
n=2 .

+®

Prova Se aplicarmos o Teorema 13.2.1 3 série 3, nc,x" - !, obteremos o re-
n=1

sultado desejado. ]
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Estamos agora em condigdes de provar o teorema sobre derivagdo termo a
termo de uma série de poténcias.

+

13.2.3 TEOREMA | Seja E c,x" uma série de poténcias cujo raio de convergéncia ¢ R > 0.

n=20

Entao, se f for a funcao definida por.
fx) = 2 c,x" ‘ (10)

f'(x) existir4 para todo x no intérvalo aberto (— R, R), sendo dada por

+

S = X omexe

Prova Sejam x e a dois nimeros distintos no intervalo aberto (— R, R). A for-
mula de Taylor (férmula (2) da Secgdo 11.5), comn = 1, ¢

f = fia) + 12 —a + 10

(x —a?
Dessa férmula, com f(x) = x”, segue que para todo n inteiro positivo
X" =a"+ na""'x — a) + In(n — D(E,)" " *x —a)® (11)

onde &, estd entre a e x para todo n inteiro positivo. De (10),

f(X) - f(a) = c"xn - Cna'l
n=0 n=0
+ o +
=co+ D, X" —Co— ), ca"
n=1 n=1

+ oo
Y cx" —a")
n=1

Dividindo por x — a (pois x # a) e usando (11), temos, das equagdes acima,

FO-J@ 15 e narx — @) + bnln — D& x — @]

X —a X — Anp=1
Assim,
1 = Jle) _+Z°°nca" 'y 4(x — a) Z n(n — 1), (&) (12)

X —a
+ 0
Como a estd em (— R, R), concluimos do Teorema 13.2.1 que E nc,a” !
n=1

é absolutamente convergente.
Como ambos, a e x, estio em (— R, R), existe algum nimero X > 0 tal que
la| < K < Re |x] < K < R. Segue, do Teorema 13.2.2, que

Zmnn—ch" 2
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¢ absolutamente convergente. Entdo, como
[n(n — 1)c,(&) 3 < |n(n — 1)c,K""?| (13)
para cada §,, podemos concluir do teste de comparacio que

im—mmﬂ

¢ absolutamente convergente.

De (12),
+ o0 to
L92J@ ot < i — o) 55 ntn — e (14)
X —a =1 n=2
+ oo
Entretanto, do Teorema 12.8.3, se Z u, for absolutamente convergente,
entdo
+ w0 +
u < Y
n=1 n=1

Aplicando esse resultado ao segundo membro de (14), obtemos

Jx) - fla) <=

P ";nca

Dessa desigualdade e de (13),
+ o0
[Q-f@

X —a

+ oo
| Skl Z e = e it

+o
N <3x—a Y nn — 1), |K"2 (15)
n=2

onde 0 < K < R. Como a série do segundo membro de (15) é absolutamente
convergente, o limite do segundo membro, quando x tende a a, é zero. Entio,
de (15) e do teorema do confronto de limites (ou teorema do “‘sanduiche’’),

i S

xoa X—4d
+ w

< fla)= Y nca"”
n=1

e como a pode ser qualquer nimero no intervalo aberto (— R, R), o teorema
estd provado. [ ]

EXEMPLO 1 Seja f a fun¢do definida pela série de poténcias da Ilustragdo
3. (a) Ache o dominio de f; (b) escreva a série de poténcias que define a fungdo
S’ e determine o dominio de f.

Solugdo
n+1

@ f= ¥

O dominio de f¢ o intervalo de convergéncia da série de poténcias. Na Ilus-
tracdo 3 mostramos que o raio de convergéncia da série de poténcias é 1;
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isto é, a série converge quando |x| < 1. Considere agora a série de potén-

cias quando |x| = 1. Para x = 1, a série é
1+ : + : +...+ L.
49 T (n+1)?
que é convergente, pois é uma série p com p = 2. Parax = — 1 temos a série
+
(_ 1)n+l

o+ 17 que € convergente, pois € absolutamente convergente. Lo-
n=20

o intervalo [~ 1, 1] é o dominio de f.
(b) Do Teorema 13.2.3 segue que f’ € definida por

+ X"

f=73

=0n+l

(16)

e que f'(x) existe para todo x no intervalo aberto (—1, 1). Na Ilustrag¢do
3 ficou provado que o raio de convergéncia da série de poténcias em (16)
é 1. Consideremos agora a série de poténcias em (16), parax = *1. Quan-
do x = 1, a série é

1.1 1 1

l+s+s+-+...+

27374 k1

que ¢ a série harménica e, portanto, divergente. Para x = —1, a-série fica

R 1
o iy
3ty gt N gt

que é uma série alternada convergente. Assim, o dominio de f’ € o interva-
lo[-1,1).

O Exemplo 1 ilustra o fato de que se uma fungéo f for definida por uma série
de poténcias e se essa série for-derivada termo a termo, a série de poténcias re-
sultante, que define f”, tera o mesmo raio de convergéncia, mas nio necessaria-
mente o mesmo intervalo de convergéncia.

EXEMPLO 2 Obtenha uma série de poténcias que represente

1
(1 —x)?

Solugdo De (1),

1
1—=1+x+x2+x3+._..+x"+... se x| < 1
— X

Usando o Teorema 13.2.3 e derivando ambos os lados da igualdade acima,
obtemos

m)—z=l+2x+3x2+...+nx"'l+,,, se|xl<]
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EXEMPLO 3 Mostre que para todos os valores reais de x

°°X
=X

2 3 x"

=14+x+ + = x +... .+ =+
X 2 3 . n! PN
Solugdo No Exemplo 2 da Sec¢do 13.1 foi mostrado que a série de poténcias

+ o

x" .
Y — ¢ absolutamente convergente para todos os valores reais de x. As-
n=0 nNi

sim, se f for a fun¢do definida por

+o0 3P

fo=3 = (17)

n'

o dominio de f serd o conjunto de todos os nimeros reais; isto é, o intervalo
de convergéncia serd (— o, + ). Segue, do Teorema 13.2.3, que para todos
os valores reais de x temos

n—1

£x) = f X

Uma vez que 1 isso pode ser escrito como
W = - 80P
+ o x"'l
=3 n—1)
+o0 xn
= f=3 =
n=0 N

Dessa igualdade e de (17), f'(x) = f(x) para todos os valores reais de x. Assim
sendo, a fungdo f satisfaz a equacdo diferencial

dy

dx
a qual, pelo Teorema 7.7.1, tem como solugdo geral y = Ce*. Logo, para algu-
ma constante C, f(x) = Ce*. De (17), f(0) = 1. (Lembre-se de que estamos to-

mando x® = 1 mesmo que x = 0, por conveniéncia, ao escrever o termo geral.)
Portanto, C = 1; assim, f(x) = e*, e teremos o resultado desejado.

EXEMPLO 4 Use o resultado do Exemplo 3 para achar uma representac;ao
em série de poténcias de e~~.

Solucao Se x for substituido por —x na série de e*, segue que
2 3 n
X X n X )
—-1-—X+E‘—§+ +(—1)F+

para todos os valores reais de x.
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EXEMPLO 5 Use a série do Exemplo 4 para determinar o valor exato de e~!
até a quinta casa decimal.
Solugdo Se x = 1 na série para e~*,
e R | +_1___.1_+L_L+1___1_+_1-_L+_1_._
¢ = 20 3t 4 sto6 7t 8t 910!
11+ 1 1 N 1 1 + 1 1 + 1
B 2 6 24 120 720 5040  40.320

1 1
" 362.880 * 3.628.800
~1 -1+ 0,5 - 0,166667 + 0,041667 — 0,008333 + 0,001389
—-0,000198 + 0,000025 — 0,000003 + 0,0000003 — ...

Essa é uma série alternada convergente para a qual |u,, ,| < |u,|. Assim,
se usarmos os dez primeiros termos para aproximar a soma, pelo Teorema 12.7.4
o erro sera menor do que o valor absoluto do décimo primeiro termo. Soman-
do os dez primeiros termos obtemos 0,367880. Arredondando para cinco casas
decimais, temos

e ! ~0,36788

I‘los calculos com séries infinitas ocorrem dois tipos de erros. Um deles é o
erto dado pelo resto apds os » primeiros termos. O outro é o arredondamento,
que ocorre quando cada termo da série é aproximado por um decimal com um
numero finito de casas. No caso do Exemplo 5, queriamos o resultado preciso
com cinco casas decimais; assim, cada termo foi arredondado para seis casas
decimais. Depois de calcular a soma, arredondamos o resultado para cinco de-
cimais. Naturalmente, o erro dado pelo resto pode ser reduzido, se considerar-
mos termos adicionais da série, enquanto que o erro de arredondamento pode
ser reduzido se usarmos mais casas decimais.

Se vocé fizer um curso de Equag¢des Diferenciais, aprenderd que é possivel
expressar as solugdes de muitas equagdes diferenciais como séries de poténcias.
Tal situag¢do sera ilustrada no exemplo a seguir.

EXEMPLO 6 Mostre que

+ o x'l
y=x+3) — (18)
n=0 N
, - - .. d¥
€ uma solugdo da equacao diferencial e y+x=0.
Solugédo A série de poténcias em (18) é convergente para todos os valores
de x. Logo, do Teorema 13.2.3, para todo x,
dy o pxn 1 d’y to(n-—1)x"2
=2 =1 A 2 = = 7
i M preRall) My iy
+ x’l—l + x"—z
a1 (n— 1) n=2 (n —2)!
+ oo X"
- n=0 n—'
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Assim,
d%y

=0

L X
zx—z‘y*"*ir(

+o0 xn
+ x
n= On'

Entdo, a equagdo diferencial estd satisfeita e, portanto, (18) é uma solugio.

EXERCICIOS 13.2

Nos Exercicios de 1 a 10, faca o seguinte: (a) ache o raio de con-
vergéncia da série de poténcias dada e o dominio de f;: (b) escre-
va a série de poténcias que define a funcao [’ e ache seu raio
de convergéncia, usando os métodos da Sec¢do 13.1 (verifican-
do assim o Teorema 13.2.1); (c) ache o dominio de f'.

L= 2 0= 3 (—1y'2

3 9= 3 27 @ st = 5

5. /0= 3 (~1y” 1(2;"__;),

=5 109 = 3 (4 D3x - 1y
/)= ¥ (2’;2"_;, 9. f = 3 =

10. f(x) = Z (- — 3:)

11. Use o resultado do Exemplo 2 para achar uma representagio

—1

(1 -x

12. Use o resultado do Exemplo 3 para achar uma representa-
¢d0 em série de poténcias de e'*.

13. Obtenha uma representagio em série de poténcias de

em série de poténcias de

1 . .
——, s |x| < 1, derivando a série (2) termo a termo.
14. Obtenha uma representacio em sériec de poténcias de

X . .
————-, s¢ | x| < 1, derivando a série (4) termo a termo.
15. (a) Use a série (1) de modo a encontrar uma representagio
1
1 — 2x°
mo a série encontrada na parte (a), a fim de achar uma re-
2
(1 - 2%’
16. (a) Use a série (2) de modo a encontrar uma representagdo
1 .
—. (b) Derive termo a ter-
1+ x3 ®

mo a série encontrada na parte (a), a fim de achar uma re-

em série de poténcias para (b) Derive termo a ter-
presenta¢do em série de poténcias para

em série de poténcias para

presentacdo em série de poténcias para

17. (a) Use o resultado do Exemplo 3, a fim de encontrar uma
representagdo em série de poténcias para e*. Derive termo
a termo a série encontrada em (a) de modo a achar uma re-
presentagdo em série de poténcias para xe*,

18. Seja fa funcio definida por

Z (-pr _*__

J&x) =
n=0 3 (n + 2)
(b) Ache f'(x) e determine o dominio de f”.

. (a) Ache o dominio de f.

19 Use o resultado do Exemplo 4 para determinar o valor de %

com precisio de cinco casas decimais.

Z (-n" %
quatro casas dec1ma1s

21. Use os resultados dos Exemplos 3 e 4 para encontrar uma
representacdo em série de poténcias de (a) senh x e (b) cosh x.

22. Mostre que cada uma das séries de poténcias nas partes (a)
¢ (b) do Exercicio 21 pode ser obtida da outra por derivagio
termo a termo.

23. Use o resultado do Exemplo 2 para encontrar a soma da série

E

n=1
24. (a) Ache uma representagdo em série de poténcias para
eX — 1

20. Se fix) =

ache f’ (—) com precisdo de

n >

. (b) Por derivagdo termo a termo da série de po-

+00

téncias da parte (a), mostre que S —
P @ q ,,;, (n+ 1!

25. (a) Ache uma representacdo em série de poténcias para
x2 e~*, (b) Por derivagdo termo a termo da série de potén-
+ o0

cias da parte (a), mostre que Z (=2)"+! . : 2 - 4.

n=1

= 1.

26. (a) Ache uma representagio em série de poténcias para e~ *.
(b) Por derivagdo da série de pclténcias na parte (a), termo
2n + 1
a termo duas vezes, mostre que E (-pn+! T 1.
n=1

+ o

27. Suponha que a fungido f tenha E ¢, X" como represen-
n=20

tagcdo em série de poténcias, onde R > 0, se R for o raio de
convergéncia. Se f'(x) = f(x) e f(0) = 1, ache a série de po-
téncias usando somente propriedades de séries de poténcias
e nenhuma informacédo sobre a fun¢do exponencial.
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28. (a) Use somente propriedades de séries de poténcias para en-
contrar uma representagio em série de poténcias da fun¢do
fsefix)>0, f'(x) = 2xflx) para todo x e f{0) = 1. (b) Verifi-
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Nos Exercicios de 31 a 35, mostre que a série de poténcias é uma
solugdo da equagdo diferencial.

+ o n
que o resultado obtido na parte (a), resolvendo a equagdo dife- z —' d_y —-2y=0
rencial % = 2xy com a condi¢do inicial y = 1 se x = 0. oo dy
29. Suponha que uma fungdo f tenha a representagéo dada pela 32.y= ,,zo 2 =0
érie de poténci E " Se ff fungs i ‘)"“ w1, 4
série de poténcias ¢,x". Se f for uma fungdo par, T4 =
o " Z -~ e t?=0
mostre que ¢, = 0 quando n for impar. X d2y
30. Suponha que a constante 0 tenha uma representagdo dada M. y=x+ Z ( (2n)' dx +y—-x=0
+00
pela série de poténcias Y. ¢,x", onde o raio de conver- 35 y= L 2n+1. d_zy dy -
n=0 y= 2 ( )(2n+1)!x et tr=0

géncia é R > 0. Prove que ¢, = 0 para todo n.

13.3  INTEGRACAO DE
SERIES DE POTENCIAS

13.3.1 TEOREMA

O teorema que diz respeito 2 integragio termo a termo de uma série de potén-
cias é uma conseqiiéncia do Teorema 13.2.3.

+e0

Seja Z ¢,x" uma série de poténcias cujo raio de convergencm éR > 0. En-

n=20

tdo, se f for a funcdo definida por
+

foy = X e
n =
fsera integravel em todo subintervalo fechado de (— R, R), ¢ calculamos a inte-
gral de f integrando termo a termo a série de poténcias dada; isto é, se x esta
em (— R, R), entdo )

S:f(t) dt = }5

n=20

Cn

xn+l
n+1

Além disso, o raio de convergéncia da série resultante € R.

Prova Seja g a fungdo definida por

+ oo

=3 ——n‘_’:l

xn+1

Como os termos da série de poténcias que representa f(x) sdo as derivadas dos
termos da série de poténcias que representa g(x), as duas séries tém o mesmo
raio de convergéncia pelo Teorema 13.2.1. Pelo Teorema 13.2.3

g'(x) = f(x)

Pelo Teorema 13.2.2 segue que f'(x) = g”(x) para todo x em (- R, R). Como
f ¢ diferencidvel em (- R, R), f € continua neste intervalo; conseqilientemente,
f é continua em todo subintervalo fechado de (— R, R). Do Teorema 5.8.2 con-
cluimos que se x estd em (— R, R), entdo

(2 10 de = g0 - 90

para todo x em (—R, R)

= g(x)
x to o .
= [oroa= 3 e .
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O Teorema 13.3.1 ¢ usado com freqiiéncia para o cilculo de uma integral
definida, a qual ndo pode ser determinada diretamente, achando uma antideri-
vada do integrando. Os Exemplos 1 e 2 ilustram essa técnica. A integral definida

e * dt que aparece nesses dois exemplos ¢é similar aquela que representa a

medlda da drea de uma regido sob a ‘‘curva de probabilidade normal’’.

EXEMPLO 1 Ache uma representa¢do em série de poténcias de S: e~ dt.

Solucédo Do Exemplo 4 da Secgdo 13.2,
+ _1)"
=Y —0
n=0

para todos os valores de x. Se x for substituido por 72,
4 6 12"
=1—-t*+ 2—' —3r +...4+ (= 1) .. para todos os valores de ¢

Aplicando o Teorema 13.3.1, integramos termo a termo, obtendo

x3 x5 x7 x2n+l

R N TS R TR ISR A mares i

A série de poténcias representa a integral para todos os valores de x.

EXEMPLO 2 Use o resultado do Exemplo 1 para calcular, com precisdo de

. ~ . . 172 2
até trés casas decimais, o valor de So e~ dt.

Solucédo Substituindo x por 5 na série de poténcias obtida no Exemplo 1,

teremos
12 _a 1 1 1 1
d[ _——— —- —_—
" 2 " 24 Y320 T w37

~ 0,5 - 0,0417 40,0031 — 0,0002 + .. .

Essa ¢ uma série alternada convergente com |u, ., ,| < |u,|. Assim, se usar-
mos os trés primeiros termos para aproximar a soma, pelo Teorema 12.7.4 o
erro sera menor do que o valor absoluto do quarto termo. Dos trés primeiros
termos,

/2 _

i e dr ~ 0,461

0

EXEMPLO 3 Obtenha uma representagio em série de poténcias para In(1 + x).

N S
1 +¢
sentagdo dessa fungdo em série de poténcias é dada pela série (2) da Secgdo 13.2,

que é
1
1+t

Solugdo Considere a fungédo f definida por f(#) = . Uma repre-

=l—t+2 -+ +(=10"+... self<l
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Aplicando o Teorema 13.3.1 e integrando termo a termo, obtemos

TS M Ciprde sefx| <1
—= - se |x
01+t n=0 Jo
Logo,
xZ x3 x4 "xn+1
ln(1+x)=x—7+—3——7+...+(—1)n+[+... se |x| < 1
+ x"
< ln(1+x)=Z(—l)"“‘7 se x| <1 (1)
n=1

Como |x| < 1, |1 +x] = 1 + x. Assim, as barras de valor absoluto sdo des-
necessarias ao escrevermos In(l1 + x).

No Exemplo 3, o Teorema 13.3.1 permite-nos concluir que a série de potén-
cias em (1) representa a fungao somente para os valores de x no intervalo aber-
to (=1, 1). No entanto, a série de poténcias é convergente no extremo direito
1, conforme foi mostrado no Exemplo 1 da Secgdo 12.7. Quando x = —1, a
série de poténcias torna-se a série harmdnica negativa que € divergente. Logo,
o intervalo de convergéncia da série de poténcias em (1) é (-1, 1].

Na ilustragdo seguinte mostramos que a série de poténcias em (1) representa
[nd +

. _ n -1
In(1 + x) em x = 1, provando que a soma da série Y, (——1’:— ¢ In 2.
n=1

. + o _ n-1
» ILUSTRAGAO 1 Para a série infinita 3, (—-13————, a n-ésima soma par-
n=1
cial é
1 1 1

1
S S | 2
Sp=logtg—gt. (=7 @)

Assim, da Defini¢do 12.3.2, se mostrarmos que lim s, = In 2, provamos que
n— 4+

a soma da série ¢ In 2.
Da Algebra, temos a seguinte formula para a soma de uma série geométrica
finita:

a—ar

a+ar+ar2+ar3+...+ar"_1=I .
Dessa formulacoma = ler = —¢,

L 1=(=yr

1—t+2—-02+.. .+ (-t ' =————

* oot [+

que pode ser-escrita como

- 1 "
l—t+22—B+...+(-1y e —— 4 (=1t ——
+ + +(=1) 1+t+( ) 1+t

Integrando de 0 a 1, obtemos

1 n

dt

1 .
1 _ 2 _ 43 _ln—ln—l dt = di _1n+l
fo[l t+ 22—+ ()] 01+t+( ) CT+e
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que da
1 1 1 1 N
l——+-—-+... —1)y o= — 1)t —dt :
2+3 4+ + (—1) . n2+(~—1) Ll+t 3)

De (2), vemos que o primeiro membro de (3) é s,. Seja

1 n

dt

=_1n+1
R,=(=1) Ll+z

entdo (3) pode ser escrito como

s,=In2+R, - @
Como 1 _: p £ t" para todo ¢t em [0, 1], segue, do Teorema 5.6.8, que
1 t" 1
J dt < f t" dt
o l+1 o
Logo,
1 t" 1 1
< |R,| = dt < t"dt =
0 <R, Ll+t \L n+1
Como lim = 0, segue da desigualdade acima e do Teorema 2.8.1

ne+o0 N + 1
que lim R, = 0. Portanto, de (4),

n— +x

lim s,=In2+ lim R,

n—++ o n—+ o
=1n2
Assim,
+o 1 1 1 1
— )=l - - — ...
2 =t 2t 374t )
=In2 <

A solu¢do do Exemplo 3 mostra que a série de poténcias em (1) representa
In(x + 1) se |x| < 1. Entdo, com o resultado da Ilustragdo 1 podemos concluir
que a série de poténcias em (1) representa In(x + 1) para todo x em seu interva-
lo de convergéncia (—1, 1].

Embora seja interessante que a soma da série em (5) seja In 2, essa série con-
verge muito vagarosamente para ser usada no calculo de In 2. Vamos obter agora
uma série de poténcias para o cdlculo dos logaritmos naturais.

De (1),

2 3 n
n(1 +x)=x—x7+%—...+(—1)"'1x7+... paraxem (=1, 1] (6)

Substituindo x por —x nessa série,

In(l —x)= —x - > % _ L= paraxem [—1,1) (7)
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Subtraindo termo a termo (7) de (6), obtemos

1+x X x5 x¥n -1
—2<x+ 3t 5 +...+2n_l+...) se |x| <1 8

A série em (8) pode ser usada para o calculo do logaritmo natural de qual-
quer numero positivo.

» ILUSTRACAO 2 Se y for um nimero positivo qualquer, seja

[y

1 - -
+ X eentao x = 4

I —x y +

y = e |x|] <1

[y

Por exemplo, se y = 2, entdo x = %— De (8),

1n2—21+i+1+1+1+ ! +
T\373* "5.3577.3779.39 " 11311 T

Y CIUL I S N I S
TO\3 781 71215 T 15309 © 177,147 T 1,948,617

~ 2(0,333333 + 0,012346 + 0,000823 + 0,000065 + 0,000006 + 0,000001 + ...)

Usando os seis primeiros termos entre parénteses, multiplicando por 2 € arre-
dondando para cinco casas decimais, obtemos

In 2 =~ 0,69315 <

EXEMPLO 4 Obtenha uma representagdo em série de poténcias de tg-! x.

Solugdo Da série (4) na Secgédo 13.2,

1
1 + x?

=1—x?+x* xS+, +(=1x>"+...  selx <1

Aplicando o Teorema 13.3.1 ¢ integrando termo a termo, obtemos

x 1 x3 xS x2n+l
——dt=x—"—+—— ...+ (=1
Ll+t2 *T3t *+( )2n+1+
Logo,
+ oo x2n+1
-1 — _ n
tg-! x ,.=o( )2n+1 se|x| < 1 )

Embora o Teorema 13.3.1 nos permita concluir que a série de poténcias em
(9) representa tg~' x somente para os valores de x tais que |x| < 1, podemos
mostrar que o intervalo de convergéncia da série de poténcias é [— 1, 1] e que
ela é uma representacdo de tg~! x para todo x em seu intervalo de convergén-
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cia. (Sera pedido que vocé prove isso no Exercicio 36.) Logo,

e 2n+1
tg-lx = - ==
g * ngo( ) 2" + 1
—x - XX se [x] <1 | 10
- 3 s T s (10)

» ILUSTRAGCAO 3 Se x = 1 em (10),

oLyl oy +
4 3°5 7 7 2n + 1

A série da Ilustracdo 3 ndo é adequada ao cdlculo de 7, pois converge muito
vagarosamente. O exemplo a seguir fornece um método melhor.

EXEMPLO 5 Prove que 47t = tg~'+ + tg~'+. Use essa formula e a série de
poténcias para tg-! x do Exemplo 4, para calcular com precisdo de cinco al-
garismos significativos o valor de x.

Solugdo Sejam a = tg~! + e B = tg~'+. Entdo,
tga + tgfB
tgla + B)=—22TF B F
8( B) T gatep
3+3
=13
342
6 —1
=1
=tgam

Logo, como 0 < a + f < im,
in=a+p
n=tg-1{4+tg! (11)

Da férmula (10) com x = 4,

1_1113+115117+119 11“+1113 1115+
272 3\2 5\2 7\2 9\2 11\2 13\2 15\2
1 1 1 1 1 1 1 1

37341160 896 4608 22528 T 106492 491520 T
~ 0,500000 — 0,041667 + 0,006250 — 0,001116 + 0,000217 — 0,000044 -+ 0,000009 — 0,000002 + . .

Como a série é alternada e |u, , ,| < |u,|, segue, do Teorema 12.7.4, que se
os sete primeiros termos forem usados para aproximar a soma da série, o erro
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serda menor do que o valor absoluto do oitavo termo. Logo,

tg-! L = 0,463648

Da férmula (10) com x = ¥,

1

o L1 11V 1 SR VAN VAN
£373733) 75 7\3) T9\3) T11\3

1ot S SRR B

=378 1215 15309 1 177.147  1.948.617

~0,333333 — 0,012346 + 0,000823 — 0,000065 + 0,000006 — 0,0000005 + .

Se os cinco primeiros termos forem usados para aproximar a soma,

tg-1 L

Substituindo os valores de tg~! 5

= 0,321751

etg~!' 4 em (11),

4 = 0,463648 + 0,321751

= 0,78540

Multiplicamos por 4 € o resultado com cinco algarismos signicativos é 7 = 3,1416.

EXERCICIOS 13.3

Nos Exercicios de 1 a 4, ache a representagcdo em série de potén-
cias para a integral dada e determine o seu raio de convergéncia.

x *odt
t -
L [red 2'.Lt2+4
¥ odt x
3 J; m 4. J:) ln(l + t) dt

Nos Exercicios de 5 a 8, calcule com precisdo de trés casas deci-
mais o valor da integral dada por dois métodos: (a) use o segundo
teorema fundamental do Cdlculo; (b) use o resultado do exercicio

indicado.
1
6. j
(V]

8. fo" *In(1 + 1) dt; Exercicio 4

1 , . .
5. fo ¢' dt; Exercicio 1 ; Exercicio 2

dt
t2+4
3 de .
7. ——; Exercicio 3
4 —t

Nos Exercicios de 9 a 12, ache a série de poténcias que representa
a integral dada e determine o seu raio de corivergéncia.

£

[4
- —_— t#0
9. [ fwat, onde fity=4"t set #
1 set=0
M set %0

10. f: f(t) dt, onde f(t) =

1 set=0

x E‘llf set#0
11. fo h(t) dt, onde h(t) =
1 set=0
" _. ﬂ set#0
12. fo g(t) dt, onde g(f) =< ¢
1 set=0

Nos Exercicios de 13 a 16, calcule com precisdo de trés casas deci-
mais o valor da integral definida obtida quando substituimos x
pelo niimero dado no exercicio indicado.

14. x = 2, Exercicio 10
16. x = %; Exercicio 12

13. x = 1; Exercicio 9
15. x = 1; Exercicio 11

Nos Exercicios de 17 a 24, calcule com precisdo de trés casas decx-
mais o valor da integral dada. usando séries.

12 gy 12 s
s - 18. T
17 L e 8 [ e dx
1/3 dx 12
20. 21. tg-l x2 dx
fo f"

14+ x*
22. fo"’ cosh x2 dx 23. fo‘ x senh~/x dx
coshx —1

24. fo‘ g(x) dx, onde g(x) =

19. fo‘ e~ dx

sex#0

0 Sex=0
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+ o

X
25. Dado coshx = A
,.g'o (2n)!

sentacao em série de poténcias para senh x, integrando termo
a termo de 0 a x a série dada.

26. Acheumarepresentacdo em série de poténcias paraln (1 + ax),
integrando termo a termo de 0 a x a representa¢dao em série

para todo x, obtenha uma repre-

de poténcias para ———.
p P 1+ at

27. Use série de poténcias em (9) para calcular tg ! % com preci-
sdo de quatro casas decimais.
28. Use série de poténcias em (8) para calcular In 3 com precisdo
de quatro casas decimais.
+ @ "
29.5e £/ = ¥ (-7 E=1) ache i) com precisao
n=20 n
de trés casas decimais.
+
30.Seg’() = Y, (-1

n=290

-;1—25_—:—5-, ache g(1) com precisdo de
duas casas decimais.

31. Ache uma representagdo em série de poténcias para tgh ! x, in-
tegrando termo a termo de 0 a x a representacdo em série de
poténcias para (1— #3)~1,

32. Ache uma série de poténcias para xe*, multiplicando a série

33. Integrando termo a termo de 0 a x uma representagao em série
de poténcias de In(1 — ¢), mostre que

+ o n

"=2m=x+(1—x)ln(l—x)

34, Integrando termo a termo de 0 a x uma representagao em série
de poténcias para In(1 + ¢), mostre que

e (=1

= _om2-1
Lm+rdn+2 "

35. Integrando termo a termo de 0 a x uma representagao em série
de poténcias para ¢ tg~! ¢, mostre que

+ o x2n+1

Z (__l)n+1

& G DT x =]

36. Mostre que o intervalo de convergéncia da série de poténcias
em (9)é[—1, 1} e que a série de poténcias é uma representagdo
de tg~! x para todo x em seu intervalo de convergéncia.

37. Ache a série de poténcias em x de f(x) se f"(x) = —f(x),
S(©0) = 0e f'(0) = 1. Ache também o raio de convergéncia
da série resultante.

38. Integre termo a termo de 0 a x uma representacio em série de
poténcias para (1 — t%)~!, a fim de obter a série de poténcias

1 +x

dee*porx,e iniﬁo integre a série termo a termo de 0 a 1, mos- para In . em (8).
1 _ 1 -
trando que n§1 Mm 2 2
13.4 SERIEDE TAYLOR Se f for a fungdo definida por
+ o0
fG)= ) e
n=0
=cot e x+ext+exd . e x"+... 1))

cujo raio de convergéncia é R > 0, segue, de sucessivas aplica¢des do Teorema
13.2.3, que ftem derivadas de todas as ordens em (— R, R). Dizemos que tal fun-
¢do é infinitamente derivdvel em (— R, R). Sucessivas deriva¢des da fungio em
(1) resultam em .

f () =rcy +2c,x +3c3x> +dex®> +. ..+ nex" "1 4. .. V)
f'®)=2c,+23¢c3x+ 34 x> +...4+(n—Dne,x""2 +... 3)
Sx)=2-3c;+2-3-degx+...+(n—2)n— Dne,x" 3 + ... 4y

fx)=234c,+...+(n—=3)n—2)(n— Dnc,x"*+... (5)

e assim por diante. Se x = 0 em (1),
J0) = ¢

Sex = 0Oem (2),
SO=c
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Sex = 0em (3),

()
2!

SO =2, < =

De (4),se x = 0,

(Y
S0)=2-3¢c; < ¢, =%

Da mesma forma, de (5), se x = 0,

S0)
4!

f0)=2-34c, < c,=

Em geral,
_ /™0
oo

Essa férmula também ¢ vélida para n = 0, se tomarmos f®(0) como sendo f(0)
e 0! = 1. Assim, dessa férmula e de (1), a série de poténcias de f em x pode ser
escrita como

para todo »n inteiro positivo

Z f( (O) =fl0) + f O)x + —— f” (0) 2+ L’;(!o)—x" +...:] (6)

n=20

Em um sentido mais geral, consideremos a fun¢do f como uma série de potén-
cias em x — a, isto é,

f6)= % clx—ay
=cotcx—a)+e,(x—a+...+cx—a)+... )

Se o raio de convergéncia dessa série for R, entdo fserd infinitamente derivavel
em (@ — R, a + R). Sucessivas derivagdes da fungdo em (7) resultam em

S(X)=c; 4+ 2cx —a)+ 3c3(x —a)* + deg(x —a)®* + ... + ne(x —a" ' +
S/ xX)=2c,+2-3c3(x —a)+ 3 4dcyx —a)* +...+(n— Dnc(x —a)' 2 +...
["(x)=2-3c; +2-3 4cyx—a)+...+ (n—=2)n— Dnc(x —a)" 3+ ...

e assim por diante. Tomando x = a nas representagdes de f em séries de potén-
cias, bem como nas de suas derivadas, obtemos

w=f@ a=r@ =00 L0
e em geral
f™a)
=T ®

Dessa férmula e de (7) podemos escrever a série de poténcias de fem x — a como

Z f )(a) (x

d" =g+ f@e -+ LD gre .+ LD gyey | )
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sen x = sen a + (cos a){(x — a) — (sen a) x—aF
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A série (9) é chamada de série de Taylor de fem a. O caso especial de (9) quando
a = 0, isto é, (6), é chamado de série de Maclaurin.

Observe que a n-ésima soma parcial da série infinita (9) é polinémio de Taylor
de n-ésimo grau da fun¢io f em a, discutido na Secgédo 11.5.

EXEMPLO 1 Ache a série de Maclaurin para e~*.
Solugdo Se f(x) = e*, f")x) = e* para todo x; logo f"(0) = 1 para todo
n. Assim, de (6) temos a série de Maclaurin: '

2 3 n

X__l X X
F=l+x+rtgd ot (10)

Tal série é a mesma que foi obtida no Exemplo 3 da Secgido 13.2.

EXEMPLO 2 Ache a série de Taylor para sen x em a.

Solugédo Se f(x) = sen x, temos entdo que f'(x) = cosx, f"(x) = —senx,
S7(x) = — cos x, ff(x) = sen x, e assim por diante. Assim, da férmula (8),
¢, = sena, ¢, = cos a, ¢, = (—sen a)/2!, ¢; = (—cos a)/3!, ¢, = (sena)/4! e
assim por diante. A série de Taylor é obtida de (9), sendo

—aF _ (cos a) x—a ; @ . (sen a) -

an + ...

2!

Podemos deduzir que a representacdo de uma fungio em série de poténcias é
Unica. Isto é, se duas fun¢des tém os mesmos valores funcionais em algum inter-
valo contendo o nimero a, e se ambas as fun¢des tém uma representagio em série
de poténcias em x — &, entdo trata-se da mesma série, pois os seus coeficientes
sdo obtidos a partir dos valores das fungGes e de suas derivadas em a. Logo, se
uma func¢do tem uma representagio em série de poténcias em x — a, essa série
deve ser sua série de Taylor em a. Assim sendo, a série de Taylor para uma dada
fungdo ndo precisa ser obtida da férmula (9). Qualquer método que resulte em
uma série em x — arepresentando a fungio serd a série de Taylor da fungdoema.

» ILUSTRACAO 1 Para encontrar a série de Taylor para e* em a, vamos escre-
ver e* = e%*~“ e entdo usar a série (10), onde substituimos x por x — a. Entdo,

(x_a)2+(x_a)3+ +—(x_a)"+...] <

e"=e"[1+(x—a)+ o 3 -

» ILUSTRACAO2 A série paraln(l + x), encontrada no Exemplo 3 da Secgdo
13.3, pode ser usada para determinar a série de Taylor deIn xem a (@ > 0), es-
crevendo

In x = Infa + (x — a)]

lnx=1na+ln(1+x;a> (11)
Como

+ oo t"
in(l +1¢) = Zl(—l)"‘lﬁ se ~1<tg1
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entao

ln<1+x—a>=x—a_(x—a)2+(x——a)3_.“
a

a 2a? 3a®

Logo, de (11),

x——a_(x—a)2+(x—a)3_“'

Inx =1
px=lmax 2@ 3

X =

a .
£ 1 ou, equivalentemente, 0 < x < 2a.
<

easérierepresentalnxse —1 <

Uma questdo natural que surge é: se uma funcdo tem uma série de Taylor em
x — a, comraio de convergéncia R > 0, essa série representa a fungdo para todos
osvaloresdexnointervalo (a — R, a + R)? Paraa maioria das fungGes elementa-
res a resposta é afirmativa. H4, contudo, fungGes para as quais a resposta é ndo.
O exemplo a seguir mostra isso.

EXEMPLO 3 Seja f a fungdo definida por

e 1 sex#0
ﬂx)'{o sex=0

Ache a série de Maclaurin para f e mostre que ela converge para todos os valores
de x, mas que ela representa f(x) somente se x = 0.

Solugéo Para encontrar f”(0), vamos usar a definicdo de derivada.
- 1/x2 _ 0
f(0) = lim
x—0 X — 0
L
= lim =
x—0

Como lin}) (1/x) = + ¢ lina e'*’ = + o, aregra de L’Hépital pode ser
X — X —

usada. Logo,
1
—3
10) = lim ——>—_
x0 L1yx2 _2
x3
X
= lim ——
r0 26
=0

De forma andloga, usando a defini¢cdo de derivada e a regra de L’Hopital, obte-
mos 0 para todas as derivadas. Assim, f"(0) = 0 para todo n. Logo, a série de
Maclaurin para a fungdo dadaé0 + 0 + 0 + ... + 0 + ... Essa série converge
para 0 para todo x; contudo, se x # 0, f(x) = e-**ee-V** x 0,
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O teorema a seguir fornece um teste para determinar se uma fungao esté repre-
sentada por sua série de Taylor.

Seja fuma fungio tal que f'e todas as suas derivadas existam em algum intervalo
(@ — r,a + r). Entdo, a fun¢do é representada por sua série de Taylor

"Z“’ Sfa)

o n! O~ ar
n= .

para todo x, tal que |x — a| < r, se e somente se

SENE)
AP S FT O

n BIPm R,,(X)

onde cada &, estd entre x ¢ a.

Prova No intervalo (@ — r, a + r), a fungdo fsatisfaz as hipbteses do Teorema
11.5.1 para o qual

S(x) = Px) + Ry(x) (12)
onde P,(x) é o polindmio de Taylor de grau n de f em a € R,(x) é o resto,

dado por

LU (e 3

R =237

onde cada £, estd entre x € a. »
Agora P,(x) ¢ a n-ésima soma parcial da série de Taylor de f em a. Assim,
se mostrarmos que lim P,(x) existe e é igual a f{(x) se e somente se
no +o B

lim R,(x) = 0, o teorema estara provado. De (12),

no +o

Pn(x) = f(X) - Rn(x)
Se lir{l R, (x) = 0, segue dessa equagdo que

lim P,(x)=f(x) — lim R,(x)

n—+w n—+o
=flx)-0
= f(x)
Queremos mostrar agora que se "ljrilﬁ P,(x) = f(x), entdo ”ljrzlw R, (x) = 0.
De (12), '

R,(x) = f(x) — P,(x)

Assim,
lim R, (x)=f(x) - lim P,x)
= f(x) — f(x)
=0

Isso prova o teorema. a
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O Teorema 13.4.1 também € vélido para outras formas do resto R,(x), além
da férmula de Lagrange.

Freqiientemente, ¢é dificil aplicar o Teorema 13.4.1, pois os valores de §, sdo
arbitrarios. Mas, as vezes pode ser encontrado um limitante superior para R, (x)
e pode ser possivel provar que o limite dos limitantes superiores € zero quando
n— + oo, O seguinte limite é de grande valia em alguns casos:

n

lim x—' =0 para todo x . (14

n—+ o n.

Isto segue do Exemplo 2 da Secgdo 13.1, onde mostramos que a série de poténcias

+o

z

n=0

n

x" . .. :
—¢ convergente para todos os valores de x e assim sendo, o limite de seu

+c0
L. x - ay
n-ésimo termo deve ser zero. Da mesma forma, como 2, % é conver-
n=20 ni
gente para todos os valores de x,
. x — a)
lim ( ) =0 para todo x (15)
n—+ o0 n!

EXEMPLO 4 Use o Teorema 13.4.1 para mostrar que a série de Maclaurin pa-
ra e*, encontrada no Exemplo 1, representa a fung¢io para todos.os valores de x.

.Solugdo A série de Maclaurin para e*é (10) e
e{'l
R —_ n+1
=G

onde cada £, estd entre 0 e x.
Precisamos mostrar que lim R, = 0 para todo x. Ha trés casos a consi-

no+w
derar: x > 0, x < 0ex = 0.
Se x > 0, entdo 0< §, < x; logo, e < e*. Assim,

eén x" +1

CES TR (16)

. xn+ 1 .
De (14) segue que "E@m G+ D - 0, e assim

0<

xn+1

lim e~ =0
e & T 1)

Logo, de (16) ¢ do Teorema 2.8.1, segue que lin+1 R, (x) = 0.
Sex < 0,entdox < §, < 0e0 < e < 1. Logo, sex"*! > 0,

&n n+1
e n+1 X

<7 “mx

esex"t! <0,
xn+1 e{,.

< n+1 0
TEETRCE R

xn+1

Em ambos os casos, como lim ———— = 0, concluimosque lim R, =0.
n- +® (n + 1)! no 4+
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Finalmente, se x = 0, a série tem soma 1, que é e°. Logo, a série (10) repre-
senta e* para todos os valores de x.

Dos resultados do exemplo acima, podemos escrever

+©
er= X
n=40

3
1+x+—2—'—+?+ ... para todo x

o que estd de acordo com o exemplo 3 da Secgdo 13.2.

EXEMPLO 5 Mostre que a série de Taylor para sen x em a, do Exemplo 2,
representa a funcdo para todos os valores de x.

Solugdo Vamos usar o Teorema 13.4.1. Precisamos entdo mostrar que
. f(n * 1)(cn) +1
lim R, (x)= lim —(x — a)"
n—+ oo ( ) n— + oo ( +1)‘ ( )
=0

Como f(x) = sen x, f + )(§,) serd um dos seguintes numeros: cos §,, sen &,
—cos &,, ou —sen £,. De qualquer modo, |f"* Y(E,)| < 1. Logo

x—d
(n+ 1)
. lx = aln+
De (15), nllnfm (n + 1!
(2 8.1) e de (17), segue que hm R,(x) = 0.

0 < [R,(x)| < (17)

= 0. Assim, pelo teorema do ‘‘sanduiche’’

EXEMPLO 6 Calcule o valor de sen 47° com precisdo de quatro casas de-

cimais.
Solugdo A sé;ie de Taylor para sen x em a foi obtida nos Exemplos 2 e
S. Ela representa a fun¢@o para todos os valores de x. A série é
— _— 3
sen x = (sena) + (cos a)(x — a) — (sen a)(x_g)z_ - (cos ) x — a) + ...

2! 3!

Para tornar x — a pequeno devemos escolher um valor de a préximo do valor
de x para o qual a fungio esteja sendo calculada. O seno e 0 co-seno de a tam-
bém devem ser conhecidos. Assim sendo, escolhemos @ = 4 7 € obtemos

Ln')3

192
x—in x —
sen x = sen 17 + (cos+m)(x — £7) — (seni7) S_.z_"‘_)_ — (cos 71'7[)_(__3'4._ + ..

Como 47° ¢ equivalente a - 7 rad ou (4 7 + 4 7) rad, dessa série com
X = {& 7, segue que

sen 5 = N2 + 2 gm — 52 FGm - 2 - +Em)y +
~ 442(1 + 0,03490 — 0,00061 — 0,000002 + ...)
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Tomando +/2 = 1,41421 e usando os trés primeiros termos da série, obtemos
sen = = (0,70711)(1,03429)
= 0,73136

Arredondando para quatro casas decimais, obtemos sen 47° = 0,7314. O erro
introduzido com a utilizagio dos trés primeiros termos é R,(;7) e, de (17),

47 (5om)°
R (180 ”> 31
O resultado, entdo, estd entre 0,73136 — 0,00001 e 0,73136 + 0,00001, isto

é, o resultado est4 entre 0,73135 € 0,73137. Assim, para uma precisdo de quatro
casas decimais, temos

<

= 0,00001

sen s = 0,7314

A seguinte série de Maclaurin representa a fungio dada para todos os valores
de x:

E _lnx2n+l
sen x = {=Dmen* 7
aeo 2n + D!
_ x3 x3 _ X’
| X3ty oot
L +o
n=0 (2")'
_ 1 _ x? x4 _ xS
=l-Sgrt e T
i 2n + 1
senh x = S S —
,,g'o 2n + 1!
— X x3 x7
=x + 3 +—5-!—+ 71 +
+ x2’l
cosh x =
o8 X, en)
_ x? x4 _ x®
Sl St ar e T

A série para sen x resulta diretamente dos Exemplos 2 € 5, com a = 0. Vocé
deverd verificar os resultados das outras séries nos Exercicios 1, 2 e 3.

EXEMPLO 7 Calcule com precisdo de cinco casas decimais

1
sen X
J‘ dx
2 X
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Solugao Uma antiderivada do integrando, em termos de fungées elemen-
tares, ndo pode ser encontrada. Mas, da série de Maclaurin para sen x,
senx 1
——=—"'8en x
x X
1 x3 N x5 X7 N x°
=—\{x~=4+—=—=+=——...
x 3 s 79
x2 x4 x6 xB

wts Tt

que € verdadeira para todo x # 0. Usando integragdo termo a termo, obtemos

1senxd x3 N x> x7 N x° !
X =x— - - ..
e x 3 TS T e,

~ (1 — 0,0555555 + 0,0016667 — 0,0000283 + 0,0000003 — ...)
— (0,5 — 0,0069444 + 0,0000521 — 0,0000002 + ...)

Entre cada par de parénteses hd uma série alternada convergente com |u,,,| < |u,].
Primeiro colocamos os quatro primeiros termos, pois o erro cometido é menor
do que 0,0000003. Em seguida, colocamos entre parénteses os trés primeiros
termos, onde o erro cometido é menor do que 0,0000002. Fazendo os calculos

aritméticos e arredondando para cinco casas decimais, obtemos

/2

1
f SN X ix ~ 0,45298
1 X

EXERCICIOS 13.4

. iy (=" 2n
1. Prove que a série 3, representa cos x para to-
n=o (2n)!
dos os valores de x.
x2n + 1

+ 00
2. Prove que a série _—
d ngo @n + 1)!

todos os valores de x.

representa senh x para

+ 00

2n

3. Prove que a série Z (; 1 representa cosh x para todos
n=0 n)t

os valores de x.

4. Obtenha a série de Maclaurin para a fun¢io co-seno, deri-
vando a série de Maclaurin para a tung¢io seno. Também, ob-
tenha a série de Maclaurin para a funcio seno, derivando
a série da fungido co-seno.

S. Obtenha a série de Maclaurin para a fungio seno hiperbéli-
co, derivando a série de Maclaurin para a fungio co-seno hi-
perboélico. Também, derive a série de Maclaurin para a fungio
seno hiperbdlico, de modo a obter a série da fungédo co-seno
hiperbdlico.

6. Ache a série de Taylor para e* em 3, usando a série de Mac-
laurin para e*.

7. Use a série de Maclaurin de In(1 + x) para encontrar a série
de Taylor para In x em 2.

8. Dado In 2 = 0,6931, use a série obtida no Exercicio 7 para
encontrar In 3 com precisdo de quatro casas decimais.

Nos Exercicios de 9 a 14, ache uma representacido em série de
poténcias para a funcdo em torno do ponto a e determine o raio
de convergéncia.

9. f(x)=In(x + 1)a=1 10. f(x) = x;a=1
1. f(x)=+/x;a=4 12. f(x)=%;a=1
13. f(x)=cosx;a=14n 14 f(x)=2%5a=0

15. Ache a série de Maclaurin para sen? x.
(Sugestdo: use sen?> x = 4-(1 - cos 2x).)

16. Ache a série de Maclaurin para cos? x.
(Sugestdo: use cos* x = (1 + cos 2x).)

17. (a) Ache os trés primeiros termos ndo-nulos da série de Mac-
laurin para tg x. (b) Use o resultado de (a) e a derivacio ter-
mo a termo para encontrar os trés primeiros termos nao-nulos
da série de Maclaurin para sec? x. (c) Use o resultado de (a)
e a integragio termo a termo, de modo a encontrar os trés
primeiros termos ndo-nulos da série de Maclaurin para
In|sec x|.

18. (a) Ache os trés primeiros termos ndo-nulos da série de Tay-
lor para cotg x em %ﬂ (b) Use o resultado de (a) € a integra--
¢do termo a termo, a fim de encontrar os trés primeiros ter-
mos nio-nulos da série de Taylor para In sen x em 7.



13.5 Série Binomial

Nos Exercicios de 19 a 24, use séries de poténcias para calcular,
com a precisdo exigida, o valor da quantidade dada.

19.
20.
21.
22,
23.
4.

cos 58°; quatro casas decimais
{/e; quatro casas decimais
3/30; cinco casas decimais
senh —;—; cinco casas decimais
In (0,8); quatro casas decimais
3/29; trés. casas decimais

25. Calcule o valor de e com precisdo de sete casas decimais ¢

comprove sua resposta.

Nos Exercicios de 26 a 31, calcule com trés casas decimais de pre-
cis@o o valor da integral definida.

26. fol Jxe * dx
28. J: cos \/; dx

27. fom sen x? dx
29. foo'l In(1 + sen x) dx

sen x s £ 0
. _ X
30. fo‘“ f(x) dx, onde f(x) = ¢

1 sex=0

777

1 —cosx sex £0
31. fo‘ g(x) dx, onde g(x) =

0
32. A fungdo E definida por
2
E(x) =

— e " dt
7l

¢ chamada de funcdo erro e é importante em Estatistica Ma-
temadtica. Ache a série de Maclaurin para a fungdo erro.

33. Determine a, (n = 0, 1, 2, 3, 4) de tal modo que o poliné-
mio

f(x) = 3x* — 17x> 4+ 35x%2 — 32x + 17

sex=0

possa ser escrito na forma:
f)=asx—D*+as(x — 1)} +a,x— 1)) +a,(x — 1)+ aq
34. Determine a, (n = 0, 1, 2, 3) de tal modo que o polindmio
f(X)=4x3 —5x2+2x -3
possa ser escrito na forma:

S =as(x +2)® + ay(x + 22 + a,(x + 2) + a,

13.5 SERIEBINOMIAL Em Algebra vocé aprendeu que o teorema binomial expressa (@ + b)” como
uma soma de poténcias de a e b, onde m é um inteiro positivo, como segue:

(@+b"=a™+ ma"" b +T_(m2_'—_

‘Vamos tomar a

1
)a"'_zb2+...+

mm—1)- ... - im—k+1)
1] ?

mokpk 4+ b™

1 e b = x e aplicar o teorema binomial para expressar

(1 + x)m, onde m ndo é inteiro positivo. Obtemos a série de poténcias

1+mx+

2! 3!

m(m—l)x2+m(m—-1)(m—2)x3+‘”+m(m—1)(m—2)- -(m—n+1)x,l

+... ()

n!

Essa ¢é a série de Maclaurin para (1 + x)™. Ela é chamada de série binomial.
Para determinar o raio de convergéncia da série (1), aplicamos o teste da razao

e obtemos
mm—1)- ... -(m—n-%l)(m—n)x"+1
lim |t = lim (n + 1t
n—+ow | Up n—+w mm-1): ... - m—n+1) ,
n! X
— lim |2 x|
i+ N+ 1
T
) n
= lim |x|
n—+ow 1+_
n
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Assim, a série é convergente se |x| < 1. Agora provaremos que a série (1) re-
presenta (1 + x)™ para todo numero real m se x estiver no intervalo aberto
(-1, 1). Isso ndo sera feito calculando R,(x) e mostrando que seu limite é ze-
ro, pois é um procedimento dificil, como vocé pode ver se tentar aplicd-lo. Em
vez disso, usaremos o método a seguir. Seja

mm—1)- ... m—n+1)

- X x| <1 ’ )

S =1+ f

Queremos mostrar que f(x) = (1 + x)”, onde |x| < 1. Pelo Teorema 13.2.3,

+°°m(m ... -m—n+1) ,_,

fi(x)= P x x| <1 3)

Multiplicando ambos os lados de (3) por x, obtemos, pelo Teorema '¥2.4.2,
, +o m(m 1)- “m—n+1) i

)= 3 Ty @

Reescrevendo o segundo membro de (3),
+ 0 — . p—
Fe=m+ Z m(m — 1) m—n+1) 1

o R

Reescrevendo essa somatdria com o extremo inferior diminuido de 1, sendo n
substituido por n + 1, temos

S =m+ 12°°<m-> men =) tmznd D)

n!
Multiplicando o numerador ¢ o denominador de (4) por n, obtemos

(%) = an(m—l)-...-(m—n+1)

n!

x'l

As séries para f’(x) e xf’(x) sdo absolutamente convergentes para |x| < 1.
Entio, pelo Teorema 12.4.3, elas podem ser somadas termo a termo, e a série
resultante sera absolutamente convergente, para |x| < 1. Entdo, da adigéo,

(l+x)f'(x)=m[ i’m(m—l) -(m—n+1)x":|

n!
Como por (2) a expressao entre colchetes é f(x), entdo
(1 + x)f'(x) = mf(x)

L) m
700 1+x

0] primeiro membro da equagdo acima é D, [In f(x)]; assim,

- [ln fx)] =

1+x

Mas também sabemos que

d
E[ln(1+x)]=l+x
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Como In f(x) e In(1 + x)” tém a mesma derivada, eles diferem por uma cons-
tante. Logo,

In f(x)=In(1 + x)" + C
De (2), f(0) = 1. Logo C = 0; assim,
S = (1 + Xy

Provamos o teorema binomial geral, que agora enunciaremos.

13.5.1 TEOREMA | Se m for um niimero real qualquer, entdo

T Binomial ® ’
eorema Binomial Y omm - )m =2 ... (m—n+ 1) o

A+x"=1+ 3

n=1 n!

para todos os valores de x, tais que |x| < I.

Se m for um inteiro positivo, a série binomial terminard apés um numero
- finito de termos.

EXEMPLO 1 Expresse como uma série de poténcia em x:

1
1+ x

7

Solugéo Do Teorema 13.5.1, quando |x| < 1,
1 (=dD(=3-1 (=(-3-1(-3-2) 3

-1/2 _ 1 __ 2
(1+x) =1 2x+ T x° + 3
NG (e o LT ST
n!
1 1.3 1-3-5
=1__ 2 _ 3
Xt Y Ty ¢t
1:3-5- ... -@Qn—
=1y o@D
2"n!

EXEMPLO 2 Do resultado do Exemplo 1, obtenha uma série binomial para
(1 — x»)~'2 ¢ use-a, de modo a achar uma série de poténcias para sen-! x.

Solugdo Substitua x por —x? na série para (1 + x)-"2 e obtenha para
x| <1
1 1-3 1-3-5 1-3-5-...-2n—1)
e2y-1/2 _ -2 4 6 2n
(1 —x%) —1+2x +22.2!x+23_3!x+...+ > x4+
Aplicando o Teorema 13.3.1 e integrando termo a termo, obtemos
*odr +1_x3+1-3.x5+_1-3-5'x7+ +l-3~5~...‘(2n—1)_x2"“+
oMo T2 3T s T 7T 2'n! 1l
Logo,
to]-3-5-...-2n—1) x¥*!
-1 — .
sen~! x x+’;1 S ] pare x| <1
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O exemplo a seguir mostra como a série binomial é usada para o cilculo de
raizes.

EXEMPLO 3 Calcule o valor de /25 com precisdo de trés casas decimais,
usando a série binomial para (1 + x)!/3.

Solugédo Do Teorema 13.5.1,

s 1 1 2\ x? 1 2 5\ x3
1+ 2" =‘*3"*(3)(7)%*(5)(‘3)(‘3)%*"' o<

Como /25 = 3/27 /%5, podemos escrever
Y25 =301 -y )

-2
272

L2\ L (2 2 [ 2\ 25 2V
27) T T3\Tw) T Ea\ Ty s\t T
~1 - 0,047 - 0,0006 — 0,00003 — ... ©)

Se os trés primeiros termos da série acima forem usados, segue de (13) da Sec-
¢do 13.4 que o resto é

2\ ) 2\?

Ra(-57) - Lo (‘ﬁ)
1\/ 2\/ 5\/1 S 2V
QO3

onde — % < &, < 0. Logo,

2\ [2-5\(1+&) 2\
Rz(‘ﬁ) _<33~3!> 1+ &) (ﬁ) 0

Como —2% < &, < 0, segue que

Da série para (1 + x)'? com x =

1 1
A+E)P<IBP=1 ¢ @ — <« 8
: (+&)7 @) ©
Além disso,
2-5_ 2-5
33.31 3-1

Assim, da desigualdade acima e de (8) em (7),

Ro( =2\ <t L (2Y 28 600006
N"27) "9 @p \77) “1a065 -0

Usando, entdo, os trés primeiros termos da série (6), obtemos

2 1/3
(1 - E) ~ 0,9747
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com um erro menor do que 0,00006. De (5), obtemos

U

25

2,9241

3(0,9747)

com um erro menor do que 3(0,00006) = 0,00018. Arredondando para trés ca-

sas decimais, 3/25 =

2,924,

EXERCICIOS 13.5

Nos Exercicios de 1 a 10, use uma série binomial de modo a en-
contrar a série de Maclaurin para a fung¢do dada e determine seu
raio de convergéncia.

L f(x)=+v1+x 2. f(x)=(3—x)"2
3 fx)=@+x)"1? 4 f(x)= Y8+ x
5 f(x) =Yyt —x3 6. f(x) =@+ xy)7!
7. f() =@+ x4 12 8. f(x) = —
S)=09+x% fx) N
9. f(5) == 10. f(x) = ————
) JV1i+x ) Y1 + x?

Nos Exercicios de 11 a 16, calcule o valor da quantidade dada
com trés casas decimais de precisdo, usando uma série binomial.

11. /24 12. /51 13. /630
1

14. /66 15 L 16. —
/128 M1

17. Integre termo a termo de 0 a x a série binomial para
(1 + t?)-12 de modo a obter a série de Maclaurin para
senh~! x. Determine o raio de convergéncia.

18. Use um método similar ao do Exercicio 17, a fim de encon-
trar a série de Maclaurin para tgh~!x. Determine o raio de
convergéncia.

19. (a) Expresse 3/ 1 + x como uma série de poténcias em x. (b)

uma série de poténcias em x. (c) Use o resultado da parte (b)
para calcular, com trés casas decimais de precisdo, o valor

de S:)/Z 41 + x?dx.

20. Use o procedimento indicado no Exercicio 19 para calcular,
com trés casas decimais de precisdo, o valor de

SIM \/—)2/3 dx.

Nos Exercicios de 21 a 28 ,calcule com trés casas decimais de pre-
cisdo, o valor da integral definida.

21. fo‘“ JT+ X3 dx 2. fo”s Y1+ x* dx
23. fo‘ Y8+ x? dx 24. fo"’ J1T = X3 dx
1/2 1/3
- J _dx 2. f _dx
o J1+x* o Yx?+1
27 jm &
" Jo J1—=x3
sen—!x

28. fo'/z Sf(x) dx, onde f(x) = [ x

1 sex =0

sex # 0

29. Ache a série de Maclaurin para J dt, se p for um

tP
0+1—1¢2

inteiro ndo-negativo. Determine o raio de convergéncia da

Use o resultado da parte (a) para expressar 3/1 + x2 como série.
EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 13
Nos Exercicios de 1 a 12, determine o intervalo de convergéncia o to
da série de poténcias dada. 10. "; nx 11, "Z:O (sen 2n)x"
to X" +o x—2)" two x" 12 < (_1)n+1 x"
L2 T 2 % Y Y T Z (n+ DIn(n + 1)
4. X 5 E" nt (x =3y Nos Exercicios de 13 a 16 faca o seguinte: (a) ache o raio de con-
a=o0 2" n=o02" vergéncia da série de poténcias dada e o dominio de f; (b) escre-
@ (=) lxn1 +to p2 va a série de poténcias que define a fung¢do f’ e encontre o seu
6. P W 7. ,.; r (x+ 1) raio de convergéncia; (c) ache o dominio de f'.
+00 + 00 D" Yx — 1) + o0 x2r +too yn
8. Z n(2x — 1y 9. ) (——)——("——) 13. f(x)= Y (=1 W )= =
=1 n2 n=1 2" n=1N

3
||
3
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1o xr o (x + 1)
15. /)= 2 e 16. /9= 2 =7

Nos Exercicios de 17 a 20, ache a série de poténcias que repre-
senta a integral dada e determine seu raio de convergéncia.

* dt *odt
17. L T 16 18. T
sen t 0
19. fo f@)dt, onde fi) =4 ¢ %
! set=0
L—cost et 0
20. f;‘ f() dt, onde f(t) = ‘
0 set=0

Nos Exercicios de 21 a 24, calcule com a precisd@o de trés casas
decimais, o valor da integral definida com a substitui¢do de x
pelo nimero dado no exercicio indicado.

22. x = 4; Exercicio 18
24. x = &; Exercicio 20

21. x = 3; Exercicio 17
23. x = 4; Exercicio 19

Nos Exercicios de 25 a 34, use uma série de poténcias para cal-
cular, com precisdo quatro casas decimais, o valor da quantida-

de dada.

25. tg7' 4 26. sen 0,3 27. Y130
28. sen-! 1 29. cos 3° 30. /e
3. In5 32 fol cos x° dx

. vz g
33. fom Jx sen x dx 34. L I +xx5

Nos Exercicios de 35 a 38, ache a série de Maclaurin para a fun-
¢do dada e ache o seu intervalo de convergéncia.

3. f(x) = a* (a>0) 3. f00 =5

37. f(x) =sen® x 38 f(x)=+x+1
Nos Exercicios de 39 a 42, ache a série de Taylor para a fungdo
dada no nimero indicado.

1
39. f(x) =sen3x; em—4n 40. f(x) = o em 2

41. f(x) = In|x|; em —1 42, f(x) = 2% em 2

Os Exercicios de 43 a 47 referem-se as fungoes J, e J, definidas
por séries de poténcias, como segue:
x 2n+1

+
a9 =% (=) nl(n + )22+ 1

As fungées J, e J, sdo chamadas de fun¢des de Bessel da pri-
meira espécie de ordem zero e um, respectivamente.

2n

Jolx) = ?SZ(-”"

43. Mostre que ambas J, e J; convergem para todo valor real

de x.
44. Mostre que y = Jy(x) é uma solugio da equagio diferencial
d’y  dy
ol ATt 4 =0
X R + dx + xy

45. Mostre que Jy'(x) = —Jy(x).
46. Mostre que D (xJ\(x)) = xJo(x).
47. Mostre que y = Jy(x) é uma solugdo da equacdo diferencial

d? d
xZEx—J;+xﬁ+(x2—l)y=0
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Neste capitulo e no Capitulo 15 os vetores* serdo tratados de forma moderna D
e essa abordagem serve como introdugéo a perspectiva da Algebra Linear e, ain-

da, a andlise vetorial classica. Na Sec¢do 14.1 definimos um vetor no plano co- _,/]
T mo um par ordenado de niimeros reais e realizamos operagdes com vetores, apli- —
-~ cando operagdes algébricas em suas coordenadas reais, o que também sera fei-

o to na Secgdo 14.2. Na Secc¢ido 14.3 nés introduzimos um novo tipo de fungio
@ cujo dominio é um conjunto de nimeros reais e cuja imagem é um conjunto
de vetores. Essas fungGes sdo chamadas de fungbes com valores vetoriais. O
grafico de uma fungdo com valores vetoriais é uma curva que também pode
ser representada por equagdes paramétricas. Tais equagfes expressam as cCOOI-

tratar-se de direcdo orientada.

* N. do T.: No texto, onde aparecem vetores dados por seu médulo e dire¢do, estd subentendido // /




784

Vetores no Plano e Equagdes Paramétricas

denadas x e y dos pontos sobre uma curva plana como fung¢des de uma terceira
variavel ¢, a qual representa, freqiientemente, o tempo. O célculo de fung¢des
com valores vetoriais, apresentado na Sec¢do 14.3, envolve o cilculo de fun-
¢Oes com valores reais definidas por suas equagGes paramétricas correspondentes.

As demais sec¢des do capitulo envolvem aplicagdes de vetores 3 Geometria,
Fisica e Engenharia. As aplicagdes geométricas incluem o comprimento de ar-
co, o vetor tangente e o vetor normal a curvas, € a curvatura. Quanto as aplica-
¢Oes em Fisica e Engenharia, usamos vetores para calcular o trabalho e para
discutir o movimento ao longo de uma curva.

14.1 VETORES NO PLANO

p R
PO = RS
FIGURA 1

As aplicagbes de Matematica envolvem, freqiientemente, quantidades que pos-
suem tanto modulo como diregdo e sentido. Exemplo de tal quantidade é a ve-
locidade. Assim, a velocidade de um avido tem mddulo (a velocidade escalar
do avido), dire¢do (que determina o curso) € o sentido (que determina o destino
do avido). Outros exemplos de tais quantidades sdo forca, deslocamento e ace-
leracdo. Fisicos e engenheiros referem-se a um segmento de reta orientado co-
mo sendo um vetor, e aquelas quantidades que tém médulo, diregdo e sentido
sdo chamadas de quantidades vetoriais. Em contraste, denominaremos quanti-
dades escalares aquelas que tém médulo, mas ndo diregdo. Exemplos de quan-
tidades escalares sdo comprimento, 4rea, volume e velocidade. O estudo de ve-
tores é chamado de andlise vetorial.

Podemos abordar a andlise vetorial geométrica ou analiticamente. Se a abor-.
dagem geométrica for escolhida, definimos primeiro um segmento de reta orien-
tado de um ponto P a um ponto Q e denotamos esse segmento de reta orienta-
do por PQ O ponto P é chamado de ponto inicial, € o ponto Q é chamado
de ponto final. Entdo, dizemos que dois segmentos orientados PQ e RS'sdo iguais
se tiverem 0 mesmo comprimento ¢ a mesma dire¢do e sentido, e escrevemos
P_Q' = RS (veja a Figura 1). O segmento de reta orientado PQ é denominado
o vetor de P a Q. Um vetor serd denotado por uma unica letra, em negrito,
tal como A. Em alguns livros, letras em tipo claro, com uma seta em cima, sdo
usadas para indicar um vetor, por exemplo A. Quando estiver fazendo o seu
trabalho, vocé poderd usar essa notagdao ou 4, de modo a distinguir o simbolo
para um vetor do simbolo usado para um nimero real.

Continuando a abordagem geométrica a anéhse vetorxal note que se o seg-
mento de reta orientado PQ for o vetor A, ¢ PQ = RS, o segmento de reta
orientado RS também serd o vetor A. Entdo, um vetor ndo muda quando o
movemos paralelamente a si mesmo*. Com essa interpretagdo de vetor pode-
mos supor, por conveniéncia, que todo vetor tem seu ponto inicial em algum
ponto de referéncia fixo. Se tomarmos esse ponto como a.origem de um siste-
ma de coordenadas cartesianas retangulares, um vetor podera ser definido ana-
liticamente em termos de numeros reais. Tal defini¢do permite o estudo da an4-
lise vetorial de um ponto de vista puramente matemdtico.

Neste livro usaremos a abordagem analitica; porém, a interpretagdo geomé-
trica serd usada com finalidades ilustrativas. Um vetor no plano é denotado por
um par ordenado de nimeros reais e a notagdo (x, y) serd usada, em vez de
(x, ¥), para evitar confusdo entre a nota¢do de um vetor € de um ponto. V, é
o conjunto de todos esses pares ordenados.

* N. do T.: O autor ndo estd considerando aqui os vetores aplicados, tais como uma forga, em
relagdo aos quais essa afirmativa ndo é verdadeira.
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Um vetor no plano ¢ um par ordenado de nimeros reais (x, y). Os nimeros x
¢ y sdo chamados de componentes do vetor (x, y).

Ha uma correspondéncia biunivoca entre os vetores (x, ) no plano e os pon-
tos (x, y) do plano. Seja A o vetor dado pelo par ordenado de nimeros reais
(a\, a,). Se A for o ponto (a,, a,), entdo o vetor A podera ser representado geo-
metricamente pelo segmento de reta orientado OA. Tal segmento de reta orien-
tado é chamado de representaciio do vetor A. Qualquer outro segmento de reta
orientado que seja igual a OA também serd uma representacdo do vetor A. A
representacao especifica de um vetor que tem seu ponto inicial na origem ¢é cha-
mada de representac¢do posicional do vetor.

» ILUSTRA(}I"\O 1 O vetor (2, 3) tem por representagdo posicional o segmento
de reta orientado da origem ao ponto (2, 3). A representagdo do vetor (2, 3)
cujo ponto inicial € (h, k), tem como ponto final (¢ + 2, k + 3); veja a Figura 2.
‘ <

O vetor (0, 0) é chamado de vetor zero, sendo denotado por 0; isto é,

0=1{,0

Qualquer ponto é uma representagdo do vetor zero.

O médulo* de um vetor é o comprimento de qualquer uma de suas representa-
¢Oes, ¢ a diregdio e o sentido de um vetor ndo-nulo sdo a diregdo e o sentido
de qualquer uma de suas representagdes.

O moédulo do vetor A ¢é denotado por |A].

Se A for o vetor (g, a,), entdo |A| = va;> + a2

Prova Como pela Definicdo 14.1.2 |A| é o comprimento de qualquer uma de
suas representagdes, entdo |A| serd o comprimento da representagdo posicio-
nal de A que ¢ a distincia da origem ao ponto (a,, @,). Assim, da férmula da
distancia entre dois pontos,

Al = Vi@, — 0 + (a; — 0)
—Ja ¥ a? .

Observe que |A| ¢ um nimero ndo-negativo, e ndo um vetor. Do Teorema
14.1.3 segue que |0] = O.

> ILUSTRACAO 2 Se A = (-3, 5), entdo

Al = V=37 + 3

EXEMPLO 1 Seja A o vetor (—4, 5) e P o ponto (6, —2). (a) Trace a repre-
sentacdo posicional de A e também a representagdo especifica de A, tendo P
como ponto inicial. (b) Ache o médulo de A.

* N. do R.: Também denominado norma e em Fisica as vezes é denominado magnitude ou intensi-
dade do vetor.
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A(—-4,5)
Qe
Lo 1 1IN :1\\ [ |
o[
Pl6, —2)
FIGURA 3
y
(a1, az)
0
O X
FIGURA 4
(-1, 1
|
~1
FIGURA 7
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Solugdo .

(a) Seja A o ponto (-4, 5). ﬂ‘igura 3 mostra OA, que ¢ a representagdo posi-
cional do vetor A. Seja PQ a representagdo especifica de A, tendo P como
ponto inicial. Se Q = (x, y), entdo

x—6=—4 y+2=5
x=2 y=3
‘Logo, Q = (2,3) e Pa aparece na Figura 3.
(b) Do Teorema 14.1.3, '
Al = Va7 + 5
= /4l
O angulo de direcfio de qualquer vetor ndo-nulo é o 4ngulo § medido do lado

positivo do eixo x no sentido anti-horério, até a representagdo posicional do
vetor. Se 6 for medido em radianos, 0 < 6 < 27*. Se A = {a,, ay) entdo

a, .
tg0=7 sea, # 0 1)

1 .
Seaq, = 0Oea, > 0,entio § = L7;sea, = 0ea, < 0, entdo 6 = 36. As
Figuras de 4 a 6 mostram o angulo de diregdo 8 para alguns vetores cujas repre-

sentagdes posicionais estdo tragadas. y
y
(a1, az) KL\
X
(@)
N K/
o) o
. (a1, a2)
FIGURA 5 FIGURA 6

"EXEMPLO 2 Ache a medida em radianos do dngulo de dire¢dao de cada um

dos seguintes vetores: (a) (-1, 1); (b) (0, —5); (©) (1, —2).

Solugdo A representagdo posicional de cada um dos vetores em (a), (b) €
(c) esté nas Figuras 7, 8 € 9, respectivamente. (a) tg 8 = —1, ¢ in<@<m
assim 6 = 7. (b) tg 0 ndo existe, e a, < 0; assim, 6 = 37. () tg 6 = —2e¢
4r < 6 < 27; logo, 0 = tg~'(—2) + 2m; isto é, 6 = 5,176..

Yy
0= 2 X
3 5 0=tg"1(-2) + 2n
6] x 0 = 5,176
R S .
| -7
(0,-5) _ -2
FIGURA 8 FIGURA 9

* N. do R.: Observe que um dngulo de direcdo, apesar do nome abreviado, caracteriza nio somente
uma direcdo, mas também um sentido de uma familia de vetores ndo-nulos de diferentes modulos.



Yy
(a4 @)
i
{
flAjl i,
|
6
1
0 a x
FIGURA 10
Yy
P(—l,S)\—
5._-
- 03,2
AR D U B AR
) 5
_5-—-
- 4, —6)

FIGURA 12

14.1.4 DEFINICAO

141 Vetores no Plano ' 787

Observe que se A = {(a,, a;), sendo @ o dngulo de dire¢do de A, entdo
= |A| cos @ a, = |A] sen 6 )

Veja a Figura 10, onde o ponto (a,, a,) estd no primeiro quadrante.

Se o vetor A = {a,, a,), entdo a representagdo de A cujo ponto inicial € (x, )
tem como pontos finais (x + a,, ¥ + a@,). Dessa forma, um vetor pode ser
considerado como uma translagdo do plano nele mesmo. A Figura 11 ilustra
cinco representagdes do vetor A = (a,, a,). Em cada caso, A translada o pon-
to (x;, y) no ponto (x; + a;, y; + a,).

(all aZ)

+ +
(xi+ayy taz) | 4 (x4 B a2)
A/ A/

o) x
/ (x3 +a.ys +(7a2) .
+ +
(x1,¥1) (Iz faoye ) (x4, y4)
1,
1 / A
A
/ (x3,y3)

(x2,Y2)
FIGURA 11

EXEMPLO 3 Se]a Poponto (-1, 8) e Q o ponto (3, 2). Ache o vetor A cuja
representagdo é PQ Trace PQ e a representagdo posicional de A.

Solugdo A Fxgura 12 mostra o segmento de reta orientado PQ Seja A =
= (a,, ay). Como PQ ¢ uma representagdo de A, o vetor A translada o ponto
P(—1, 8) no ponto Q(3, 2). Mas o vetor (a,, a,) translada o ponto (-1, 8) no
ponto (—1 + a;, 8 + a,). Assim,

—~14+a, =3 8+a2=2
a, =4 a, = -6

Logo, A = {4, —6). A Figura 12 também mostra a representacdo posicional de A.

A defini¢do a seguir fornece-nos 0 método para somar dois vetores.

A soma de dois vetores A = (a,, a) e B = (b,, b)) é 0 vetor A + B definido por
A+B={a +b,a + b)

» ILUSTRACAO3 Se A = (3, —1) e B = (-4, 5), entdo

A+B=3+(—4), —1+5
—(—1,4) <
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Yy
(x+ (“1'*7 b,y + (a; + b))
R
A+B B
Qx + a,,y + ay)
A
P(x,y)
6] > X
FIGURA 13
y

(250 cos %ﬂ, 250 sen %ﬂ)

-

FIGURA 14
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A interpretagdo geométrica da soma de dois vetores estd mostrada na Fi-
gura 13. Seja A = (a,, a,) e B = (b, b,), e seja P o ponto (x, y). Entdo,
A translada o ponto P no ponto (x + a,, y + @) = Q. O vetor B trans-
lada o ponto Q no ponto ((x + a,) + b,, (v + a,) + b,) ou, equivalentemen-
te, (x + (@, + b)),y + (a, + b)) = R. Além disso,

A+B={a, +by,a,+b,)

Logo, o vetor A + B translada no noponto (x + (&, + b)),y + (@, + bz)) =

o ponto P. Assim, na Flgura 13 PQ é uma representagdo do vetor A, QR é uma
representacéo do vetor B, e PR é uma representagdo do vetor A + B. As repre-
sentagdes dos vetores A e B sdo os lados adjacentes de um paralelogramo, e
a representacdo do vetor A + B é uma diagonal do paralelogramo. Essa diago-
nal é chamada de a resultante dos vetores A e B. A regra para adi¢do de vetores
¢, as vezes, chamada de lei do paralelogramo.

Forga ¢ uma quantidade vetorial cuja magnitude é expressa em unidades de
forca e o dngulo de diregdo é determinado pela dire¢do da forga. Mostra-se em
Fisica que duas forgas aplicadas a um objeto num dado ponto podem ser subs-
tituidas por uma forc¢a equivalente que é a sua resultante.

EXEMPLO 4 Duas forgas de 200 N e 250 N de magnitude formam um 4ngu-
lo de 47 entre si e estdo aplicadas a um objeto no mesmo ponto. Ache (a) a
magnitude da for¢a resultante e (b) o dngulo que ela faz com a forga de 200 N.

Solugdo Consulte a Figura 14, onde os eixos foram escolhidos de tal for-
ma que a representagdo posicional da for¢a de 200 N seja ao longo da parte
positiva do eixo x. O vetor A representa essa for¢a, e A = (200, 0). O vetor
B representa a for¢a de 250 N. Das férmulas (2), se B = (b,, b,), entdo

b, = 250 cos 7 b, = 250 sen +nx
= 125 ~ 216,5
Assim, B = (125, 216,5). A forga resultante é A + B, e
A + B = (200, 0) + (125, 216,5)

= (325, 216,5)
@) |A + B| = /(3252 + (216,5)
=~ 390,5
(b) Se @ for o angulo entre os vetores A + B e A, entdo
216,5
tg = ———
& 325
tg 8 = 0,6662
6 = 0,5877

Se A = (g, ay), entdo o vetor (—a,, —a,) é definido como 0 oposto de A, de-
notado por —A.
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Se o segmento de reta orientado PQ for uma representacio do vetor A, entdo
o segmento de reta QP sera uma representagao de —A. Qualquer segmento de de
reta orientado que seja paralelo a PQ tenha 0 mesmo comprimento que PQ
€ possua um sentido oposto aquele de PQ também serd uma representacdo de
—A. Veja a Figura 15. Definiremos agora a subtracdo de dois vetores.

A diferenca de dois vetores A e B, denotada por A — B é o vetor obtldo ao
somarmos A ao oposto de B; isto é, '

A-B=A+(-B)

O| B

FIGURA 17

FIGURA 18

Assim, se A = (@, a) e B = (b,, b,), entdo —B = (—b,, —b,), e
A—-B={(a; —by,a;,—by)

» ILUSTRACAO4 Se A = 4, —2)e B = (6, —3), entdo
A—B={4, —2>—(6, -3
=<4, =25 +<{-6,3)
=<{=21 <

Para interpretar geometricamente a diferenca entre dois vetores, vamos su-
por que os vetores A ¢ B tenham o mesmo ponto inicial. Entdo, o segmento
de reta do ponto final da representa¢do de B ao ponto final da representacdo
de A sera uma representagdao do vetor A — B. Isso obedece a lei do paralelogra-
moB + (A — B) = A. Veja a Figura 16.

O exemplo a seguir, envolvendo a diferenga de dois vetores, diz respeito a
navegac¢do. A velocidade escalar no ar de um avido refere-se a sua velocidade
em relacdo ao ar, e a velocidade escalar no solo indica sua velocidade relativa
ao solo. Quando venta, a velocidade do avido em relagdo ao solo € a resultante
do vetor que representa a velocidade do vento e de um vetor que indica a veloci-
dade do veiculo com relagdo ao ar. Em navegac¢ao, o curso de um navio ou de
um avido é o 4ngulo medido em graus, no sentido hordrio, na diregao em que
o veiculo estd se deslocando, a partir do Norte. O dngulo ¢ considerado positi-
vo, se estiver no sentido horario.

EXEMPLO 5 Um avido pode voar a uma velocidade escalar no ar de 300 mi/h.
Se o vento soprar do Leste a 50 mi/h, que orientacdo o avido deverd seguir,
para que seu curso seja de 30°? Qual ser4 a velocidade escalar do avido, se ele
seguir esse trajeto?

Solugao Refira-se a Figura 17, que mostra as representagdes posicionais
dos vetores A e B, bem como de A — B. O vetor A representa a velocidade
do avido em relagdo ao solo, considerando-se um curso de 30°. O angulo de
direcdo de A é 60°. O vetor B indica a velocidade do vento. Como B tem um
modulo de 50 e um angulo de diregdo de 0°, B = (50, 0). O vetor A — B repre-
senta a velocidade do avido em relagao ao ar. Assim, |[A — B| = 300. Seja
8 o angulo de dire¢dio de A — B. Da Figura 17 obtemos o tridngulo mostrado
na Figura 18.
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Q(b,, by)
(a,, a,)P

(0]
FIGURA 19
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Aplicando a lei dos senos a esse tridAngulo, obtemos

sen ¢ _ _sen 60°
50 300
_ 50 sen 60°
S @ = 300
sen ¢ = 0,1433
¢ = 8,3°
Entio,
9 = 60° + 8,3°
= 68,3°

Novamente, aplicando a lei dos senos ao tridngulo na Figura 18, temos
A _ 300

sen (180° — 6) sen 60°

300 sen 111,7°
sen 60°

lAl

IA]

A bussola do avido deveria indicar um rumo de 90° — 6, ou seja, 21,7°, € se
0 avido seguir esse curso, sua velocidade escalar de solo sera de 322 mi/h.

322

Suponha que P seja o ponto (a,, a,) € O seja o ponto (b,, b,). Usaremos a no-
tagdo V(P_Q') para denotar o vetor que tem o segmento de reta orientado @
como uma representacdo. Veja a Figura 19, onde estdo mostradas as represen-
tagdes dos vetores V(@), V(O_'P) e V(@). Observe que

V(PQ) = V(OQ) - V(OP)
V(PO) = (b, by — (@, @)

V(P_Q‘) = (b, — a, b, — a)

» ILUSTRACAO 5 Se P for o ponto (-6, 7) e Q for o ponto (2, 9), entdo
V(PQ)=(2—(=6),9-7)
= (8,2 <

Outra operacdo com vetores é a multiplicagdo por um escalar. Segue a defi-
nicdo da multiplicagdo de um vetor por um escalar (um mimero real).

Se ¢ for um escalar e A for o vetor {a,, a,), entdo o produto de ¢ ¢ A, denota-
do por cA, serd um vetor dado por

cA = cla,, a,)
(ca,, cay)

> ILUSTRACAO 6 Se A = (4, —S5), entdo
3A =34, =5)
= {12, —15) <
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No Exercicio 45 vocé devera mostrar que se A for um vetor e ¢ for um escalar
qualquer

0A) =0 ¢ c(0) =0

O moédulo do vetor cA é calculado da seguinte forma:

3A lcAl] = V(ca,)? + (cay)?

FIGURA 20

Logo, o mo6dulo de cA é o valor absoluto de ¢ vezes 0 médulo de A.

A interpretacio geométrica do vetor c A é dada nas Figuras 20e 21. Sec > 0,
entdo cA sera um vetor cuja representaciao tem um comprimento ¢ vezes 0 mo-
dulo de A e o mesmo sentido que A; um exemplo disso aparece na Figura 20,
onde ¢ = 3. Se ¢ < 0, entdo cA sera um vetor cuja representacao tem um com-
primento |c| vezes o médulo de A, a mesma diregdo e o sentido oposto ao de
A. Isso aparece na Figura 21, onde ¢ = —+. :

O teorema a seguir fornece leis satisfeitas pelas operagdes de adigdo vetorial

FIGURA 21 e multiplicagdo por escalar para quaisquer vetores em V,.

14.1.8 TEOREMA | Se A, B e C forem vetores quaisquer em V, e ¢ e d forem quaisquer escalares,
entdo a adi¢cdo de vetores e a multiplicacdo por escalar satisfardo as seguintes
propriedades:

(A +B=B+ A (lei comutativa)
(MMA+ B+C)=A+B)+C (lei associativa)
(iii) Existe um vetor 0 em ¥, paraoqual A + 0 = A
(existéncia de identidade aditiva)
(iv) Existe um vetor — A em V, tal que
A+ (-A) =0 (existéncia do oposto)
W) (cd)A = c(dA) (lei associativa)
(vi)c(A + B) = cA + cB (lei distributiva)
(vii) (c + d)A = cA + dA (lei distributiva)
(viii) 1(A) = A (existéncia de identidade para a multiplicagdo por escalar) -

Prova Daremos as demonstragdes de (i) e (vi) ¢ deixaremos as demais como
exercicios (veja os Exercicios de 40 a 50). Na demonstragdo de (i) usaremos a
lei comutativa para nimeros reais ¢ na demonstragdo de (vi) empregaremos a
lei distributiva para nimeros reais. Sejam A = (a;,, a;) e B = (b,, b,).

Prova de (i) Prova de (vi)

A + B ={a,;,a,) +<by, by) c(A + B) = c(<ay, ay) +<by, by))
=<a; + by, a; + by = c(<a; + by, a; + by))
=<b, +ay, by +ay) = (c(a; + by), c(a; + by))
=<b,, by> +<ay, a,) = {ca, + cb,, ca, + cb,)
=B+A = {cay, ca,y + {cby, cb,)

= C<a1, az> + c<bls b2>
=cA + cB L



792

14.1.9 DEFINICAO

e

o
FIGURA 22

V]

(a, @)
|

I' Al
a|

N
|
|

4 o)
FIGURA 23

Vetores no Plano e EquagGes Paramétricas

O Teorema 14.1.8 é importante, pois das oito propriedades nele estabeleci-
das podem ser tiradas todas as leis algébricas para as operagdes de adi¢do veto-
rial e multiplicagdo por escalar em V,. Essas leis sdo similares as leis da Arit-
mética de nimeros reais. Além disso, em Algebra Linear, um espago vetorial
real ¢ definido como um conjunto de vetores associado a um conjunto de ni-
meros reais (escalares) e duas operagdes de adi¢do vetorial e multiplicagdo por
escalar que satisfazem as oito propriedades dadas no Teorema 14.1.8.

Um espaco vetorial real ¥ é um conjunto de elementos chamados de vetores,
associado a um conjunto de nimeros reais, denominados escalares, com duas
operagdes chamadas de adicdo .vetorial e multiplicacdo por escalar, tais que pa-
ra todo par de vetores A e B em V e para todo escalar ¢, estejam definidos os
vetores A + B e cA em V, satisfazendo as propriedades (i)-(viii) do Teorema
14.1.8.

Da Defini¢do 14.1.9 e do Teorema 14.1.8, segue que V, é um espago veto-
rial real.

Consideremos um vetor arbitrario em ¥,, escrevendo-o na seguinte forma:

(a1, a2> = <al’ 0) + <0’ az)

(@, @) = a(l, 0) + a0, 1) 3)
Como o médulo de cada um dos vetores (1, 0) e (0, 1) é unitdrio, eles sio chama-
dos de vetores unitdrios. Introduziremos a seguinte notagio para esses vetores
unitdrios:

i=(1,00 j=1(0,1

Com essas notagoes, temos de (3)

@, a) = aji + ayj - 4)

A representacdo posicional de cada um dos vetores i € j é mostrada na Figura
22. A equagdo (4) estabelece que qualquer vetor em ¥V, pode ser escrito co-
mo uma combinagio linear de i e j. Desse fato e dado que i e j sdo independen-
tes (suas representagdes posicionais ndo sdo colineares), dizemos que os vetores
i e j formam uma base para o espago vetorial ¥,. Como exemplo de uma base
formada por vetores nao-unitdrios, veja o Exercicio 52. O nimero de elemen-
tos numa base de um espago vetorial é chamado de dimensdo do espaco veto-
rial. Logo, ¥V, é um espaco vetorial bidimensional.

» ILUSTRACAO 7 De (4),
3, —4) = 3i — 4§ <

Seja A o vetor (g;, a,) e 8 0 &ngulo de direcdo de A. Veja a Figura 23, onde
o ponto (a,, a,) estd no segundo quadrante e estd mostrada a representagdo po-
sicional de A. Como A = aji + a,j,a, = |A| cos@ea, = |A| sen 8, pode-
mos escrever

A = |A] cos 6i + |A]| sen 6]

A = |A]| (cos 0i + sen 6j) &)

Essa equacdo expressa o vetor A em termos de seu mddulo, do seno e co-seno
do seu angulo de direcdo e dos vetores unitarios i e j.




(=5, ~2)
FIGURA 24

>X

14.1.10 TEOREMA

141  Vetores no Plano 793

EXEMPLO 6 Expresse o vetor {(— 5, —2) na forma da igualdade (5).

Solugédo Veja a Figura 24 que mostra a representagao posicional do vetor
(-5, —2).
[K=5, =2)|| = V(—5)* + (—2)* cos 0 = —75.— sen 0 = —\/—2=
—J2% 29 29

Logo, de (5), temos

Se o vetor A = a,i + a,j ndo for nulo, entdo o vetor unitdrio U, que tem a
mesma diregdo e sentido de A, serda dado por

a, a,

TR

U =

Prova Devemos mostrar que o vetor U é um vetor unitdrio, tendo a mesma di-
recdo e sentido de A.

a; \? a, >2 1 . .
Ul| = U= 1
Il /( ||A||> +(uAn AT (@i + a2

Va2 + ay? 1

= = (A)
Al Al
_ Al
[[A]
=1
Como |U| = 1, U é um vetor unitario e ja que U é um escalar positivo vezes
o vetor A, a direcdo de U é a mesma que a diregdo de A. u

EXEMPLO 7 Dado A = 3i + je B = —2i + 4j, ache o vetor unitario tendo
a mesma direcdo que A — B.

Solugdo
A—B=Ci+]j)—(-2i+4j
= 5i—3j
Assim,

A —B|| = V5 +(=3)

—3 ng
Pelo Teorema 14.1.10, o vetor unitario desejado é
5 . 3

NN
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EXERCICIOS 14.1

Nos Exercicios de 1 a 4, (a) esboce a representagcdo posicional
do vetor dado A e também a representagio especifica através do

ponto P dado. (b) Ache o médulo de A.
1.LA=(34)P=(21) 2.A=(-2,5%;P
3 A=(e,~3»P=(-2,-¢ 4 A=(4,0)P=

= (_ 3, 4)
(2,6
Nos Exercicios 5 e 6, ache a medida exata em radianos do angu-

lo de dire¢do do vetor dado. Na parte (c) aproxime a medida em
radianos até o centésimo mais proximo.

5. (a) <1, —13;(b) <=3, 05; (c) <5, 2)
6. @ V3, 3,15;(6)<0,4);(c) < -3, 2)

Nos Exercicios de 7 a 10, ache o vetor A cuja representagdo é
PQ Esboce PQ e a representacdo posicional de A.
7.P=3,70=(54 =05,4,20=03,7 .
9. P=(=5-350=(0,3) 10- P=(—+/2,050=0,0)

Nos Exercicios de 11 a 14, ache o ponto S, tal que P—Q' e RS re-
presenterm o mesmo vetor.

1. P=(2,5,Q0=(1,6;R=(-3,2)

12. P=(-2,050 =(—3, —4; R = (4,2)
=(0,35,0=(5 ~-2;R=(7,0)

14. P=(-1,4,0=(2, -3 R=(=5, —2)

Nos Exercicios 15 e 16, ache a soma do par de vetores dados e
ilustre geometricamente.

I5. (a) <2,4), (-3, 5); (b) (-3, 0), <4, ~5)
16. (2) €0, 33, {=2,3); () 2,3, (—2, - 1)

Nos Exercicios 17 e 18, subtraia o segundo vetor do primeiro e
ilustre geometricamente.

17. (a) (=3, —4),<6,0); (b) 1, &), (-3, 2¢>

18. (a) €0, 55, <2, 8>; (b) (3, 7),<3,7)

Nos Exercicios 19 e 20, ache o vetor ou o escalar, sendo
A=Q,4,B=4 -3)eC = (-3,2).

19. (a) A + B;(b) ||C — B||; (c) ||7A - B”

20. (a) A — B; (b) ||C”, (©) ||2A + 3B||

Nos Exercicios de 21 a 24, ache o vetor ou o escalar, sendo
A =2 +3eB=4i -j.

21. (a) 5A; (b) —6B;(c) A + B; (d) ||A + B||

'22. (a) —2A;(b) 3B; (c) A — B; (d) A — B||

23. (a) ||A]| + ”B”, (b) SA — 6B; (¢) ||5A — 6B|; (d) ||5A|| — ||6B]|
24. (@) []A]| - [[B]} () 3B ~ 24; (¢) |38 — 2A]; (@) 38| — [l24]

Nos Exercicios 25 e 26, A =
C = 5i - j.

25. Ache: (a) 5A — 2B — 2C e (b) |SA - 2B - 2C].
26. Ache: (a) 3B — 2A — Ce (b) [3B - 2A - C[.

—4i + 2j,B = —i + 3e

Nos Exercicios 27 e 28, A = 8i + S5jeB = 3i — j.

27. Ache o vetor unitdrio que tem a mesma diregdo e sentido de
A + B.

28. Ache o vetor unitdrio que tem a mesma diregdo e sentido de

A - B.

Nos Exercicios de 29 a 32, escreva o vetor dado na forma
r(cos i + sen 0j), onde r é o mddulo e 8 é o @ngulo de dire¢do.
Ache também o vetor unitdrio tendo a mesma diregdo e sentido.

29. (a) 3i — 4j; (b) 2i + 2j 30. (a) 8i + 6f; (b) 2/5i + 4j
31. (a) —4i + 43} (b) —16i  32. (a) 3i — 3j; (b) 2j

33.Se A = -2i +j,B = 3i — 2jeC = 5i — 4j, ache os escala-
res h e k, tais que C = hA + kB.

34.S¢e A = 5i — 2j,B = —4i + 3jeC = —6i + 8j, ache os
escalares 4 e k, tais que B = hC - kKA.

35.5¢ A =i-2j,B= -2 +4jeC = 7i — 5j, mostre que
C nio pode ser escrito na forma #A + kB, onde A e k sdo
escalares.

36. Duas forgas com magnitudes de 340 N € 475 N estdo aplica-
das no mesmo ponto de um objeto e formam entre si um an-
gulo de 34,6°. Ache (a) a magnitude da forga resultante e
(b) o valor do angulo que ela faz com a for¢a de 475 N com
a precisdo de até um décimo de grau.

37. Duas forgas com magnitudes de 60 N e 80 N formam entre
si um angulo de 30° e estdo aplicadas a0 mesmo ponto de
um objeto. Ache (a) a magnitude da forga resultante e (b)
o0 dngulo que ela forma com a forga de 60 N, com precisdo
de um grau.

38. Uma for¢a com magnitude de 22 N e outra de 34 N sdo apli-
cadas ao mesmo ponto de um objeto e formam entre si um
angulo . Se a forga resultante tem uma magnitude de 46 N,
ache 6 aproximado ao grau mais préximo.

39. Uma forg¢a com 112 N de magnitude ¢ outra com 84 N sdo
aplicadas a um objeto, no mesmo ponto, e a forga resultan-
te tem uma magnitude de 162 N. Ache, com a precisdo de
um décimo de grau, o dngulo entre a forga resultante e a forca
de 112 N.

40. Um avido possui uma velocidade escalar no ar de 560 km/h.
Para que o curso que est4 realizando siga o rumo norte, a
biissola deve marcar 340°. Se o vento soprar do oeste, (a)
Qual ser4 o médulo de sua velocidade? (b) Qual seré a velo-
cidade escalar no solo?

41. Em um avido com velocidade escalar no ar de 400 km/h, o
piloto deseja voar rumo ao norte. Se o vento soprar a 96 km/h
em direcdo ao leste, (a) Qual deverd ser a orientagdo da bus-
sola? (b) Qual ser4 a velocidade escalar do avido se ele se-
guir esse trajeto?

42. Um barco pode viajar a 28 km/h em relagio a 4gua. Em um
rio cuja corrente é de 5 km/h em relagdo ao oeste, o barco
tem sua bussola rumo ao sul. Qual ser4 a velocidade escalar
do barco em relagdo a terra e qual serd o seu curso?

43. Um nadador que pode nadar a uma velocidade escalar de
1,5 mi/h em relagdo & 4gua deixa a margem sul de um rio
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e se dirige para a margem norte, atravessando-o. Se a cor-
rente do rio for para o leste a 0,8 mi/h, (a) Em que dire¢do
o nadador estara indo? (b) Qual serd a velocidade escalar do
nadador em relagdo a terra? (c) Se a distancia para se atra-
vessar o rio € de 1 milha, quanto o nadador devera percorrer
para chegar & margem norte do rio?

Suponha que o nadador no Exercicio 43 deseje chegar a um
ponto da margem norte, atravessando diretamente o rio.
(a) Qual a diregdo que ele deverd tomar? (b) Qual serd a ve-
locidade escalar em relagdo a terra, se essa diregdo for
tomada?

Prove que se A for um vetor qualquer e ¢ for um escalar qual-
quer, entdo 0(A) = 0 e c(0) = 0.

Prove o Teorema 14.1.8(ii).

Prove o Teorema 14.1.8(iii) e (viii).

Prove o Teorema 14.1.8(iv).

Prove o Teorema 14.1.8(v).

Prove o Teorema 14.1.8(vii).

Dado A = {2, -5); B = (3, 1); C = (-4, 2). (a) Ache
A + (B + C)eilustre geometricamente. (b) Ache (A + B) + C
e ilustre geometricamente.

Dizemos que dois vetores sdo independentes se e somente se
suas representagdes posicionais ndo forem colineares. Além
disso, dois vetores A ¢ B formam uma base do espago veto-
rial ¥V, se e somente se qualquer vetor ‘em ¥V, puder ser es-
crito como uma combinagao linear de A e B. O teorema que
estabelece que dois vetores formam uma base para o espago
vetorial V), se eles forem independentes pode ser provado.
Mostre que esse teorema é valido para os dois vetores (2, 5)

S3.

54.

55
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e (3, — 1), da seguinte forma: (a) comprove que os vetores
sdo independentes, mostrando que suas representagies posi-
cionais ndo sdo colineares; (b) comprove que os vetores for-
mam uma base, mostrando que todo vetor a,i + a,j pode
ser escrito como c(2i + 5j) + d(3i — j), onde c e d sdo esca-
lares. (Sugestdo: ache c e d em termos de q, € a,.)
Considere as duas primeiras sentengas do Exercicio 52. Pode-
se provar um teorema, o qual estabelece que dois vetores do
espago vetorial ¥, formam uma base somente se forem inde-
pendentes. Mostre que esse teorema € valido para os vetores
(3, —2) e (-6, 4), da seguinte forma: (a) comprove que 0s ve-
tores sao dependentes (ndo independentes), mostrando que
suas representacgdes posicionais sdo colineares; (b) demons-
tre que os vetores nio formam uma base, obtendo um vetor
que ndo pode ser escrito como c(3i — 2j) + d(—6i + 4j),
onde ¢ e d sdo escalares. ,
Dizemos que um conjunto de vetores V,, V,, V;, ..., V,
é linearmente dependente se e somente se existirem escalares
ky, k3, k3, . . ., k,, nem todos nulos, tais que

klvl + k2V2 + k3V3 + ... + k,,V,, = 0
Mostre quese V, = 3i — 2§, V, =i + 4je V, = 2i + 5j,
entdo V,, V, e V, sdo linearmente dependentes.

Seja P_Q‘ a representacéo do vetor A, QTQ’ a representacdo do
vetor B, e RS a representagdo do vetor C. Prove que se PQ,
QR e RSsdo oslados deum tridngulo, entio A + B+ C = 0.

56. Prove analiticamente a desigualdade triangular para vetores

|A + Bf < |A] + [B]

14.2 PRODUTO ESCALAR Na Seccio 14.1, a adigio e a subtragdo de vetores, bem como a multiplicagio
de um vetor por um escalar, foram definidas. Definiremos agora uma operagdo
de multiplicacdo entre dois vetores, chamada de produto escalar.

14.2.1 DEFINICAO

A-B

Se A = {(a,, @) e B = (b,, b,) forem dois vetores em V,, entdo o produto esca-
lar de A ¢ B, denotado por A - B, serd dado por

= (al’ a2> . (bl’ b2>
ab, + a,b,

O produto escalar de dois vetores é um nuimero real (ou escalar), € ndo um
vetor. As vezes é também chamado de produto interno.

> ILUSTRACAO1 Se A = (2, —3)¢B

(—+, 4), entdo

A-B= <2’ _3> * <_%14>
= (- + (-3

-13

<

Os seguintes produtos escalares sdo uteis ¢ facilmente verificdveis (veja o Exer-

cicio 5).

ici=1

jri=1

ij=0

O teorema a seguir estabelece a comutatividade e distributividade do produ-
to escalar em relagdo & soma de vetores.
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Se A, B e C forem vetores quaisquer em V,, entdao

(DA -B=B- A (lei comutativa)
(i)A-B+C)=A B+ A-C (i distributiva)

Deixaremos as demonstragdes de (i) e (ii) como exercicios (veja os Exercicios
6eT).

Como A - B é um escalar, a expressdo (A - B) - C ndo tem sentido. Por
esse motivo, ndo consideraremos a associatividade do produto escalar.

Algumas outras leis do produto escalar sdo.dadas no teorema a seguir.

Se A e B forem vetores quaisquer em V, e ¢ for um escalar qualquer, entdo
@ c(A - B) = (cA) - B '

(i) 0 - A = (;
(i) A - A = |A]?

As demonstragdes serdo deixadas como exercicios (veja os Exercicios de 8 a 10).
Discutiremos agora o que entendemos por angulo entre dois vetores € isso
nos levard a outra expressdo para o produto escalar de dois vetores.

Sejam A - B dois vetores ndo-nulos, tais que A ndo seja um muiltiplo escalar
de B. Se OP for a representacgdo posicional de A e (TQ for a representagdo posi-
cional de B, entdo o 4ngulo entre os vetores A e B serd definido como o 4ngulo
de medida positiva entre OPe @, interior ao tridngulo determinado pelos pon-
tos O, Pe Q. Se A = ¢B, onde c é um escalar, entdo se ¢ > 0, o dngulo entre
os vetores terd medida 0 em radianos; se ¢ < 0, o angulo entre os vetores tera
por medida 7 radianos.

O simbolo usado para denotar o dngulo entre dois vetores também é usado
para denotar a medida daquele dngulo. Da Defini¢do 14.2.4, se a for a medida
em radianos do angulo entre dois vetores, entdo 0 < a < . A Figura 1 mostra
o dngulo entre dois vetores, se A ndo for um muiiltiplo escalar de B.

O teorema a seguir €, talvez, o fato mais importante sobre o produto escalar
de dois vetores.

Se a for o angulo entre os dois vetores ndo-nulos A e B, entdo
A -B = |A]|B] cos a

Prova Seja A =aji+ ajeB = bji + bj. Seja OPa representagao posicio-
nal de A e OQ a representagdo posicional de B. Entdo, o 4ngulo entre A ¢ B
¢ 0 angulo na origem, no tridngulo POQ (veja a Figura 2); P € o ponto (a,, b,)
€ Q é o ponto (b, b,). No tridngulo POQ, |A| é o comprimento do lado OP
e |B] é o comprimento do lado OQ. Assim, da lei dos co-senos,

[A]P* + |[B|* - [POJ*

TV N -
_ (@’ +a) +(b,> + b,") — [(a; = b,)* + (a, — by)*]
N 2||Afl [1B]|
_2a,b; + 2a,b,
— 2fAl Bl
a;b, + a,b,

— llAlsi
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Logo,
cot‘ o = _&
A8
A-B=|A| B cos o m

O Teorema 14.2.5 estabelece que o produto escalar de dois vetores € o produ-
to de seus moédulos pelo co-seno do dngulo entre eles.

> ILUSTRACAO2 Se A = 3i — 2j, B = 2i + j e a for o dngulo entre A €
B, entdo, do Teorema 14.2.5,

Cos o = —.B—
Al 1Bl

_ 0@+ (=21)
NN/
6-2 4

INVIENCIINGE

Vimos, na Sec¢do 14.1, que se dois vetores ndo-nulos forem muiltiplos escala-
res um do outro, entdo terdo o mesmo sentido ou sentidos opostos. Temos, as-
sim, a defini¢do a seguir.

<4

\

Dizemos que dois vetores sdo paralelos se e somente se um dos vetores for um
multiplo escalar do outro*.

» ILUSTRAGAO 3 Os vetores (3, —4) e (3, — 1) sdo paralelos pois (3, —4) =
= 43, -1). ' <
Se A for um vetor qualquer, 0 = 0A; assim, da Defini¢cdo 14.2.6, segue que
o vetor nulo sera paralelo a qualquer vetor.
Sera proposto como exercicio provar que dois vetores ndo-nulos sdo parale-
los se e somente se a medida em radianos do 4ngulo entre eles for 0 ou 7 (veja

o, Exercicio 37).
Se A e B forem vetores ndo-nulos, entdo, do Teorema 14.2.5, segue que

cosa =0 seesomentese A -B =20
Como 0 £ a < =, segue disto que

a =3nm seesomentese A B =10

Temos, entdo, a definicdo a seguir.

Dois vetores A ¢ B sdo ortogonais (perpendiculares) se e somentese A - B = 0.

* N. do R.: Um conjunto de vetores ndo-nulos e paralelos caracteriza uma diregdo, isto é, o que
eles tém em comum.
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FIGURA 3
14.2.8 DEFINICAO
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FIGURA 4

Vetores no Plano e Equagdes Paramétricas

P ILUSTRAGAO 4 Os vetores (—4, 5) e (10, 8) sdo ortogonais pois

(—4,55 <10, 8) = (=4)(10) + (5)(8)
=0 <

Se A for um vetor qualquer, 0 - A = 0; logo, segue da Definigdo 14.2.7 que
o vetor nulo serd ortogonal a qualquer vetor.

EXEMPLO 1 Dados A = 3i + 2je B = 2i + kj, onde k é um escalar, ache
(a) k tal que A e B sejam ortogonais; (b) k tal que A e B sejam paralelos.

Solugdo
(a) Pela Defini¢do 14.2.7, A e B s3o ortogonais se € somente se A - B = 0, isto é,

(3)2) + 2(k) =0
k=—3

(b) Pela Definigdo 14.2.6, A e B sdo paralelos se € somente se houver um esca-
lar c tal que (3, 2) = c{2, k), isto é,

3=2 e 2=ck

Resolvendo essas equag¢bes simultaneamente, obtemos k¥ = +.

Obtemos uma interpretagdo geométrica do produto escalar se considerarmos
a projegcdo escalar de um vetor no outro. Veja a Figura 3, onde OPe O—Q' sdo
as representagdes posicionais dos vetores A e B, respectivamente. O ponto R
€.0 pé da perpendicular de Q sobre a reta contendo OP. A projegao escalar de
B em A é o médulo do vetor, tal que OR seja sua representacdo posicional.

Se A e B forem vetores ndo-nulos, a projegio escalar de B sobre A ¢é definida
como sendo |B| cos a, onde a é o dngulo entre A ¢ B.

Observe que a projegdo escalar pode ser positiva ou negativa, dependendo
do sinal de cos a.
Do teorema 14.2.5,

A - B = ||A]|(]|B]| cos a) (1

Assim, o produto escalar de A e B é o produto do médulo de A pela projecido
escalar de B sobre A. Veja a Figura 4(a) e (b). Como o produto escalar é comu-
tativo, A - B também é o médulo de B multiplicado pela projegdo escalar de
A sobre B. :

Se B = b,i + b,j, entdo

i-B=b;, e jB=b,
Logo, o produto escalar deie Bda a componente de B na diregdo de i e o pro-
duto escalar de j e B resulta a componente de B na direcdo de j. Para generali-
zar esse resultado, seja U um vetor unitdrio qualquer. Entdo de (1), se a for
o angulo entre U e B,

U+ B =||U||||B]| cos «
"= ||B|| cos «
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Assim, U - B é a projecdo escalar de B sobre U, que é denominada a compo-
nente do vetor B na direcdo de U. No caso geral, a componente de um vetor
B na direcdo de um vetor A é a projecdo escalar de B sobre o vetor unitdrio
na direcdo de A. .

O seguinte teorema pode ser usado para calcular a projegdo escalar de um
vetor em outro.

A projegdo escalar do vetor B sobre o vetor A é

A-B
Al

Prova Da Defini¢do 14.2.8, a projecdo escalar de B sobre A é |B| cos «, on-
de a é o angulo entre A e B. Do Teorema 14.2.5,

JAJ1B] cos « = A+ B

A‘B
Bl| cos ¢ = —— »

Consulte novamente a Figura 3. Se C for o vetor tal que OR seja sua repre-
sentagdo posicional, entdo C serd chamado de projecdo vetorial de B sobre A.
Para determinar C, multiplicamos |B| cos a pelo vetor unitdrio, tendo a mes-
ma diregdo que A. Assim,

_ llAlldBi cos o)
. lIAf®

A .
- (ﬁ) A (do Teorema 14.2.5)

Vamos enunciar esse resultado como um teorema.

A projegdo vetorial do vetor B sobre o vetor A é

Ciar )

EXEMPLO 2 Dados os vetores
A= -5i+]j B = 4i + 2j

Ache: (a) a proje¢do escalar de B sobre A; (b) a projecdo vetorial de B sobre
A; (c) mostre com uma figura as representagdes posicionais de A, B e a proje-
g:iq vetorial de B sobre A.

Solugdo Primeiro calculamos A - Be |A].
A-B=(=51>:4,2 Il = V(—5)* + 12
=-20+2 =26
= —18
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FIGURA 5
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(a) Do Teorema 14.2.9, a projecdo escalar de B sobre Aé
A-B 18
TAl a6
(b) Do Teorema 14.2.10, a proje¢do vetorial de B sobre A é
()2 -t
= —13(=5i+])
— i - i

(c) A Figura 5 mostra as representacdes posicionais de A, Be C, onde C éa
proje¢do vetorial de B sobre A.

Na Sec¢do 6.6 estabelecemos que se uma forga constante de # N move um

_objeto numa distdncia de d metros ao longo de uma linha reta ¢ a forga estd

atuando na dire¢do do movimento, entdo se W for o niimero de joules do tra-
balho exercido pela for¢a, W = Fd. Suponha, contudo, que a for¢a constante
nio esteja atuando na dire¢do da linha de movimento. Nesse caso, os fisicos
definem o trabalho realizado como. o produto da componente da forca ao lon-
go da linha de movimento vezes o deslocamento. Se o objeto desloca-se de um
ponto A para um ponto B, chamamos o vetor, cuja representagio é AB, de ve-
tor deslocamento ¢ o denotamos por V(4 B). O médulo do vetor forga constan-
te F é expresso em quilogramas, a distancia de A para B é medida em metros,
¢ a é.a medida em radianos do dngulo entre os vetores F e V(ZE). Portanto,
se W for o numero de joules do trabalho realizado pela for¢a F ao deslocar
um objeto de A para B temos,

‘W = (||F|| cos o)||[V(AB)||
= [[FIl [V(B| cos o
=F - V(4B)

FIGURA 6

EXEMPLO 3. Suponha que uma forga F tenha uma intensidade de 6 N e ir
seja a medida em radianos do 4ngulo que dé4 a sua dire¢do. Ache o trabalho
realizado por F ao deslocar um objeto ao longo de uma linha reta, da origem
ao ponto P(7, 1), onde a distdncia ¢ medida em metros.

Solugédo A Figura 6 mostra as representagdes posicionais de F e V((ﬁ‘).
Como F = (6 cos +n, 6 sen +m) e V(OP) = (7, 1), entdo se W for o trabalho
realizado, temos
W = F - V(OP)

= {6 cos in, 6senin) - (7,1)

=3B

=21/3+3

~ 39,37

‘Logo, o trabalho realizado ¢ de aproximadamente 39,37 J.

Os vetores tém representagdes geométricas que sdo independentes do sistema
de coordenadas usado. Por isso, a analise vetorial pode ser usada para provar
certos teoremas de Geometria Plana. Isso estd ilustrado no exemplo a seguir.’
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EXEMPLO 4 Prove, usando a anélise vetorial, que as alturas de um tridngu-
lo encontram-se num ponto.

Solugdo Seja ABC um tridngulo com alturas AP e BQ interceptando-se no
ponto S. Trace uma reta por C e S que intercepte AB no ponto R. Queremos
provar que R RC é perpendlcular a AB (veja a Figura 7).

Sejam AB BC AC AS, BSeCS representacOes de vetores. Seja V(AB) o
vetor cuja representacao ¢ o segmento de reta ¢ orientado AB. Da mesma forma,
sejam V(BC), V(AC), (AS), V(BS) e V(CS) os vetores cujas representagdes
sdo os segmentos de reta orientados entre parénteses.

Como AP é uma altura do tridngulo,

V(45)- V(BC) =0 @)

Também, como BQ é uma altura do tridngulo,
| V(BS): V(AC) = 0 ~ €)
"FIGURA 7 Para provar que RC ¢ perpendicular a AB, mostraremos que V(ﬁ . V(A_B) = 0‘

V(CS) - V(4B) = V(CS) - [V(AC) + V(CB)]
= V(CS) - V(AC) + V(CS) - V(CB)
= [V(CB) + V(BS)] - V(AC) + [V(CA) + V(4S)] - V(CB)
= V(CB) - V(AC) + V(BS) - V(AC) + V(CA) - V(CB) + V(AS) - V(CB)
Substituindo V(a) por —V(AC) e usando (2) e (3), obtemos
V(CS) - V(AB) = V(CB) - V(AC) + 0 + [—V(4AC)] : V(CB) + 0
=0

Logo, as alturas AP, BQ e RC encontram-s¢ num ponto.

EXERCICIOS 14.2

Nos Exercicios de 1 a 4 encontre A - B. 16. Dados A = ki — 2je B = ki + 6j, onde k é um escalar,
_ . ache k tal que A e B sejam ortogonais.

L A=(-12);B=(=43) L. L 17. Dados A = 5i — kje B = ki + 6§, onde k é um escalar,
2A=G-B=G % 3A=2i-5B=i+3 ache (a) k tal que A e B sejam ortogonais; (b) k tal que A
4 A=-2%B=—it] e B sejam paralelos.
5.Mostrequei-i=1;j-j=1Li-j=0. 18. Ache k de tal forma que os vetores dados no Exerc1c1o 16
6. Prove o Teorema 14.2.2(i). tenham dire¢Ses opostas.
7. Prove o Teorema 14.2.2(ii). 19. Dados A = Si + 12je B =i + kj, onde k é um escalar,
8. Prove o Teorema 14.2.3(i). ' ache k de tal forma que a medida em radianos do dngulo en-
9. Prove o Teorema 14.2.3(ii). tre A e B seja —n

10. Prove o Teorema 14.2.3(iii). 20. Ache dois vetores unitarios, cada um deles tendo uma repre-

sentagao posicional cujo ponto inicial é (2, 4) e sendo tan-

Nos Exercicios de 11 a 14, se a for o dngulo entre A e B, ache gente 4 pardbola y = x2 nesse ponto.

cos a. 21. Ache dois vetores unitérios, cada um deles tendo uma repre-
1. A={4,3)B=(1,-1) sentacdo posicional cujo ponto inicial é (2, 4) e sendo nor-
120 A=(-2,-3)B=(32) mal A parabola y = x? nesse ponto.

13. A= 5i — 12j; B=4i + 3j 22. Se A = 2i — 7j, ache os vetores unitdrios ortogonais a A.
14. A =2i+4j; B= —35j 23. Se A for o vetor g,i + a,j, ache os vetores unitarios orto-

gonais a A.
15. Ache k, tal que a medida em radianos do dngulo entre os 24. Se A = 5i — 9cie B = 7i — 4cj, mostre que existe um valor
vetores do Exemplo 1 desta sec¢do seja %n. real para c, tal que A e B sejam ortogonais.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Se A = —8i + 4jeB = 7i — 6j, ache (a) a projegdo escalar
de A sobre B e (b) a projegdo vetorial de A sobre B.
Para os vetores do Exercicio 25, ache (a) a projegao escalar
de B sobre A e (b) a projecdao vetorial de B sobre A.
Ache as componentes do vetor A = S5i — 6j na diregdo do
vetor B = 7i + j.

Para os vetores A e B do Exercicio 27, ache as componentes
do vetor B na diregdo do vetor A.

Um vetor F representa uma forga que tem uma intensidade
de8Ne —;—7: é a medida em radianos de seu angulo de dire-
¢do. Ache o trabalho realizado pela for¢a a0 mover um ob-
jeto (a) ao longo do eixo x, da origem ao ponto (6, 0) e (b)

ao longo do eixo y, da origem ao ponto (0, 6). A distancia

é medida em metros.

Um vetor F representa uma for¢a que tem uma intensidade
de 10 N e 4-7 é a medida em radianos de seu angulo de dire-
¢d0. Ache o trabalho realizado pela for¢ca a0 mover um ob-
jeto ao longo do eixo y, do ponto (0, —2) ao ponto (0, 5).
A distincia é medida em metros.

Um vetor F representa uma for¢a com 9 N de intensidade
e -}n é a medida em radianos de seu dngulo de direcéo.
Ache o trabalho realizado pela forga ao deslocar um objeto
da origem ao ponto (—4, —2). A distdncia é medida em
metros.

32.

33.

34.

3s.

36.

37.

38.

Vetores no Plano e EquagGes Paramétricas

Duas forgas representadas pelos vetores F, ¢ F, atuando nu-
ma particula, fazem com que ela se desloque ao longo de uma
linha reta, do ponto (2, 5) ao ponto (7, 3). Se F, = 3i — j
e F, = —4i + 5j, sendo as intensidades das for¢as medidas
em newtons ¢ a distancia em metros, ache o trabalho reali-
zado pelas duas forgas atuando juntas.

Se A e B sdo vetores, prove que

A+B)-A+B)=A-A+2A-B+B"-B

Prove, usando a anélise vetorial, que as medianas de um trian-
gulo encontram-se em um ponto. -

Prove, usando a andlise vetorial, que o segmento de reta que
une os pontos médios de dois lados de um tridngulo é para-
lelo ao terceiro lado e que seu comprimento é a metade do
comprimento do terceiro lado.

Prove, usando a anélise vetorial, que o segmento de reta que
une os pontos médios dos lados ndo-paralelos de um trapé-
zio é paralelo ao lados paralelos e que seu comprimento é
a metade da soma dos comprimentos dos lados paralelos.
Prove que dois vetores ndo-nulos sdo paralelos se e somente
se a medida em radianos do dngulo entre eles for 0 ou 7.
Se A e B sdo vetores, prove que [A - B| < |A[| |B|, onde
a igualdade ocorre se e somente se existir um escalar c, tal
que A = cB.

14.3 FUNGGOES COM VALORES
VETORIAIS E EQUAGOES
PARAMETRICAS

14.3.1 DEFINICAO

Suponha que uma particula se movimenta de tal forma que as coordenadas (x, )
de sua posi¢do em qualquer instante ¢ sejam dadas pelas equagdes x = f(f) e
y = g(2). Entdo, para todo numero ¢ no dominio comum a f e g havera um
vetor f(¢)i + g(#)j, e os pontos finais das representagdes posicionais desses ve-
tores tragardo uma curva C percorrida pela particula. Isso nos leva a considerar
uma fun¢do cujo dominio seja um conjunto de nimeros reais e cuja imagem
seja um conjunto de vetores. Tal func¢do é chamada de funcdo com valores ve-
toriais. :

Sejam f e g duas fungdes com valores reais de uma variavel real ¢. Entdo, para
todo nimero ¢ do dominio comum a f e g havera um vetor R definido por

R(®) = fi + g(0j

¢ R serda chamado func¢do com valores vetoriais.

» ILUSTRACAO 1 Seja R a fungdo com valores yetoriais definida por

R(D) = T =2 + (¢ — 3)f

Se f(t) =t — 2eg(?) = (t — 3)~', o dominio de R ser4 o conjunto dos va-

lores de # para os quais ambas f(?) € g(¢) estdo definidas. Como f(¢) est4 defini-
da para ¢ > 2 e g(¢) esta definida para todo nimero real exceto 3, o dominio
deRé {t|t > 2, ¢t # 3). <

A equagido R(i) = f(®i, g(#)j € chamada de equacio vetorial e define uma
curva C. Essa mesma curva C também é definida pelas equages

x=f) e y =g ()




P(2cos t, 2sent)

FIGURA 1
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que sdo chamadas de equacdes paramétricas de C. A varidvel ¢ ¢ um pardme-
tro. A curva C também ¢é chamada de gréfico; isto é, o conjunto de todos os
pontos (x, y) satisfazendo (1) é o grafico da fun¢do com valores vetoriais R.

A equagdo- vetorial de uma curva, bem como as equa¢des paramétricas de

- uma curva, ddo a ela uma dire¢do em cada ponto. Isto ¢, se considerarmos a

curva como sendo descrita por uma particula, poderemos identificar a dire¢do
positiva ao longo da curva como a dire¢do na qual a particula movimenta-se
quando ¢ cresce. Em tal caso, # pode ser tomado como a medida do tempo, e
o vetor R(#) é chamado de vetor posi¢io. Algumas vezes R(?) é referido como
o vetor raio.

Se o parametro ¢ for eliminado do par de equagdes (1), obteremos uma equa-
¢do em x e y chamada de equaciio cartesiana de C. Pode acontecer que a elimi-
nagdo do parametro leve a uma equagdo cartesiana cujo gréfico contenha mais
pontos do que-o grafico definido pela equagéo vetorial ou pelas equagGes para-
métricas. Essa situacdo ocorre no Exemplo 2.

EXEMPLO 1 Dada a equacdo vetorial
R(f) = 2 cos ti + 2 sen tj

(a) Faga um esbogo do gréfico dessa equagdo e (b) ache a equacéo cartesiana

do grafico. '

Solugao

(a) O dominio de R é o conjunto de todos os niimeros reais. Os valores de x
e y para valores especificos de # podem ser dispostos em uma tabela. Calcu-
lemos 0 médulo do vetor posi¢do. Para todo ¢,

IR@)| = V& cos? f + 4 sen? ¢

= 2./cos? t + sen? ¢

- =2 S

Assim sendo, o ponto final da representagdo posicional de cada vetor R(?)
estd a duas unidades da origem. Fazendo ¢ assumir todos os valores do in-
tervalo fechado [0, 2], obtemos uma circunferéncia de raio 2 e centro na
origem. Com isso completamos o grafico, pois qualquer valor de ¢ dard um
ponto sobre essa circunferéncia. Um esbogo dela estd na Figura 1. As equa-
¢Oes paramétricas do grafico sdo

X =2cost e y=sent

(b) Uma equagdo cartesiana do grafico pode ser encontrada, bastando eliminar
t das duas equagOes paramétricas. Isso pode ser feito se elevarmos ao qua-
drado cada equagdo e somarmos para obter:

xt +y2 =4

EXEMPLO 2 Dadas as equacéés paramétricas
x =cosht e y = senht

(a) Faga um esbogo do gréfico definido por essas equagdes e (b) ache uma equa-
¢do cartesiana do gréfico.

Solugédo .
(a) Elevando ao quadrado as equagdes e subtraindo, teremos

x2 — y2 = cosh? f — senh? ¢
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FIGURA 2
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Da identidade cosh? t — sen? t = 1, teremos a equagdo
2 _y2 =

Essa € a equagdo de uma hipérbole equildtera. Entretanto, observe que para
todo t real, cosh ¢ nunca é menor do que 1. Assim, a curva definida pelas
equagdes paramétricas consiste somente nos pontos sobre o ramo direito da
hipérbole. Um esbo¢o dessa curva esta na Figura 2. A curva pontilhada na
figura é o ramo esquerdo da hipérbole equilatera.

(b) Uma equagao cartesiana é

Peyr=1 x21

Vimos que, eliminando ¢ das equag6es paramétricas (1), obtemos a equagio
cartesiana. Esta, implicita ou explicitamente, define y como uma ou mais fun- '
¢cdes de x. Isto é,se x = f(f)ey = g(f), entdo y = h(x). Se h for uma fungio

" diferencidvel de x e f for uma fung:ao diferencidvel de ¢, entdo, pela regra da

cadeia,
dy _dy dx
dt  dx dt
Se Z 7 # 0, podemos dividir ambos os membros da igualdade acima por df
¢ obter
- a@
dy dt
@ = dx @
dr

A igualdade (2) possibilita-nos encontrar a derivada de y em relacido a x direta-
mente das equagdes paramétricas.

2 2 ’
Como d’y = 4 (dy> entio —— d’y = ﬂy_)_. Assim,

dx? dx dx dx? dx
ap’)
d? dt
il )
dt

EXEMPLO 3 Dada as equagdes paramétricas
x=312 e y = 41

2
ache dy Zx}; sem eliminar ¢.
5 Ay ppp e X _
Solugéo Como dt 122 e p7a 6¢, de (2) temos
dy 12¢2
dx ~ 6t

=2t
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Como y = 2t, 20 _ 3 Entio, de (3),

dt
d(y)
sy _
dx? d_x
dt
_ 2
T 6t
_ 1
T3

EXEMPLO 4 (a) Faca um esbogo do grafico definido pelas equagdes paramé-
tricas do Exemplo 3, e (b) ache uma equagdo cartesiana do gréfico.

Solugédo As equagdes paramétricas sdo
x =232 e y= 41

(a) Observamos que x é ndo-negativo. Assim, o grafico estd restrito ao primei-
ro e quarto quadrantes. A Tabela 1 d4 os valores de x e y para valores especifi-
cos de t. Como —% = 2, entdo quando f = 0, —Z% = 0. Logo, no ponto
(0, 0), a reta tangente é horizontal. Partindo desse fato e com os pontos ob-
tidos da Tabela 1, obtemos o esbogo do grifico que aparece na Figura 3.

(b) Das duas equagdes paramétricas obtemos x3 = 27¢ e y2 = 16¢6. Resolven-
do essas equagdes para t6 e eliminando #5, obtemos

x3 y2
27716 .
16x3 = 27y? : ' (4)

que € a equagdo cartesiana pedida.

> ILUSTRAGAO 2 Se em (4) derivarmos implicitamente,

48x? = 54y 4
dx
dy 8x*
dx 9y

Substituindo x e y em termos de ¢ pelos valores dados nas equagdes paramétri-
cas, obtemos

dy  8(3¢%)?
dx ~ 9(43)
=2t

o que esta de acordo com o valor ja obtido de % no Exemplo 3. L |
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Tabela 2
t pd y
—4 —12 0
-3 -5 -3
-2 0 —4
-1 3 -3
0 4 0
1 3 5
2 0 12
3 -5 21
Yy

FIGURA 4

O
FIGURA 5
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dy dx . dy
dad to— =0e—— #0,entdio — =0 ¢
Segue de (2) que se num dado pon dt it dx
o gréafico do par de equagOes paramétricas terd uma reta tangente horizontal
. dx dy . dy
. ¢ , to — = 0e — # 0, entdo —
no ponto. Além disso, se num dado ponto a e dt dr

ndo existird no ponto e o grafico podera ter uma reta tangente vertical passan-
do nesse ponto. Essas retas tangentes podem nos ser de grande ajuda para tra-
¢armos um esbogo do grafico das equagOes paramétricas.

EXEMPLO 5 Dadas as equagOes paramétricas
x=4—-1* e y=1+ 4¢

ache as retas tangentes, horizontal e vertical, ao grafico desse par de equagdes
e faga um esbogo do grafico.

Solut;ao

dx y

—= -2 —=2t+4

dt dt +

dy 2t + 4

L o= ) »

0go e — isto é

dy t+2

dx —t
. dy . .
Quando ¢t = -2, I =0, x=0ey = —4, Assim _sendo, o grafico tem
uma reta tangente horizontal em (0, —4). Quando ¢ = 0, % ndo existe, x = 4

e y = 0; o gréfico tem uma reta tangente vertical em (4, 0). A Tabela 2 d4 os
valores de x e y para valores determinados de ¢£. Com os pontos obtidos desses
valores e sabendo onde estdo as retas tangentes horizontal e vertical, fazemos
o esbogo do grafico mostrado na Figura 4.

Agora iremos mostrar como as equacgdes paramétricas podem ser usadas pa-
ra definir uma curva descrita por um movimento fisico. Consideraremos a ci-
cléide, que € a curva descrita por um ponto na circunferéncia de um circulo,
quando esta rola ao longo de uma linha reta. Suponha que a circunferéncia te-
nha raio a. Seja o eixo x, a reta fixa sobre a qual a circunferéncia rola, e seja
a origem um dos pontos onde o ponto P dado toca o €ixo x. Veja a Figura 5,
que mostra a circunferéncia ap6s ter-se deslocado por um dngulo de ¢ radianos.
Da Figura 5,

V(OT) + V(TA) + V(4P) = V(OP) 5)

O comprimento de arco PT ¢ | V(OT) | = at. Como o sentido de V(OT) é
o mesmo do eixo x positivo,

V(OT) = ati ©®
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Também |V(TA)| = a — acos t. E como o sentido de V(7A4) é o mesmo de j,
V(TA) = a(l — cos Bi 0
|[V(AP)| = asen t, e o sentido de V(AP) é igual ao de —i; assim,
V(ﬁ) = —agsenti ]

Fazendo as substitui¢Oes a partir dessa equagdo,de (6) e (7) em (5), teremos
ati + a(l — cos )j — asenti = V(O—P.)

& V(OP) = a(t — sen 0i + a(l — cos B)j

Essa é uma equagdo vetorial da cicldide. Assim, as equagOes paramétricas
da cicldide sdo

x=a(t —sent) e y=a(l - cos? (8)

onde ¢ € um nimero real qualquer. Um esbogo de parte da cicléide estd na Fi-
gura 6. :

—2ma —7a (o] T ’ wa 2ma 3ma 4ma
FIGURA 6

Na Secgéo 11.1, onde o teorema do valor médio de Cauchy (11.1.3) foi enun-
ciado e provado, indicamos que uma interpretagdo geométrica seria dada aqui,
pois sdo necessarias as equagdes paramétricas. Lembre-se de que o teorema afir-
ma que se f e g forem duas fungdes tais que (i) f e g sejam continuas em [a, b],
(ii) f e g sejam diferencidveis em (a, b) e (iii) para todo x em (a, b) g’(x) # 0,
entdo existird z no intervalo aberto (a, b), tal que

fb)—fla) _[f()
gb) —gla) 4'(2)

Y
t=2z, B(g(b), f(b))
f(b) — f(a)
(@), fa) A T T T

O X
FIGURA 7 e
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A Figura 7 mostra uma curva com equag¢des paramétricas x = g(f) e y = f(),
onde @ < ¢ < b. A inclinagdo da curva da figura num dado ponto é dada por

@ _f0
dx  g'(t)

e a inclinagdo do segmento de reta que une os pontos A4(g(a), fla)) e B(g(d),

f(d)) é dada por

J(b) — f(a)
g(b) — g(a)

O teorema do valor médio de Cauchy afirma que as inclina¢ées sdo iguais em

pelo menos um valor de f entre a e b. Para a curva da Figura 7 existem quatro
valores de ¢ satisfazendo a conclusdo do teorema: ¢t = z,, ¢t = 2, t = z; €

t=Z4.

EXERCICIOS 14.3

Nos Exercicios de I a 6, ache o dominio da funcdo R com valo-
res vetoriais.

1. R(t) = (1/)i + V4 — tj

3. R(t) =(sen~'t)i + (cos™ ! t)j
4. R(t) =In(t + 1)i + (tg~! v)j
5 R(t) = /12 — 9 + /12 + 2t — §j
6. R(t) =/t — 4i + /4 —j

2 R(D) = (2 + 3)i + (r — 1)j

2
Nos Exercicios de 7 a 12, ache —di e a’y

sem eliminar o
dx  dx?’

parametro.

8 x=1—-t3y=1+¢
10. x =¢e* y=1+cost
12. x =acosht, y = bsenh ¢

7. x =3ty =2t
9. x=t¥,y=tlnt
11. x=acost,y=bsent

Nos Exercicios de 13 a 19, faca um esbogo do grdfico da equa-

¢do vetorial dada e ache a equagdo cartesiana do grdfico.

13. R(t) = t%i + (t + 1)j 14. R(t) = (t — 2)i + (t> + 4)j

4 4

16. R(t)=t—2i+;j

17. R(?) = sec ti + tg tj; t em (-4, +7)

18. R(¥) = cos ti + cos tj; t em [0, +7)

19. R(¥) = 4 cos ti + 3 sen tj; t em [0, 27)

20. Ache uma equagdo da reta tangente A curvax = 1 + 3sent,
y =2 — 5cos t, no ponto onde t = +r.

21. Ache uma equagdo da reta tangente A curva x = 2 sen ¢,
Y = 5cos ¢, no ponto onde ¢t = +x.

15. R(z) = 3 cosh ti + 5senh ¢j

Nos Exercicios de 22 a 24, ache as retas tangentes, horizontal
e vertical, ao grdfico dado pelo par de equagdes paramétricas e
faca um esbogo do grdfico.

2. x=2+ty=t2—1t 23. x =412 —4t,y=1— 42
3at 3ar?
U x=— y=—
i e’y e

25. As equagdes paramétricas para a frocdide sao
x=at —-bsent e y=a—- bcost

Mostre que essa curva ndo tem reta tangente vertical se
a>b>0.

Um projétil move-se de tal forma que sua posi¢cdo em cada
instante ¢ seja dada pelas equagbes paramétricas x = 60f e
y = 80t — 16¢2. Faga um esbogo da trajetdria do projétil.

8

27. Dada a cicléide descrita pelas equagdes (8), obtenha ﬂ,
d¥y d’% . dx
€ —— no ponto em que y atinge o seu valor maximo
dx? = dx?
para x no intervalo fechado [0, 2na].
28. Mostre que a inclinagdo da reta tangente, em ¢ = f,, 3 ci-
cloide descrita pelas equagbes (8) é cotg %t,. Deduza,
entdo, que a reta tangente € vertical quando ¢ = 2nn, onde
n é um inteiro qualquer.
A hipocicldide é uma curva tragada por um ponto P da cir-
cunferéncia de raio b que rola por dentro de uma outra cir-
cunferéncia fixa de raio @, @ > b. Se a origem é o centro da
circunferéncia fixa, 4 (e, 0) ¢ um dos pontos no qual o pon-
to P entra em contato com a circunferéncia fixa, B é o ponto
de tangéncia mével entre as duas circunferéncias e o para-
metro ¢ € o nimero de radianos no dngulo AOB, prove que
as equacgles paramétricas da hipocicléide sdo

a-»>b

29

x =(a— b)cost + bcos t

b

30. Se a = 4b no Exercicio 29, temos uma hipocicldide de qua-
tro vértices. Mostre que as equagdes paramétricas dessa cur-
vasiox = acos’tey = asen’t.

31. Use as equagdes paramétricas do Exercicio 30 para achar uma
equagdo cartesiana da hipocicléide de quatro vértices e faca
um esbogo do grafico da equagdo resultante.

(a—b)sent—bsena t

y
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32. As.equagdes paramétricas da tratriz sdo 34. Mostre que a tratriz do Exercicio 32 é uma curva, tal que
o comprimento do segmento de toda reta tangente do ponto

i
x=t—atgh— e y=asechL e ; ‘ .
a de tangéncia ao ponto de intersec¢do com o eixo x é cons-

Faga um esbogo da curva parag = 4. tante e igual a a.

33. Prove que o parimetro ¢ nas equagoes paramétricas de uma 35. Ache a 4rea da regido limitada pelo eixo x e um arco de ci-
tratriz (veja o Exercicio 32) é a interseccdo da reta tangente cléide tendo as equagdes (8).
com o €ixo x. 36. Ache o centroide da regido do Exercicio 35.

14.4 CALCULO DE FUNCGES As defini¢des de limites, continuidade, derivadas e integrais indefinidas de fun-
COM VALORES VETORIAIS ¢ées com valores vetoriais envolvem as defini¢gdes correspondentes para fun-
¢Oes com valores reais.

14.4.1 DEFINICAO Sejé R uma fungdo com valores vetoriais cujos valores funcionais sio dados por

R@®) = f(Oi + g(0) »
Entdo, o limite de R(¢) quando ¢ tende a ¢, serd definido por

Lim R() = [}irl} f(t)]i + [}{n} y(r)]j

se lin} Sf(® e lim g(¢) existirem.
- 1 [ l, .

» ILUSTRAGAO 1 Se R(f) = cos ti + 2efj, entdo
lim R(t) = (lim cos )i + (lim 2¢')j

=0 t=0 t—0

=i+2 | <

14.4.2 DEFINICAO | A fungdo R com valores vetoriais serd continua em ¢, se e somente se as trés
condigdes seguintes forem satisfeitas:

(i) R(?) existe;
(ii) ‘lm;l R(?) existe;
(iii) 'lm;l R() = R().
-4

Das Defini¢des 14.4.1 e 14.4.2, segue que ‘a fungdo com valores vetoriais
R, definida por R(¢) = f(?)i + g(?)j, sera continua em ¢, se € somente se f e
g forem continuas em ¢,.

Na definicdo que segue, a expressdo

R(t + At) — R(t)

At
serd usada para indicar a divisdo de um vetor por um escalar. Essa expressio
significa

1
A [R(t + At) — R(1)]

14.4.3 DEFINICAO | Se R for uma fungéo com valores vetoriais, entdo a derivada de R também serd
uma fung¢do com valores vetoriais, denotada por R’ e definida por

R() = lim R + AAti - R(@®)
aro0

se esse limite existir.
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A notagdo DR(?) € usada, por vezes, em lugar de R’ (?).
Da Defini¢do 14.4.3 e da defini¢do da derivada de uma fungdo com valores
reais, decorre o teorema a seguir.

14.4.4 TEOREMA

Se R for uma fungéo com valores vetoriais definida por
RO = f@ + g}

entado
R =i + g9’

se f'(f) e g’ (¢) existirem.

Yy
R'(t)
¢ Q
o
b3 . P
X N
Q'\‘
3
X

FIGURA 1

Prova Da Defini¢do 14.4.3,

R(?) = lim Rt + A) —R@)

At—0 At
_ lim LS+ A0i + g( + Ani] — [f(0i + ¢(t)i]
o At=0 At
_im L8010 [+ A) — g(0)]
Ar—»o At Az—»o At }
= f'(t)i + g'(t)j ]

A diregdo de R’(?) ¢ a mesma da reta tangente ao gréfico de R(#), no ponto
(), 9()), isto ¢, a direcdo de R’(#) ¢ dada por 6 (0 < 6 < 27), onde tg § =
= g'(0/f (), isto &,

&
dt
tg = —
g0 dx
dt
_d
T dx

Uma interpretagdo geométrica da Defini¢do 14.4.3 pode ser obtida se consi-
derarmos as representacdes dos vetores R(?), R(t + Af) e R’(f). Consulte a Fi-
gura 1. A curva C é tragada pelo ponto final da representagio pos1c1onal de
R(?) quando ¢ assume todos os valores do dominio de R. Seja OPa representa-
¢do posicional de R(?) e OQ a representagdo posicional de R(¢ + Af). Entdo
R( + At) — R(¢) serd um vetor tendo PQ como representagdo. Se o vetor
R(t + Af) — R(?) for multiplicado pelo escalar 1/A¢, obtemos um vetor com
a mesma diregdo e cujo médulo € 1/|At| vezes o médulo de R(f + A?) — R(?).
Quando At tende a zero, o vetor [R(f + A7) — R(¢)]/At tende a um vetor ten-
do uma de suas representagdes tangente A curva C no ponto P.

» ILUSTRACAO 2 Se R(®) = 2 + sen )i + cc;s tj, entdo

R’(?) = cos ti — sen ¢j <

Derivadas de ordem superior deAfuncées com valores vetoriais sdo definidas
como as derivadas de ordem superior para fungdes com valores reais. Assim,
se R for uma fun¢do com valores vetoriais definida por R(¢) = f(#)i + g(9)j,
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14.4.6 TEOREMA

14.4.7 TEOREMA
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a derivada segunda de R, denotada por R”(?), serd dada por

R”(1) = D[R'(2)]

A notagdo D R(?) pode ser usada em lugar de R”(f). Aplicando o Teorema
14.4.4 a R’ (9,

R'() = /(i + ¢" (V)
se f”(f) e g” () existirem.

> ILUSTRAGAO 3 Se R() = (In )i + <%> entdo
B TR TS I

Dizemos que uma fun¢@o com valores vetoriais R é diferencidvel num intervalo
se R’(?) existir para todos os valores de ¢ no intervalo.

Os teoremas a seguir ddo as férmulas de derivagdo para fungdes com valores
vetoriais. As demonstragées baseiam-se no Teorema 14.4.4 ¢ nos teoremas so-
bre derivacdo de fungbes com valores reais.

Se R e Q forem fungdes com valores vetoriais diferencidveis em um intervalo,
entio R + Q sera diferenciavel no intervalo, e

- DIR(®) + Q0] = DR(H) + DQ®)

A demonstragio desse teorema serad deixada como um exercicio (veja o Exer-
cicio 25). '

EXEMPLO 1 Verifique o Teorema 14.4.6 se
R =ti+(@-1)j e Q@) = senti + costj
Solugdo
D,[R@® + Q)] =D([t% + (¢t — 1)j] + [sen ti + cos tj])
= DJ(#* + sen f)i + (¢t — 1 + cos jl
(2t + cos Ni + (1 — sen ?)j
Dt + (¢t — 1)j] + Dfsen ti + cos #j)

(2ti + j) + (cos ti — sen tj)
2t + cos i + (1 — sen ?)j

Logo, D[R() + Q)] = DR() + DQ().

DR() + DQ®

Se R e Q forem fungdes com valores vetoriais diferencidveis em um intervalo,
entdo R - Q sera diferenciavel no intervalo ¢

D[R - Q0] = [DR®] - Q) + R - [DQ)]

Prova Seja R(?) = fi(Di + g,(D)) e Q) = fi(hi + g,(1)j. Entdo, pelo Teore-
ma 14.4.4,

DR() = f'®)i + 9,/  DQ) = f,t)i + g,'(t)j
R() - Q) = [/i0][/2()] + [9:()][9:(0)]
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Logo,

D [R(1) - Q)]
= [A'OILL0] + [AOILL ®] + [9.'©1(9.0] + [9:0]1[92®)]
= {[A'OILLO] + [9.'©1[g9)]} + {{LOILL'®] + [9:(©)][9. )]}
[DR(®)] - Q) + R() - [D.Q(1)] n

EXEMPLO 2 Verifique o Teorema 14.4.7 para os vetores do Exemplo 1.
Solugdo Os vetores sao

R(®) =4 + (¢t — 1)j Q@) = sen ti + cos {j
Assim, R(?) - Q(f) = t2sent + (¢t — 1) cos t. Logo,

D[R - Q)] = 2tsent + t>cost + cost + (t — 1)(—sen ?)
=(t+ 1)sent + (t2 + 1)cost 1)
Como DR(f) = 2ti + je D,Q() = cos ti — sen tj, temos que
[DR®] - Q) + R - [DQW)]
= (2ti + j) - (sen ti + cos tj) + [ti + (¢ — 1)j] - (cos ti — sen tj)
= (2tsent + cos?) + [t>cost — (¢ — 1) sen ]
= (t + _1) sent + (#2 + 1) cos ¢ 2)

Comparando (i) e (2), vemos que o Teorema 14.4.7 é vilido para esses vetores.

Se R for uma fungdo com valores vetoriais, diferenciavel em um intervalo e se
f for uma fun¢do com valores reais, diferencidvel no intervalo, entido

D fOIR®Y = [DSOIRE + f(©) DR()

A demonstragdo desse teorema serd proposto como exercicio (veja o Exerci-
cio 26).

Ser4 necessario aplicar, em discussdes futuras, o teorema a seguir. E a regra
da cadeia para fun¢des com valores vetoriais. A sua demonstracdo serd propos-
ta como um exercicio (veja o Exercicio 27) e baseia-se no Teorema 14.4.4 ¢ na
regra da cadeia para fungbes com valores reais.

Suponha que F seja uma fungdo com valores vetoriais, # seja uma funcdo com
valores reais e G, uma fungéo com valores vetoriais definida por G(¢) = F(k(¢)).
dg

Se ¢ = h(f) e ambas ar e D,G(?) existirem, entdo D,G(f) existe e ¢ dada por

DGO = [D,GW] 2

» ILUSTRAGAO 4 Sejam F e & do Teorema 14.4.9 as fungdes definidas por
F(g) = ¢4 + e?j e h() = sent
Se ¢ = h(t) e G(t) = F(h(D)), temos

é =sent e G = sen* i + e
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Calculando D,G(?) pelo Teorema 14.4.4 temos
DG() = 2sen tcos ti + e’ cos tj 3)

Vamos mostrar que aplicando o Teorema 14.4.9 obteremos o mesmo resulta-
do. Uma vez que G(#) também pode ser escrita como ¢2 + e?j, temos

D,G(t) = D[ ¢ + e*j]
= 2¢i + €%
Mas ¢ = sen ¢; assim,
D,G() = 2senti + e*j e %— = cos t
Substituindo esses valores no segundo membro da férmula do Teorema 14.4.9,

teremos

DG() = [2senti + e*"'j} cos t
= 2sen tcosti + e*! cos £

que estd de acordo com (3). <

Vamos definir agora uma integral indefinida (ou antiderivada) de uma fun-
¢d0 com valores vetoriais.

Se Q for a fun¢do com valores vetoriais dada por

QM) = f(Oi + g(0j

entdo a integral indefinida de Q(f) sera definida por

S QW) dt =i S fdt +j S g(?) dt (@)

Essa definicdo € consistente com a definigdo de integral indefinida de uma
fungdo com valores reais, pois se tomarmos a derivada de ambos os membros
de (4) em relagido a ¢,

D, f Q(t) dt = iD, f f() dt + iD, f g(t) dt
D, [ Q) dt = if(s) + g(0)

Cada uma das integrais no segundo membro de (4) d4 origem a uma constan-
te escalar arbitrdaria. Quando multiplicamos cada uma das constantes por i ou
j, obtemos um vetor constante arbitririo na soma. Assim, '

[Qwar=Rr@) +C

onde DR(?) = Q(?) e C é um vetor constante arbitrario.

EXEMPLO 3 Ache a fun¢ido com valores vetoriais mais geral, cuja derivada ¢

Q) = sen ti — 3 cos tj
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Solugédo Se DR(f) = Q(?), entdo R(?) = S Q) dt, isto é,
R(Y) |

1

iSsentdt - 3j Scostdt
i(—cost + C)) — 3j(sent + C)
—cos ti — 3 sen tj + (Cii — 3G,j)
—costi — 3sentj + C

EXEMPLO 4 Ache o vetor R(?) para o qual
DR({) =e-ti+ej e RO =i+ j
Solugdo |
R(t)=ife“dt+jfe’dt
=i(—e "+ C)+je +Cy)
Como R(0) =i + j,
i+j=i(—1+C)+jl1+Cy
Logo, ‘
C,—1=1  C,+1=1
C, =2 C,=0
Assim sendo,

R(t) =(—e " + 2)i + €

O seguinte teorema nos serd util mais adiante.

14.4.11 TEOREMA

Yy
< B
\D,R(t)
N
\"
'\
9) ' l *
FIGURA 2

Se R for uma fung¢do com valores vetoriais, diferencidavel em um intervalo e
|R(#)| for constante para todo ¢ no intervalo, entdo os vetores R(?) ¢ DR(¢)
serao ortogonais.

Prova Seja |R(f)] = k. Entdo, pelo Teorema 14.2.3(iii),
R{) - R() = k2

Diferenciando ambos os membros em relagao a ¢ e usando o Teorema 14.4.7,
obtemos

[DR®] - RO + R(®) - [DR®] = 0
2R(t)- D,R(t) = 0

Como o produto eécalar de R(?) e DR(?) € nulo, segue da Defini¢cio 14.2.7 que
R(?) e DR(¢) sdao ortogonais. ' |

A interpretacdo geométrica do Teorema 14.4.11 ¢ evidente. Se o vetor R(¢)
tiver mddulo constante, entdo a representagio posicional OP de R(?) terd seu
ponto final P sobre a circunferéncia, com centro na origem e raio k. ASSi_I}l_,'
o gréfico de R ¢ essa circunferéncia. Como DR(?) e R(?) sdo ortogonais, OP
¢ perpendicular a uma representa¢do de DR(?). A Figura 2 mostra o esbogo
de uma parte i@ circunferéncia, a representagio posicional de R(?), OPe are-
presentacdo PB de DR(y).
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EXERCICIOS 14.4

Nos Exercicios de 1 a 5, ache o limite indicado, se ele existir.
1. R(t) = (3t — 2)i + t%j; lim R(2)
. t—2

v . t2—4
2. Rt)=(t—2i+ j; im R(¢)
t—2 " a2
3. R(t) = 2senti + cos tj; lim R()
t—nf2
2—-2t—-3, t2-5t+6

4. R(t) = j; lim R
() =— 5 i+ — "~} mR()

5. R(t)=¢*ti+ |t + 1)j; lim R()
t—=—1

Nos Exercicios de 6 a 14, ache R'(t) e R” ().
6. R)=(*-3)i+2t+1j 7. R =e*i+Intj
8. R(¢) = cos 2ti + tg tj 9. R(t) =tg~!ti + 24
t—1, -2,
e
11 R(t) = (2 + 49~ 4 + /1 — 5t

12. R(?) = /2t + 1i + (t — 1)?
13. R(t) = Ssen 2ti — sec 4tj
14. R(t) = (€ + 2)i + 2e¥j

Nos Exercicios 15 e 16, ache D,|R(?)].

15. R(t) = (¢t — )i + (2 — t)j
16. R(t) = (¢ + 1)i + (¢! — 1)j

10. R() =

Nos Exercicios 17 e 18, verifique o Teorema 14.4.6 para os veto-
res dados.

17. R(t) = (2 + €&)i + (t — e*)j; Q(t) = (t3 + 2¢)i — (3t + )]
18. R(t) = cos 2ti — sen 2tj; Q(t) = sen? ti + cos 2tj

Nos Exercicios 19 e 20, verifique o Teorema 14.4.7 para os veto-
res do exercicio indicado.

19. Exercicio 17 20. Exercicio 18

Nos Exercicios de 21 a 24, ache R'(t) - R"(?).

21. R(t) =2t — )i+ (t* + 3)j 22. R(t) =In(t — 1)i — 3t7j
23. R(t) = e*'i + e~ %j 24. R(t) = —cos 2ti + sen 2t

25. Prove o Teorema 14.4.6.
26. Prove o Teorema 14.4.8.
27. Prove o Teorema 14.4.9.

Nos Exercicios de 28 a 33, ache o vetor mais geral cuja derivada
é a fungdo dada.

1
28. (12 — 9)i + (2t — 5)j 29. tgti—

30. 3 — 2% 3. 4 —j
t —

1 4

2. mi“'l‘—:?j 33. lﬂti‘f‘tzj

y _1 ) j e R(3) = 2i — 5§, ache R().
35. Se R'(f) = sen? ti + 2 cos® tj e R(r) = 0, ache R(¥).
36.Se R'(f) = € senti + e cos tjeR(O) =i — j, ache R@).

34.Se R'(1) = t4 +

Nos Exercicios 37 e 38, ache uma equagdo cartesiana da curva
que seja descrita pelo ponto final da representagdo posicional de
R’(). Ache R(?) - R’ (¢). Interprete o resultado geometricamente.

37. R(¢) = cos ti + senj 38. R(t) = cosh ti —senh tj

Nos Exercicios 39 e 40, se a(t) for a medida em radianos do an-
gulo entre R(?) e Q(9), ache Da(t).

39. R(f) = 3e%ie Q(f) = 6e¥j
40.R(H) = 2ti + (2 — Dje Q@) = 3i

41. Suponha que R ¢ R’ sejam fun¢des com valores vetoriais,
definidas em um intervalo, e R’ seja diferenciavel no inter-
valo. Prove que

D[R(®) - R()] = [RO|? + R@) - R"(1)

42. Se |R(9)| = h(¢), prove que R(?) : R'()) = [h@1[A’'(D)].

43. Se a fun¢do com valores vetoriais R e a fungdo com valores
reais f forem ambas diferenciaveis em um intervalo e f(?) = 0
no intervalo, prove que R/ f também serd diferencidvel no

intervalo e
[E(Q] _JOR()) - f'(OR()
“Lr@ (/0]

44. Prove que se A e B forem vetores constantes e f e g forem
fungdes integraveis, entdo

| [A7() + Bg(y] dt = A {rwyar + B[40 ar

(Sugestdo: expresse A ¢ B em termos deie j.)

145 COMPRIMENTO DE ARCO Na Secgio 6.3 obtivemos uma férmula para encontrar o comprimento de arco
do gréfico de uma fung¢do. Tal grafico é um tipo especial de curva, pois o grafi-
co de uma fung¢do nao pode ser interceptado por uma reta vertical em mais de

um ponto.

Desenvolveremos agora um método para encontrar o comprimento de arco
de outros tipos de curvas. Seja C a curva tendo como equagdes paramétricas

x=f() e y=

g
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Pi(f(t:).9(t:))
,/ \ﬂ P,'_1(f(fi_1), g(ti—l))

N
P.(f(b).g(b)

FIGURA 1 o

Suponha que f e g sejam continuas no intervalo fechado [a, b]. Queremos es-
pecificar um nimero L para representar o nimero de unidades para o compri-
mento do arcode Centre ¢t = aet = b. Vamos proceder como na Secgdo 6.3

Seja A uma parti¢do do intervalo fechado [a, b], formada pela divisdo do
intervalo em n subintervalos, sendo escolhidos (» — 1) niimeros entre a e b.
Sejam ) = aet, = b,esejam ¢, ¢, ..., _,0s nimeros intermedidrios:

o<t <...<tp_ <t, .

O i-ésimo subintervalo é [t,_ ,, ] ¢ A é a medida de seu comprimento, sendo
At=¢t—-t_,,ei=1,2,...,n. Seja |[A]| a norma da parti¢io, de tal
forma que A;z < |A].

H4 um ponto P;(f(t), g(¢)) em C associado a cada nimero ¢, De cada ponto
P, _ | tracamos um segmento de reta, ligando-o ao préximo ponto P,. Veja a
Figura 1. Vamos denotar por | P, ,P;| a medida do comprimento do segmento
de reta de P, _, a P, Da férmula da distincia temos

|P,_\P| = \/[f(t;) = flti- )] + [9(t) — gt )]? (1)
A soma das medidas de comprimento dos n segmentos de reta é
3 PP

Nossa nogdo intuitiva de comprimento de arcode ¢t = g até ¢t = b leva-nos a
definir a medida do comprimento do arco como o limite da soma quando |A |
tende a zero.

Seja C a curva com equagdes paramétricas x = f(f) e y = g(¢). Vamos supor
que exista um numero L com a seguinte propriedade: para todo ¢ > 0 existe
um § > 0 tal que para toda parti¢do A do intervalo [a, b] para a qual A < 4,
entido '

pX |Pi_ Pl — L|<e
i=1

Assim escrevemos

L =lim | P; _ P

laf=0i=1

e L ¢ chamado o comprimento de arco da curva C do ponto (f(a), g(@)) ao

- ponto (f(b), g(b)). .
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O arco da curva ¢ retificdvel se o limite na Defini¢do 14.5.1 existir. Se f* e
g’ forem continuas em [a, b], procederemos da seguinte forma, de modo a achar
uma férmula para calcular esse limite.

Como f’ e g’ sdo continuas em [a, b], elas sdo continuas em cada subinterva-
lo da parti¢do A. Assim, a hipdtese do teorema do valor médio (Teorema 4.3.2)
estd satisfeita por fe g em cada 7, _ |, #]; logo, existem os numeros z; € w; no in-
tervalo aberto (¢, _ ,, ¢,), tais que

f@) = fti-)=fz) At e g(t) — g(t;-1) = g'(wy) At
Substituindo em (1), obtemos
lPi-1Pi' = \/[f’(zi) Ai]* + [g'(w) Ar]?
[Pio 1Pl = I/ @) + [gw)]* Az )

onde z; € w; estdo no intervalo aberto (¢, _ |, ) ‘Entdo, da Defini¢do 14.5.1 e
de (2), se o limite existir,

L= lim Zﬂjmr+wwWAt €)

lnalj-

A soma em (3) ndo é uma soma de Riemann pois z; € w; ndo sao necessaria-
mente 0s mesmos numeros. Assim sendo, ndo podemos aplicar a definicdo de
integral definida para calcular o limite em (3). H4, contudo, um teorema que
pode ser aplicado ao cdlculo desse limite. Vamos enunciar o teorema, mas nao
daremos sua demonstragdo, pois ela esta fora do contexto desse livro. Vocé po-
dera encontra-la em textos de Calculo Avancado.

Se as fungbes F e G forem continuas no intervalo fechado [a, b], entdo a fun-
¢do /F? + G? também sera continua em [a, b], ¢ se A for uma parti¢do do
intervalo [2, D] (Aca =, < t, < ... < t;,_, < ... < t, = D), e z;, w; forem
numeros em (f; _ ,, 1), entdo

M12IWW+WMWM [ vE©OF + 16OF ar

IAl=0i=1

Aplicando o Teorema 14.5.2 a (3), onde F é f' ¢ G é g’, temos
b — n
L= [IVIFoP +d0F a

Vamos enunciar esse resultado como um teorema.

Seja C a curva com equacdes paramétricas x = f(f) ey = g(t), e vamos supor
que f’ e g’ sejam continuas no intervalo fechado [a, b]. Entdo, se L for o com-
primento de arco da curva C entre os pontos (f(a), 9(a)), (f(b) e g(b)),

L=ﬁﬂmm+wvwm

EXEMPLO 1 Ache o comprimento de arco da curva com equagdes paramé-
tricas

x=1 e 'y=212
nos seguintes casos: (a)det = 0at =1;(b)der = —-2at =0.
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F=—1
Levta g

-10—-8-6—4—2 |
FIGURA 2
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. Solugdo Um esbogo da curva estd na Figura 2. Seja

=2 g(t) = 2¢
f=32% goy=4
A curva tem equag¢bes paramétricas x = fi (i) ey = ¢g(t). Aplicamos o Teorema

14.5.3 nas partes (a) e (b), onde L, é o comprimento de arcodet = 0at =1
e L, é o comprimento de arcode t = —2at = 0.

@) L, = fO‘ JOr* + 1622 dt (b) L, = ffz JOr* + 16¢2 dt
- fO‘ JEorE + 16 dt = ff2 JESrE ¥ 16 dt
19 ¥ 16 dt = ffz —t/9t* + 16 dt

0

]
&

0
= 25308 + 162]] = —15- 300 + 162
=77[(25)%% — (16)**] = —F[(16)** = (52)*%]
= #(125 — 64) = #(104./13 ~ 64)
— 61
=27 ~ 11,5

Observe que na terceira integral da parte (a) substituimos /72 por f, pois
0 < ¢ < 1. Mas, na terceira integral da parte (b) substituimos «/# por —t, pois
-2<tg0.

Para a curva C tendo como equagdes paramétricas x = f(t) e y = g(t), seja
5 o comprimento de arco de C do ponto (f(z,), 9(f,)) ao ponto (f(¢), g()) e va-
mOos Supor que s seja crescente enquanto f cresce. Entio, s sera uma fungio de
t dada por '

s= [ VWP + [7@]” du
Do primeiro teorema fundamental do Calculo (Teorema 5.8.1),

d
= VUOF + 701 @

Uma equagdo vetorial para C é

R(t) = f(0)i + g(0)i &)
Como

R(t) = f'(0)i + g
entdo

IR G| = VLSO + [g0] )
Substituindo (6) em (4), obtemos

as

IR = 5

Da equagdo acima segue que se s for o comprimento de arco da curva C ten-
do (5) como equagcdo vetorial, medido entre um ponto fixo e o ponto (f(¢), 9(¢)),
onde s ¢ crescente quando ¢ cresce, entdo a derivada de s com relagdo a ¢ serd
o modulo da derivada do vetor posi¢io no ponto (f(¢), g(¢)).
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Substituimos (6) na férmula do Teorema 14.5.3 e obtemos L = Sb IR’ (@] at.
Assim, o Teorema 14.5.3 pode ser enunciado vetorialmente da seguinte maneira.

Seja C a curva com equagdo vetorial R(Z) = f(¢)i + 9(¢)j, € vamos supor que

- f” e 9’ sejam continuas no intervalo fechado [a, b]. Entdo, o comprimento de

arco de C, tragado pelo ponto final da representagéo posicional de R(?) quando
t cresce de a até b, é determinado por

L= R dr

EXEMPLO 2 Ache o comprimento de arco tragado pelo ponto final da repre-
sentagdo posicional de R(¢) quando ¢ cresce de 1 para 4 se

~ R(t) = e'senti + ¢ cos tj
Solugéo

R'(t) = (¢*sent + €' cos t)i + (¢’ cos t — e'sent)j

[R@)|| = Vle'sent + &' cos t)* + (¢' cos t — &' sen1)?
= JJe\/sen? t + 2sent cos ¢ + cos? t + cos? t — 2sen t cos ¢ + sen? ¢

= et\/i
Do Teorema 14.5.4,
L= f: J2¢ dt
4
T \/Ee']l
=2e* - e)

Outra férmula do Teorema 14.5.3 para o comprimento de arco de uma curva
Ctendo como equagdes paramétricas x = f(¢) ey = g(), € obtida, substituindo

@ por.% e g’(¢t) por %, 0 que nos dara

™

Vamos supor que queiramos encontrar o comprimento de arco de uma curva
C cuja equagdo polar seja r = F(0). Se (x, y) for a representa¢do cartesiana
de um ponto P em C e (r, 6) for a representagdo polar de P, entdo

x=rcos® e y=rsenf
Substituindo r por F(0) nessas duas equagdes, temos
x=F@cos8 e y= F@senb

Tais equagdes podem ser consideradas como equagdes paramétricas de C, onde
0 é o pardmetro, em vez de f. Logo, se F’ for continua no intervalo fechado
[a, B], obtemos de (7) a férmula para o comprimento de arco da curva C cuja
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equagdo polar é r = F(0), tomando ¢ = 8. Assim,

Como x =rcosfey = rsenb,
dr dy dr
E—coseﬁ——rsene and d—g._sen0ﬁ+rcost9

Logo,

dx \? dy)? ar 5 p» ]
\/(E) +<@) —\/<COS0E_-rsen0> +<sen035+rcos(9>

d 2 2
=\/c0529<£> —2rsen600s0£+r2sen20+sen20<ﬁ) +2rsen0cos€£+r2coszﬂ

do do de

2 X
= \/(cosz 0 + sen? 6) <Z—;> + (sen? 0 + cos? Q)r?

Substituindo em (8),obtemos

do

L= <i’>2 L rds ©

EXEMPLO 3 Ache o comprimento da cardidide r = 2(1 + cos 8).

Solugao Um esbogo da curva estd na Figura 3. Para obter 0 comprimento
da curva toda podemos tomar @ com valores de 0 a 27, ou entdo podemos usar
a simetria da curva e calcular a metade do comprimento, fazendo com que 8
assuma apenas os valores entre 0 e 7.
r o .
Comor = 2(1 + cos6), % = —2 sen 6. Substituindo em (9), integrando

de 0 a 7 e multiplicando por 2, temos

L=2 fo" (=2 sen 6)% + 4(1 + cos 6) do

=4f0"\/sen20+1+20080+00520d6

a2 [ T Hcos0do

Para calcular essa integral, usamos a identidade cos* 46 = (1 + cos )
que dd /1 + cos 8 = /2 |cos +0|. Como 0 < 6 < 7, 0 < 30 < 5; assim,
cos +6 > 0. Logo, /T + cos 8 = /2 cos 4. Assim,

L=4\/§f0n\/§cos%9d0 |

= 16sen %0]

n
0

FIGURA 3 ’ =16
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EXERCICIOS 14.5

Nos Exercicios de 1 a 28, ache o comprimento do arco dado.

16.

Um arco da cicléide: x = a(¢

—sent),y = a(l — cos t).

Quando aparecer a, a > 0. 17. A tratriz
Lx=3+2+t,y=4512-t;det=0at =1 _ i _ t.
2.x =32,y =2%det=0at =3, Xx=t-ath? y = asech 7
3.x=t2+2t,y=t*-2t;det=0at = 2. def e —aateoa
x =1,y =3%det = - = 0. A

g ;(t) _ ;tzi -3t2t3'? :le t = zlztt =02 18. A circunferéncia descrita por: R(¢) = a cos fi + a sen ¢j.
6- R(t) = fi + cosh t; det=0at-= 3 19. A circunferéncia descrita por: r = 5 cos 6.
7' R(t) = 3e%i — 4e2‘j" det=0at= 1;1 5 20. A circunferéncia descrita por: r = a sen 6.
8.R0) = (0 3 91+ 3% i = a0 =4 2 cheltncia desra o | - .
9. R(f) = e‘costi+ e'sentjjdet =0at =1 23. A curva inteira: ;=3 cosZLG'
10.R() = Insenti + (¢t + Dj;det = tmat = 47 sy ab def - 028 2 20
ILRY) =tg~'fi + 4+ In(t? + Djsdetr =0at =1 35. 5 — e®: def = 026 — 4.
12. R(?) =1a(cost + tsent)i + a(sent — tcost)j;det =0 26.r = a02;,de® =0ab = 7.

at=gm. 27.r =asen’30;de@ = 0a b = 6,.
13. A hipocicl6ide de quatro vértices inteira: 28.r = sen?16;de @ = 0a b = 4.

29. Ache a distincia percorrida por um percevejo em um pneu
= 3 t, = 3¢, . . .

¥ =acosity=asen de bicicleta se o raio do pneu for 40 cm ¢ a bicicleta percor-
14.x = e ‘cost,y=e 'sent;det =0at =n. rer uma distdncia de 57 m. (Sugestdo: a trajetéria do perce-
15.x =4sen2t,y =4cos2;det =0at = nm. vejo é uma cicldide.)

14.6 0S VETORES UNITARIOS

DA TANGENTE E DA NORMAL
E O COMPRIMENTO DE ARCO
COMO UM PARAMETRO

A cada ponto da curva no plano agora associamos dois outros vetores unitd-
rios, o vetor tangente unitdrio e o vetor normal unitdrio. Esses valores apare-
cem em muitas aplicagdes de fungbes com valores vetoriais.

14.6.1 DEFINICAO

Se R(?) for o vetor posi¢do da curva C num ponto P de C, entdo o vetor tangen-
te unitdrio de C em P, denotado por T(¢), serd o vetor unitdrio na diregdo de
DR(t), se DR(t) # 0.

O vetor unitério na dire¢do de DR(¢) é dado por DR(?)/|DR(?)|; assim,

DR()

T = TpRo]

0))

Como T(¢) é um vetor unitdrio, segue do Teorema 14.4.11 que D,T(¢) deve
ser ortogonal a T(¢). D,T(t) ndo é necessariamente um vetor unitario. Entre-

" tanto, o vetor DI(?)/ | D,T(#)| é de médulo unitério e tem a mesma diregdo que

DT(t), logo D,I(t)/ | D,I(#)| é um vetor unitdrio ortogonal a T(¢), sendo cha-
mado de vetor normal unitdrio.

14.6.2 DEFINICAO

Se T(¢) for o vetor tangente unitdrio da curva C no ponto P, entdo o vetor nor-
mal unitdrio denotado por N(#), serd o vetor unitdrio na dire¢do de D, T(¢).

Da Defini¢do 14.6.2 e da discussdo anterior,

DT(t)

2
DI @

N@) =
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EXEMPLO 1 Dada a curva descrita pelas equagdes paramétricas
x=t3-3t e y=3t?

ache T(¢) e N(z). Faga um esbogo de uma parte da curva em ¢ = 2 e trace as
representagdes de T(2) e N(2) tendo como ponto inicial ¢t = 2.

Solucdo Uma equagdo vetorial da curva é
R(t) = (¢3 — 30)i + 3t%
Assim,

DR(t)= (3> —3)i+ 6  |DRQ)| =B = 3) + 362

=9 + 262 + 1)

=32 +1)

‘De (1),

D.R(t)

|IDR()]
t2—1, 2t
=t2+ll+t2+lj

T(t) =

Diferenciando T(#) em relagdo a ¢t obtemos

4 , 2-27

PIO =Gt !

Logo,

; | 16t2 4 — 812 + 4r*
HD,T([)” = \/(tz + 1)4 + (tz + 1)4

A+ 8% + 4
h (2 + 1)*
A2+ 1)
IEVEGES

_ 2
T2
De (2),
_ D,T(r)
NO = b0
2t 1—1¢%,

=t2+ll+t2+lj
Determinamos R(?), T(¢t) e N(¢), para t = 2.
RQ2) = 2i + 12 T2) = 3i + %j N@2) =i — 3j

O esbogo pedido esta na Figura 1.
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De (1),
DR(t) = ||D,R()||T(t) ' 3

Essa equé.céo expressa o vetor DR(?) como o produto de um escalar pelo ve-
tor tangente unitdrio. A Figura 2 mostra parte de uma curva C com a represen- -
tagdo posicional de R(#) e as representagdes de T(¢) e D,R(¢) cujos pontos ini-
ciais estdo no ponto P em C.

Agora usaremos (3) para calcular D2R(¢), aplicando o Teorema 14.4.8.

D.’R(1) = (D|[DRE|)T() + [DRO[(DT()) (@)
De (2),

D/T(t) = ||D,T(t)||N(t)
Substituindo em (4), obtemos

D.R(t) = (D/|DRO|)T() + (DR |ID.T(®)|)N(e) )

Essa equagdo expressa o vetor D 2R(¢) como a soma do vetor tangente unité-
rio multiplicado por um escalar ¢ do vetor normal unitario multiplicado por
um escalar. O coeficiente de T(¢) no segundo membro de (5) é a componente
de D2R(?) na dire¢do do vetor tangente unitdrio. O coeficiente de N(#) no se-
gundo membro de (5) é a componente de D2R(¢) na dire¢do do vetor normal
unitério. :

A Figura 3 mostra a representacido posicional de R(¢) e a mesma parte da
curva C, mostrada na Figura 2. Também na Figura 3 estdo as representacoes
dos seguintes vetores, todos eles tendo os pontos iniciais no ponto P em C:

D’R() T  (DJDROIPTEH  N@  (IPRO| DTN

Observe que a representagao do vetor normal unitario N(¢) esta no lado conca-
vo da curva. Esse fato estd provado em geral, na Secgdo 14.7.

Algumas vezes, em vez de urm paridmetro f, queremos usar 0 parametro s,
que é o comprimento do arco compreendido entre um ponto arbitrariamente
escolhido Py(x,, yo) na curva C e o ponto P(x, ¥) na mesma curva. Vamos su-
por que s seja crescente quando  cresce; assim, s serd positivo se o comprimen-
to do arco for medido na diregdo crescente de ¢ e serd negativo, se 0 compri-
mento de arco for medido na dire¢do oposta. Portanto, s é uma distincia orien-

tada. Também, % > 0. A cada valor de s corresponde um tinico ponto P

sobre a curva C. Conseqiientemente, as coordenadas de P sdo fungGes de s, e
s é uma func¢do de 7. Da Sec¢do 14.5 temos
ds

IoR@| =%

Substituindo. em (3), obtemos
ds
.DR(t) = —

Se o parametro for s em vez de ¢, temos dessa equagdo, tomando ¢ = s ¢

levando em conta que % =1,

D.R(s) = T(s)

Vamos enunciar esse resultado como um teorema.
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14.6.3 TEOREMA | Se a equagdo vetorial de uma curva C for R(s) = f(s)i) + g(s)j, onde s é a medi-
da do comprimento de arco entre um dado ponto P, em C e o ponto P, entdo
o vetor tangente unitdrio de C em P serd dado por

T(s) = DJR(s)

se existir.

Suponha agora que as equagdes paramétricas de uma curva C envolvam um
parametro f, e queremos encontrar as equagdes paramétricas de C, com s, 0
comprimento de arco medido a partir de um ponto fixo, como parimetro. Fre-
qiientemente as operagdes envolvidas sdo bastante complicadas. Mas, o méto-
do usado serd ilustrado no exemplo a seguir.

EXEMPLO 2 Suponha que as equagdes paramétricas da curva C sejam
x=1 e y=1¢ t>20

Ache as equagdes paramétricas de C tendo s como um pardmetro, onde s é o
comprimento de arco medido a partir do ponto onde ¢ = 0.

Solucdo O ponto onde ¢t = 0 é a origem. Uma equagido vetorial de C é
R(t) = 3 + %
Como %:— = |DR()|, diferenciamos o vetor acima e obtemos

DR(t) = 3¢%i + 2ij
|IDR(@)]| = \/9t* + 472
NN T
=tJ/9%*+4  (pois t > 0)
Logo,
ds
EE =1t/92 + 4
s = ft\/9t2 +4dt
L f\/9t2 + 4(18¢ d)

#O2 + 42 4 C
Como s = 0 quando ¢ = 0, obtemos C = —2£. Logo,
s =559 + 432 — &
Resolvendo para ¢ em termos de s, temos
(912 +4)32 =275+ 8
9t2 + 4 = (27s + 8)*3
Comot > 0,

t=4J(27s + 8)*3 — 4 ]
Substituindo esse valor de ¢ nas equagdes paramétricas de C, obtemos

x = 5{Q7s + 83 —4P2 e y = L[(27s + 83 - 4] (6)
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dy
ds
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®)

Como DR(s} = T(s). entdo se R(s) = x(s)i + y(s)j, T(s) = +
+ (—)_] Assim, como T(s) é um vetor unitario,
2
DY -y )

(%) ¥ <E

A equagdo (7) pode ser usada para testar as equagdes (6). Esse teste serd deixa-
do como exercicio (veja o Exercicio 17).

EXERCICIOS 14.6

Nos Exercicios de 1 a 10, ache, para a curva dada, T(t) e N(t)
e, emt = t, faca um esbogo de uma parte da curva e trace as

representagoes de T(t,) e N(t,) com ponto inicial em t =

SV RN W

x=3—ty=15t,=2
. Rit)=¢i+e t,=0
. R(t) =3 costi+ 3sentjt, =in

. x =¢e'sent,y=¢écost;t; =0

. x =coskt,y =senkt, k> 0;t, = n/k

tll

2. x=4ty=43% =1
4. R)=e Hi+e¥t, =0

x=t—sent,y=1—cost;t, ==
R(t)=Incosti+ Insentj,0 <t <imt, =in

. R(t) =tcosti+tsentjt, =0

Nos Exercicios de 11 a 16, ache T(¢t) e N(2).

11.
12
13.
14.
15.
16.

17.

R(t) = % + ¢

R(t) =ti+coshtj,t >0

R(t) =sen’ti+cos® tj; 0 <t < in
R(t) = V1 + t2i + tj

R(t) = 4i + 2%
Rt)=(1+1t)i+Incostj

Teste as equagdes (6) da solugdo do Exemplo 2, usando a
equagdo (7).

Nos Exercicios de 18 a 23, ache as equagées paramétricas da curva
tendo o comprimento de arco s como parametro, onde s é medido
a partir do ponto onde t = 0. Comprove o seu resultado usando
a equagdo (7).

18.
20.
21.
23.

24.

25.

27.

28.

x=acost, y=asent 19. x=2+cost, y=3+sent
x =2(cost+tsent), y=2(sent — t cos t)

y = x3? 2. x=2-1,y=14

Um vértice da hipocicléide de quatro vértices:

R(?) = acos® fi + a sen® fj 0<t<3m.
Dada a cicldide x = 2(f — sen £), y = 2(1 — cos t), expresse
o comprimento de arco s como uma fungdo de #, onde s é
medido a partir do ponto onde ¢ = 0.
Dada a curva com equagbes paramétricas x = e’ cos t e
y = € sen t, expresse 0 comprimento de arco s como uma
fungdo de ¢, onde s é medido a partir do ponto onde ¢ = 0.

. Se a equacdo vetorial da curva C for R(#) = 2sen i + sen 2fj,

ache o co-seno do angulo entre os vetores R(47) € T(37).
Se a curva C tiver R(f) = 3t% + (3 — 30j como equagdo
vetorial, ache o co-seno do angulo entre os vetores R(2) e T(2).
Se a curva C tiver R(®) = (4 — 3p9i + (3 — 30j como
equagio vetorial, ache a medida em radianos do angulo en-
tre os vetores N(1) e DZR(1).

14.7 CURVATURA A geometria diferencial e 0 movimento curvilineo (movimento ao longo de uma
trajetoria curva) envolvem o estudo de curvas através do calculo de fungdes com
valores vetoriais. Um conceito importante nesse estudo é o de curvatura, que
d4 a taxa de variagdo da diregdo de uma curva em relagdo a variagdo em seu
comprimento. Relacionado com esse conceito estd o dngulo que da a direcdo

;‘/ do vetor tangente unitdrio associado a curva C. Portanto, seja ¢ o dngulo, em
C T radianos, medido a partir da dire¢do do eixo x positivo no sentido anti-horério
até a diregdo do vetor tangente unitario T(#); veja a Figura 1. Calculamos
¢ D,TI(t). Como |T(¢)| = 1, segue da equacdo (5) da Secgdo 14.1 que
T(t) = cos gi + sen @]
Diferenciando em relagdo a ¢, obtemos
D,T(t) = —sen gi + cos &
x Uma vez que DT(t) = J(—sen g)? + (cos @)%, que é 1, D,T(t) é um vetor
o unitdrio. Mais tarde, nesta sec¢do, mostraremos a relagio entre o vetor D, T(z)

FIGURA 1

e o vetor normal unitario N(z).
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Para chegar a defini¢do de curvatura, vamos considerar o vetor D,T(¢), on-
de s é 0 comprimento de arco medido desde um ponto arbitrariamente escolhi-
do em C ao ponto P, com s crescente quando ¢ cresce. Pela regra da cadeia
(Teorema 14.4.9),

d¢

DT(t) = D,T() 7

Logo,

IDT(@)]| =

D,T(t) %?”

= (D, T@)|

o
ds

Como D¢T(t) ¢ um vetor unitdrio, |[D,T(#)| = 1; assim,

IDI®| = l %l ' %))

AP >0

R

(a)

As >0

O nimero ¢ o valor absoluto da taxa de variagdo da medida do 4ngulo

b
ds

que d4 a diregdo do vetor tangente unitdrio T(¢) num ponto da curva em rela-
¢do 4 medida de arco ao longo da curva. Esse niimero é o que definiremos co-
mo a curvatura da curva no ponto; contudo, antes de dar a definicdo formal,
vamos mostrar que ele € consistente com a nossa nogio intuitiva de curvatura.
Por exemplo, num ponto P em C, ¢ é a medida em radianos do dngulo que d4
a dire¢éo do vetor T(¢), e s é o comprimento de arco em C desde P, até P. Se-
ja Q o ponto em C para o qual a medida em radianos do angulo que d4 a dire-
c¢iode T(r + At)em Q€ ¢ + A¢, es + As é o comprimento de arco de P,
a Q. Entdo, o comprimento de arco de P a Q sera As e a razdo A¢/As parece
ser uma boa medida do que consideramos intuitivamente ser a curvatura média
ao longo do arco PQ. '

» ILUSTRAGAO 1 Veja a Figura 2(a), (b), (c) e (d): em (a) Ap > 0 e As > 0;
em((b)Ag >0eAs < 0;em(c) A < 0eAs > 0;eem (d) Ag < 0e As < 0.

y <4

i

FIGURA 2

P, 0

AP <O As >0
(9
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Vamos definir agora o vetor curvatura, seu médulo e a curvatura de uma
curva em um ponto.

Se T(2) for o vetor tangente unitdrio a curva C no ponto P, s for o comprimen-‘
to de arco medido a partir de um ponto arbitrariamente escolhido em C até P,
e s for crescente quando ¢ cresce, entdo o vetor curvatura de C em P, denotado

| por K(¢), sera dado por

K@) = DJI@)
A curvatura de Cem P, denotada por K(¢), é o médulo do vetor curvatura, isto é
K@® = |DTIW)|

Observe que substituindo (1) na férmula para K(#) da Defini¢do 14.7.1, po-
deriamos também definir a curvatura K(¢) como sendo

K(t) = ‘i—‘f’

Para encontrar o vetor curvatura € a curvatura para uma determinada curva
¢é conveniente ter uma formula que expresse o vetor curvatura em termos das

. derivadas em relagdo a ¢. Pela regra da cadeia,

DI(t) = DST(z)g

Da Secgdo 14.5, ZS IDR(t)|. Assim,

D,T(:) = [D,T(1)]||D.R()]|

D,T(t)
DTI(t) =
O ToRol
Substituindo na férmula para K(#) da Defini¢do 14.7.1, obtemos
DTI®
K(t) = ——— 2
|DR®)|
Como K(f) = |K(?)|, a curvatura é dada por
DT(t)
o - [ aar|
IDR®|
EXEMPLO 1 Dada a circunferéncia com raio a:
X = acost y =asent a>0

ache o vetor curvatura e a curvatura em qualquer ¢.
Solugao A equagdo vetorial da circunferéncia é

R(t) = acosti + asen tj
Assim,

DR(t) = —asenfi + acos tj |DR®|

J(—asen t) + (a cos tjz
a

o
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Logo,

DR(t)
IDR(®|

—sen i + cos #j

T = DT(t) = —cos ti — sen

IDRO| @ a

Portanto, o vetor curvatura e a curvatura sio dados por

DT() cos t ., sen ! j

K@) = —%cos i — %sen §j K@ = |K®|
: x .
ol d¢ D,T =N i

dt () =

O resultado do Exemplo 1 estabelece que a curvatura de uma circunferéncia
€ constante, como seria de se esperar. Além disso, € o inverso do raio.
1, Vamos agora retornar ao vetor unitdrio D,T(¢) definido por

D,T(t) = —sen ¢i + cos gj 4)

Como T(¢) tem moédulo constante, segue do Teorema 14.4.11 que D,T(?) é orto-
A gonal a T(z). Substituindo —sen @ por cos(; 7t + @) e cos ¢ por sen(+n + @),
o| d¢ DyT =N escrevemos (4) como ‘

D,T(t) = cos(4m + @)i + sen(Im + B)j

Assim, o vetor D,T(¢) é um vetor unitdrio ortogonal a T(¢), fazendo um an-
gulo com T(#) de 4=, no sentido anti-horario. O vetor normal unitdrio N(¥)
também ¢ ortogonal a T(z). Pela regra da cadeia,

d¢
dt
Como N(¢) e D,T(t) tém o mesmo sentido, segue dessa equagdo que o sentido

de N(#) sera o mesmo de D,T(¢) se Z—‘f > 0 (isto &, se T(¢) gira no sentido anti-

DT(t) = D,T(t)

o] do <o DsT =—N horario quando ¢ for crescente), e o sentido de N(¢) é oposto ao de D,T(t) se
dt © % < 0 (isto ¢, se T(¢) gira no sentido horario quando ¢ for crescente). Como

y ambos D,T(t) e N(t) sdo vetores unitdrios, concluimos que

do
N(t) seﬁ >0

d¢
—Ni(1) SCE <0

D,T(t) =

» ILUSTRAGAO 2 Na Figura 3(a), (b), (c) e (d) varias situagGes sdo mostradas;

em (a) e (b), %— > 0, eem (c) e (d), % < 0. A diregao positiva ao longo
& d¢ <0 D¢T=-N ~ da curva C estd indicada pela ponta da seta em C. Em cada figura estdo dese-
dt CY] ' nhados os angulos medidos em 6 rad ¢ as representagdes dos vetores T(¢),

FIGURA 3 D,T(¢) e N(¢). > |
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Observe, na Figura 3, que a representagcdo do vetor normal unitdrio N(¢) estd
sempre no lado céncavo da curva.

Suponhamos que exista uma curva C e que num dado ponto P a curvatura
exista, sendo K(¢), onde K(¢) # 0. Consideremos a circunferéncia que é tan-
gente a curva C em P e tem curvatura K(¢) em P. Do Exemplo 1, o raio dessa
circunferéncia é 1/K(¢) e o centro estd sobre a reta perpendicular a reta tangen-
te na dire¢do de N(¢). Essa circunferéncia é chamada de circunferéncia de cur-
vatura e seu raio € o raio da curvatura de C em P. A circunferéncia de curvatu-
ra é chamada, as vezes, de circunferéncia osculadora.

_Se K(¢) for a curvatura de uma curva C num ponto P e K(f) # 0, entdo o raio

de curvatura de C em P, denotado por p(z), serd definido por

1
p@) = K@)

EXEMPLO 2 Dado que uma equagdo vetorial de uma curva C ¢
R(t) = 2ti + (t2 — 1)}

(a) Ache o vetor tangente unitdrio, a curvatura e o raio de curvaturaem ¢ = 1.
(b) Faca um esbogo de parte da curva, do vetor tangente unitdrio e da circunfe-
réncia de curvatura em ¢ = 1.

Solugdo
DR(t) = 2i + 2¢j IDR@)|| = 24/1 + ¢2
_ DR()
0= ool
S S Y
N +2 1+ 29
t . 1 .
D/T() = _(1 PO 1+ (1 + t2)3/2J
_ D)
0= ToRoN
— . t s 1 :
= T or Ty !
K(t) = K@)
_ 2 1
=V + o T+ o
_ 1
T 21+ PR
1 1 1
= — i — = — = 4 2
(a) T(1) NN K(1) ih p(1) = 42

(b) A Figura 4 mostra o esbogo pedido. A Tabela 1 da os valores de x e de y
quando té —2, —1,0, 1 e 2.
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Vamos obter agora uma férmula para calcular a curvatura diretamente das

equac¢des paramétricas da curva, x = f(f) e y = g(¢). Como K{(f) = %ﬁ—
.. d¢
calculamos primeiro a5
¢
d¢ _ dr
ds is_
dt
Com a hipétese de que s é crescente quando ¢ cresce, —g‘:— > 0. Assim,
ad
d dt
d_¢ - )
s dx\? [dy\*
@) \a
d¢

Para encontrar 5 observamos que sendo ¢ a medida em radianos do dngulo

que d4 a diregdo do vetor tangente temos, tg ¢ = % Logo,

gy
dr

dx
dt

tgg =

Derivando implicitamente em relagdo a  ambos os membros da igualdade aci-
ma, obtemos

dx\ (d*y\ _(dy\[(d’x
d¢ de )\ de? dr )\ di?
(&Y
dt
(@)(@)-(@)(&)
dp \dt J\d* dt )\ di?
ar dx \2 ©)
sec? ¢ (?l?)
Como sec?2 ¢ = 1 + tg? ¢, temos
dy 2
dt
dx\?
dt
Substituindo essa expressdao de sec? ¢ em (6), temos
de) (d%y) _ (dy) (d%x
d¢ _\dt dt? de J\ di?
(Y
\dt) ~\dt

sec? d)

sec2p =1+
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Substituindo o resultado em (5), e como K(¢¥) = ‘ d

@) (=) - () (&)
(&) (&))"

K@) =

831

, temos

)

EXEMPLO 3

Ache a curvatura da curva do Exemplo 2 usando a férmula (7).

Solugédo As equagdes paramétricas de Csdo x = 2tey = t* — 1. Logo,

dx d*x dy d*y
w=2 w0 T @
Assim sendo, de (7),
2 = 2¢0)|
KO =t + e
4

(4 + 422

1
C 201 + 2P

Suponha que a equagdo cartesiana de uma curva seja dada em uma das duas
formasy = F(x) oux = ,G( ¥). Casos especiais da férmula (7) podem ser usa-

dos para encontrar a curvatura da curva em tais situagdes.

Se y = F(x) for uma equagdo de uma curva C, um conjunto de equagdes

paramétricas de C serd x = t ey = F(¢). Entdo,
dx d2x_0 dy dy &_dzy

at drr dt  dx dt? ~ dx?

Substituindo em (7), obtemos

d?y
dx?

e ()T

K =

Da mesma forma, se uma equagdo de uma curva C for x

d*x
dy?

- @

K=

!

®

= G(»),
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EXEMPLO 4
1
y= X

Se uma curva C tem uma equagao

ache o raio de curvatura de C no ponto (1, 1), e faca um esbo¢o da curva ¢
da circunferéncia de curvatura em (1, 1).

Solucéo
dy 1
1 e

4
3 2

3

X
2 - K= 1 12

1+ P:I
Ta _ 2
! 1 | | St 1
X

o 1 2 3 4
FIGURA 5

d’y _
dx*

2
3

Calculamos K a partir de (8) e entdo p = 1/K.

B (x4 + 1)3/2
T 2x?

Logo, em (1, 1), p = /2. O esbogo pedido estd na Figura 5.

EXERCICIOS 14.7

Nos Exercicios de 1 a 4, ache a curvatura K e o raio de curvatura
p no ponto onde t = t,. Use a formula (3) para encontrar K.
Faca um esbogo mostrando uma parte da curva, o vetor tangen-
te unitdrio e a circunferéncia de curvatura em t = t,.

LRO=rti+Q+ Dt =1
2RO=(@*-20i+ (@ —0jt, =1
3. R(t) = 2¢%i +2¢ 1, =0

4. R(t) =senti +sen2tj; t; = 37

Nos Exercicios 5 e 6, ache a curvatura K usando a formula (7).
Entao ache K e p no ponto onde t = t, e faca um esboco mos-
trando uma parte da curva, o vetor tangente unitdrio e a circun-
Seréncia de curvatura em t = t,. '
1 1
e prres Al gt
6. x=¢'+e,y=¢e—e4t, =0

t; =0

Nos Exercicios de 7 a 14, ache a curvautra K e o raio de curvatu-
ra p no ponto dado. Faga um esboco mostrando uma parte da
curva, parte da reta tangente e a circunferéncia de curvatura no
ponto dado.

7.y =2%;(0,0)
9. y=¢€5(0,1)

12. 4x% + 9y* = 36; (0, 2)
14, x = tg y; (1, %7)

11. x =seny; 4, in)

13. x=y—15(2,5)

Nos Exercicios de 15 a 22, ache o raio de curvatura num ponto
genérico da curva.

15. y=sen!' x 16. y = ln sec x
17. 4x% — 9y = 16 18. x=tg"! y
19. x!/? 4 yl2 = gli2 20. R(t) = ¢'senti + €' cos tj

21. A cicléide x = a(t — sen t), y = a(l — cos )

. t
22. A tratrizx = t — atgh L y = asech%

23. Mostre que a curvatura da catendria y = g cosh (x/a) num
ponto qualquer (x, y) da curva ¢ a/y2. Trace a circunferén-
cia de curvatura em (0, a). Mostre que a curvatura K é um
maximo absoluto no ponto (0, a), sem se referir a K'(x).

Nos Exercicios de 24 a 28, ache um ponto na curva dada no qual
a curvatura é um mdximo absoluto.

24 y=¢" 25. y = 6x — x? 26. y =sen x
2R =2t =i+ (> -1 28 y=x>—2x+3
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29. Ache uma equagdo da circunferéncia de curvatura de y =
= e* no ponto (0, 1).

30. Se uma equagdo polar de uma curva for r = F(8), prove que
a curvatura K serd dada pela férmula

dar\? d?r
2 2 - _ Dl
*+2(g) ()
) dr 27)3/2
(@]
Nos Exercicios de 31 a 34; ache a curvatura K e o raio de curva-

tura p no ponto indicado. Use a formula do Exercicio 30 para
achar K.

K =

3. r=4cos 26,0 = &mn 32.r=1-senf,0=0
33. r=asec?i0,0=4%n M. r=a0,0=1

35. O centro da circunferéncia de curvatura de uma curva Cem
um ponto P é chamado de centro de curvatura em P. Prove

833

P(x, y) sao dadas por

dy dy\*
FVNi+(2
X, =x— Ye=y +

d%y
dx?

dy\?

— 1
d’y
dx?

Nos Exercicios de 36 a 38, ache a curvatura K, o raio de curva-
tura p e o centro de curvatura no ponto dado. Faca um esbog¢o
da curva e a circunferéncia de curvatura.

36. y=1Inx;(1,0) 37. y=x*—-x%(0,0)

38. y=cos x;(3n, %)

Nos Exercicios de 39 a 42, ache as coordenadas do centro de cur-
vatura num ponto qualquer.

39. y? = 4px
41. R(t) = acos ti + bsentj

40. y3 = ax
42. R(t) = acos® ti + asen? tj

43, Mostre que a curvatura de uma linha reta é zero em qual-

que as coordenadas do centro de curvatura de uma curva em

quer ponto da reta.

14.8 MOVIMENTO PLANO

14.8.1 DEFINICAO

Nossa discussdo anterior sobre movimento de uma particula ficou restrita ao
movimento retilineo. Definimos entdo a velocidade e a aceleragdo de uma par-
ticula em movimento ao longo de uma linha reta. Considere agora o movimen-
to de uma particula ao longo de uma curva no plano, chamado de movimento
curvilineo.

Suponha que C seja uma curva plana com equagdes paramétricas x = f(¢)
e y = g(t), onde ¢ denota o tempo. Entéo,

R(2) = f(0)i + g(t)j

ﬂma equagdo vetorial de C. Enquanto ¢ varia, o ponto final P(f(t), g(¢)) de
OP move-se ao longo da curva C. A posi¢do ap6s ¢ unidades de tempo para
uma particula movendo-se ao longo de C é o ponto P(f(t), g(t)). O vetor velo-
cidade da particula no instante ¢ é definido como sendo R’(¢), sendo denotado
por V(1).

Seja C a curva tendo equacdes paramétricas x = f(¢) e y = g(¢). Se uma parti-
cula estiver se movendo ao longo de C de tal forma que sua posi¢do em qual-
quer instante ¢ seja o ponto (x, ¥), entdo a velocidade instantinea da particula
no instante ¢ serd determinada pelo vetor velocidade

V(@) = f/(0)i + g'()j
se f'(¢) e g’ () existirem.

Como a diregdo de R’(f) no ponto P(f(t), g(t)) é ao longo da reta tangente
a curva C em P, o vetor velocidade V(¢) tem o mesmo sentido de R’ (f) em P.

O mddulo do vetor velocidade é uma medida da velocidade escalar da parti-
cula no instante ¢ sendo dada por

Vo)l = VIS OF + [d©] (1)

Note que a velocidade é um vetor e a velocidade escalar é um escalar. Confor-
me foi mostrado na Sec¢@o 14.5, a expressao do segundo membro de (1) é ds/dt.
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Assim sendo, a velocidade escalar é a taxa de variagdo de s em relagdo a ¢, €
escrevemos

ds

Ve = &

O vetor aceleragio da particula no instante ¢ é denotado por A(¢), sendo de-
finido como a derivada do vetor velocidade ou, equivalentemente, a derivada
segunda do vetor posigdo.

A aceleracio instantinea no instante 7 de uma particula movendo-se ao longo
de uma curva C, tendo como equagdes paramétricas x = f{f) ey = g(¢), é deter-
minada pelo vetor aceleragdo

AW = V(1) ® A@) = R"(t)
onde R(t) = f()i + g(t)j e R"(r) existe.

P

FIGURA 1

A Figura 1 mostra as representagdes do vetor velocidade e do vetor acelera-
¢do cujo ponto inicial é o ponto P em C. '

EXEMPLO 1 Uma particula est4 se movendo ao longo da curva tendo como
equagdes paramétricas '

X =4cos4t e y = 4senJt

Se x e y sdo medidos em centimetros, ache a velocidade escalar e 0 mddulo do
vetor aceleragio da particula em ¢ segundos. Faca um esbogo da trajetdria da
particula, e trace as representagbes do vetor velocidade e do vetor aceleragdo
tendo como ponto inicial t = 4.

Solucao Uma equagao vetorial de C ¢

R(t) = 4 cos 4ti + 4 senjtj

V(t) = R(0) ‘ A(D) = V(o)
= —2sen4ti + 2 cos 3tj = —cos 3ti — senitj
V()| = V(—2sen4e)? + (2 cos 41)? IA®|| = V(—cos 1)* + (—sen )
= /4sen?it + 4 cos? it =1
=2

Logo, a velocidade escalar da particula é constante, sendo 2 cm/s. O médulo
do vetor aceleracdo também ¢ constante, sendo 1 cm/s2.

Eliminando ¢ entre as equagdes paramétricas de C, obtemos a equagdo car-
tesiana

x2+y?=16

que é uma circunferéncia com seu centro na origem e raio 4. Agora encontrare-
mos o vetor velocidade e o vetor aceleracdo para ¢ = 7.

V@n) = —2sendni + 2cosénj  A(m) = —cos ini — seng7j
=~V = —33i- 14
A diregdo de V(57) é dada por
tg91=—\/§ %n<91<n




FIGURA 2

FIGURA 3
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e a dire¢do de A($) é dada por

tg 0, = n<,<3n

1
3
Assim, 6, = 47 e 6, = +n. A Figura 2 mostra a trajetéria da particula e as
representacdes do vetor aceleragdo e do vetor velocidade, tendo ponto inicial

_ 1
onde f = 7.

EXEMPLO 2 A posi¢do de uma particula em movimento no instante ¢ é da-
da pela equagdo vetorial

R(t) = e~ % + 3¢']
Ache V(9), A(®), [V(D], |A@®)|. Faca um esbogo da trajetéria da particula e
das representagdes do vetor velocidade e do vetor aceleragdo, tendo ponto ini-
cial onde t = 4.
Solugdo
V(t) = R'(¢) A(t) = V'(¢)
= —2e % + 3¢f = 4e” % + 3é'j
IV = V4e™* + 9e2t |A@)| = V16e™ % + 9e?t
IV@) = v4e™? + %e |AG)|| = V16e™2 + e
~ 5,00 ~ 5,16
As equacgdes paramétricas da trajetdria da particula sdo

2t

x=e" e y=3¢

Eliminamos ¢ entre essas equagdes, obtendo

1 y?
2t=_ eZt=_
¢ X € 9
1 y?
x 9
xy?=9

Como x > Oey > 0, a trajetéria da particula é a parte da curva xyz = 9
no primeiro quadrante. A Figura 3 mostra a trajetoria da particula ¢ as repre-
sentacdes do vetor velocidade e do vetor aceleragdo quando ¢ = 4. A inclina-
¢do da representagdo de V(3) é +e¥2 = —6,7, e a inclinagio da representacdo
de A(F) é 3e¥2 = 3,4,

Vamos deduzir agora as equagdes do movimento de um projétil, supondo que
esse movimento aconteca num plano vertical. Vamos supor também que a uni-
ca forca atuando sobre o projétil seja seu peso, que tem seu sentido voltado
para baixo ¢ uma intensidade de mg N, onde m ¢ sua massa e g m/s? é a ace-
leragdo constante causada pela gravidade. Estamos desprezando a forga atri-
buida a resisténcia do ar (que ndo apresenta efeitos sensiveis para corpos pesa-
dos movendo-se com pequenas velocidades escalares). O sentido positivo é to-
mado verticalmente para cima e horizontalmente para a direita.
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Suponha, entdo, que um projétil seja atirado por um revélver, com um an-
gulo de elevagdo medido em a rad. Seja v, o nimero de metros por segundo
da velocidade escalar inicial ou velocidade na boca da arma. Os eixos coorde-
nados estdo dispostos de tal maneira que a arma esteja localizada na origem.
Consulte a Figura 4. O vetor velocidade inicial, V,, do projétil é dado por

V, = v, cos ai + v, sen aj 2)

Seja ¢ s o tempo decorrido desde que a arma foi disparaca, seja x a distancia
horizontal percorrida pelo projétil entre o instante inicial e ¢ s, e y m, adistancia
vertical percorrida pelo projétil entre o instante inicial e ¢ 5. R(?) é o vetor posi-
¢do do projétil em ¢ s, V() é o vetor velocidade do projétil em ¢ s, e A@t)éo
vetor acelera¢do do projétil em ¢ s.

Como x ¢ uma fung@o de ¢, escrevemos x(¢). Da mesma forma, y é uma fun-
¢do de ¢ e escrevemos y(¢). Entdo,

-~ R@) = x(8)i + y()j
V() = R'(t)
A(t) = V(1)

Como a unica forca atuando no projétil tem uma intensidade de mg N e est4
dirigida para baixo, entdo, se F denotar essa forga,

F = —mgj o)

A segunda lei do movimento de Newton afirma que a forga que age sobre
um corpo ¢ igual a ‘‘massa vezes aceleracdo’’. Assim,

F = mA

Do estabelecido acima e de (3),

mA = —mgj
A= —gj
Como A(#) = V'(¢), temos, do resultado,
V()= —gj
Integrando ambos os membros em relagéio a ¢, obtemos
V() = —gtj + C, )

onde C, é um vetor constante de integragdo.
Quando ¢ = 0, V = V,. Assim C, = V,. Logo, de (4),

V()= —gti+V,
ou, como V(t) = R’(¢),
R(1)= —gti+ V,
Integrando ambos os lados dessa equagdo vetorial em relagio a ¢, obtemos
R() = —3gt%j + Vot + C,

onde C, é um vetor constante de integragio.
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Quando ¢ = 0, R = 0 pois o projétil estd na origem, no comego. Assim,
C, = 0. Logo,

R(t) = —3gt%j + Vot

Substituindo o valor de V, de (2) no resultado acima, obtemos

R(t) = —1gt%j + (v, cos ai + v, senaj)t

R(t) = v, cos ai + (tvy sena — 3gt2)j 5
A equagio (5) d4 o vetor posigdo do projétil no instante em que o tempo de-

corrido é de ¢ s. A partir dessa equacdo podemos discutir o movimento do pro-
jétil. Em geral estamos interessados nas seguintes questes:

1. Qual ¢ o alcance do projétil? O alcance é a distdncia |OA| ao longo do eixo
x (veja a Figura 4).

2. Qual é o tempo total de vo, isto é, o tempo que o projétil leva para ir de
O até A?

3. Qual € a altura maxima do projétil?

4. Qual ¢é a equagdo cartesiana da curva percorrida pelo projétil?

5. Qual ¢é o vetor velocidade do projétil no impacto?

Essas questdes estdo respondidas no exemplo a seguir.

EXEMPLO 3 Um projétil é atirado de uma arma com um angulo de elevagdo
cuja medida em radianos é 4. Sua velocidade na boca da arma € 480 m/s.
Ache (a) o vetor posi¢do do projétil em qualquer instante; (b) o tempo de vdo;
(c) o alcance; (d) a altura méxima; (e) o vetor velocidade no impacto; (f) o vetor
posicdo e o vetor velocidade em 2 s; (g) a velocidade escalar em 2 s; ¢ (h) a equa-
¢do cartesiana da curva percorrida pelo projétil.

Solugdo De (2) com v, = 480 e @ = 4+, o vetor velocidade inicial é
V, = 480 cos i + 480sen 7j
= 240./3i + 240j
(a) Podemos obter o vetor posi¢do em ¢ s, aplicando (5); obtemos entdo
R(t) = 240./3i + (240t — 1gt?)j

Fazendo g = 9,8 temos

R(?) = 240\/3ti + (240t — 4,9¢2)j 6)
Assim, se (x, y) for a posi¢do do projétil em ¢ s,
x = 2403t e y = 240t — 4,912 )

(b) Para determinar o tempo de vdo, precisamos encontar ¢ quando y = 0. To-
mando y = 0 na segunda equagdo em (7), temos

240t — 4,912 = 0
t(240 — 491) = 0
t=20 t =49

O valor ¢ = 0 ocorre quando o projétil é disparado. O valor ¢ = 49dd o
tempo de vbo. Assim sendo, o tempo de voo € de 49.s.
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(c) Para achar o alcance, determinamos x para ¢ = 49. Da primeira equagdo em
(7)com ¢ = 49 obtemos x = 11.760V3. Logo, o alcance ¢ 11.760v3 m ~ 20.369 m.
(d) A altura méaxima € obtida quando a componente vertical do vetor velocidade

é 0, isto é, quando % = 0. Calculamos % a partir da segunda equagéo
de (7) e obtemos
dy
—— = 240 - 9,8¢
dt

d
E do —
xpressando —

= 0 obtemos ¢ = 24,5, que é a metade do tempo total

de v60o. Quando ¢ = 24,5, y = 2.938,8. Assim sendo, a altura m4xima obti-
da é de 2.938,8 m.

(e) Como o tempo de v6o é 49 s, o vetor velocidade no impacto é V(49). Como
V(@ = R’(¥), entdo, de (6),

V(@)
V(49)

240\/3i + (240 — 9,8¢)j
240/3i — 240,2j

®

(f)Set = 2 em (6) e (8), temos

R(2)

4804/3i + 460,4j

V() = 2403i + 220,4j

@ IV

V(2404/3)2 + (220,47

It

I

V(415,72 — (220,4)?
470,5 m/s

Logo, em 2 s a velocidade escalar é 470,5 m/s.

(h) Para encontrar a equagdo cartesiana da curva percorrida pelo projétil, elimi-
namos ¢ entre as equacoes (7). Substituindo o valor de ¢ da primeira equa-
¢40 na segunda, temos

y

1

3

Y

40( 24(1/3‘ ) - 4’9( 24())1/5 >2

(i)

que é uma equagdo de uma parabola.

EXERCICIOS 14.8

Nos Exercicios de 1 a 8, uma particula estd se movendo ao longo
da curva, tendo as equagdes paramétricas dadas, onde t s é o tem-
Dpo. Ache: (a} o vetor velocidade V(t); (b) o vetor aceleracdo A(t);
(c) a velocidade escalar em t = t,; (d) 0 mddulo do vetor acele-
racdo em t = t,. Faca um esbogo da trajetdria da particula e
trace as representagdes do vetor velocidade e do vetor acelera-
cdoemt = f,.

x=t2+4,y=t—-21,=3
. x=In(t-2),y=t>—-1;t; =3
x=5cos2t,y=3sen2t;t; =in
x=2/t,y=—i;t, =4
x=ty=Insect;t, =3n

N

6. x=2cost,y=23sent;t, =4in
7. x=sent,y=tgt;t, =¢n
8 x=ey=e%t,=0

Nos Exercicios de 9 a 16, a posi¢cdo de uma particula no instante
t s é determinada por uma equagdo vetorial. Ache: (a) V(t,); (b)
A(t); (©) [V(t)], (d) |At)]. Fagca um esbogco de uma parte
da trajetoria da particula contendo a posi¢cdo da particula em
t = t, e trace as representacdes de V(t,) e A(t,), tendo como
ponto inicial aquele dado por t = t,.

9. R(t) = (2t — i + (2 + Dj; t; =3
10. RO =1 =i+ (2 - )j;t; = —1



11.
12
13.
14.
15.
16.

14.9

R(t) = e'i + e¥j;t, =1n2

RO =2 +30)i+ (1 -3} t, =4

R(t) = cos 2ti — 3sentj; t, ==

R(t)=e 'i+e¥j;t, =In2

R(t) = 2(1 — cos t)i + 2(1 —sent)j;t, = 2n
R(t) = In(t + 2)i + 43,1, =1

Nos Exercicios de 17 a 20, ache o vetor posicdo R(t).

17.

18.
19.
20.
21.

22

V(t)=(t_ 7 i—(t+1)j e RO)=3i+2

V)=t —1)i+3t7%, e RQ)=4i-—23j

A()=e i +2e¥,V0)=2i+j e RO)=3j

A(t) = 2cos 2ti + 2sen2tj, V(0) =i +j, e R(0) =4i ~%j
Um projétil é atirado por uma arma, num &dngulo de ele-
vagdo de 45°, com uma velocidade na boca da arma de
2.500 cm/s. Ache (a) o alcance do projétil; (b) a altura ma-
xima atingida; (c) a velocidade no impacto.

Um projétil é atirado por uma arma com um angulo de ele-
vagdo de 60°. A velocidade na boca da arma é de 160 m/s.
Ache (a) o vetor posigdo do projétil em ¢ s; (b) o tempo de
vdo; (¢) o alcance; (d) a altura maxima atingida; (e) a veloci-

" dade no impacto; (f) a velocidade escalar em 4 s.

23.

Um projétil é atirado do alto de um -edificio por uma arma,
formando um angulo de 30° com a horizontal. Se a veloci-
dade na boca da arma é 1.600 cm/s, ache o tempo de vdo
e a distincia do ponto onde cai o projétil até a base do
edificio.
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24. A velocidade na boca de uma arma é de 160 m/s. Sob que

25.

angulo de elevagdo deve ser disparada a arma para que o pro-
jétil atinja um objeto no mesmo nivel que a arma e a uma
distancia de 400 m dela?

Qual ¢ a velocidade na boca de uma arma, se um projétil dis-
parado por ela tem um alcance de 2.000 m e atinge uma al-
tura maxima de 1.000 m?

. Uma bola é atirada horizontalmente, de cima de um penhas-

27.

28

29

.

30.

co com 256 m de altura, com uma velocidade inicial de 50
m/s. Ache o tempo de vdo da bola e a distancia entre a base
do penhasco e o ponto de queda.

Uma pessoa atira uma bola com velocidade escalar inicial de
50 m/s e com um angulo de elevagdo de 60° em diregdo a
um alto edificio, distante 25 m da pessoa. Se a médo da pes-
soa estd a 1 m do chdo, mostre que bola atinge o prédio e

-ache a dire¢do da bola no momento em que ela atingir o
edificio.

Do alto de um edificio com 60 m de altura, uma menina jo-
ga uma pedra em dire¢do ao chdo, fazendo um angulo de
45° com a horizontal e a uma velocidade inicial de 4 m/s.
Determine a distincia no chido entre a base do edificio-e o
ponto onde cai a pedra.

Resolva o Exercicio 28 se a menina joga a pedra horizontal-
mente, com a velocidade escalar inicial de 4 m/s.

A que angulo de elevagdo deve ser disparada uma arma para
obter 0 mdximo alcance para uma dada velocidade na boca
da arma?

14.9 COMPONENTES NORMAL

E TANGENCIAL vetorial
DA ACELERACAO o
(Suplementar) R = /(i + g0

V() = DR(2)

Se uma particula estd se movendo ao longo de uma curva C tendo a equacao

o vetor velocidade num ponto P é dado por

1)

Da Seccdo 14.6, se T(¢) for o vetor tangente unitario em P e se s for o comprimen-.
to de arco de C desde um ponto fixo P, até P, com s crescente quando ? cresce,

DR(t) = Z—: T(t)

Substituindo a equagdo acima em (1),temos

d
V() = d—j ()

Essa igualdade expressa o vetor velocidade em um ponto como um escalar ve-
zes 0 vetor tangente unitario no ponto. O coeficiente de T(¢) € chamado de com-

ponente tangencial do vetor velocidade e ¢é

%. Obteremos em seguida a ex-

pressdo do vetor aceleragdo em um ponto, em termos de um vetor tangente a
dire¢do do movimento € de um vetor normal a diregdo do movimento.
O vetor aceleracdo em P é dado por

A(t) = D,*R(t)

@
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De (5) da Secgdo 14.6,
D*R(t) = (D,||[DR®)|)T() + (||DR®)||||D,TE)|)N() (3)
Da Secc¢do 14.5,

ds

Frim |ID.R@®)|| @)
Diferenciando em relagdo a ¢+ ambos 0s membros de (4) obtemos

d?s

n D:”D.R(t)” (%)

Além disso,
DT(¢)
[DR@)||

Aplicando (4) acima e a equacdo (3) da Secgdo 14.7 ao segundo membro de
(6) temos

IPR@| (PTG = IR

(6)

ds\?
IprofIpA0] = (5 ) K0 o
Substituindo (2), (5) e (7) em (3) obtemos
_ dx . ds \?
A@) = i T(t) + <dt>K(t)N(t) ®)

A igualdade (8) expressa o vetor aceleraciio como a soma de um escalar vezes
0 vetor tangente unitdrio € um escalar vezes o vetor normal unitdrio; isto é, con-
verte A(f) na soma de dois vetores, um na diregio tangente &3 do movimento
e o outro na direcdo normal & do movimento. O coeficiente de T(f) é chamado
de componente tangencial do vetor aceleragdo, sendo denotado por A,(f), en-
quanto que o coeficiente de N(¢) é chamado de componente normal do vetor
aceleraco, sendo denotado por A,(f). Assim,

Arte) = 23 ©
e
)
= —di zv = ;‘t_
An(t) = ( dt) Ko = Ave) = 2 (10)

Como A(t) = D,V(t), A(t) é a taxa de variagdo de V(). A variagdo em V()
pode ser causada ou por uma variagdo em seu médulo ou em sua dire¢do. Co-
mo | V(f)| é a medida da velocidade escalar da particula no instante 7 unidades e
ds

dt

lar da particula; isto é, A(f) estd relacionada com a mudanga no médulo de
¥(1). Como Ay(f) envolve a curvatura K(t), A,(¢) estd relacionada com a va-
riacdo na direcdo de V(¢). Esses resultados sdo importantes em Mecénica. Da
segunda lei do movimento de Newton temos

F = mA a1

= |V(@®)|, entdo AL é a taxa de variacdo da medida da velocidade esca-
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onde F é o vetor forga aplicado a um objeto mével, m é a medida constante
da massa do objeto e A é o vetor aceleragdo do objeto. Substituindo (8) em

(11) e tomando v = % temos

F(t) = m % T@t) + mv? KON

Assim, no.movimento curvilineo a componente normal de F é

my?
p(0)

que ¢é a intensidade da forga normal 3 curva necessdria para manter o objeto
na curva. Por exemplo, se um automoével estd indo ao longo de uma curva em
alta velocidade escalar, entdo a for¢a normal deve ter uma grande intensidade,
a fim de manter o carro na estrada. Também, se a curva for fechada, a medida
do raio de curvatura serd pequena; assim, o valor da intensidade da for¢a nor-
mal deve ser grande.

Substituindo (9) e (10) em (8), temos

A(t) = Ar(T(1) + ANEN()
de onde segue que
IA@| = V[4r®©]* + [An0)]?

Resolvendo em termos de A, (f) € notando de (10) que A, (¢) ¢ ndo-negativo,
temos

mv: K(t) &

Ax(t) = A@ * = [AOF

EXEMPLO 1 Uma particula move-se ao longo de uma curva com a equagao
vetorial

R(t) = ti + €j
Ache as componentes tangencial e normal do vetor aceleragio.
Solugado

V() = D,R(t) A(t) = D,V(1)
=1+ éj = ¢€'j
VOl =vTT e  JA) =
ds ds dis e
—_—= _— = 1 2t = .
Como i V1, i J1 + e* e i s Logo,
e21
Aty = == AN = VIAOI? - [4:(0)]?
J1i+e - =
=V T
el

V1 + e
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EXEMPLO 2 © Uma particula esta se movendo ao longo da curva com equa-
¢do vetorial

R(?) = (2 — )i + (&3 — 1)j

Ache cada um dos seguintes vetores: V(¢), A(t), T(t) e N(¢). Ache também os
seguintes escalares: |V(#)|, Ar(t), Ax(t) e K(f). Ache os valores especificos
quando ¢ = 2. Faga um esbogo mostrando uma parte da curva no ponto onde
t = 2 e trace as representagdes de V(2), AQ2), A;(2)T(2) e Ay(2)N(2), tendo
como ponto inicial o ponto onde ¢ = 2.

Solugéo Como V(¢) = DR(t) e A(t) = DN(¢), temos

V@O =260+ (- 1) A(t) = 2i + 2tj
VOl = Va2 + ¢ =17 |[A@) =4 + 47

=Jt*+ 22+ 1 =21 +¢2

=t*+1

ds .
Logo, — = t? + 1. Assim,
0go 7 i

dz
4:0=5z  Av) = JIAOT - (40O
=4+ 41> —4?

=2t

=2
_ V()
0= vor
2t 2—-1,

=t2+.1'+t2+1J
Para calcular N(#) usamos as seguintes férmulas que decorrem de (8):

1

= Bk [AO — (PAT0)] (12

N()

AQ) — (DR29T@O) =2+ 26— 22 i+ Ly
' ! 41 T er1!

A(t) — (D2s)T(t) = %T [(1 — i + 24] (13)

De (12), N(¢) é um escalar vezes o vetor em (13). Como N(¢) é um vetor uni-
tario, podemos obter N(f) dividindo o vetor em (13) pelo seu médulo. Assim,

(1 — i + 24
V(1 =22 + (20)?
_1—t2i+ 2t
“ire i e?

N(t) =




Exercicios de Revisdo do Capitulo 14

843

A curvatura K(¢) é encontrada através da primeira equagdo em (10). Como

s = 2 + 1, obtemos
dt
2
y -_ -
K (22 + 1)?
6
5 Os vetores pedidos e os escalares em ¢ = 2 s3o0 os seguintes:
j V(2) = 4i + 3j A(2) = 2i + 4j
2 V()| = 5 A2)=4
rE TO=%+3 N2 =-3+4
X
N~ A2 =2 KQ) =%

-1

FIGURA 1

O esbogo aparece na Figura 1.

- EXERCICIOS 14.9

Nos Exercicios de 1 a 4, uma particula estd se movendo ao longo
da curva, tendo a equacdo vetorial dada. Ache os vetores V(t),
A(?) e os escalares Ar(t) e An(2).

1. R(t) =i + ¢ 2. R(t) = 2sen4ti + 2 cos 4tj
3. R(t)=(cos t + tsent)i +(sent —tcos t)j;t = 0
4. R(t) = (3 — 30)i + 3%

Nos Exercicios de 5 a 8, uma particula estd se movendo ao longo
da curva, tendo a equagdo vetorial dada. Ache V(t)), A(t,),
Ar(t) e An(t)) para o valor dado de t,.

5. Rt)=etit+eft,; =0

6. R() = cos® i +sen?tj;t, =4in
7. R(t) = sen®ti + cos® tj; t;, = in
8. Rt)=e Yi+e*jt,=1In2

Nos Exercicios 9 e 10, ache os seguintes escalares: V(t) , Ar(t),
An(?) e K(2).

9. Rt) =i+ 1t3t>0 10. R(t) = (£ + 4)i + (2t — 9)j
Nos Exercicios de 11 a 16, uma particula estd se movendo ao lon-
go da curva, tendo a equagdo vetorial dada. Em cada exercicio,
ache os vetores V(t), A(t), T(t) e N(¢), e os seguintes escalares
para um valor arbitrdrio de t: [V()], A(?), A N(t) e K(t). Ache
também os valores particulares quando t = t,. Em t = t, faca

um esbogo de parte da curva e trace as representagdes dos veto-
res V{t)), A(ty), Ar(t)T(t,) e An(E)N().

1L R() = (2t + 3)i + (2 = Dj; ¢, =2

12. RO =(t - i+ t3;t, =1

13. R(t) = 5cos 3ti + 5sen3ej; t; =4n

14, R(®) =325 + 2%t = 1 15. Rt)=¢i+e¥;t, =0
16. R(t) = cos £%i + sent?j; t, = 4/n

Nos Exercicios 17 e 18, uma particula estd se movendo ao longo
da curva, tendo a equacdo cartesiana dada. No ponto dado ache
(a) o vetor posi¢cdo, (b) o vetor velocidade, (c) o vetor acelera-
¢do, (d) Are (e) Ay. -

17. y =4x% (1, 4) 18. y2 = x3;(4, 8)

19. Uma particula estd se movendo ao longo da pardbola y? =
= 8x e sua velocidade escalar é constante. Ache cada um dos
seguintes, quando a particula estd em (2,4): o vetor posic¢ao,
o vetor velocidade, o vetor aceleragdo, o vetor tangente uni-
tario, o vetor normal unitdrio, Ay e Ap.

20. Uma particula estd se movendo ao longo do ramo superior
da hipérbole y? — x2 = 9, de forma que % seja uma cons-
tante positiva. Quando a particula estiver em (4,5) obtenha:
0 vetor posi¢do, o vetor velocidade, o vetor aceleragdo, o vetor
tangente unitdrio, o vetor normal unitdrio, Ay e Apn.

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 14
Nos Exerctciosde1a 18, A = 4i — 6], B =i + TjeC = 9% — 5j.

1. Ache 3B — 7A.
2. Ache 5B — 3C.
3. Ache [3B - 7A|.
4. Ache |5B - 3C].

5. Ache [3B] — [7A].

6. Ache |SB] - [3C]|.

7. Ache (A — B) - C.
" 8. Ache (A - B)C.

9. Ache um vetor unitério tendo a mesma dire¢do que 2A + B.
10. Ache os vetores unitarios que sao ortogonais a B.
11. Ache escalares & e k, tais que A = hB + kC.
12. Ache escalares h e k, tais que hA + kB = -C.
13. Ache a projegdo escalar de A em B.
14. Ache a projecdo escalar de C em A.
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15. Ache o vetor proje¢ao de A em B.

16. Ache o vetor projegdo de C em A.

17. Ache as componentes de B na diregido de A.

18. Ache cos a se a for o angulo entre A e C.

19. Duas forgas com 50 N e 70 N de intensidade formam um an-
gulo de 60° entre si e sdo aplicadas a um objeto no mesmo
ponto. Encontre (a) a intensidade da forga resultante e (b)
o angulo formado com a forga de 50 N.

20. Determine o dngulo entre duas forgas de 112 N e 136 N apli-
cadas em um mesmo ponto de um objeto, se a forca resul-
tante tem intensidade igual a 168 N.

21. Uma forga é representada por um vetor F tendo um médulo
de 30 N e um angulo de direcdo cuja medida em radianos
é %n. Se a distdncia for medida em metros, ache o tra-
balho realizado pela for¢a ao deslocar uma particula ao lon-
go de uma reta, entre os pontos (3, 6) e (-2, 7).

22. A bussola de um avido marca um rumo de 107° e sua veloci-
dade escalar € 340 km/h. Se houver um vento soprando do
oeste a 58 km/h, quais serdo: (a) a velocidade escalar do avido
no solo e (b) seu trajeto?

Nos Exercicios 23 e 24, para a fun¢cdo com valores vetoriais, ache
(a) o dominio de R; (b) lim R(¢); (c) DR(¢).
-1

Ji—1

23. R(t) = i+——j 2. RO =|t—1)i+Inj
W=t} @ =t = 1fi + Inj
2
Nos Exercicios 25 e 26, ache @ e —d—); sem eliminar o
dx dx
parametro.

25 x=9t2— 1, y=3t+ 1 26. x =¥, y=e

Nos Exercicios 27 e 28, ache equacgdes das retas tangentes hori-
zontal e vertical, e faca um esbogo do grdfico descrito pelo par
" de equagdes paramétricas dadas.

2. x=12—1t%, y=12t — 3

2 2

28. x = lzj_t P y = 12it P a > 0 (a cisséide de Diocles)

29. Se R(?) = In(t2 — 1)i — 2¢-3j, ache R’(t) - R"(9).

30. Ache o comprimento de arco da curva tendo equagdes para-
métricas x = t2, y = t},det = lat = 2.

31. Ache o comprimento de arco da curva R(¢) = 2 - )i +
+ #%)j,det = 0at = 3.

32. Ache o comprimento de arco da curva r =

6=0a8= —};n'.

33. (a) Mostre que a curva definida pelas equagdes paramétricas
x =asentey = bcostéuma elipse. (b) Se s é a medida
do comprimento de arco da elipse da parte (a), mostre que

s=4 f:’z a1 — k? sen?t dt

onde k? = (a* — b?/a* < 1. Essa integral é chamada uma
integral eliptica e ndo pode ser calculada em termos de fun-
¢Oes elementares.
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34. Faca um esbogo do gréifico da equagdo vetorial R(¢) = efi +
+ e~'j, e ache uma equagdo cartesiana do gréafico.

35. Mostre que a curvatura da curva y = In x em qualquer ponto
(x, ) é x/(x? + 1)*2. Mostre também que a curvatura méxi-
ma absoluta € 5-+/3, a qual ocorre no ponto (3+/2, —+In 2).

36. Ache a curvatura em todos os pontos do ramo da hipérbole
definida por x = a cosh ¢, y = b senh t. Mostre também
que a curvatura tem um maximo absoluto no vértice.

37. Ache o raio de curvatura em todos os pontos da curva
x =alcost + tsent),y = a(sent — tcos {).

38. Ache a curvatura, o raio de curvatura e o centro de curvatu-
ra da curva y = e~* no ponto (0, 1).

39. Ache a curvatura e o raio de curvatura da curva-R(¢t) = 3¢4 +
+ (#3 — 31)j no ponto onde ¢ = 2.

40. Se R(¢) = e*i + e ~*§, onde A é uma constante, mostre que
R(?) satisfaz a equagdo R”(¢) — A2R(¢) = 0.

41. Uma particula esta se movendo ao longo de uma curva ten-
do a equagdo vetorial R(¢) = 34 + (4¢ — £?)j. (a) Ache uma
equagao cartesiana da trajetéria da particula. (b) Ache o ve-
tor velocidade e o vetor aceleragdo. (c) Ache V(1) e A(l).

42. Siga as instru¢des do Exercicio 41, se R(¢) = 2efi + 3e~fj.

43. Para a hipocicléide de quatro vértices, x = a cos3 t e
y = asen?® ¢, ache @ e d’y sem eliminar o parametro.

dx  dx?

44, Se uma particula esta se movendo ao longo de uma curva,
sob que condig¢des terdo o mesmo sentido ou sentidos opos-
tos os vetores aceleracdo e tangente unitario?

Nos Exercicios 45 e 46, para a curva dada ache T(t) e N(¢), e
em t = t, faca um esbogo de parte da curva e trace as represen-
tagoes de T(t)) e N(t)) tendo como ponto inicial t = t,.

45. R(t) = (¢" + e )i + 2t t; =2

46. R(¢) = 3(cos ¢ + tsen t)i + 3(sen t — ¢ cos t)j, t > 0;
tl = Tﬂ

47. Dada a curva com equagdes paramétricas x = 4¢, y =
= 42t + 1)¥%, t > 0, ache as equagdes paramétricas
tendo como parametro o comprimento do arco s, medido a
partir do ponto onde ¢ = 0. Teste seu resultado usando a
expressao (7) da Secgdo 14.6.

48. Ache a medida em radianos do angulo de elevagio segundo
o qual uma arma deveria ser disparada, a fim de obter 0 m4-
ximo alcance para uma dada velocidade na boca da arma.

49. Ache uma férmula para obter a altura maxima atingida por
um projétil disparado por uma arma, tendo uma velocidade
na boca da arma de v, m/s € um angulo de elevagio de a
rad.

50. Uma menina joga uma bola horizontalmente, do topo de um
penhasco com 88,2 m de altura, a uma velocidade escalar ini-
cial de 9,8 m/s. Ache (a) o tempo de vdo, e (b) a distincia
do penhasco ao ponto onde a bola atinge o chio.

51. Prove, usando a anilise vetorial, que as diagonais de um pa-
ralelogramo cortam-se ao meio.
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52. Ache o vetor posicdo R(?), se o vetor aceleragdo
A(t) = £ - 712—1' e V() = j,eR(1) = 4i + 3j.

53. Uma epicicldide é a curva tragada por um ponto P sobre a
circunferéncia de raio b que rola externamente sobre uma cir-
cunferéncia fixa de raio a. Dado que a origem est4 no cen-
tro da circunferéncia fixa, que A(a, 0) é um dos pontos no
qual o ponto P dado entra em contato com a circunferéncia
fixa, B ¢ o ponto mével de tangéncia entre as duas circunfe-
réncias e o pardmetro ¢ ¢ a medida em radianos do &ngulo
AOB, prove que as equagdes paramétricas da epicicldide sdo

x=(a+b)cost—bcosa;bt
e
y=(a+b)sent-bsena+bt

54. Dados o tridngulo ABC, os pontos D, E e F sobre os lados
AB, BC e AC, respectivamente, e

V(D) = +v(aB); V(BE) = +v(BO); v(Ch = Lv(Ch)
Prove que V(AE) + V(BF) + V(CD) = o.

Os Exercicios de 55 a 58 referem-se a Sec¢do Suplementar 14.9.
Nos exercicios 55 e 56, ache (a) o vetor velocidade e o vetor ace-
leragdo, (b) a velocidade escalar e (c) as componentes normal e
tangencial da aceleragdo.

§5. R(?) = cosh 27i + senh 2¢j

56.R(f) = (g~ ¢t — di + In(1 + t3)j

§7. Ache as componentes normal e tangencial do vetor acelera-
¢do para a particula do-Exercicio 41.

58. Ache as componentes normal e tangencial do vetor acelera-
¢d0 para a particula do Exercicio 42.
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Neste capitulo tratamos de vetores no espago tridimensional. A Geometria

7 ™
Ui

Sé-

lida também € incluida, pois sua discussao é simplificada com o uso de vetores.

Comegamos na Secgdo 15.1, estabelecendo um sistema de coordenadas num es-
paco semelhante aquele no plano. Na Secgdo 15.2, aplicamos as defini¢des e

teoremas dados na Seccdo 14.1, para vetores no plano, a um espago tridimen-

sional. Os tépicos de Geometria Sélida aparecem nas Secgdes 15.3, 15.4, 15.6
e 15.7. Esses topicos incluem planos, retas, cilindros, superficies de revolugio  /——__
e superficies quddricas. O produto vetorial, discutido na Sec¢do 15.5, € uma /
operagdo vetorial para vetores tridimensionais, que nds ndo efetuamos para ve-

tores no plano.
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Fungoes com valores vetoriais no espago tridimensional, juntamente com uma
breve introducdo a Geometria Diferencial de curvas e superficies, sdo apresen-
tadas na Sec¢do 15.8. Coordenadas cilindricas e esféricas séo generalizagdes de
coordenadas polares a espagos tridimensionais. Serdo discutidas na Sec¢do 15.9,
para que possam ser utilizadas em aplicagdes na Engenharia, no Capitulo 18.

15.1 0 ESPACO NUMERICO

TRIDIMENSIONAL

15.1.1 DEFINICAO

//

X

FIGURA 1
4
/’/ S

- ke >

Yy
FIGURA 2

Até aqui estivemos interessados com a reta numérica R (o espago numérico uni-
dimensional) e o plano numérico R? (o0 espago numérico bidimensional). Iden-
tificamos os nimeros reais em R com os pontos de um eixo horizontal e os pa-
res numéricos reais em R? com os pontos de um plano geométrico. Da mesma
forma, vamos introduzir agora o conjunto de todas as triplas ordenadas de nu-
meros reais.

O conjunto de todas as triplas ordenadas de nimeros reais é chamado de espa-
¢o numérico tridimensional, sendo denotado por R*. Cada tripla ordenada
(x, ¥, 2) é chamada de um ponto no espago numérico tridimensional.

Para representar R® no espago geométrico tridimensional, consideremos as
distancias orientadas de um ponto a trés planos mutuamente perpendiculares.
Os planos foram formados considerando primeiro trés retas mutuamente per-
pendiculares que se interceptam em um ponto, o qual denominaremos origem,
sendo denotado pela letra O. Essas retas, chamadas de eixos coordenados, séo
designadas como os eixos x, y e z. Usualmente, os eixos x e y sdo tomados no
plano horizontal e o eixo z é vertical. Uma direcdo positiva é escolhida em cada
eixo. Se as diregdes positivas forem escolhidas como na Figura 1, o sistema de
coordenadas sera chamado de dextrogiro.* Essa terminologia decorre do fato
de que se a méio direita for colocada de tal forma que o polegar aponte na dire-
¢do positiva do eixo x e o indicador aponte na dire¢do positiva do eixo y, entdao
o dedo médio estara apontando na dire¢do positiva do eixo z. Se o dedo médio
estiver apontando na direcdo negativa do eixo z, entdo o sistema de coordena-
das serd chamado de sinistrogiro.** Um sistema sinistrogiro esta na Figura 2.
Em geral usaremos o sistema dextrogiro. Os trés eixos determinam trés planos
coordenados: o plano xy contendo os eixos x e y, o plano xz, contendo os eixos
X € z e 0 plano yz, contendo os eixos y e 2.

Uma tripla ordenada de nimeros reais (x, y, z) estd associada a cada ponto
P do espago geométrico tridimensional. A distancia orientada de P até o plano
yz é chamada de coordenada x, a distincia orientada de P ao plano xz é chama-
da de coordenada y e a coordenada z é a distincia orientada de P ao plano xy.
Essas trés coordenadas sdo chamadas de coordenadas cartesianas retangulares
do ponto e hd uma correspondéncia biunivoca (chamada de sistema de coorde-
nadas cartesianas retangulares) entre todas as triplas ordenadas de nimeros reais
e 0s pontos no espago tridimensional geométrico. Assim sendo, identificamos
R? com o espago tridimensional geométrico e a tripla ordenada (x, y, 2) serd
um ponto. O ponto (3, 2, 4) estd mostrado na Figura 3 e o ponto (4, —2, —5)
esta na Figura 4. Os trés planos coordenados dividem o espago em oito partes,
denominadas octantes. O primeiro octante é aquele onde todas as trés coorde-
nadas sdo positivas.

N. do T.: * Também denominado sistema direto ou positivo.
** Também denominado sistema retrégrado ou negativo.
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FIGURA 5

15.1.2 TEOREMA
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Uma reta € paralela a um plano se e somente se a distincia de qualquer ponto
da reta ao plano for a mesma.

» ILUSTRACAO 1 Uma reta paralela ao plano yz, uma paralela ao plano xz
€ uma paralela ao plano xy estdo nas Figuras 5, 6 e 7, respectivamente. <«

N
N

FIGURA 6 FIGURA 7

Consideraremos todas as retas contidas num dado plano como sendo parale-
las a ele e, nesse caso, a distincia de qualquer ponto da reta ao plano é zero.
O seguinte teorema segue imediatamente.

(i) Uma reta é paralela ao plano yz se ¢ somente se todos os pontos da reta
tiverem a mesma coordenada x.

(ii) Uma reta € paralela ao plano xz se e somente se todos os pontos da reta
tiverem a mesma coordenada y.

(iii) Uma reta é paralela ao plano xy se e somente se todos os pontos da reta
tiverem a mesma coordenada z.

No espago tridimensional, se uma reta for paralela a dois dos planos que se
interceptam, ela serd paralela a reta de intersec¢do dos dois planos. Também,
se uma dada reta for paralela a uma segunda reta, entio a reta dada serd para-
lela a qualquer plano que contenha a segunda reta. O Teorema 15.1.3 segue
desses fatos de Geometria Sélida e do Teorema 15.1.2.
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(i) Uma reta serd paralela ao eixo x.se e somente se todos os pontos da reta
tiverem uma mesma coordenada y e uma mesma coordenada z.

(ii) Uma reta sera paralela ao eixo y se e somente se todos os pontos da reta
" tiverem uma mesma coordenada x e uma mesma coordenada z.

(iii) Uma reta sera paralela ao eixo z se e somente se todos os pontos da reta
tiverem uma mesma coordenada x e uma mesma coordenada y.

» ILUSTRAGAO 2 Uma reta paralela ao eixo x, uma reta paralela ao eixo y e

uma reta paralela ao eixo z estdo nas Figuras 8, 9 e 10, respectivamente. <«

z z z
,I
/
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ - c————
// //
_____ ,O y -——— lﬁy
| : { ]
| : L
1
1
X . x x
FIGURA 8 FIGURA 9 FIGURA 10

As formulas para encontrar a distancia orientada de um ponto a outro sobre
uma reta paralela ao eixo coordenado seguem da defini¢do de distdncia orien-
tada, dada na Secgdo 1.2, e estdo enunciadas no teorema a seguir.

(i) Se A(x,, y, 2) € B(x,, y, ) forem dois pontos sobre uma reta paralela ao
eixo x, entdo a distincia orientada de A a B, denotada por AB, sera dada
por

14_B = x2 - xl

(ii) Se C(x, ¥y, 2) € D(x, y,, z) forem dois pontos sobre uma reta paralela ao
eixo y, entdo a distancia orientada de C a D, denotada por CD, serd dada
por

CD = Y, — N

(iii) Se E(x, y, z;) ¢ F(x, y, z,) forem dois pontos sobre uma reta paralela ao
eixo z, entdo a distincia orientada de E a F, denotada por EF, sera dada
por

—E'T|=Z2—zl

» ILUSTRACAO 3 A distincia orientada PQ do ponto P(2, — 5, —4) ao ponto
Q@2, —3, —4) ¢ dada pelo Teorema 15.1.4(ii). .
PQ = (-3) - (-9
=2 <

O teorema a seguir d4 uma formula para achar a distancia ndo-orientada en-
tre dois pontos no espago tridimensional.
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15.1.5 TEOREMA

B(xz,y¥1,21)

Pl(xl,yl,ll)

FIGURA 11

15.1.6 TEOREMA
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A distdncia ndo-orientada entre os pontos P,(x,, ¥, 2,) € Py(X,, 5, Z) € dada
por

PP, = V0r — 5P + 0, 3 & (@ — o)

Prova Construa um paralelepipedo retangular tendo P, e P, como vértices
opostos e faces paralelas aos planos coordenados (veja a Figura 11).
Pelo teorema de Pitagoras,

|P1P2|2 = |P1A|2 + |AP2!2 ) (1)

Como
[P A = [P,Bf* + B
obtemos, substituindb na equagio (1),
PP, = [PLBP + [BAP + [P
Aplicando o Teorema 15.1.4(j), (ii) e (iii) ao segundo membro de (3), obtemos
[PiPof? = (xs — x> + (y2 — y1)* + (22 — 2,)° _
|P.P,| = Vi =%+ (2 — v + @ —z) u

EXEMPLO 1 Ache a distancia ndo-orientada entre os pontos P(—3, 4, — 1)
€ Q(2s 53 _4)'

Solugdo Do Teorema 15.1.5,
POl =2 +3)* +(5— 42 + (=4 + 1)

A férmula para a distincia entre dois pontos em R?® é uma mera extensio
da férmula correspondente para a distincia-entre dois pontos em R2. E impor-
tante notar que a distdncia ndo-orientada entre dois pontos x, e x, em R é da-
da por

— A 2

|x2 - x1| =(x; — x,)

As formulas para as coordenadas do ponto médio de um segmento de reta
sdo deduzidas formando-se tridngulos semelhantes e procedendo de modo
analogo ao caso bidimensional. As féormulas sdo dadas no teorema a seguir e
a prova sera deixada como exercicio (veja o Exercicio 18).

As coordenadas do ponto médio do segmento de reta com extremos P,(x,, ¥;, Z;)
e Py(x,, ¥,, 2,) sdo dadas por

X + X - _ N tr - _ Ltz

Y=T o YT T PR

~N

O grifico de uma equac¢do em R? é o conjunto de todos os pontos (x, y, z) cu-
jas coordenadas sdo numeros que satisfazem a equagdo.

O grafico de uma equa¢ido em R? é chamado de superficie. Uma superficie
particular é a esfera, que definiremos a seguir.
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C(h k1)

P(x,y,2)

15.1.10 TEOREMA
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Uma esfera é o conjunto de todos os pontos no espago tridimensional, eqiiidis-
tantes de um ponto fixo. O ponto fixo é chamado de centro da esfera e a medi-
da da distancia constante é chamada de raio da esfera.

Uma equagdo da esfera de raio r.e centro em (h, k, [) €
-+ -k + =P )

Prova Seja C o ponto (h, k, /) (veja a Figura 12). O ponto P(x, y, z) ¢ um ponto
da esfera se e somente se

|C-I—’\=r
o Jx—h+@-k*+E=-1)*=r.

Elevando ao quadrado ambos os membros da equagdo acima, obtemos o resul-
tado desejado. [ |

Se o centro da esfera estiver na origem, entdoh = 0, k = 0,/ = 0, ¢, portan-
to, uma equagdo dessa esfera sera

x2+y?+ 22 =12
Se expandirmos os termos de (2) e os reagruparmos, teremos
X2+ y*+22—2hx —2ky -2z + (W + K2+ -r})=0
Essa equacdo é da forma
x2+y?+22+Gx+Hy+1z+J =0 (3)

onde G, H, I e J sdo constantes. A equagdo (3).é chamada de forma geral da
equacdo de uma esfera, enquanto que (2) é chamada de forma centro-raio. Co-
mo toda esfera tem um centro e um raio, sua equagdo pode ser posta na forma
centro-raio e, portanto, na forma geral.

Pode ser mostrado que toda equagdo da forma (3) pode ser escrita na forma

(x—hP+ -k +E—1)=K @)
onde
h=-1G k=-3H 1= K=3G*+H*+I2-4))

A demonstragdo deste fato sera deixada como exercicio (veja o Exercicio 19).

Se k > 0, entdo (4) sera da forma da equagdo (2); assim, o grafico da equa-
¢do serd uma esfera, tendo seu centro em (A, k, /) e raio VK. Se K = 0, o gréfico _
da equagdo serd o ponto (h, k, I). Se K < 0, o gréafico serd o conjunto vazio,
pois uma soma de quadrados de trés nimeros reais ¢ ndo-negativa. Vamos apre-
sentar esse resultado como um teorema.

O gréfico de toda equagdo do segundo grau em x, y e z, da forma
X+ +22+Gx+Hy+Iz+J=0

¢ uma esfera, um ponto ou .um conjunto vazio.

EXEMPLO 2 Faca um esbogo do grafico da equacgdo
X2+ 2 +22—6x—4y+2z=2
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Reagrupando os termos e completando os quadrados, temos
Z_b6x+9+ )y —4dy+4+22+2241=24+9+4+1
=3+ -2 +@E+1)*=16

Assim, o gréfico é uma esfera, tendo o seu centro em (3, 2, —1) e raio 4.
Um esbogo do grafico estd na Figura 13.

FIGURA 13

EXEMPLO 3
B9,

Ache uma equagido da esfera tendo os pontos 4(—5, 6, —2) e
—4, 0) como extremos de um didmetro.

O centro da esfera € o ponto médio do segmento de reta AB. Seja

C(x, ¥, 7) esse ponto. Entdo, pelo Teorema 15.1.6, temos que

Solugdo
- _9-5 -
X = 3 y=
=2

—4.+6

=1

0-2
2 r=Ty
—1

Assim, C ¢ o ponto (2, 1, —1). O raio da esfera é |CB|. Assim,

r=vO -2 +(—4— 1>+ (0 + 1)

- T

Logo, do Teorema 15.1.9, uma equacfio da esfera é
=22+ —12++1)*=175
X2+ 2 +z22—4x—2y+22—-69=0

EXERCICIOS 15.1

Nos Exercicios de 1 a 5, os pontos A e B dados sdo vértices opos-
tos de um paralelepipedo retangular, tendo suas faces paralelas
aos planos coordenados. Em cada exercicio, (a) faca um esbogo
da figura, (b) ache as coordenadas dos seis outros vertzces, (c)
ache o comprimento da diagonal AB.

1. A(0,0,0); B(7,2,3) 2. A(1,1,1); B(3,4,2)
3. A(—1,1,2); B(2,3,5) 4, A2, —1, —3); B4,0, —1)
5. A(1, —1,0) B3, 3, 5)

6. O vértice oposto a um canto de um saldo estd 8 m a leste,
5 m ao sul e 3 m para cima do primeiro canto. (a) Faca um
esbogo da figura; (b) determine o comprimento da diagonal
que liga dois vértices opostos; (c) ache as coordenadas dos
oito vértices do saldo.

Nos Exercicios de 7 a 11, ache (a) a distdncia ndo-orientada en-
tre os pontos A e B e (b) o ponto médio do segmento de reta
que une os pontos A e B.

7. A(3, 4, 2); B(1, 6, 3)
9' A(zr _47 1); B(%, 2’ 3)
11. A(=5,2,1); BB3,7, —2)

8. A4, —3,2); B(—=2,3, —5)
10. A(—2, —%, 55 B(5,1, —4)

12. Mostre que os trés pontos (1, —1, 3), (2, 1, 7), e (4, 2, 6)
‘ sdo os vértices de um tridngulo retidngulo e ache sua area.
13. Uma reta é tracada pelo ponto (6, 4, 2), perpendicular ao

14.
15.

16.

17.

18.
19.

plano yz. Ache as coordenadas do ponto sobre a reta a uma
distancia de 10 unidades do ponto (0, 4, 0).

Resolva o Exercicio 13 se a reta for perpendicular ao plano xy.
Prove que os trés pontos (-3, 2, 4), (6, 1,2) e (- 12, 3, 6)
sdo colineares, usando a féormula da distancia.

Ache os vértices do tridngulo cujos lados tém os pontos mé-
dios em (3, 2, 3), (-1, 1, 5) e (0, 3, 4).

Para o tridngulo com vértices em A(2, -5, 3), B(—1, 7, 0)
e C(-4,9, 7), ache (a) o comprimento de cada lado e (b)
o ponto médio de cada lado.

Prove o Teorema 15.1.6.

Mostre que toda equagdo da forma

x>+y*+z22+Gx+Hy+1z+J =0
pode ser posta na forma
x=—m+(y—kP+@z-1)7=

Nos Exercicios de 20 a 25, determine o grdfico da equagio dada.

20.
21.
22.
23,
24,
25,

x2+y2+22 -8y +62—-25=0

X +y2+22—8x+4y+22-4=0
X*+y?+z22—x—y—32+2=0
x2+y2+22—624+9=0

24+ y?+22—8x4+ 10y —4z+13=0
x4y +22—6x+2y—4z4+19=0
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Nos Exercicios de 26 a 28, ache uma equagdo da esfera satisfa- 29. Prove analiticamente que as quatro diagonais unindo vérti-
zendo as condigbes dadas.

ces opostos de um paralelepipedo retangular se interceptam
ao meio.

26. Um didmetro é o segmento de reta tendo extremidades em  30. Se P, Q, R e S sdo quatro pontos no espago tridimensional

(6, 2’

-5 e(~-4,0,7).
27. Ela ¢ concéntrica com a esfera de equagdo

X2+ y2+22 -2y +8-9=

e A, B, C e D sdo os pontos médios de PQ, OR, RS e SP,
respectivamente, prove analiticamente que ABCD é um pa-

0 e tem raio 3. ralelogramo.
28. Ela contém os pontos (0, 0 4),(2,1,3)e(0,2,6)etemseu 31, Prove analiticamente que as quatro diagonais de um cubo
centro no plano yz.

tém o mesmo comprimento.

15.2 VETORES NO ESPACO
TRIDIMENSIONAL

15.2.1 ‘DEFINICAO

(x +a,,y+ay z+a,)
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FIGURA 2

Definimos um vetor no plano como um par ordenado de nimeros reais. Agora
aplicaremos essa definicdo a um vetor no espago tridimensional.

Um vetor no espago tridimensional ¢ uma tripla ordenada de niimeros reais
{x, ¥, 2). Os nimeros x, y € z sdo chamados de componentes do vetor (x, y, z).

Seja V, o conjunto de triplas ordenadas (x, y, z) para as quais x, y € Z sd0
numeros reais. Nesse capitulo, um vetor estard sempre em V;, a ndo ser que
seja explicitamente dito de outra maneira.

Um vetor em ¥V, pode ser representado, como fizemos para vetores em V,,
por um segmento de reta orientado. Se A = (a,, a,, a;), entdo 0 segmento
de reta orientado, tendo seu ponto inicial na origem e seu ponto final no ponto
(a,, a,, a;), sera chamado de representacdo posicional de A. Um segmento de
reta orientado, tendo seu ponto inicial em (x, y, z) e seu ponto final em (x + a,,
y + a?, 7 + a,) sera também uma representagdo do vetor A. Veja a Figura 1.

O vetor zero é o vetor (0, 0, 0), sendo denotado por 0. Qualquer ponto é uma
representagdo do vetor zero.

O médulo* de um vetor € o comprimento de qualquer uma de suas represen-
tagdes. Se o'vetor A = {(a,, a,, a;), 0 médulo de A sera denotado por |A|, e
segue que

lAll = Va,? + a,® + a3?

A dire¢io e o sentido de um vetor ndo-nulo em ¥V, sdo dados por trés dngu-
los, chamados dangulos de diregdo do vetor.

Os angulos de dire¢io de um vetor ndo-nulo sdo os trés angulos que tém a me-
nor medida ndo-negativa em radianos a, B e y medidos a partir dos eixos positi-
vos X, ¥ € z, respectivamente, até a representagdo posicional do vetor.

A medida em radianos de cada dngulo. de dire¢do de um vetor é maior ou
igual a zero e menor ou igual a #. Os angulos de direcdo com medidas a, B
e ¥ em radianos do vetor A = (a,, a,, a;) estdo na Figura 2. Nessa figura, as
componentes de A s3o todas de nimeros positivos e os dngulos de diregdo desse
vetor tém todos medida positiva em radianos, menores do que +n. Na figura,
vemos que o tridngulo POR é retangulo e

a,
Ccos of = ——
Al

Pode ser provado que a mesma férmula é valida se 47 < a < #. Férmulas
analogas podem ser encontradas para cos 8 € cos ¥, € temos que

N. do T.: Também denominado norma em Matemadtica e, as vezes, magnitude ou intensidade do
vetor em Fisica.
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a, a, a,
cosaq = —— = = (1)
Al <P = Tar 7= Ta

Os trés numeros cos a, cos B e cos ¥ sdo chamados de co-senos diretores do
vetor A. O vetor nulo ndo tem dngulos de dire¢do e, portanto, ndo possui
co-senos diretores.

» ILUSTRACAO 1 Encontraremos o médulo e os co-senos diretores do vetor

A=(2 6.
Al = VB + (2% + (= 6)?
=17

Das férmulas (1),
cosa=3 cosf=2%2 cosy=—% <
Se 0 médulo de um vetor e seus co-senos diretores forem conhecidos, o vetor
por (1) ficard univocamente determinado e segue que
a, = ||Al| cos « a, = ||Aljcos B a5 =||A| cosy ?)

Os trés co-senos diretores de um vetor ndo sdo independentes uns dos outros,
COmO veremos no teorema a seguir.

15.2.3 TEOREMA | Se cos a, cos B e cos ¥ forem os co-senos diretores de um vetor, entdo

cos?a + cos’f + costy =1

Prova Se A = (a,, a,, a3}, entdo os co-senos diretores de A serdo dados por

1)e
) 5 . aIZ a22 (132
cos” o + cos® f + cos’y = TAIP + e + AT
a4 a,? + a3’
llAl*
_ Al
[IA]l*
=1 ]

» ILUSTRAGAO2 Verificaremos o Teorema 15.2.3 para o vetor da Ilustragdo 1.
cos? o + cos? B + cos’y = (3)* + 3)* + (-9
=2 4 4 . 36
=39t + 39

49
— 49
— 49
=1 <
O vetor A = (a,, a,, @;) ¢ um vetor unitério se |A|] = 1, e das férmulas (1)

as componentes de um vetor unitdrio sdo seus co-senos diretores.
As operagdes de adicdo, subtragdo e multiplicagdo escalar de vetores em V,
recebem defini¢bes andlogas as correspondentes defini¢Ges para vetores em V.
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Se A = {a,, a,, a;) e B = (b, b,, by), entdo a soma desses vetores sera dada por

A+B=(al+b1,az+b2,a3+b3)-

EXEMPLO 1 Dados A = (5, -2, 6)eB = (8, —5, —4), ache A + B.
Solugédo

A+B=(+8,(—-2+(=95),6+(—4)
=13, -7,2) -

A interpretagdo geométrica da soma de dois vetores em V; é andloga aquela
que foi dada para vetores em V,. Veja a Figura 3. Se P for o ponto (x, y, 2)
e A = (a,a,a),e PQ for uma representacdo de A, entdo Q sera o ponto
x + a,y + a,z + a,). SejaB = (b, b,, by) e seja QR uma representacdo
de B. Entdo, Réoponto (x + (a, + b),y + (a, + b)), Z + (a; + by)). Logo,
PR é a representacdo do vetor A + B e a lei do paralelogramo ¢ valida.

Se A = {(a,, a,, ay), entdo o vetor (—a,, —a,, —a,) ¢ definido como o oposto

| de A, denotado por —A.

A diferenga de dois vetores A e B, denotada pdr A — B, é definida como sendo

A-B=A+(-B)

Das Defini¢bes 15.2.5 e 15.2.6, segue que se A = (@, a,, a;) e B = (b, b,, bs),
entio ‘—B = <‘_b1, _bz, _b3> (]

A—-B=<{a, —by,a,—by,a; — b3

EXEMPLO 2 Para os vetores A ¢ B do Exemplo 1, ache A — B.
Solugdo
A—B=¢5-26)—(8, -5 —4>
=5, —2,6) +<-8,54>
={-3,3,10)

A diferenca entre dois vetores em ¥V, também ¢ interpretada geometricamente
como em V;. Veja a Figura 4. Uma representagdo do vetor A-— B ¢ obtida
se escolhermos representagdes de A e de B com o mesmo ponto inicial. Entéo,
uma representa¢do do vetor A — B é o segmento orientado do ponto final da
representacdo de B ao ponto final da representacdo de A.

A Figura 5 mostra os pontos P(a,, a,, a;) e Q(b,, b,, b;) e 0s segmentos
orientados PQ, OP e OQ. Observe que

V(PQ) = V(00) — V(OP)
= by, by, b3) —<{ay, a5, a3)

Logo,

V(I—)—Q‘) = - a, b — a, by — a;)
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> ILUSTRACAO 3 A Figura 6 mostra o segmento de reta orientado _P_Qo, onde
P é o ponto (1, 3, S) e Q é o ponto (2, —~1, 4).
VPO)=¢2—-1,—-1-3,4-5>
=<1, =4, = 1) )

Se ¢ for um escalar e A um vetor (g,, a,, a;), entdo o produto de c e A, deno- .
tado por cA, serd um vetor, dado por

cA

cla,, a,, a;)
(cay, ca,, cay)

EXEMPLO 3 Dado A = (—4, 7, —2), ache 3A ¢ —5A.
Solugéo
3A=3K-4,7, -2 —5A =(=5(-4,7, -2
={-—12,21, -6 = (20, —35, 10>

Suponha que A = {a,, @,, @) seja um vetor ndo-nulo, tendo por co-senos di-
retores cos a, cos B e cos ¥, € seja ¢ qualquer escalar ndo-nulo. Entdo cA =
= (ca,, ca,, ca,); e se cos @,, cos B, € cos v, forem os co-senos diretores de cA,
teremos nas expressées (1),

. cay _ ¢y _ _¢cas
e 7Y IR 17V R
c  a ¢  a, ¢ a3
cos oy = —-— cos i, = — COS ¥y = — o
G F el Al Flel Al
cos o, =—lz—|cosa cos B, =ﬁcosﬁ " cos Y, =|%|cosy (3)

Assim, se ¢ > 0, segue das expressdes (3) que os co-senos diretores do vetor
CA serdo os mesmos que os co-senos diretores de A. E se ¢ < 0, 0s co-senos
diretores de cA serdo os opostos dos co-senos diretores de A. Logo, se ¢ for
um escalar ndo-nulo, entdo o vetor cA terd o seu mddulo igual a |c| vezes o
modulo de A. Se ¢ > 0, cA terd a mesma diregdo e sentido que A, enquanto
que se ¢ < 0, cA e A terdo direcdo e sentido opostos.

As operagdes de adigdo de vetores, bem como a multiplicagdo por escalar de
vetores em Vi, satisfazem propriedades idénticas aquelas dadas no Teorema
14.1.8. Elas serdo dadas no teorema a seguir, cuja prova serd deixada como
um exercicio (veja os Exercicios 19 e 20). Desse fato e da Definigdo 14.1.9, segue
que V; é um espago vetorial real. Os trés vetores unitarios

i=<1,0,0) i=<0,1,0) k=<0,0,1)

formam uma base para o espaco vetorial V;, pois todo vetor (a,, a,, a;) pode
ser escrito em termos deles, da seguinte forma:

{ay, a;,a3) =a,{1,0,0> + a,<0, 1,0 + a3<0,0,1)
Logo, se A = {(a,, a,, a;), também podemos escrever

A =a,i + ayj + a;k )
Como em uma base de ¥, temos trés elementos, ¥; ¢ um espac;d tridimensional.
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Substituindo (2) em (4), temos que
A = ||A|| cos ai + ||A|| cos Bj + ||A]| cos yk

A = |A|(cos ai + cos Bj + cos yk) )

A expressdo (5) possibilita-nos expressar qualquer vetor ndao-nulo em termos
de seu médulo e co-senos diretores.

EXEMPLO 4 Expresse o vetor da Ilustragdo 1 em termos.do seu médulo € co-
senos diretores.

Solugdo  Na Ilustragdo 1, temos que A = (3,2, —6), |[A] = 7,cosa = 3,
cos ﬁ = %e Cos Yy = —%. LOgO, de (5)1

A =176 + % — 9K)

"Se A = aji + a,j + ak for um vetor nao-nulo, entdo o vetor unitédrio U, ten-

do a mesma direcdo e sentido que A, sera dado por
a a a
— i+ ——j+——Kk
IA] Al Al

A demonstrag¢do do Teorema 15.2.8 é andloga a que foi dada no Teorema
14.1.10 para um vetor em ¥, e serd deixada como exercicio (veja o Exercicio
46).

EXEMPLO 5 Dados os pontos R(2, — 1, 3) e S(3, 4, 6), ache o vetor unitdrio
que tem a mesma dire¢do e sentido que V(RS).

Solugdo .
V@RS) = (3,4,6) — <2, —1,3>  |[V(RS)|| = 1> + 52 + 32

=i+55+3k =./35

Logo, pelo Teorema 15.2.9, o vetor unitario pedido é

1 5 3
U=—i+—=j+—=Kk
NN RN

A definicdo de produto escalar de dois vetores em V, é uma extensao da de-
fini¢do dada para vetores em V,.

Se A = (a;, @, a;) ¢ B = (b, b,, b;), entdo o produto escalar de A ¢ B, deno-
tado por A - B, serda dado por
A B = (al’ a,, a!) : (blr bz’ bs)
= albl + a2b2 + a3b3

» ILUSTRAGAO 4 Se A = (4,2, —6) e B = (-5, 3, —2), entdo
A-B=<4,2 —6>-(—53, -2
=4(=5)+203) + (—6)(—2)

=-20+6+12
=2 . <
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Para os vetores unitdrios i, j € Kk,

iri=1 i‘i=1 k-k=1

i-j=0 i-k=0 jek=0

As leis para o produto escalar s3o as mesmas que aquelas dos Teoremas 14.2.2
¢ 14.2.3 para vetores em V,. As demonstragdes serdo deixadas como exercicios
(veja os Exercicios 27 e 28).

Vamos definir agora o 4ngulo entre dois vetores e entdo expressar o produto
escalar em termos do co-seno da medida em radianos desse angulo.

Sejam A e B dois vetores ndo-nulos em V;, tais que A ndo seja um multiplo
escalar de B. Se OP for a representacdo posicional de A e a_é a representaciao
posicional de B, entdo o fdingulo entre os vetores A e B sera definido como o 4n-
gulo de medida positiva entre OP e 5@, interno ao tridngulo POQ. Se A = ¢B,
onde ¢ € um escalar, entdo se ¢ > 0, o angulo entre os vetores terd medida de

O rad e se ¢ < 0, o dngulo entre os vetores serd 7 rad.

A Figura 7 mostra o angulo 8 entre os dois vetores, quando A ndo for um

- miiltiplo escalar de B.

Se @ for o dngulo entre os vetores ndo-nulos A ¢ B em V;, entdo

A - B = |A] |B] cos 6

A demonstrag¢do do Teorema 15.2.11 é semelhante 4 do Teorema 14.2.5 para
vetores em V; e serd deixada como exercicio (veja o Exercicio 47).

A defini¢do de vetores paralelos em V, é andloga i Defini¢do 14.2.6 para ve-
tores em V,; isto €, dois vetores em V, sio paralelos se e somente se um dos
vetores for um muiltiplo escalar do outro. Da mesma forma que vetores em. V,,
podemos provar dessa defini¢do e do Teorema 15.2.11 que dois vetores nio-nulos
em V; serdo paralelos se e somente se a medida em radianos do angulo entre
eles for 0 ou 7.

A defini¢do de vetores ortogonais em V, corresponde a Defini¢do 14.2.7 para
vetores em V,; isto é, se A e B forem dois vetores em V;, dizemos que A ¢ B
sdo ortogonais se e somente se A - B'= 0.

EXEMPLO 6 Prove, usando vetores, que os pontos A(4, 9, 1), B(-2, 6, 3)
e C(6, 3, —2) sdo os vértices de um tridngulo retingulo.

Solucédo O tridngulo CAB aparece naF_ig.ura 8. Da figura, parece que o
angulo reto estd em A. Vamos encontrar V(4B) e V(AC) e se o produto escalar
desses vetores for zero, entdo o 4ngulo entre eles serd reto.

VAB)=(-2-46-93—-1> V@AC)=¢6-43-9,-2-1)

={(—6,-3,2> ={2, -6, —-3)
V(4B) - V(AC) = {—6, —3,2) - (2, -6, =3
=—12+18—6
=0

Logo, V(A_B3 e V(A_C3 sdo ortogonais; assim, o dngulo em A do tridngulo CAB
¢ um angulo reto e, portanto, CAB ¢ um tridngulo retangulo.




15.2 Vetores no Espaco Tridimensional 859

Se U for um vetor unitdrio na dire¢do e sentido de A e 8 for o dngulo entre
A (ou U) e um vetor B, entdo, do Teorema 15.2.11,

U-B =|U]|||B|| cos &
= ||Bf| cos 8

Como ocorre com 0s vetores em V5, |B| cos 0 € a projegdo escalar de B sobre
A ¢ a componente de B na diregdo de A.

A férmula do Teorema 14.2.9 dando a projegdo escalar de B sobre A ¢ vélida
para vetores em V; e a demonstragio é idéntica aquela para vetores em V,. As-
sim, a proje¢do escalar de B sobre A ¢

A-B

—_— 6

AT -

O Teorema 14.2.10, para vetores em V,, d4d uma férmula para calcular o ve-
tor projecio do vetor B sobre o vetor A. Esse teorema e sua prova sio idénticos
para vetores em V;, sendo o vetor

A'B
—— ]A 7
(||A||2> 0

EXEMPLO 7 Dados os vetores
A=6i—3j+2k B=2i+j—3k

Ache: (a) cos 0, se 8 for o dngulo entre A e B; (b) a componente de B na dire¢do
de A; (c) o vetor projecdo de B sobre A.

Solugdo Primeiro vamos calcular A - B, |A| e |B].

A-B=(6-32>-¢21,-3> |A|=v36+9+4 |B|=v4+1+9
=12-3-6 = /49 =14

=3 =17
(a) Do Teorema 15.2.11,
cos B = ii—
Al

3
N

(b) A componente de B na dire¢do de A é a projecdo escalar de B sobre A,
que é :

18] cos 6 = m‘(ﬁﬁ)

PR

(c) De (7), o vetor projecdo de B sobre A ¢é

A-B . .
=151 — &j + 5k




860

Vetores em um Espago Tridimensional e Geometria Analitica Sélida

EXEMPLO 8 Ache a distancia do ponto P(4, 1, 6) 4 reta que passa pelos pon-
tos A(8, 3, 2) e B(2, -3, 9).
Solucdo A Figura 9 mostra o ponto P e um esbogo da reta que passa por

A e B. O ponto M ¢é o pé da perpendicular de P a reta pelos pontos A e B. Se-
jam d unidades a distdncia |PM|. Assim, do teorema de Pitagoras,

= V|AP* — [AM[’ ®)
Para aplicar (8), precisamos calcular |AP|, que € o médulo de V(4P), e |AM

queéa prOJecao escalar de V(AP) sobre V(AB) Vamos achar primeiro V(4AP)
e V(AB).

V(AP)=<4—-81—-36-2) V(@B =<—-8 —3-3,5-2)

=(—4,-2,4) =<(—6,-6,3)

s Calculamos |AP| encontrando | V(AP)| e calculamos |AM| usando (6) com

V(AB) eB = V(AP)
- . . —_  V(4B)- V(4P
B2,-3,5 [ |[AP| = |[V(4P)| |[AM| = TIVGB
P4, 1,6 = (=472 + (=2 + 4
_ <_6’ —6’ 3> : <_4, _29 4>

" —f

v =

. =6/1- 8
X 2

=2/17
FIGURA 9 3

Substituindo esses valores de |AP| e

& — @

V(=62 + (—6)* + 32
_24+12+12

V81

48
9

|AM)| em (8), obtemos

EXERCICIOS 15.2

Nos Exerciciosde 1 a 6, A = (1_, 2,3),B=4, -3, -1),C =
= (-5, -3,5eD =(-2,1, 6).

1. Ache:(a) A + 5B;(b) 7C — 5D; (c)”7C|| —{|5D|}; () ||7C — 5D|.

2. Ache: (a) 2A — C; (b) ||2A|| — |ICJ}; (c) 4B + 6C ~ 2D;

(d) [14B| + [l6C]|| - [|2D].

3. Ache: (a) C + 3D — 8A; (b) ||A|| IBJ|(C — D).

4. Ache: (a) 3A — 2B + C — 12D; (b) ||A||C — |[BJD.

S. Ache os escalares a e b, tais que a(A + B) + b(C + D) = 0.
6. Ache os escalares a, b e ¢, tais que aA + bB + ¢C = D.

Nos Exercicios de 7 a 10, ache os co-senos diretores do vetor
V(P,P,) e teste as respostas, verificando que a soma dos seus
quadrados é 1.

7. Py(3, —1, —4); P,(7,2,49) 8. P(—2,6,5); P,(2,4,1)
9. Py(4, =3, —1); Py(-2, —4, -8)
10. Pl(17 37 5)7 P2(2, _1’ 4)

11. Use os pontos P, e P, do Exercicio 7 e ache o ponto Q, tal
que V(P,Py)) = 3V(P,Q).

12. Use os pontos P, e P, do Exercicio 10 € ache o ponto R, tal
que V(P R) = - 2V(P2R)

13. Dados P,(3, 2, —4) e P)(—S5, 4, 2), ache o ponto P;, tal que
4V(P,P) = -3V(P,P)).

14. Dados P,(7, 0, —2) e Py(2, -3, 5), ache o ponto P;, tal que
V(P,P;) = 5V(P,P;).

Nos Exercicios 15 e 16, expresse o vetor dado em termos de seu
mddulo e co-senos diretores.

15. (a) —6i + 2j + 3k; (b) —2i +j — 3k
16. (a) 2i — 2j + k;v(b) 3i +4j — 5k

Nos Exercicios 17 e 18, ache os vetores unitdrios tendo a mesma
direcdo e sentido que V(P,P,).

17. (a) P4, —1, —6) e P,(57, -2
(b) Pi(=2,5,3) e Py(—4,7,9)



Exercicios 15.2

18. (@) P,3, 0, —1) e Py(~3, 8, —1);
(b) P,(~8, 5, 2) € Py(~3, =9, 4)

Nos Exercicios 19 e 20, prove a propriedade se A, B e C forem
quaisquer vetores em V; e ¢ e d forem quaisquer escalares.

19.(a)A + B =B + A (lei comutativa)
(b) H4 um vetor 0 em V;paraoqual A + 0 = A
(existéncia de identidade aditiva)
(c) H4 um vetor —A em V;talque A + (-A) = 0
(existéncia do oposto)
(dc(A + B) = cA + ¢B (lei distributiva)
20.(a) A + B + C) = (A + B) + C (lei associativa)
(b) (cd)A = c(dA) (lei associativa)
(©) (¢ + d)A = cA + dA (lei distributiva)

Nos Exercicios de 21 a 26, A = (—4, —2,4; B = (2,7, —1);
C=16 -30eD=2_5,4, -3).

21. Ache:(a) A-(B+C), (b) (A-B)(C-D); (c) A-D-B-C,
(d)(D-B)A — (D - A)B.

22. Ache:(a) A-B+ A-C;(b)(A-B)B-C)

~ (©)(A-B)C +(B-C)D; (d) (2A + 3B)- (4C — D).

23. Ache: (a) cos 6, se 8 for o 4ngulo entre A e C; (b) a compo-
nente de C na diregdo de A; (c) o vetor projecdo de C sobre A.

24. Ache: (a) cos 6, se 8 for o dngulo entre B e D; (b) a compo-
nente de B na diregdo de D; (c) o vetor proje¢do de B em D.

25. Ache: (a) a projecdo escalar de A sobre B; (b) o vetor proje-

¢do de A sobre B.
26. Ache: (2) a projecdo escalar de D sobre C; (b) o vetor proje-
¢do de D sobre C.

Nos Exercicios 27 e 28, prove a lei da multiplicagdo por escalar
se A, B e C forem quaisquer vetores em V; e ¢ for um escalar.

27.(a) A - B = B - A (lei comutativa)
b)A-B +C)=A" B+ A:-C (leidistributiva)
28.(aA)c(A B) = (cA) " B;(®)0-A=0;(0)A- A = |A]?

29. Ache a distincia do ponto (2, — 1, —4) a reta que passa pe-
los pontos (3, —2, 2) e (—9, —6, 6).

30. Ache a distancia do ponto (3, 2, 1) 4 reta que passa pelos
pontos (1, 2,9 e (-3, -6, —3).

31. Prove, usando vetores, que os pontos (2, 2, 2), (2, 0, 1),
4,1, —1) e (4, 3, 0) sdo os vértices de um retangulo.

32. Prove, usando vetores, que os pontos (2, 2, 2), (0, 1, 2),
(-1, 3,3)e (3,0, 1) sdao os vértices de um paralelogramo.

33. Ache a 4rea do tridngulo com vértices em (-2, 3, 1), (1, 2, 3)
e(3, -1,2).

34. Prove, usando vetores, que os pontos (—2, 1, 6), (2, 4, 5)
e (-1, —2, 1) sdo os vértices de um tridngulo retdngulo e
ache a &rea do tridngulo.

35.S5¢A =3i+5j—3k,B=—-i—-2j+3keC =2 -j+ 4k,
ache a componente de B na diregdo de A — 2C.

36. Ache os co-senos dos dngulos do tridngulo com vértices em
A,0,0), B4, —1,3)e C(1, 2, 3).

37. Se uma forga tiver a representagio vetorial F = 3i — 2j + k,
ache o trabalho realizado pela for¢a ao deslocar um objeto
do ponto P,(—2, 4, 3) até o ponto Py(1, -3, 5), ao longo

38.

39.

40.

41.

42.

43.

4.

45.

49.
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de uma linha reta. A intensidade da for¢a é medida em
newtons (N) e a distdncia em metros. (Sugestdo: releia a Sec-
¢do 14.2)) '

Se uma forga tiver a representagao vetorial F = 5i — 3k, ache
o trabalho realizado por uma for¢a ao deslocar um objeto .
de um ponto P,(4, 1, 3) até o ponto Py(-S5, 6, 2), ao lon-
go de uma linha reta. A intensidade da forga é medida em
newtons (N) e a distancia em metros. (Veja a sugestdo do
Exercicio 37.)

Uma forga, representada pelo vetor F, tem uma magnitude de
10 N € como co-senos diretores cos @ = V6 e cos B = V6.
Se a forga desloca um objeto da origem até o ponto (7, —4, 2),
ao longo de uma linha reta, ache o trabalho realizado. A dis-
tancia é medida em metros. (Veja a sugestdo do Exercicio 37.)
Se A e B forem vetores ndo-nulos, prove que o vetor A — cB
é ortogonal a B, se c = A - B/|B|2.

‘Se A = 12i + 9§ — SkeB = 4i + 3j ~ 5k, use o resultado

do Exercicio 40 para encontrar o valor do escalar c, tal que
B - cA seja ortogonal a A.

Para os vetores do Exercicio 41, use o resultado do Exerci-
cio 40 de modo a encontrar o valor do escalar 4, tal que o
vetor A — dB seja ortogonal a B.

Prove que se A e B forem vetores, entdo os vetores
IBJA + |A|Be |[B|JA — |A|B serdo ortogonais.
Prove que se A e B forem vetores ndo-nulos e

C = |B}A + |A|B, entdo o dngulo entre A e C terd a mes-
ma medida que o dngulo entre B ¢ C.

Se as medidas em radianos dos angulos de direcdo de um ve-
tor sdo iguais, qual sera o valor comum? Prove sua resposta.

. Prove o Teorema 15.2.8.
47.
48.

Prove o Teorema 15.2.11. :
Dizemos que trés vetores em V; sdo independentes se € so- '
mente se sua representa¢do posicional ndo estiver num pla-
no e dizemos que trés vetores E,, E, e E, formam uma base
para o espago vetorial V; se e somente se qualquer vetor em
V, puder ser escrito como uma combinagéo linear de E, E,
e E;. Um teorema pode ser provado, estabelecendo que trés
vetores do espago vetorial ¥; formam uma base se € somente
se eles forem independentes. Mostre que esse teorema € valido
para os vetores (1, 0, 0), (1, 1, 0) e (1, 1, 1), fazendo o seguin-
te: (a) verifique se os vetores sdo independentes, pois suas
representagbes posicionais ndo sdo coplanares; (b) compro-
ve que os vetores formam uma base, mostrando que qual-
quer vetor A de V; pode ser escrito como

A=r{,00 + s(1,1,0 + #(1, 1, 1) 9)

onde r, s e t sdo escalares. (¢c) Se A = (6, —2, 5), ache os

valores de r, s e ¢ para os quais (9) é valido.

Veja o Exercicio 48. (a) Prove que os vetores (2, 0, 1),

(0, —1,0)e(l, —1, 0) formam uma base para V;, mostran-

do que todo vetor A pode ser escrito como
A=r201 +s0 —-1,0 + 1, —1, 0 ')

onde r, s e ¢ sdo escalares. (b) Se A = (-2, 3, 5), ache os
valores de r, s e t para os quais (10) é valido.
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50. Releia a primeira sentenga do Exercicio 48. Um teorema po- o seguinte: (a) comprove que os vetores F,, F, e F; ndo sdo
de ser provado, estabelecendo que trés vetores formam uma independentes, pois suas representagdes posicionais sdo co-
base do espago vetorial V; se e somente se eles forem inde- planares; (b) comprove que os vetores ndo formam uma ba-
pendentes. Mostre que esse teorema é valido para os trés ve- se, uma vez que todo vetor em ¥, ndo pode ser escrito co-
toresF, = (1,0, 1), F, = (1,1, 1) e F; = {2, 1, 2), fazendo mo uma combinagdo linear de F,, F, e F,.

FIGURA 1

15.3 PLANOS

15.3.1 DEFINICAO

15.3.2 TEOREMA

© Po(x0, Yo, 20)

O gréfico de uma equagido em duas varidveis, x e y, é uma curva no plano xy.
O tipo mais simples de curva no espago bidimensional é uma linha reta, sendo
a forma da equagdo geral de uma linha reta Ax + By + C = 0, que é uma
equagdo do primeiro grau. No espago tridimensional, o grifico de uma equa-
¢d0 em trés variaveis, x, y € z ¢ uma superficie. O tipo mais simples de superfi-
cie é um plano, e veremos que uma equag¢io de um plano é uma equagio do
primeiro grau em trés variaveis.

Se N for um vetor ndo-nulo e se P, for um ponto dado, entdo o conjunto de
todos os pontos P para os quais V(P,P) e N sdo ortogonais, sera definido co-
mo um plano que passa por P, tendo N como um vetor normal.

A Figura 1 mostra parte de um plano que passa pelo ponto Py(x,, Vo, 20) €
a representacdo do vetor normal N, tendo seu ponto inicial em P,.

Em Geometria Analitica Plana, podemos obter uma equacdo de uma reta
se forem dados um ponto da reta e sua diregio (inclinagdo). De forma analoga,
em Geometria Analitica Solida, uma equagdo de um plano pode ser determina-
da se conhecermos um ponto do plano e a diregdo de um vetor normal.

Se Py(xp, ¥os Zo) for um ponto de um plano e (g, b, c) fof o vetor normal ao
plano, entdo uma equagdo do plano sera

alx —x)) + by —y) + cz—-2) =0

Prova Consulte a Figura 1, onde N = (a, b, ¢). Seja P(x, y, z) um ponto qual-

——

quer do plano. V(P,P) ¢ o vetor tendo P,P como sua representagdo; assim,
V(PoP) = {x — x0, ¥ — Yo, 2 — 2o) 1)

Da Definigédo 15.3.1 e do fato que o produto escalar de dois vetores ortogonais
é zero, temos

V(P,P)-<a,b,cy =0
De (1) e da igualdade acima,
alx — xo) + b(y — yo) + ¢z — z) = 0

que é a equagdo pedida. |

EXEMPLO 1 Ache uma equagdo do plano que contenha o ponto (2, 1, 3) e
que tenha 3i — 4j + k como um vetor normal.

Solugédo Usando o Teorema 15.3.2 onde o ponto (Xp, Yo, 20) € (2, 1, 3) €
o vetor (a, b, ¢) é (3, —4, 1), temos que a equagdo pedida ¢ '
3(x—2)—4y—-1D+(z—-3)=0"
Ix—4y+z—-5=0
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Se a, b e ¢ forem n3o-nulos, o gréfico de uma equagdo da forma
ax + by + cz+d=0

serd um plano e (g, b, ¢) serd um vetor normal ao plano.

Prova Suponha que b # 0. Entdo, o ponto (0, —d/b, 0) estd no grafico da
equagio, pois suas coordenadas satisfazem a equagdo. Esta pode ser escrita como

b

que, do Teorema 15.3.2, é uma equacdo de um plano que passa pelo ponto
(0, —d/b, 0) e para o qual (@, b, c¢) é um vetor normal. Isto prova o teorema,
se b # 0. Um argumento similar pode ser aplicado se b = 0 e @ # 0 ou entdo
c # 0. |

a(x—0)+b<y+é>+c(z—0)=0

As equagdes dos Teoremas 15.3.2 e 15.3.3 sdo chamadas de equagdes carte-
sianas de um plano. A equac¢do do Teorema 15.3.2 é andloga 4 forma ponto-
inclinagdo da equagdo da reta em duas dimensdes. A equagdo do Teorema 15.3.3
€ a forma geral da equac¢do do primeiro grau em trés variaveis, sendo denomi-
nada equacdo linear.

Um plano fica determinado por trés pontos ndo-colineares, por uma reta e.
um ponto que ndo esteja nela, por duas retas que se interceptam ou por duas
retas paralelas. :

EXEMPLO 2 Ache uma equac¢do do plano que passa pelos pontos P(1, 3, 2),

03, -2,2)e R(2, 1, 3).

Solugdo Do Teorema 15.3.3, o grafico de uma equacdo linear
ax+by+cz+d=0 2)

¢ um plano. Se essa equagdo estiver satisfeita pelas coordenadas dos pontos P,
Q e R, o plano ird conter os pontos. Substituindo x, y e z em (2) pelas coorde-
nadas dos trés pontos, vamos obter as trés equagoes

a+3b+2c+d=0
3a—2b+2c+d=0
2a+b+3c+d=0
Resolvendo esse sistema de equagdes para a, b € ¢c em termos de d, iremos obter
a=—3d b= —3d c=14%d
Substituindo a, b e ¢ em (2) por esses valores, teremos
—3dx —3dy +3dz+d=0
Multiplicando ambos os membros da equag¢do acima por —9/d, iremos obter
S5x+4+2y—2-9=0

que € a equacdo pedida.




864

FIGURA 2

Vetores em um Espago Tridimensional e Geometria Analitica Solida

Para tragar um esbogo de um plano a partir de sua equagdo é conveniente
encontrar os pontos nos quais o plano intercepta os eixos coordenados. A coor-
denada x do ponto no qual o plano intercepta o eixo x ¢ chamada de intercepto
x do plano; a coordenada y do ponto no qual o plano intercepta o eixo y é cha-
mada de intercepto y do plano; e o intercepto z do plano é a coordenada z do
ponto no qual o plano intercepta o eixo z.

» ILUSTRACAO 1 Queremos tragar um esbogo do plano com a equagdo
2x + 4y +3z=238

Substituindo y e z por zero, obtemos x = 4; assim sendo, o intercepto x do
plano é 4. De forma similar, obtemos os interceptos y € z que s30 2 € 3, res-
pectivamente. Ligando os pontos correspondentes a esses interceptos temos um
esbog¢o do plano, conforme aparece na Figura 2. Observe que somente uma parte
do plano estd na figura. |

» ILUSTRACAO 2 Para tragar um esbogco do plano com a equagido
3x + 2y —6z=0

note primeiro que como a equagio esta satisfeita quando x, y e z sdo iguais a
zero, o plano intercepta cada eixo na origem. Se x = 0 na equac¢do dada, obte-
mos y — 3z = 0, que é uma reta no plano yz; essa ¢ a reta de intersec¢do do
plano yz com o plano dado. Analogamente, a reta de intersec¢do do plano xz
com o plano dado é obtida ao expressarmos y = 0, resultando x — 2z = 0.
Tragando um esbogo de cada uma dessas duas retas e tracando um segmento
de reta de um ponto de uma reta a um ponto da outra reta, obtemos a Figura 3.

X x

FIGURA 3 FIGURA 4

Na Ilustragéio 2, a reta no plano yz e a reta no plano xz, usadas para fazer
o esbogo do plano, sdo chamadas de tragos do plano dado no plano yz e xz,
respectivamente. A equagdo x = 0 é uma equagio do plano yz, pois o ponto
(x, ¥, 2) estara no plano yz se ¢ somente se x = 0. Analogamente, y = O e
z = 0 sdo as equagdes dos planos xz e xy, respectivamente.

Um plano paralelo ao plano yz tem uma equagdo da forma x = k, onde k
¢é uma constante. A Figura 4 mostra um esbogo do plano que tem por equagdo
x = 3. Um plano paralelo ao plano xz tem uma equagido de forma y = ke
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FIGURA 5 FIGURA 6

um plano paralelo ao plano xy tem uma equac¢io da forma z = k. As Figuras
5 e 6 mostram esbog¢os de planos com as equagdes y = —5 e z = 6, respecti-
vamente.

O angulo entre dois planos é definido como o dngulo entre os vetores normais
aos dois planos.

H4 dois angulos entre os dois planos. Se um desses dngulos for 8, o outro
serd o complementar de 6.

EXEMPLO 3 Ache a medida em radianos do 4ngulo entre os planos
Sx —2y+52—12=0 e 2x+y—-T7z+11=0

Solugédo Seja N, o vetor normal ao primeiro plano e N, o vetor normal ao
segundo plano. Entéo,

N,=5i—-2j+5%k N,=2i+j—7k

Da Defini¢do 15.3.4, o dngulo entre os dois planos € o dngulo entre N, € N,.
Assim, do Teorema 15.2.11, se 8 for a medida em radianos desse 4ngulo,

’ N,'N
cosf=—2—2_
[N JHIN||
(525521, =T
V25+44+25/4+ 1449
_10—-2-35

N

N u-lto
RN
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Logo, 6 = Z2x. Um angulo agudo entre dois planos é o complementar de 6,
que ¢ +7.

Dois planos sdo paralelos se e somente se seus vetores normais forem paralelos.

Lembre-se de que dois vetores sdo paralelos se e somente se um dos vetores
for um multiplo escalar do outro. Assim, da Defini¢do 15.3.5 segue que se N,
for o vetor normal a um plano e N, o vetor normal ao outro, entdo os dois
planos serdo paralelos se e somente se

N, = kN,

onde & ¢ uma constante. A Figura 7 mostra esbogos de dois planos paralelos
€ as representagdes de alguns de seus vetores normais.

Dois planos sdo perpendiculares se e somente se seus valores normais forem or-
togonais.

Da Defini¢do 15.3.6 e do fato de que dois vetores sdo ortogonais se e somen-
te se seu produto escalar for zero, segue entdo que dois planos tendo vetores
normais N, e N, sdo perpendiculares se e somente se

N,:N,=0 , €)

EXEMPLO 4 Ache uma equagdo do plano contendo o ponto (4, 0, —2) e per-
pendicular a cada um dos planos

x—y+z=0 e 2x+y—-4z—-5=0

Solucdo Seja M o plano pedido e (@, b, ¢), a # 0, o vetor normal de M.
Seja M, o plano tendo a equagdo x — ¥y + z = 0. Pelo Teorema 15.3.3,
(1, —1, 1) é um vetor normal a M,. Como M e M, sio perpendiculares, segue
de (3) que '

{a,b,c> <1, —1,1>=0
a—-b+c=0 : C)]

Seja M, o plano tendo a equagdo 2x + y — 4z — 5 = 0. Entdo, (2, 1, —4)
¢ um vetor normal a M,. Como M e M, sdo perpendiculares,

{a,b,c)>- (2,1, —4> =0
2a+b—4c=0

Resolvendo essa equagdo e (4) simultaneamente para b e c em termos de a, ob-
temos b = 2gec = a. Logo, um vetor normal a M é (g, 2a, a). Como (4, 0, —2)
é um ponto em M, segue, do Teorema 15.3.2, que uma equagio de M é

ax —4)+2ay—0)+aiz+2)=0
Como a # 0, dividimos por @ e combinamos os termos para obter

x+2y+z—-2=0

Considere agora o plano tendo a equagdo ax + by + d = 0 e o plano xy
cuja equagdo é z = 0. Os vetores normais a esses planos sio (a, b, 0) e (0, 0, 1),
respectivamente. Como (a, b, 0) - (0, 0, 1) = 0, os dois planos sdo perpendicula-
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res. Isso significa que um plano cuja equagdo ndo tem termo em z é perpendi-
cular ao plano xy. A Figura 8 ilustra isso. De forma andloga, concluimos que
um plano tendo uma equagdo sem o termo em x € perpendicular ao plano yz
(veja a Figura 9) e um plano tendo uma equag¢do sem o termo em y é perpendi-
cular ao plano xz (veja a Figura 10).

FIGURA 9 FIGURA 10

Podemos usar vetores para achar a distancia de um ponto a um plano. O exem-
plo a seguir ilustra tal procedimento.

>
6 &0'
A.
x

c

- %Q(=5.0,0)
FIGURA 11

EXEMPLO 5 Ache a distancia entre o ponto (1, 4, 6) € o plano
2x—y+2z4+10=0

Solugao Seja P o ponto (1, 4, 6) e escolha um ponto Q qualquer no plano.
Para simplificar, seja Q o ponto onde o plano i_ntgrcepta o eixo x, isto €, o pon-
to (-5, 0, 0). O vetor cuja representagdo é PQ ¢é dado por

V(PQ) = —6i — 4j — 6k
Um vetor normal ao plano dado ¢

N=2i—j+2k
O oposto de N também é um vetor normal ao plano dado ¢

—N=-2i+j—2k
Nio estamos certos sobre qual dos dois vetores, N ou —N, faz com V(P_Q’) 0
menor angulo. Seja N’ aquele vetor entre N e —N que faz com V(PQ) um
angulo com medida em radianos 8 < 7. Na Figura 11 hd uma parte do plano
dado contendo o ponto Q(-35, 0, 0), a representagdo do vetor N’ tenig seu
ponto inicial em Q, o ponto P(1, 4, 6), o segmento de reta orientado PQ € o
ponto R, que ¢ o pé da perpendicular de P ao plano. Para simplificar, os eixos
coordenados ndo foram incluidos nesta figura. A distancia |RP| ¢ a distancia
pedida, que indicaremos por d. Como d é uma distdncia ndo-orientada, ¢ ndo-

negati& Vemos, da Figura 11, que d é o valor absoluto da projegdo escalar
de V(PQ) sobre N’. Assim, de (6) na Secg¢do 15.2, obtemos

IN' - V(PQ)|

d= ,
N
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- Como temos o valor absoluto do produto escalar no numerador ¢ o0 médulo
de N’ no denominador, podemos substituir N’ por N e teremos

d=
[Nl

IN - V(PQ)

K2, —1,2) - <=6, —4, —6)|

Ji+1+4

|—12 + 4 - 12|

NG

20
3

EXERCICIOS 15.3 ‘

Nos Exercicios de 1 a 6, ache uma equagdo do plano contendo
o0 ponto P dado e tendo o vetor N dado como um vetor normal.

. PG, 1,2, N=(1,2, —3)
. P(=3,2,5; N =<6, -3, =2
PO, 1,2, N=40,1, —1)

. P(=1,8,3;N=(=7, —1,1>
. P2, 1, —1); N = —i + 3j + 4k
. P(1,0,0; N =i +k

QWM A LN

Nos Exercicios 7 e 8, ache uma equagéo do plano que contenha
os trés pontos dados.

7.(3,4,1),(1,7,1), (-1, —=2,5) |
8.(0,0,2),(2,4,1),(—2,3,3)

Nos Exercicios de 9 a 14, faca um esboco do plano dado e ache
dois vetores unitdrios normais ao plano.

9.2x—y+2z2—6=0 10. 4x —4y +22-9=0
11. 4x + 3y — 12z =0 12. y+22—-4=0
13.3x +2z-6=0 14. z =5

Nos Exercicios de 15 a 20, ache uma equacio do plano satisfa-
zendo as condi¢des dadas.

15. Perpendicular 2 reta que passa pelos pontos 2,2, -de
(7, —1, 3) e contendo o ponto (-5, 1, 2).

16. Paralelo ao plano4x — 2y + z — 1 = O e contendo o ponto
@2, 6, —1). '
17. Perpendicular ao plano x + 3y — 2z - 7 = 0e contendo
os pontos (2, 0, 5) e (0, 2, —1). )
18. Perpendicular a cada um dos planos x — y + z = 0 ¢
2x + y — 4z — 5 = 0 e contendo o ponto @, 0, -2).
19. Perpendicular ao plano yz, contendo o ponto (2, 1, 1) e fa-
zendo um dngulo com o plano 2x — y + 2z — 3 = 0 com
medida de cos~! £ rad.

20. Contendo o ponto P(—~3, 5, —2) e perpendicular 2s repre-
sentagbes do vetor V(OF).

Nos Exercicios de 21 a 23, ache o co-seno do dngulo entre os
dois planos dados.

21.2x -y -2z -5=0eb6x -2y +32+8=0

22.2x -5y +32-1=0ey-52+3=0
23.3x + 4y =0edx — Ty + 4z -6 =0

24. Ache a distancia do ponto (2, 2, —4) ao plano
2x + 2y —2 -6 =0.

25. Ache a distdncia do ponto (-2, 6, 3) ao plano
5x + 11y + 2z — 30 = 0.

26. Ache a distancia perpendicular entre os planos paralelos
4x — 8y -2+ 9=0edx -8 -z -6 =0.

27. Ache a distdncia perpendicular entre os planos paralelos
4y -~ 32 -6 =0e8y — 6z — 27 = 0.

28. Prove que a distancia ndo-orientada do ponto (xy, ,, Z) a0

" plano ax + by + ¢z + d = 0 é dada por

laxo + byo + czo + d|

Va2 +b* +¢?

29. Prove que a distancia perpendicular entre os planos paralelos
ax + by + cz+d, =0eax + by + cz + d, = 0édada
por :

|4, — dy|

vat +br 4+ ¢?

30. Se a, b e c forem interceptos ndo-nulos de um plano nos ei-
X08 x, y € z, respectivamente, prove que a equagdo do plano
sera

x y z
—+=+-=1
a+b c

Esta é a chamada forma interceptual da equagio do plano.
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15.4 RETAS EM R®
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FIGURA 2

Seja L uma reta em R? tal que contenha um dado ponto Py(X,, Yo, Z0) € S€ja
paralela as representag6es de um dado vetor R = (a, b, c¢). A Figura 1 mostra
um esbogo da reta L e a representagio posicional do vetor R. Areta L é o con-
junto de pontos P(x, y, z), tal que V(P,P) seja paralela ao vetor R.
Assim, P estd sobre a reta L se e somente se existir um escalar ndo-nulo ¢, tal que

V(P,P) = R
Como V(P,P) = (x — Xp ¥ — Yo» Z — Zq), Obtemos dessa equagdo
(X — Xo, ¥ — Yo, 2 — Zo) = 1£a, b, ¢}

de onde segue que

X—Xg=1la y—Yo=1b z—2zp=1IC

X =X + ta y=y, + tb 2 =2+ tc )

Seja 0 pardmetro ¢ um nimero real qualquer (isto é, ¢ assume todos os valo-
res no intervalo (— o, + o)), podendo o ponto P ser qualquer ponto da reta
L. Assim sendo, as equagdes (1) representam a reta L; essas equagdes sdo cha-
madas de equagdes paramétricas da reta.

» ILUSTRACAO 1 De (1), as equagdes paramétricas da reta L que é paralela

as representagdes do vetor R = ( 11, 8, 10) e que contém o ponto (8, 12, 6) sdo
x=8+ 11t y=12 + 8t z=6+ 10t

A Figura 2 mostra um esbogo da reta e a representagdo posicional de R. <

Se nenhum dos numeros «a, b e ¢ for zero, podemos eliminar ¢ das equag¢des
(1) e obter

X — X Y =X Z — 2
_ = 2
a b c @

Essas equagdes sdo chamadas de equagdes simétricas da reta. As equagdes (2)
sdo equivalentes ao sistema de trés equagoes

b(x — xo) = aly — yo)

c(x — xq) = alz — zy)

c(y — yo) = b(z — zo)
Na realidade, as trés equagdes ndo sdo independentes, pois cada uma delas po-
de ser deduzida das outras duas. Cada uma delas é uma equag¢do de um plano
que contém a reta L, representada pelas equagdes (2). Dois planos, quaisquer que
sejam dentre os trés, tém por intersec¢do a reta L; assim sendo, cada par das
equagdes define a reta. H4, contudo, um nimero ilimitado de planos contendo
a reta dada e como qualquer par deles determinara a reta, hd um nimero ilimita-
do de pares que a representam.

O vetor R = (g, b, ¢) determina a diregdo da reta com as equagdes simétricas
(2), e os niimeros a, b e ¢ sdo chamados de niimeros direcionais* da reta. Todo
vetor paralelo a R tem a mesma diregdo e mesmo sentido ou sentido oposto

N. do T.: Também chamados nimeros diretores ou nimeros de diregido.
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ao de R; assim sendo, esse vetor pode ser usado em lugar de R, na discussao
acima. Como as componentes de qualquer vetor paralelo a R sdo proporcionais
as componentes de R, qualquer conjunto de trés nimeros proporcionais a a,
b e c também serve como um conjunto de nimeros direcionais para a reta. As-
sim sendo, uma reta tem um nimero ilimitado de conjuntos de nimeros dire-
cionais. Um conjunto de nimeros direcionais de uma reta é escrito entre colchetes
como [a, b, c].

» ILUSTRACAO 2 Se [2, 3, —4] representar um conjunto de nimeros direcio-
nais de uma reta, outros conjuntos de nimeros direcionais da mesma reta po-
derdo ser representados por [4, 6, —8], [1, 2, —2] e [2/4/29, 3/4/29, —4/4/29].

<

» ILUSTRACAO 3 Um conjunto de nimeros direcionais da reta da Ilustragdo
1¢é (11, 8, 10] e a reta contém o ponto (8, 12, 6). Assim, de (2), as equagdes
simétricas da reta sao
x—-8 y—12 z-6
1 8 10

EXEMPLO 1 Ache dois conjuntos de equagdes simétricas da reta que passa
pelos pontos (—3, 2, 4) e (6, 1, 2).

Solugdo Seja P, o ponto (-3, 2, 4) e P, o ponto (6, 1, 2). Entdo, a reta
pedida ¢ paralela as representagdes do vetor V(}TT’;), e assim as componentes
desse vetor constituem um conjunto de niimeros direcionais da reta. V(P, P,) =
= (9, —1, —2). Tomando P, como o ponto (—3, 2, 4) temos, de (2), as
equagdes

x+3 y-2 z-—4
9 = -1 =2
Outro conjunto de equagdes simétricas da reta, obtido ao tomarmos P, como
o ponto (6, 1, 2), é
x—6 y—1 z-2
9 = -1 =2

Se um dos numeros a, b ou c for zero, ndo usamos equagdes simétricas (2).
Entretanto, suponha, por exemplo, que & = 0 e nem ¢, nem ¢ sejam nulos.
Entao, as equagdes da reta sdo

X—xo Z"Zo

e =
p c Y=JYo

Uma reta tendo essas equagdes simétricas estd no plano y = y, e, logo, é pa-
ralela ao plano xz. A Figura 3 mostra uma reta como essa.

EXEMPLO 2 Dados os dois planos
X+3y—2—-9=0 e 2x-3y+4z+3=0

Para a reta de intersec¢do desses planos, ache (a) um conjunto de equagdes si-
métricas, (b) um conjunto de equag¢des paramétricas e (c) a diregdo dos co-senos
diretores de um vetor cujas representagbes sdo paralelas a ele.
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Solugédo

(a) Um conjunto de equagdes simétricas é da forma (2). Para obter tais equa-
¢des, resolvemos o par de equacgdes dadas para x e y, em termos de z. Os
célculos sdo os seguintes:

x+3y— 2z2-9=0 2x +6y—2z—-18=0

2x —3y+4z+3=0(+) 2x —3y+4z+ 3=0(-)

3x +3z—-6=0 9y —6z—-21 =0
x=—z+2 y=3%2+1%

Resolvendo cada equagéo para z, obtemos

— _1

X 2=z y 3=Z

—1 %

Assim, um conjunto de equag¢des simétricas é

x—2 y—3% z-0
-1 %2 1

(b) Um conjunto de equagdes paramétricas € obtido ao igualarmoS cada uma
das razbes da parte (a) a ¢, obtendo

x—2 y—3% z—-0
— =t o=t =t

x=2-3t y=3+2 z=3t

(c) Das equagdes simétricas na parte (a), um conjunto de nimeros direcionais
da reta é [—3, 2, 3]. Portanto, o vetor {(— 3, 2, 3) tem suas representagées
paralelas a reta. Como /(= 3) + 22 + 32 = /22, os co-senos diretores des-
se vetor sao

3
cos o= ——— cosf=—  CcOSYy=—=

J22

EXEMPLO 3 Ache as equagdes da reta que passa pelo ponto (1, — 1, 1) per-
pendicular a reta

Ix=2y=1z2 _ (3).
e paralela ao plano
x+y—2z=0 4

Solugédo Seja [a, b, c] um conjunto de nimeros direcionais da reta pedida.
As equagées (3) podem ser escritas como

x-0 y—0 z-0

i T 1
3 2 1

que sdo as equagdes simétricas da reta. Um conjunto de numeros direcionais
dessa reta é [+, 5, 1]. Como a reta pedida é perpendicular a essa reta, segue
que os vetores (a, b, ¢) e <+, 4, 1> sdo ortogonais.
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Assim,
{a,b,c>*<3,3,1>=0
la+3b+c=0 %)

Um vetor normal ao plano (4) é (1, 1, — 1). Como a reta pedida é paralela
a esse plano, ela é perpendicular as representagées do vetor normal. Assim sen-
do, os vetores (g, b, ¢) e (1, 1, —1) s3o ortogonais, portanto

{a,b,c>-<1,1, —1>=0
a+b—c=0

Supondo ¢ # 0, resolvemos essa equagio ¢ (5) simultaneamente para a ¢ b em
termos de ce obtemos a = 9ce b = — 8¢. A reta pedida tem, entdo, o conjun-
to de numeros direcionais [9¢c, — 8¢, c] e contém o ponto (1, —1, 1). Logo,
as equagdes simétricas da reta sao

x—1 y+1 z-1

9¢ -8 ¢
- x—1=y+1=z—1
9 -8 1

No exemplo a seguir usamos o conceito de retas reversas, que sdo duas retas
que nao estio no plano.

EXEMPLO 4 Se /, for a reta que passa por A(1, 2, ) e B(-2,3, -4 el,
for a reta que passa por C(2, —1, 4) e D(5, 7, —3), prove que /,, e /, sdo retas
reversas.

Solugdo Para mostrar que as duas retas ndo estdo num inico plano, de-
monstramos que elas nédo se interceptam e nio sdo paralelas. As equagbes para-
métricas da reta sdo

X=X+ ta y=yo+1tbh z=129+tc

onde [a, b, ¢,] é um conjunto de numeros direcionais da reta e (x,, ¥,, 2) é
qualquer ponto da reta. Como V(4B) = (-3, 1, —11), um conjunto de nime-
ros direcionais de /, € [-3, 1, —11]. Tomando A como o ponto P,, temos as.
equagles paramétricas de /|

x=1-3t y=2+t z=7—11t (6)
Como V(CD) = (3, 8, —7) e I, contém o ponto C, as equagdes paramétricas
de /, sdo

x=2+3s y=-148s z=4-1s )]

Como os conjuntos de nimeros direcionais ndo sdo proporcionais, /, e /, ndo
sdo paralelas. Para que as retas se interceptem, deve haver um valor de f e um
valor de s que coincidam no mesmo ponto (x,, ¥,, z;) para ambos os conjun-
tos de equagdes (6) e (7). Assim.sendo, equacionamos os primeiros membros
das respectivas equag¢des e obtemos

1—3t=2+3s
24t=—1+8s
T—1lt=4—7s
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Resolvendo simultaneamente as duas primeiras equagdes, obtemos s = &

e t = — 3. Esse conjunto de valores nio satisfaz a terceira equagdo; logo
as duas retas ndo se interceptam. Portanto, /, e /, sdo retas reversas.

EXERCICIOS 15.4

Nos Exercicios de 1 a 8, ache as equagdes simétrica e paramétri-  18. Ache uma equagio do plano contendo o ponto (6, 2, 4) e
ca da reta que satisfaz as condi¢ées dadas. a reta —(x - 1) = —(y +2) = L(z - 3).

1. Passa pelos pontos (1, 2, 1) e (5, -1, .1)-. ) Nos Exercicios 19 e 20, ache uma equagdo do plano que contém
2. Passa pelo ponto (5, 3, 2) com numeros direcionais [4, 1, — 1].A as retas concorrentes (que se interceptam).
3. Passa pela origem e é perpendicular a reta ’

o X=2_y+3 _z42 o [x42y+z42=0

x—10)=4y=14z T4 -1 3 x—y+22—1=0
por intersecgdo. 20 x_y=2 z-—1 x_y=2 z-1
4. Passa pela origem ¢é é perpendicular as retas que tém por ni- ‘2 3 1 1 -1 1

meros direcionais [4, 2, 1] e [-3, —2, 1].
5. E perpendicular As retas com mimeros direcionais [—35, 1,
2] e [2, -3, —4] no ponto (-2, 0, 3). 3x~-y—2z=0 x—3y+z+3=0
6. Passa pelo ponto (-3, 1, —5) e é perpendicular ao plano {Sx —2y—3z41=0 {3x —y—24+5=0
4 -2y +z—-7=0. :

21. Mostre que as retas

7. Passa pelo ponto (4, —5, 20) e é perpendicular ao plano . S0 paralelas e ache uma equacdo do plano determinado por
x+3y-6z-8=0. elas.
8. Passa pelo ponto (2, 0, —4) e é paralela a cada um dos pla-  22. Mostre que as retas
nos2x+y—.z=0ex+~3y-_l-5z.=0. x+2 y—1 x=3 y+4 z-3
9. Ache um conjunto de equag¢des simétricas para a reta i z+4 e = =5 =3
{4x—3y+z—2=0
2x+5y—3z+4=0 sdo paralelas e ache uma equacdo do plano determinado por
B elas.
10. Mostre que as r.etas 23. Ache as coordenadas do ponto de intersec¢do entre a reta
x+1 y+4 z-2 x—3 y+14 z-38 +x-2)= -3 +3)=Hz-1eoplanoSx — y +
2 T 5 -3 ¢ 3T T3 +2z - 12=0.
24. Ache as equagdes da reta que passa pelo ponto (1, —1, 1),
sdo coincidentes. " & perpendicular A reta 3x = 2y = z e paralela ao plano
11. Prove que areta 4-(x — 3) = —(y + 2) 4z + 1) estd no xX+y—-z=0.
planox — 2y + z = 6. 25. Ache as equagdes da reta que passa pelo ponto (3, 6, 4), in-
12. Prove que aretax + 1 = ——;—(y — 6) = £ estd no plano tercepta o eixo z e é paralela ao plano x — 3y + 5z -6=0.
3x+y-z=3. 26. Ache a distancia da origem aretax = -2 + 2y=7-

-2t z=4+ —t
27. Ache a distanciaentreoponto(—1,3, —1)earetax — 2z =

Osv planos que passam por uma reta e sdo perpendiculares dos =7,y=1
planos coorc‘ienados sdo chamados de planos projetores da reta. 28 Ache as equagdes da reta que passa pela origem, é perpendi-
Nos Exercicios de 13 a 16, ache as 2quagées dos planos projeto- cular as retas x = y — 5; z = 2y — 3 e intercepta a reta
res da reta dada e faca um esbogo da reta. y=2x+1,z=1x+ 2.
" 3x—2y+52—-30=0 x+y—3z+1=0 29. Prove que as retas
{2x+3y—102—6=0 {2x—y—3z'+14=0 x—1 y—2 z+1 x—2 y+1 z+3
5.{x—2y—3z+6=0 ; {2x—y+z—7=0 5 T 5 -3 ¢ 1 -3 2
x+y+z—1=0 4x—y+32—-13=0 :

s30 reversas.

17. Ache o co-seno do menor dngulo entre o vetor cujas repre- 30 Ache as equagdes da reta que passa pelo ponto (3, —4, —5)
sentagOes sdo paralelas dretax = 2y + 4,2 = —y + 4e e intercepta cada uma das reversas do Exercicio 29.
o vetor cujas representagOes sdo paralelas d reta x = y +  31. Quais sfo as equagbes simétricas de uma reta se dois nu-
+7,2z2=y + 2. meros direcionais @ ¢ b sdo nulos?

1
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15.5 PRODUTO VETORIAL

15.5.1 DEFINICAO

/ A

FIGURA 1.

Se A e B forem dois vetores ndo-paralelos, as representagdes desses vetores com
0 mesmo ponto inicial determinardo um plano, como estd indicado na Figura
1. Vamos mostrar que um vetor cujas representagées sdo perpendiculares a esse
plano é obtido por uma operagdo chamada de produto vetorial de A e B. Pri-
meiro vamos definir essa opera¢do para depois considerarmos suas proprieda-
des algébricas ¢ geométricas.

Se A = (ay, a, a)eB = (b, b,, by), entdo o produto vetorial de A e B; de-
notado por A xB, é dado por ‘

AXB = (@,b; — a;b,, asb, — a\b,, a;b, — a,b))

A operagido de obtengdo do produto vetorial é chamada de multiplicagiio ve-
torial.

> ILUSTRAGAO1 Se A = (2,1, —3)e B = (3, —1, 4), entdo, da Definigdo
15.5.1, ,
AxB=(2,1,-3>x (3, —1,4)
=M@ ~ (=3)(—=1), (=33 — 2@, (-1 — O3
=¢4—3,-9-8 —2-3)
=<1, —17, =5 '
=i—17 — 5k <

H4 uma regra mnemonica para guardar a férmula que faz uso da notagio
de determinantes. Um determinante de segunda ordem ¢ definido pela equacio

N Z =ad — bc
onde 4, b e ¢ sdo numeros reais. Por exemplo,
3 6
s 5‘ =3(5) — (6)(—2)
=27
Assim sendo, a férmula pode ser escrita como
sl el Shef o
O segundo membro da expressdo acima pode ser escrito simbolicamente como
i j k
a, a, a;
by b, b,

que ¢ a notagdo para um determinante de terceira ordem. No entanto, observe
que a primeira linha contém vetores, e ndo nimeros reais, como ¢ usual em de-
terminantes, o que indica o cardter heuristico dessa notagdo.
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15.5.3 TEOREMA
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> ILUSTRACAO 2 Vamos usar a regra mnemonica com determinantes para en-
contrar o produto vetorial dos vetores da Ilustracdo 1.

i j ok
AxB=[2 1 -3
3 1. 4
IR R R AN
Al P | L ¢ S| ¢

(D@ — (=3)(=1]i — [D@) — (=33)]i + [A(—D — (DI)]k
=i—17j— 5k <

Se A for um vetor qualquer em V;, entdo

()AXA =0
i) 0xA =0
- (i) Ax0 =0
Provade (il Se A = (a,, a,, a;), entdo pela Defini¢do 15.5.1,

A x A = {a,a; — asa,, aya, — a,a3, 4,8, — a,a,)

=<0,0,0>

=0
As demonstragdes de (ii) e (iii) serdao deixadas como exercicio (veja o Exercicio
13). ' |

Aplicando a Defini¢do 15.5.1 a pares dos vetores unitarios i, j € k, obteremos
o seguinte:

ixi=0 jxj=0  kxk=0
ixj=k jxk;i kxi=j
jxi= -k kxj=—i iIxk=~j

Para lembrar das férmulas acima, primeiro observe que o produto vetorial
de cada um dos vetores unitdrios i, j ou k por si mesmo é o vetor nulo. Os ou-
tros seis produtos vetoriais podem ser obtidos da Figura 2, com a aplicagdo da
seguinte regra: o produto vetorial de dois vetores consecutivos no sentido hora-
rio € o vetor seguinte e o produto de dois vetores no sentido anti-horério é o
anterior a eles. ’

Pode ser facilmente observado que o produto vetorial de dois vetores nio
€ comutativo, pois em particular iX j # jxi. Temos contudo, que ixj = k
ejxi = —k; assim, ixj = —(jxi). Em geral, se A e B forem vetores quais-
quer em V;, AXB = —(BXA); isso serd enunciado e provado como teorema.

Se A ¢ B forem vetores quaisquer em V;,
AxXB = —(BxA)

Prova Se A = (a,, @, @) e B = (b, b,, b;), entdo, da Definigdo 15.5.1,
A x B = {aby — a3b,, ash, — a,bs, a;b, — ayb,)
= —Ia3b, — azb3, a,by — aszby, aby — a1by)
= (B x A) m
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A multiplicagdo vetorial ndo é associativa. Isso pode ser visto no seguinte
exemplo:

ix({ixj=ixk ixi)xj=0xj
= —j =0
Assim,
ixixj)#Gxi)xj
A multiplicagdo vetorial é distributiva em relagdo a adicdo de vetores, con-
forme pode ser visto no teorema a seguir.

Se A, B e C forem.vetores quaisquer em V;, entdo
AX@B + C) = AXB + AxC

Para demonstrar o Teorema 15.5.4, seja A = (q,, a,, a;), B = (b, b,, b)) e
C = (¢, ¢;, ¢y), entdo mostre que as componentes do vetor no primeiro mem-
bro de (2) sdo as mesmas componentes do vetor no segundo membro. Os deta-
lhes serdo deixados como exercicios (veja o Exercicio 35).

Se A e B forem dois vetores quaisquer em V; e ¢ for um escalar, entio

(i) (cA)xB = Ax(cB);
(i) (cA)xXB = c(AxB).

A demonstragdo do Teorema 15.5.5 sera deixada como exercicio (veja o Exer-
cicio 36).

Os Teoremas 15.5.4 e 15.5.5 podem ser aplicados para calcularmos o produ-
to vetorial de dois vetores, usando as leis da Algebra, desde que a ordem dos
vetores na multiplica¢do vetorial ndo seja alterada, pois isso ndo é permitido
pelo Teorema 15.5.3. A ilustragdo a seguir demonstra esse procedimento.

» ILUSTRAGAO 3 Vamos encontrar o produto vetorial dos vetores na Ilustra-
¢do 1, aplicando os Teoremas 15.5.4 e 15.5.5.
AxB=(2i+j—3k) x (3i —j+ 4k)
=60 xi)—2xj)+8ixk)+3(jxi—1(jx})
+4() x k) — 9k x i) + 3(k x j) — 12(k x k)

= 6(0) — 2(k) + 8(—j) + 3(—k) — 1(0) + 4(i) — 9() + 3(—1i) — 12(0)

= -2k —8j—3k +4i—9j—3i

=i-17j — 5k ‘ <

O método usado na Ilustragdo 3 mostra uma maneira de encontrarmos o pro-
duto vetorial, sem a necessidade de recorrermos a formula da Defini¢do 15.5.1
ou de usarmos a notagdo heuristica de determinantes. Na realidade, todas as
etapas mostradas na solugido ndo precisam ser incluidas, pois os varios produ-
tos vetoriais de vetores unitarios podem ser obtidos imediatamente, ao usarmos

a Figura 2 e a regra correspondente.

Ha dois produitos triplos que deveremos considerar. Um deles é o produto
A - (BxC), chamado de produto escalar triplo dos vetores A, B e C. De fato,
os parénteses ndao sdo necessarios, pois A - B € um escalar e, assim sendo,
A - B X C pode ser interpretado de uma tnica maneira.
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15.5.6 TEOREMA | Se A, B ¢ C forem vetores de V;, entao
A BxC=AxB: -C

O Teorema 15.5.6 pode ser provado se supusermos que
A= <a1’a2’a3> B=<blab2’b3> C= <C1,CZ,C3>

e entdo mostrarmos que o escalar a esquerda da equagdo € igual ao escalar a
sua direita. Os detalhes serdo propostos como exercicio (veja o Exercicio 37).

» ILUSTRACAO 4 Vamos verificar o Teorema 15.5.6 se
A=<{1,-1,2> B={3,4,—2 C=<(-51,-4)
B x C=(3i + 4j — 2k) x (—5i + j — 4k)
=3k — 12(—j) — 20(—Kk) — 16i + 10j — 2(—1)
= —14i + 22j + 23k
A-BxC)=(1,—-1,2>-{—14,22,23>
= —14 — 22 + 46
=10
AxB=(—j+ 2k) x (3i + 4j — 2k)
=4k — 2(—j) —3(—k) + 2i + 6j + 8(—1)

= —6i + 8 + 7k
(AxB)-C={(—-6,8,7>-<=51, —4>
=30+8 —28
=10
Isso comprova o teorema para esses trés vetores. <

O outro produto triplo é A X (B x C), chamado de produto vetorial triplo.

15.5.7 TEOREMA | Se A, B ¢ C forem vetores em V,, entdo
' AxBxC)=(A - -OCB - (A B

A demonstragdo do Teorema 15.5.7 é semelhante 4 do Teorema 15.5.6. Usan-
do as componentes dos vetores A, B ¢ C, podemos mostrar que o vetor a es-
querda da igualdade é igual ao vetor a sua direita. Os cdlculos serdo pedidos
no Exercicio 38.

» ILUSTRACAO 5 Verificaremos o Teorema 15.5.7 para os vetores A, B e C

da Ilustragdo 4. Como BXC = —14i + 22§ + 23k
i i k
Ax(BxC(C)= 1 -1 2
—14 22 23

—23i — 28j + 22k — 14k — 44i — 23j
= —67i — 51 + 8k 1
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A-C={1,-12>-(-5,1, —-4) A-B=(1,-1,2>-¢3,4,-2)
=-5—-1-8 =3-4-4
=—14 =-5
Assim,

(A-C)B — (A - B)C

—1443,4, =25 = (=5<(-5, 1, -4
=(—42, —56, 28) — (25, -5, 20>

= {(—67, —51,8)

= —67i — 51j + 8k
Comparando esse resu}tado com (1), vemos que o Teorema 15.5.7 estd com-
provado para esses trés vetores. <

O teorema a seguir é usado para dar uma interpretacdo geométrica do produ-
to vetorial.

Se A ¢ B forem dois vetores em ¥, e 8 for a medida em radianos do angulo
entre A e B, entdo

|AxB| = [A]|B] sen 6

Prova Do Teorema 14.2.3(iii), aplicado a vetores em V;
||A x B||>*=(A x B)- (A x B) )
Do Teorema 15.5.6, tomando U, V e W como os vetores, temos que:
UxV)-W=U-(VxW)
Se nessa équ'acio expressarmos U = A,V = Be W = AXB, temos
(AxB):-(AxB)=A-[B x (A x B)]
Aplicando c; Teorema 15.5.7 ao vetor entre colchetes a direita, obtemos
(AxB)-(AxB)=A-[(B-BJA — (B-A)B]
=(A-A)B-B)—(A-B)A-B)
= [|A[I*[1B]f* — (A - By? 3
Do Teorema 15.2.11, se 0 for o angulo entre A e B,
A~ B = ||A]|[B] cos 0
Substituindo essa equagdo em (3), temos
(A x B)- (A x B) = [A|]* [BI  [A]]* B cos? 8
= [|A[* |IB][* (1 — cos* 6)
Substituindo (2) na relagdo acimé, ecomo 1| — cos? & = sen? 6, temos
A x B2 = [A]]? B sen? 6

Como 0 € 0 <&, sen 8 >0. Logo, tomamos a raiz quadrada de ambos os mem-
bros e obtemos

|4 x B] = [[A]|B]| sen 6 » .
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Vamos considerar agora uma interpretagdo geométrica de | A X B]. Seja PR
uma representd¢do de A e seja PQ uma representagdo de B. Entdo, o angulo
entre os vetores A ¢ B é o d4ngulo em P do tridngulo RPQ (veja a Figura 3).
Seja 8 a medida em radianos desse angulo. Portanto, a drea do paralelogramo
tendo PR e PQ como lados adjacentes é |A | |B| sen 8, pois a altura do parale-
logramo tem comprimento |B| sen 6 e 0 comprimento da base é |A[. Assim,
do Teorema 15.5.8, segue que |AXB| é a drea desse paralelogramo.

EXEMPLO 1 Mostre que o quadrildtero tendo vértices em P(1, —2, 3),
04,3, -1), R(2, 2,1)e S(5, 7, —3) é um paralelogramo e ache a sua area.

Solugdo A Figura 4 mostra o quadrilatero PQSR.
VPO)=<4-1,3+2, —-1-3) VPR) =2 -1,2+2,1-3>

= <3a 5’ _4> = <1’ 4, _2>
VRS)=¢5-2,7-2,-3—-1> V[0S)=<¢-47-3-3+1
={3,5 —4> ={1,4,-2)>

Como V(P_Q')__=_. V(RS) e V(PR) = V(0S), segue que PQ ¢é paralelo a RS e PR
é paralelo a QS_._L'ogo, PQOSR i um paralelogramo.
Seja A = V(PR) e B = V(PQ); entdo,
A x B=(i+4j— 2k) x (3i + 5j — 4k)
=3ix)+5(xj)—41xk)+ 12(j x i) + 20(j x j) — 16(j x k)
‘ —6(k x i) — 10k x j) + 8(k x k)
= 3(0) + 5(k) — 4(—j) + 12(—Kk) + 20(0) — 16(i) — 6(j) — 10(—1i) + 8(0)
= —6i —2j— 7k
Assim,

|A x B|| =36 + 4 + 49

— /%9
Logo, a area do paralelogramo ¢ /89.

O teorema a seguir que fornece um método para determinar se dois vetores
em V, sdo paralelos, decorre do Teorema 15.5.8.

Se A e B forem dois vetores em V;, A e B serdo paralelos se e somente se
AxXB = 0. :

Prova Se um dos dois vetores A ou B for o vetor nulo, entdo, do Teorema
15.5.2, AXB = 0. Como o vetor nulo é paralelo a qualquer vetor, o teorema
é valido.

Se nem A nem B forem o vetor nulo, |A[ # Oe |B| # 0. Logo, pelo Teore-
ma 15.5.8, [A x B| = 0 se e somentesesen 8§ = 0. Como |[A X B| = 0see
somentese A X B=0esenf =0(0 < 8 < n)seesomentesed = Ooub = 7,
podemos concluir que

AXB = 0seesomentesed = Qouf = nx

Por outro lado, dois vetores ndo-nulos sdo paralelos se e somente se 0 angulo
entre eles for 0 ou 7. Assim, segue o teorema. [
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Se A e B forem dois vetores em V;, entdo o vetor A X B sera ortogonal a am-
bos A ¢ B.

Prova Do Teorema 15.5.6,
A‘-AxB=AxA-B
Do Teorema 15.5.2(i), AXA = 0. Logo, da equacdo acima,
A*-AxB=0-B
=0
Como o produto escalar de A por A X B é zero, segue que A e A X B sido orto-

gonais.
Também, do Teorema 15.5.6,

AxB-B=A-BxB
Aplicando de novo o Teorema 15.5.2(i), obtemos B xB = 0; assim, da equa-
¢d0 acima,
AxB-B=A-0
=0

Como o produto escalar de A XB por B é zero, A XB e B sdo ortogonais e o
teorema esta provado. [ ]

Do Teorema 15.5.10 podemos concluir que se as representagdes dos vetores
A, B e AXB tém o mesmo ponto inicial, entdo a representacdo de A X B serd
perpendicular ao plano formado pelas representacdes de A e B.

EXEMPLO 2 Dados os pontos P(—1, —2, —3), Q(-2,1,0)e R(0, 5, 1),
ache o vetor unitdrio cujas representa¢des sdo perpendiculares ao plano que passa
por P, Q ¢ R.

Solugio  Seja A = V(PQ) ¢ B = V(PR). Entio,
A=(=2+1,1+20+3> B=<0+1,5+21+3>
=<{-1,373) =<1,7,4)
O plano que passa pelos pontos P, Q € R é o plano formado por ITQ e PR

que sdo, respectivamente, as representagdes dos vetores A e B. Logo, qualquer
representagdo do vetor A X B serd perpendicular a esse plano.

Ax B=(—i+3j+3k) x ({i+ 7+ 4k)
= -9 + 7j — 10k
O vetor pedido é um vetor unitario, paralelo a A x B. Para achar esse vetor uni-
tario, aplicamos o Teorema 15.2.8 e dividimos A X B por |AXB|, obtendo
AxB 9 10

7
- i+ i — k
lA x BJ| 230 /30" J230

Os dois exemplos que seguem mostram o uso do produto vetorial para en-
contrarmos uma equagdo de um plano. Esses exemplos envolvem o uso das mes-
mas informagdes usadas nos Exemplos 2 e 4 da Sec¢do 15.3, respectivamente.
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EXEMPLO 3 Ache uma equagdo do plano que passa pelos pontos P(1, 3, 2),
Q@3, -2,2)eR(2, 1, 3).

Solugio  V(OR) = —i + 3j + ke V(PR) = i — 2j + k. Um vetor normal
ao plano pedido é o produto vetorial V(QR) xV(PR), que é
(—i+3j+kx(i—-2j+k)=5+2j—k

Assim, se P, = (1, 3,2) e N = (5,2, — 1), do Teorema 15.3.2 uma equagdo
do plano ¢é

S5x =D +2(y—3)~(z—2)=
S5x+2y—2—-9=0

Esse resultado estd de acordo com o Exemplo 2 da Sec¢do 15.3.

EXEMPLO 4 Ache uma equagdo do plano que contém o ponto (4, 0, —2) e
é perpendicular a cada um dos planos

X—-y+z=0 e 2xXx+y—-4z-5=20

Solugéao Pelo Teorema 15.3.3, um vetor normalaoplanox — y + z =0

€(l, —1, 1) e um vetor normal ao plano 2x + y — 4z — 5 = 0é (2, 1, —4).

Assim, um vetor normal ao plano pedido é ortogonal a ambos (1, — 1, 1) e (2,
—4). Pelo Teorema 15.5.10 tal vetor é

i j k
A, —1,1>x<2,1, —4>=[1 -1 1
2 1 -4

=3i+ 6 + 3k

O plano pedido contém o ponto (4, 0, —2) e tem (3, 6, 3) como vetor normal.
Do Teorema 15.3.2, uma equagdo desse plano é

3x—4)+6(y—0)+3(z+2)=
x+2y+z-2=0

Essa equagdo esta de acordo com o resultado obtido no Exemplo 4 da Secgdo
15.3

Uma interpretagdo geométrica do produto e escalar triplo ¢ obtida se conside-
rarmos um_ paraleleplpedo com arestas PQ PRePSe expressarmos A = V(PQ),
V(PR) eC = V(PS) Veja a Figura 5. O vetor A XB é normal ao plano
de FQ e PR. O vetor — (A X B) também é normal a esse plano. Nao temos cer-
teza de qual desses vetores A X B ou .— (A x B) forma com C o menor dngulo.
Seja N o vetor dentre A XB ¢ — (A X B) que faz com C um angulo cuja medida
em radianos é § < 4 #. Entdo, as representagdes de N e C tendo seu ponto ini-
cial em P estardo do mesmo lado do plano de 7’@ e ﬁ, como mostra a Figura
S. A érea da base do paralelepipedo é |A x B|. Se A for a altura do paralelepi-
pedo e V o seu volume, teremos

= [|A x Bj|n @)
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Considere agora o produto escalar N - C. Pelo Teorema 15.2.11,
N C = |NJ[[C] cos 6

Mas i = |C| cos 6; assim,
N-C=|Njh » O
Como N ¢ AxXB ou —(AxB), segue que |[N| = |AxB|. Assim, de (5),

N-C=|A x B|h
Comparando essa relagdo e (4), temos
V=N-C

Segue entdo que a medida do volume do paralelepipedo é (AXB) - C ou
—(AxB) - C; isto é, a medida do volume do paralelepipedo ¢ o valor absoluto
do produto escalar triplo AxB - C.

EXEMPLO 5 Ache o volume do paralelepip_egicﬁndo_vﬁrtices PG, 4, 5),
0@, 10, 6), R(1, 8, 7) e S2, 6, 9) e arestas PQ, PR e PS.

Solugédo A Figura 6 mostra o paralelepipedo. Seja A = V(P_g), entdo
A = (-1,6,1).SejaB = V(PR), entdo B = (-4, 4, 2). Seja C = V(PS), entdo
C = (-3, 2, 4). Assim,

A xB=(—i+6j+k)x (—4i+4j+ 2k

= 8i — 2j + 20k
Logo,
AxB-C=¢(8,—-2,20)-¢(~-3,2,4
=—-24—-4+80 -
=52

Portanto, o volume é 52 em unidades de volume.

EXEMPLO 6 Ache a distancia entre as duas retas reversas /, € /, do Exemplo
4 da Secgdo 15.4.

Solugdo A reta /; contém os pontos A(1, 2, 7) e B(-2, 3, —4). Areta /,
contém os pontos C(2, —1, 4) e D(5, 7, —3). Como /, e I, sdo reversas, exis-
tem planos paralelos P, e P, que contém as retas /, € /,, respectivamente. Veja
a Figura 7. Seja d a distancia entre os planos P, ¢ P,. A distincia entre /, e /,
também é d. Um vetor normal aos dois planos serd

N = V(4B) x V(CD)

Seja U um vetor normal na diregdo de N. Entéo,

==vamxv@E
|V(4B) x V(CD)|

Agora consideremos dois pontos, um em cada plan%por exemplo, B e C). En-
td0, a projecdo escalar de V(CB) sobre N serd V(CB). U ¢

d = |V(CB)- U| (0

{6)
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Agora faremos os calculos
VAB)=(-2-1,3-2,-4-7> V(CD)=<{(5-2,7+1,-3—-4)

=(=-31,-11) ={3,8 -7
Assim,
i j k
V(AB) x V(CD)=|-3 1 —11
3 8 -7

=27Gi—2j— k)
Logo, de (6),
273i — 2j — k)
T2+ 1)

U=\_/—ll_z(3i—2j—k) ®)
Além disso,

VCB)=(-2-2,3+1,—-4—-4)

V(CB) = (—4,4, —8)

Substituindo essa equagio e (8) em (7), obtemos

' 1
d=[(—4,4 —8>-— (3, -2, —1
< > m( >
1
=—|-12-8+38
_ 12
J14
= 3,21

EXERCICIOS 15.5

Nos Exercicios de 1 a 12, A = (1, 2, 3),B = (4, -3, —1), 10. Verifique o Teorema 15.5.7 para os vetores A, B e C.

C

oW DAY LW

=(-5,-35,D=(-2,1,6,E=(4,0~-7eF ={0,2,1. 11. Ache (A + B)X(C - D)e (D — C)x(A + B) e verifique
que sdo iguais.
12. Ache [AxB| [CxD]J.

- Ache AXB. 13. Prove o Teorema 15.5.2(ii) e (iii).

- Ache D xE. 14. Dados os dois vetores A = 5i + 4j — vkeB = — 4
- Ache (CxD) - (ExF). + 2y + 3k e sendo 6 o angulo entre A e B, ache sen  de
. Ach.e (CXE) - (DXF). duas maneiras: (a) usando o produto vetorial (Teorema 15.5.8);
. Ver%fique o Teorema 15.5.3 para os vetores A ¢ B. (b) usando o produto escalar € uma identidade trigonométrica.
- Verifique o Teorema 15.5.4 para os vetores A, B e C. 15. Siga as instrugdes do Exercicio 14 para os dois vetores unitérios
. Verifique o Tegrema 15.5.5(i) para os vetores AeBec = 3. »

. Verifique o Teorema 15.5.5(ii) para os vetores Ae Bec = 3. A= 1

1 1 1 5
> i-—j+—=k B=——ri+—j+—=Kk
. Verifique o Teorema 15.5.6 para os vetores A, B e C. \/3 \/5 \/5 3\/3 3\/3 3\/5
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16. Mostre que o quadrildtero com vértices em (—2, 1, —1),
(1,1, 3),(—5,4,0)e (8, 4, —4) é um paralelogramo e ache
sua area.

17. Mostre que o quadrildtero com vértices em (1, -2, 3),

4,3, —-1),2,2,1)e (5,7, —3) éum paralelogramo e ache
sua 4rea. .

18. Ache a drea do paralelogramo PQRS se V(PQ) = 3i - 2je
V(PS) = 3j + 4k.

19. Ache a drea do tridngulo tendo vértices em (0, 2, 2), (8, 8, —2)
e (9, 12, 6).

20. Ache a 4rea do tridngulo tendo vértices em (4, 5, 6), (4, 4, 5)
€ (3,5, 5).

Nos Exercicios 21 e 22, use o produto vetorial para encontrar uma
equacdo do plano contendo os trés pontos dados.

21. (—2,2,2),(—8,1,6), (3,4, — 1)

22.(2,3,0),(2,0,4),(0,3,4)

23. Faca o Exercicio 18 nos Exercicios 15.3, usando produto ve-
torial.

24. Ache um vetor unitario cujas representacoes sdo perpendicu-
lares ao plano que contém PQ e PR se PQ for uma represen-
tagdo do vetori + 3j — 2ke PR for uma representa¢do do
vetor 2i — j —k.

Nos Exercicios de 25 a 27, ache um vetor unitdrio cujas represen-
tagbes sdo perpendiculares ao plano que passa pelos pontos P,
Q e R, dados

25. P(S) 2’ - 1)7 Q(29 49 —2)’ R(lly 1’ 4)

26. P(-2, 1,0), 02, -2, —1), R(-5,0,2)
27. P(1,4,2),003,2,4),R4,3,1)
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28. Ache o volume do paralelepipedo com arestas P—Q', PRePS
se os pontos P, Q, R e S forem, respectivamente,
(1,3,4),3,5,3),2,1,6) e (2,2,5).

29. Ache o volume do paralelepipedo PQRS se os vetores V(PQ),
V(PR) e V(PS) forem, respectivamente, i + 3j + 2k, 2i +
+j—kei~- 2§+ k.

30. Se A e B forem dois vetores quaisquer em V;, prove que

(A - B)x(A+B) = 2(AxB)

Nos Exercicios 31 e 32, ache a distdncia entre as duas retas reversas.

-1 ) -
3 X _Y =z+l . x+2=y+1=z 3
-5 3 2 4 2 -3

2 — - —
32.x+1=y+ _z 1 e X 1=y 1=z+1
2 -4 -3 5 3 2

33. Sejam P, Q e R trés pontos nao-alinhados em R? e sejam OP,
OQ e OR as representagdes posicionais dos vetores A, Be C,
respectivamente. Prove que as representagées do vetor AxXB +
+ BXxC + CXA sdo perpendiculares ao plano contendo os
pontos P, Qe R.

34. Ache uma equagio do plano contendo os pontos finais das
representagdes dos vetores 2i — j + 3k, —i + j + 2k e S5i +
+j -k

35. Prove o Teorema 15.5.4. 36. Prove o Teorema 15.5.5.

37. Provg&Teorema 15.5.6. 38. Prove o Teorema 15.5.7.

39. Seja OP a representacdo posicional do vetor A, OQ a repre-
sentagdo posicional do vetor B e OR a representacgio posicio-
nal do vetor C. Prove que a area do tridngulo PQR é
+ 1B - A) x (C - A)].

15.6  CILINDROS E SUPERFICIES
DE REVOLUCAO

Conforme mencionado previamente, o grafico de uma equagdo em trés varia-
veis € uma superficie. Uma superficie serd representada por uma equago se as

coordenadas de cada ponto na superficie satisfizerem a equagdo e se todo ponto
cujas coordenadas satisfazem a equagio estiver na superficie. J4 discutimos dois
tipos de superficie, um plano e uma esfera. Qutro tipo de superficie, que é razoa-

" velmente simples, é um cilindro. Vocé ja deve estar familiarizado com cilindros
circulares retos, de seus estudos anteriores. Vamos considerar agora uma su-
perficie cilindrica mais genérica.

15.6.1 DEFINICAO

Um cilindro ¢ uma superficie gerada por uma reta que se move ao longo de uma
curva plana dada, de tal forma que ela se mantenha paralela a uma reta fixa
ndo pertencente ao plano da curva dada. A reta mével é chamada de geratriz
do cilindro e a curva plana dada é denominada diretriz do cilindro. Qualquer
posicdo de uma geratriz ¢ chamada de determinante do cilindro.

Essa discussio esta restrita a cilindros com uma diretriz, num plano coorde-
nado e determinantes perpendiculares a esse plano. Se as determinantes de um
cilindro forem perpendiculares ao plano da diretriz, dizemos que elas s3o per-
pendiculares ao plano.

O cilindro circular reto é aquele para o qual a diretriz é uma c1rcunferenc1a
em um plano perpendicular ao cilindro.
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2 » ILUSTRACAO 1 Na Figura 1-hd um cilindro cuja diretriz € a pardbola
y? = 8x, no plano xy e cujas determinantes sdo paralelas ao eixo z. O cilindro
¢ chamado de cilindro parabélico. Um cilindro eliptico estd na Figura 2; sua
diretriz é a elipse 9x2 + 16y? = 144, no plano xy e suas determinantes sdo pa-
ralelas ao eixo z. A figura 3 mostra um cilindro hiperbélico, tendo como dire-
triz a hipérbole 25x2 — 4y2? = 100, no plano xy e determinantes paralelas ao
eixo z. <

Considere o problema de encontrar uma equagdo de um cilindro tendo dire-
triz em um plano coordenado e determinantes paralelas ao eixo coordenado nédo
pertencente ao plano da diretriz. Especificamente, considere a diretriz no plano
xy e as determinantes paralelas ao eixo z. Consulte a Figura 4. Suponha que uma
FIGURA 1 equagdo da diretriz no plano xy seja y = f(x). Se o ponto (x,, ¥, 0) no plano

2 xy satisfizer essa equacgdo, entdo todo ponto (x,, ¥,, z) do espago tridimensio-

nal, onde z ¢ um nimero real qualquer, ird satisfazer a mesma equacéo, pois

Z nao aparece nela. Os pontos com representacgdes (x,, ¥,, 2) estdo todos na re-

ta paralela ao eixo z, passando pelo ponto (x,, y,, 0). Essa reta é uma determinan-

te do cilindro. Logo, todo ponto cujas coordenadas x e y satisfazem a equagio

¥ = f(x) estd no cilindro. Inversamente, se o ponto P(x, y, Z) estiver no cilindro

(veja a Figura 5), entdo o ponto (x, y, 0) estara na diretriz do cilindro, no plano

¥ xy e assim as coordenadas x € y de P satisfazem a equacdo y = f(x). Logo,

se ¥y = f(x) for considerada como equag¢do de um grafico no espago tridimen-

sional, o grafico sera um cilindro com determinantes paralelas ao ¢ixo z € cuja

diretriz é a curva y = f(x) no plano z = 0. Uma discussdo similar ocorre quan-

do a diretriz estiver nos outros planos coordenados. Os resultados estdo resu-
midos no teorema a seguir.

{
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FIGURA 4 FIGURA 5

15.6.2 TEOREMA | No espaco tridimensional, o grafico de uma equagdo em duas das trés varidveis
x, y € z é um cilindro cujas determinantes sdo paralelas ao eixo associado com
a varidvel que estd ausente € cuja diretriz ¢ uma curva no plano associado com
as variaveis que aparecem na equagao.
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» ILUSTRAGCAO 2 Segue, do Teorema 15.6.2, que uma equagio do cilindro pa-
rabdlico da Figura 1 é y? = 8x, considerada como uma equagdo em R3. Ana-
logamente, as equacdes do cilindro eliptico da Figura 2 e do cilindro hiperbéli-
co da Figura 3 sdo, respectivamente,

9x2 + 16y? = 144 e 25x2 — 4y? = 100

ambas consideradas como equagdes em R3. |

Uma secgiio transversal de uma superficie em um plano é o conjunto de to-
dos os pontos da superficie que estejam no plano dado. Se um plano for parale-
lo ao plano da diretriz de um cilindro, a sec¢do transversal do cilindro ser4 igual
a diretriz. Por exemplo, a sec¢do transversal do cilindro eliptico da Figura 2
em qualquer plano paralelo ao plano xy é uma elipse.

EXEMPLO 1 Faga um esbogo do grafico de cada uma das seguintes equagdes:

@y =Ingz (b) 22 = x%.

Solugdo

(a) O grafico € um cilindro cuja diretriz, estando no plano yz, é acurva y =
= In z e cujas determinantes sdo paralelas ao eixo x. Um esbogo do grafico

estd na Figura 6.

(b) O gréfico ¢ um cilindro cuja diretriz esta no plano xz e cujas determinantes
sdo paralelas ao eixo y. Uma equagdo da diretriz é z2 = x3, no plano xz.
Um esbogo do grafico estd na Figura 7.

Se uma curva plana girar em torno de uma reta fixa situada no plano da curva,
a superficie gerada serd chamada de superficie de revolugdo. A reta fixa serd
denominada eixo da superficie de revolugio e a curva plana serd a curva ge-
ratriz. ' :

A Figura 8 mostra uma superficie de revolugdo cuja curva geratriz é a curva
C no plano yz e cujo eixo é z. Uma esfera é exemplo de uma superficie de revo-
lugdo, pois pode ser gerada com a rotagdo de uma semicircunferéncia em torno
de um didmetro.

X

FIGURA 8 FIGURA 9

» ILUSTRACAO3 A Figura 9 mostra uma esfera que pode ser gerada com a
rotacdo da semicircunferéncia y*> + z2 = 2, z > 0, em torno do eixo y.
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Outro exemplo de superficie de revolugdo € o cilindro circular reto para o qual
a curva geradora e o eixo s@o retas paralelas. Se a curva geradora for a reta
z = k no plano xz e o eixo for o eixo x, obtemos o cilindro circular reto da
Figura 10. . |

Vamos achar uma equagdo da superficie gerada pela revolugdo da curva no
plano yz, em torno do €ixo y tendo a equagdo bidimensional

z=f0) v 0))

Consulte a Figura 11. Seja P(x, y, z) um ponto qualquer da superficie de re-
volugdio. Vamos passar por P um plano perpendicular ao eixo y e denotar o
ponto de intersecgdo desse plano com o eixo y por Q(0, y, 0). Seja P(0, y, z¢)
o ponto de intersec¢do do plano com a curva geradora. Como a secgdo trans-
versal da superficie com o plano que passa por P é uma circunferéncia, P esta
na superficie se e somente se

[OP|* = | OB, ?
Como |QP| = /X7 + 22 e |QP,| = z, obtemos dessa equagdo
Xt + 22 = zy? @

O ponto P, estd na curva geradora; assim suas coordenadas devem satisfa-
zer (1). Logo,

20 = fO)
Dessa equacdo e de (2), o ponto P estd na superficie de revolugao se € somente se
xt + 22 = [P 3)

Essa € a equagdo desejada para a superficie de reilolucéo. Como (3) é equiva-
lente a

+ Xt + 22 = f0)

podemos obter (3) substituindo z em (1) por £ /x? + z2.
Da mesma forma, podemos mostrar que se a curva no plano yz com equagdo
bidimensional

Yy =49@ . O]

for girada em torno do eixo z, uma equag¢io da superficie de revolugdo gerada
serd obtida ao substituirmos y em (4) por £ +/x? + y2. Observagbes andlogas
sdo feitas quando uma curva em qualquer plano coordenado for girada em tor-
no de um dos eixos coordenados contido naquele plano. Resumindo, os grafi-
cos das seguintes equagdes sdo superficies de revolugéo em torno do eixo indi-
cado: x2 + y2 = [F(2)]?, eixo z; x* + 2% = [F(y)]? eixo y; y? + 22 = [F(X)]%
eixo x. Em cada caso, as sec¢des transversais das superficies em planos perpen-
diculares aos eixos sdo circunferéncias com centros no eixo.

EXEMPLO 2 Ache uma equagdo da superficie de revolugdo gerada ao girar-
mos a parabola y2 = 4x no plano xy, em torno do ¢ixo x. Fa¢a um esbogo do
grafico- da superficie.
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Solugédo Na equag@io da parabola, substituimos y por £ /y? + z2,
obtendo

Y+ 77 = 4x

Um esbogo do gréfico estd na Figura 12. A mesma superficie é gerada se a pa-
rabola z2 = 4x, no plano xz, for girada em torno do eixo x.

A superficie obtida no Exemplo 2 é chamada de paraboléide de revolugiio.
Se uma elipse for girada em torno de um de seus eixos, a superficie obtida serd
denominada elipséide de revolugiio. Obtemos um hiperboléide de revolugio
quando uma hipérbole for girada em torno de um eixo.

EXEMPLO 3 Faca um esbogo da superficie x2 + z2 — 4y2 = 0,se y > 0.

Solugédo A equacgio dada é da forma x? + 22 = [F(y)]?; assim, seu grafi-
co ¢ uma superficie de revolugio tendo y como eixo. Resolvendo em y a equa-
¢ao dada, obtemos

2y = £ Jx? + 22

Logo, a curva geradora pode ser a reta 2y = x no plano xy, ouareta2y =
= zno plano yz. Tragando esbogos das duas curvas geradoras possiveis e usan-
do o fato de que as seccSes transversais da superficie em planos perpendicula-
res ao eixo y sdo circunferéncias com centro no eixo y, obtemos a superficie
mostrada na Figura 13 (observe que como y > 0, hd somente uma parte do cone).

A superficie obtida no Exemplo 3 é chamada de cone circular reto.

EXERCICIOS 15.6

Nos Exercicios de 1 a 4, faga um esbo¢o da secgdo transversal  16. x* = 4y no plano xy, em torno do eixo x.

do cilindro dado no plano indicado.

17. y = 3z no plano yz, em torno do eixo y.

1. 4x2 + y2 = 16; plano xy 2. 4z%2 — y? = 4; plano yz 18. 9y* — 4z = 144 no plano yz, em torno do eixo z.

3.z = e*; plano xz

|»|; plano xy

19. y = sen x no plano xy, em torno do eixo x.
20. y?2 = 23 no plano yz, em torno do eixo z.

Nos Exercicios de 5 a 12, faca um esbogo do cilindro, tendo as

equagdes dadas.

Nos Exercicios de 21 a 28, ache a curva geradora e o eixo da su-
perficie de revolucdo dada. Faca um esbogo da superficie.

5. 4x2 4+ 9y* = 36 6. z=seny

2, 24 52 2, 2
7 p= 8 x2_z2= 2. x>+ y*+ 24 =16 22. x*+z°=y
9"::'22)'(2 10. 22 = 4y? 2..x*+y’ =4 24. y* + 2% =¥
11. y = cosh x 12. x2 = ? 25. x2 + 22 =y 26. 4x% + 9y% + 422 =36

Nos Exercicios de 13 a 20, ache uma equagido da superficie de
revolucdo gerada pela rotag@o da curva plana dada em torno do
eixo indicado. Faca um esbogo da superficie.

13. x? = 4y no plano xy, em torno do eixo y.
14. x2 + 4z% = 16 no plano xz, em torno do eixo 2z,
15. x2 + 4z2 = 16 no plano xz, em torno do eixo x.

27. 9x2 — 2 + 922 =0
29. A tratriz

28. 4x? +4y* —z=9

t t
x—t—atgh; y—asecha

de x = —aax = 2aé girada em torno do eixo x. Faga um
esbogo da superficie de revolugio.
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15.7 SUPERFICIES QUADRICAS  Aprendemos no Capitulo 10 que o grafico de uma equagio do segundo grau
' nas variaveis x e y,

Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F=0

é uma secgdo conica. O grafico de uma equagao do segundo grau nas variaveis
X, y¢€zg,

Ax? + By2 + Cz2 + Dxy + Exz+ Fyz + Gx + Hy + Iz + J =0 (1)

¢ chamado de superficie quadrica. O tipo mais simples de superficies quadricas
constitui os cilindros parabdlico, eliptico e hiperbdlico que foram discutidos na
seccdo anterior. Ha mais seis tipos de superficies quadricas que iremos conside-
rar agora. Escolhemos os eixos coordenados de modo que as equagdes estejam
em sua forma mais simples. Na discussdo de cada uma dessas superficies ire-
mos nos referir a sec¢Ges transversais das superficies em planos paralelos aos
planos coordenados. Essas secgdes transversais ajudam a visualizar a superficie.

O elipsoide

X2 2 2 '
et =] &
FIGURA 1 onde a, b e ¢ sdo positivos (veja a Figura 1).

Se em (2) z for substituido por zero, obtemos a sec¢do transversal do elipséi-
de no plano xy, que ¢ a elipse

x2 Ly
iy
Para obter a seccdo transversal da superficie com os planos z = k&, substituimos
Z por k na equacdo do elipséide, obtendo
2 2 2
x>y _ gk

a? b2 c?
Se |k| < c, a secgdo transversal é uma elipse e os comprimentos dos semi-eixos
decrescem para zero quando | k| cresce para o valor c. Se |k| = ¢, a intersec-
¢do do plano z = k com o elipséide é um dnico ponto (0, 0, k). Se |k| > c,
ndo ha intersec¢do. A discussdo é analoga se considerarmos secgOes transver-
sais formadas por planos paralelos a cada um dos outros planos coordenados.

Os niimeros a, b e ¢ s3o os comprimentos dos semi-eixos do elipséide. Se dois
nimeros quaisquer desses trés forem iguais, teremos um elipsédide de revolugio
que também sera chamado de esferéide. Um esferdide para o qual o terceiro
numero seja maior do que os outros dois iguais é chamado de prolato (alonga-
do nos poélos). O esferdide prolato tem o formato de uma bola de futebol ame-
ricano. Um esferdide oblato sera obtido se o terceiro niimero for menor do que
os outros dois, que sdo iguais. Se todos os trés numeros @, b e ¢ na equagao
de um elipsoide forem iguais, o elipsdide serd uma esfera.

O hiperboléide eliptico de uma folha

X2 2 2 .
Tt e ! ®

FIGURA 2 onde a, b, e c sdo positivos (veja a Figura 2).
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As secgdes transversais em planos z = k sdo as elipses
- 1 + -

Quando k = 0, os comprimentos dos semi-eixos da elipse sdo os menores e
aumentam a medida que |k| aumenta. As secgbes transversais nos planos
= k sdo as hipérboles
2 2 k2
v_oz_ K

a2

b2

OIN
(S}

Se |k| < a, o eixo transverso da hipérbole ¢ paralelo ao eixo y, e se |k| > a,
o eixo transverso € paralelo ao eixo z. Se kK = a, a hipérbole degenera em duas
retas:

i

Z
-——=0 e
4

Sl

Z
+2=0
c

De forma andloga, as sec¢Oes transversais nos planos y = k também sdo hlper-
boles. O eixo desse hiperboldide é z.

Se @ = b, a superficie ¢ um hiperbolodide de revolugdo para o qual o eixo
¢ a reta contendo os eixos conjugados.

o hiperbol(’)ide eliptico de duas folhas

2 o T e = @)

onde a, b e ¢ sdo positivos .(veja a Figura 3).
Substituindo z por k em (4), obtemos

x2 y2 kz

2tp=a”

Se |k| < ¢, ndo h4 intersec¢do do plano z = k com a superficie; logo, entre
os planos 2 = —ce z = ¢ ndo hé pontos da superficie. Se |k| = c, a intersec-
¢do do plano z = k com a superficie ¢ um unico ponto (0, 0, k). Quando
|k| > ¢, a secgdo transversal da superficie no plano z = k é uma elipse, ¢ os
comprimentos dos semi-eixo aumentam quando |k| aumenta.

As secgdes transversais da superficie nos planos x = k sdo as hipérboles

cujos eixos transversos sdao paralelos ao eixo z. De forma andloga, as secgoes
transversais nos planos y = k sdo as hipérboles
x2 k2

z =1+
2 a2 tTe

para as quais os eixos transversos também sdo paralelos ao eixo z.

Se @ = b, a superficie é um hiperboldide de revolugdo no qual o eixo é a reta
contendo o eixo transverso da hipérbole.
Cada uma das trés superficies quadricas anteriores é simétrica a cada um dos

. planos coordenados e simétrica em relagdo a origem. Seus graficos sdo chama-
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dos de quddricas centrais e seu centro estd na origem. O grafico de qualquer
equacdo da forma :
+x2 + y2 + ZZ
~a? ~ b? ¢t

onde a, b e ¢ sdo positivos, é uma qudadrica central,

=1

EXEMPLO 1 Faca um esbogo do grafico da equagdo
4x? — y? + 2522 = 100

e dé o nome da superficie.

Solugdo Dividindo ambos os termos da equag¢do por 100, obtemos
x2 y2 22
25 100 4

que € da mesma forma que (3), se trocarmos y por z. Logo, a superficie é um
hiperboléide eliptico de uma folha cujo eixo é y. As sec¢bes transversais nos
planos y = k sdo as elipses

X2 22 k2
— 4 — = 1 R
3577~ 100
As seccOes transversais nos planos x = k sdo as hipérboles
ZZ y2 k2

= ] ———
4 100 25

e as seccOes transversais nos planos z = k sdo as hipérboles
x2 y2 k2

37100 T3

Um esbogo da superficie estd na Figura 4.

FIGURA 4

EXEMPLO 2 Faca um esboco do grafico da equagdo
4x2 — 25y — 22 =100

e dé o nome da superficie.

Solugédo Dividindo ambos os membros da equagdo por 100 podemos es-
crever a equagdo dada como
x2 y2 22
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que ¢ da mesma forma que (4) com x e z trocados um pelo outro; assim, a su-
perficie € um hiperboléide eliptico de duas folhas cujo eixo é x. As secgdes trans-
versais nos planos x = k, onde |k| > S, sdo as elipses

y2 22 k2
— + —_— = —
100 25

Os planos x = k, onde | k| < 5, ndo interceptam a superficie. As sec¢des trans-

versais nos planos y = k sdo as hipérboles
x?  z? k?
5 10 YT

¢ as sec¢hes transversais nos planos z = k sdo as hipérboles
x2 yZ k2

T E T

O esbogo pedido est4a na Figura 5.

As duas quédricas a seguir sdo chamadas de quadricas ndo-centrais.

O paraboléide eliptico

x2 y2 z2
4 L = 2
a? b2 c 6

FIGURA 6

onde a ¢ b sdo positivos e ¢ # 0. A Figura 6 mostra a superficie, se ¢ > 0

Substituindo & por z em (5), obtemos

x> ¥k

2 =
Quando k& = 0, essa equagdo torna-se b2x2 + a2y? = 0, que representa um
unico ponto, a origem. Se k # 0 e k e ¢ tiverem 0 mesmo sinal, a equagio serd
de uma elipse. Assim, concluimos que as sec¢des transversais da superficie nos
planos z = k, onde k e ¢ tém o mesmo sinal, sdo elipses € os comprimentos
dos semi-eixos aumentam quando |k| cresce. Se k e c tiverem sinais opostos,
os planos z = k ndo interceptam a superficie. As secgdes transversais da super-
ficie com os planos x = k e y = k sdo pardbolas. Quando ¢ > 0, as pardbolas
abrem-se para cima, conforme mostra a Figura 6; quando ¢ < 0, as pardbolas
abrem-se para baixo.

Se a = b, a superficie é um paraboléide de revolucéo.

O paraboléide hiperbélico

FIGURA 7

G | ©

onde a e b sdo positivos e ¢ # 0. A superficie estd na Figura 7 para ¢ > 0.

As secgdes transversais da superficie nos planos z = k, onde k # 0, sdo hi-
pérboles com seus eixos transversos paralelos ao eixo y se k e ¢ tiverem o mes-
mo sinal, e paralelos ao eixo x se k e ¢ tiverem sinais opostos. A sec¢do trans-
versal da superficie no plano z = 0 consiste em duas retas passando pela ori-
gem. As sec¢Oes transversais nos planos x = k sdo parabolas abrindo-se para
cima se ¢ > 0, e para baixo se ¢ < 0. As secgdes transversais nos planos

= k sdo pardbolas abrindo-se para baixo se ¢ > 0, e para cima se ¢ < 0.
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EXEMPLO 3 Faca um esbog¢o do grdfico da equagdo
3y? + 1227 = 16x

e dé o nome da superficie.

Solugdo As equagdes dadas podem ser escritas como
2 22 x
oz _x
16 4 3

que é da mesma forma que (5), com x e z trocados um pelo outro. Logo, o gra-
fico da equagdo € um paraboléide eliptico cujo eixo é x. As sec¢des transversais
nos planos x = k, onde k > 0, s3o as elipses

2 2 k

vz _k

16 4 3
Os planos x = k, onde k < 0, ndo interceptam a superficie. As secgdes trans-
versais nos planos y = k sdo as parabolas 12z2 = 16x — 3k2, e as secgOes
transversais nos planos z = k sdo as pardbolas 3y? = 16x — 12k2. A Figura

8 mostra um esbogo do paraboldide eliptico.

EXEMPLO 4 Fa¢a um esbogo do grafico da equagio
3y? — 1222 = 16x

e dé o nome da superficie.

Solucédo Se a equagdo dada for escrita como
yv: o2 x
16 4 3

ela serd da mesma forma que (6), com x e z trocados entre si. A superficie seré,
entdo, um paraboldide hiperbdlico. As secgdes transversais nos planos x = k,
onde k # 0, sdo as hipérboles

y2 oz k

16 4 3
A sec¢do transversal no plano yz consiste em duas retas y = 2zey = —2z.
Nos planos z = k, as secgOes transversais sdo as parabolas 3y? =

= 16x + 12k?; nos planos y = k, as secg¢les transversais sdo as parabolas
12z2 = 3k? — 16x. Um esbogo do paraboldide hiperbédlico estd na Figura 9.

O cone eliptico

x2 yZ zZ
at g a0 Q)

onde a, b e ¢ sdo positivos (veja a Figura 10).

A intersec¢do do plano z = 0 com a superficie é um unico ponto, a origem.
As secgdes transversais da superficie nos planos z = &, onde k # 0, sdo elipses,
e os comprimentos dos semi-eixos aumentam quando & cresce. As secgdes trans-
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versais nos planos x = 0 e y = 0 sdo pares de retas concorrentes. Nos planos
x = key = k,onde k # 0, as secgdes transversais sdo hipérboles.

EXEMPLO 5 Faga um esbogo do grafico da equagio
4x? — y? + 2522 =0

e dé o nome da superficie.

Solucdo A equacdo dada pode ser escrita como
2 2 2 '
x_ — y_ + Z_ =0
25 100 4

que ¢ da mesma forma que (7), com y e z trocados entre si. Logo, a superficie
¢ um cone eliptico, tendo y como seu eixo. A superficie intercepta o planoy = 0
apenas na origem. A intersec¢do da superficie com o plano x = 0 ¢é o par de
retas concorrentes y = * 5z, e a intersecgdo com o plano z = 0 é o par de
retas concorrentes y = * 2x. As secgles transversais nos planos y = k, onde
k # 0, sdo as elipses

x2 z2  Kk?

3t 77100
Nos planos x = ke z = k, onde k # 0, as secgdes transversais sio, respectiva-
mente, as hipérboles

y2 22 k2 y2 X2 k2

100 4 25 © 100 25" 4

A Figura 11 mostra um esbogo da superficie.

FIGURA 11

A equagido (1) é a equagdo geral do segundo grau em X, y ¢ 2. Pode ser mos-
trado que por translagdo e rotagao dos trés eixos coordenados (esse estudo esta
fora do contexto desse livro), tal equagédo pode ser reduzida a uma das seguin-
tes formas:

Ax2+By? + Cz2+J =0 (8)

 AxX*+By*+1z=0 ©

Os graficos das equagdes do segundo grau serdo de um dos seis tipos de qua-
dricas citados ou degeneram em cilindro, plano, reta, ponto ou conjunto vazio.
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As curvas néo-degeheradas, associadas a equag6es da forma (8), sdo as qua-
dricas centrais e o cone eliptico, enquanto que as equagcdes da forma (9) sdo
quadricas ndo-centrais. A seguir sdo dados exemplos de alguns casos dege-
nerados:

x2 — y2 = 0; dois planos, x — y =0ex + y =0
z? = 0; um plano, o plano xy

x? + y? = 0; uma reta, o €ixo 2

x2 + y? + z? = 0; um unico ponto, a origem

x2 + y2 + z2 + 1 = 0; o conjunto vazio

EXERCICIOS 15.7

Nos Exercicios de 1 a 6, dé o nome da superficie dada. 21. Ache o vértice e o foco da parabola que ¢ a intersec¢do do
1 =1 boldide hi li
1. 9x* — 4y + 3622 = 36 2. 4x% — 1652 + 922 = 0 P oy PO iperbélico
3. 5x2 =222 =3y =0 4. 25x% = 4y? + 72 + 100 Ty T3
2 2 _ —
5. 4y® — 25x* = 100 6. 3y? + 7z = 6x 22. Ache a 4rea da secgdo plana formada pela intersec¢do do pla-

Nos Exercicios de 7 a 18, faca um esbogo do grdfico da equacdo

no y = 3 com o sélido limitado pelo elipséide
x2 Pl z2

dada e dé o nome da superficie. g to25 + 3 =1L
7. 4x% +9y? + 22 = 36 8. 4x2 — 9y — 72 = 36 23. Mostre que a intersecgdo da superficie x2 — 4y? — 9z2=36
9. 4x? +9y? — 22 = 36 10. 4x2 — 9y + 22 = 36 com o plano x + z = 9 ¢ uma circunferéncia.
11 x? = y? — 72 12. x? = y? + 22 24. Mostre que a intersec¢do do paraboléide hiperbdlico
2 2
2 2 2 2 X X~ 2 comoplano z = bx + ay consiste em
132+ gy 4L+l o4 bz~ @ T ¢ plane 2 Y
36 25 25 36 duas retas concorrentes.
x* 2z
15. % 25 9y 16. x2 =2y + 4z Nos Exercicios de 25 a 27, use o método das sec¢ies planas pa-
) ) 5 , " ralelas (Secgdo 6.1) para achar o volume do sdlido dado. A me-
17. x* + 16z* = 4y* — 16 18. 9y* —4z° + 18x =0 dida da drea da regido limitada pela elipse com semi-eixos a e
19. Ache os valores de k para os quais a intersec¢do do plano b é mab.
x+ kyz = 1 com o hiperboléide eliptico de duas folhas 25, O sélido limitado pelo elipséide 36x2 + 9y* + 4z = 36.
y? — x? — z2= 1 é (a) uma elipse e (b) uma hipérbole. . coa X2y Tz
20. Ache o vértice e o foco da pardbola que é a intersec¢do do 26. O sélido limitado pelo elipside a? + b? tT s I
plano y = 2 com o paraboldide hiperbélico 27. O sélido limitado pelo plano z = A, onde 2 > 0, e o parabo-

2 2
16ide eliptico % + -'bLz = %, onde ¢ > 0.

15.8 CURVAS EM R3

15.8.1 DEFINICAO

Vamos considerar agora fungdes com valores vetoriais no espago tridimensional.

Sejam f, f, e f, trés fungdes da varidvel real ¢ e com valores reais. Entdo, pa-
ra todo nimero ¢ no dominio comum a f, f; e f3, hd um vetor R definido por

R@® = £i(0i + () + [0k

e R é chamada de fung¢d3o com valores vetoriais.

O gréfico de uma fungdo com valores vetoriais no espago tridimensional é
obtido de forma andloga ao que foi feito para uma fungdo com valores veto-
riais no espago bidimensional, na Secgdo 14.3 Quando ¢ assume todos os valo-
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Table 1
x y z
0 a 0 0
n a b n
4 2 2 4
n n
20 b3
3n a b 3n
4 L S22 4
i —a 0 n
3n 3
2 0 b7

FIGURA 1

FIGURA 2
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res no dominio de R, o ponto final da representagdo posicional do vetor R(¢)
traca uma curva C, e essa curva é chamada de gréfico de R. Um ponto na curva
C tem a representagdo cartesiana (x, y, z), onde

x = f1(0) Yy = fiA0) z = fi(D) 4y

Essas equagdes sdo chamadas de equacdes paramétricas de C, enquanto que
a Defini¢do 15.8.1 ¢ chamada de uma equacéo vetorial de C. Eliminando ¢ das
equagdes (1), obtemos duas equagdes em x, y e z que sdo chamadas de equagées
cartesianas de C. Cada uma delas é a equagdo de uma superficie e a curva C
¢ a intersec¢do de duas superficies. As equag¢Ges de qualquer par de superficiés
transversais em C podem ser tomadas como as equagdes cartesianas de C.

> ILUSTRACAO 1 Vamos tragar um esbogo da curva com a equagio vetorial
R(f) = acosti + bsentj + tk

As equagdes paramétricas da curva dada sdo
X =acost y =bsent =1

Para eliminar ¢ das duas primeiras equagdes, escrevemos

x2 2
—— = cos?t e PAR sen? ¢
a? b2

Somando membro a membro, obtemos

x2 yZ

FaR

Logo, a curva estd inteiramente no cilindro eliptico cuja diretriz ¢ uma elipse
no plano xy e cujas determinantes sdo paralelas ao eixo z. A Tabela 1 d4 os valo-

res de x, y e z para certos valores de £. Um esbogo da curva estd na Figura 1.
‘ <

A curva da Ilustra¢do 1 é chamada de hélice. Se @ = b, a hélice é uma hélice
circular e ¢std no cilindro circular reto x2 + y? = 42,

» ILUSTRACAO 2 A curva tendo a equagio vetorial
R(f) = 4 + 3 + tk

€ chamada de cubica retorcida. As equacdes paramétricas da cubica retorcida 'sdo
x =1 y = t? z =1

Eliminando ¢ das duas primeiras equagdes, obtemos y = x? que € um cilindro
cuja diretriz no plano xy é uma pardbola. A cubica retorcida esta sobre esse
cilindro. A Figura 2 mostra um esbog¢o do cilindro e uma parte da cubica retor-
cidadet =0at = 2. <

A Definicdo 14.4.1, relativa ao limite de uma fun¢do com valores vetoriais
em duas dimensdes, pode ser estendida a fungdes com valores vetoriais em trés -

~ dimensdes, como segue. Se

R(@) = fi()i + fz(t).l + f3(0k
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;. R(t+a)—R(

x

FIGURA 3

FIGURA 4
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entao

lim R(®) = lim £,(8)i + lim f5(0)j + lim fy(0k

o1y -1 =ty t~1y

se :lin;l f1(0), 'lin} SfAD) e lim f5(¢) existirem.
-1 - I—v!l

As defini¢des de continuidade (14.4.2) e da derivada (14.4.3) de fungbes com
valores vetoriais em V, sdo as mesmas para aquelas em V,. A prova do teore-
ma a seguir é andloga a prova do Teorema 14.4.4, sendo deixada como exerci-
cio (veja o Exercicio 13).

Se R for uma fung¢do com valores vetoriais, definida por

R = fiDi + f,(0) + fi(Dk

e se R’(?) existir, entdo

R'() = fi0i + £ + f[(Ok

A interpretagdo geométrica da derivada de R é a mesma que aquela dada pa-
ra a derivada de uma fungdo com valores vetoriais em R2. A Figura 3 mostra
parte da curva C, C, que ¢é o griafico de R. Na figura, OPéa representacao posi-
cional de R(?), OQ ¢é a representacgdo posicional de R(f + Af) e assim PQ é uma
representacdo do vetor R(? + A¢) — R(?). Quando At tende a zero, o vetor
[R( + At) — R(¥)])/At tem uma representacao aproximando-se de um segmen-
to de reta orientado, tangente a curva C em P.

A definigdo de vetor tangente unitirio é andloga 3 Defini¢ao 14.6.1 para ve-
tores no plano. Assim, se T(#) for o vetor tangente unitdrio ao grafico de R, entdo

DR
TO = TBROT] @

» ILUSTRACAO3 Vamos encontrar o vetor tangente unitédrio para a cubica re-
torcida da Ilustragdo 2.
Como R(?) = ti + t3 + tk,

DR(t) = i + 2tj + 3t°k IDR@)|| = /1 + 4% + 9t*
De (2), entao
1

JI1 4 42 + 94

Logo, em particular,

T(t) = (i + 2t + 3t°k)

T(1) 1’+2'+3k
= —1 —J —_—
V14 V14 V14
A Figura 4 mostra a representa¢do de T(1) no ponto (1,1,1). ‘ «

Os Teoremas 14.4.6, 14.4.7 ¢ 14.4.8, relativos as derivadas de somas e pro-
dutos de duas fung6es com valores vetoriais bidimensionais, também valem pa-
ra vetores-em trés dimensdes. O seguinte teorema referente a derivada do pro-
duto vetorial de duas fungbes com valores vetoriais é similar 4 férmula corres-
pondente para a derivada do produto de duas fun¢des com valores reais; contu-
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do, é importante manter a ordem correta das fungdes com valores vetoriais,
pois o produto vetorial ndo é comutativo.

Se R e Q forem fungGes com. valores vetoriais, entdao
DJ[R(@® x Q] = R x Q'() + R'(t) X Q)
para todos os valqres de ¢ para os quais R’(?) e Q’(¢) existem.

A demonstragdo do Teorema 15.8.3 serd deixada como exercicio (veja o Exer-
cicio 14).

O comprimento de um arco de uma curva C no espago tridimensional pode
ser definido exatamente da mesma maneira como foi feito no caso de uma cur-
va no plano (veja a Definigdo 14.5.1). Se C for a curva com equac¢des paramé-
tricas (1), f}, /5 e fi forem continuas no intervalo fechado [a, b] e nenhum par
de valores de ¢ resultar no mesmo ponto (x, y, z) em C, entdo podemos provar
(como foi feito para o plano) um teorema similar ao Teorema 14.5.3, o qual
estabelece que o comprimento de arco L, da curva C entre o ponto (f,(a), f»(a),
f5(a)) e o ponto (fi(b), fA(b), fi(b)) é determinado por

L = [* JF@F + UOF + GQF dr ®

Se s for a medida do comprimento de arco de C entre um ponto fixo (f,(¢,),
J2(t)s fi(ty)) e um ponto varidvel (f(f), f3(?), f(?)) e s crescer com ¢ crescente,
entdo s sera uma funcéo de ¢, dada por

s = f VU@ + 2@ + [f3@)]? du

Conforme foi mostrado na Secgdo 14.5 para curvas planas
ds
— = ||D,R(t
e =lpR)|
€ o comprimento de arco, L unidades, dado por (3), também pode ser determi-
nado por

L = {7 [IDR@||dt @

EXEMPLO 1 Dada a hélice circular
R(#) = acos fi + a sen tj' + tk
ondea > 0, encdntre o comprimento de arcode f = 0 a ¢t = 27.
Solugdo
DR(f) = —asenti + acostj + k
Assim, de (4),

L= f:" J(—asent)® + (acost)®> + 1 dt

= f:" JVa+1de
=2na®> + 1

Entdo, o comprimento de arco é 2nJa? + 1 unidades.
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FIGURA 5
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As defini¢des do vetor curvatura K(¢) € da curvatura K(f) da curva C de R?
num ponto P sdo as mesmas que foram dadas na Defini¢do 14.7.1 para curvas
planas. Logo, se T(¢) for o vetor tangente unitario a C em P e s for a medida
do comprimento de arco de um ponto escolhido arbitrariamente em C até P,
onde s cresce com f crescente, entdo

K(t) = D.T(t)

- _ DI
KO = ToR@] ©)

K(t) = |DT()||

DT ”
I DR

[ o]

Tomando o produto escalar de K(¢) por T(#) e usando (5), obtemos
D, T(¢)
DRG]
1

= TORG] DTI(@) - T(2) Q]

K(t) - T(t) = - T(r)

O Teorema 14.4.11 estabelece que se uma fung¢do com valores vetoriais no
plano tem médulo constante, ela sera ortogonal a sua derivada. Esse teorema,
bem como sua demonstracdo, também valem para vetores em trés dimensdes.
Logo, como ||T(?)|}| = 1, podemos concluir de (6) que K(?) - T(¢) = 0. Assim
sendo, 0 vetor curvatura € o vetor tangente unitdrio de uma curva em um ponto
sdo ortogonais.

O vetor normal unitdrio é definido como sendo o vetor unitario com a mes-
ma dire¢do e sentido do vetor curvatura, desde que o vetor curvatura nao seja
nulo. Assim, se N(¢) denotar o vetor normal unitdrio a curva C num ponto P
e se K(#) # 0, temos

K@
N® = ko] @)

De (7) e da discussdo anterior, segue que o vetor normal unitdrio e o vetor
tangente unitario sdo ortogonais. Assim, o dngulo entre esses dois vetores tem
uma medida de +x rad e,do Teorema 15.5.8,

[IT(e) x N@)|| = [|T@)|||N()|| sen 37
=1
Logo, o produto vetorial de T(¢f) e N(¢) € um vetor unitdrio. Pelo Teorema
15.5.10, T(r) X N(¢) é ortogonal a ambos T(¢) e N(#); logo, o vetor B(?), defini-
do por

B(Y) = T@¥) X N(@) 8)

é um vetor unitdrio ortogonal a T(#) e N(¢) ¢ é chamado de vetor binormal uni-
tario a curva C no ponto P.

Os trés vetores unitarios mutuamente ortogonais, T(f), N(#) e B(¢) de uma
curva C sdo chamados de triedro mével de C (veja a Figura 5).
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EXEMPLO 2 Ache o triedro mével e a curvatura em qualquer ponto da héli-
ce circular do Exemplo 1.

Solugdo A equacgido vetorial da hélice circular é
R(t) = acosti + asentj + tk
Assim, DR(1) = —asenti + acos tj + k e |DR(1)|| = va* + 1. De (2),

1 . .
T(t) = ﬁ (—asenti + acos tj + k)
Logo,
1
D,T(t) = (—acos ti — asentj)

Jaz +1

Aplicando (5), obtemos

1
K(t) = aT+_1(_“ cos ti — a sentj)

Como a curvatura K(¢) = ||K(?)||, temos
a
K@) = ———
® a?+1

- Assim, a curvatura da hélice circular é constante. De (7),

N(t) = —cos ti — sentj
Aplicando (8), temos

B(t) = (—asenti + acos tj + k) x (—cos ti —sentj)

1
Jvai +1
1 . .
= ———(senti — cos tj + ak)

Jat +1

Um estudo geral de curvas e superficies usando o Calculo é dado num curso
de Geometria Diferencial. O uso de Calculo de Vetores enriquece esse assunto.
A discussdo anterior é apenas uma breve introdugdo.

Vamos considerar agora, resumidamente, o0 movimento de uma particula ao
longo de uma curva no espago tridimensional. Se o parametro f na equagéo ve-
torial '

R(1) = fi(@)i + £,(9i + S50k ' ®

medir o tempo, entdo a posi¢do em ¢ de uma particula que se move ao longo
da curva C, tendo equagéo vetorial (9), serd o ponto P(f (%), f5(9), f()). O ve-
tor velocidade, V(¢), € o vetor aceleragdo, A(?), sdo definidos como no plano.
O vetor R(¢) é chamado vetor posiciio e

V() =DR(t)  A() = DNV()

A velocidade escalar de uma particula em ¢ é o médulo do vetor velocidade.
Como ||D,R(t)|| = ds/dt

ds
vl =%
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EXEMPLO 3

Uma particula estd se movendo ao longo de uma curva com

equagdes paramétricas

x =3t

y=1?

= 243
z=3t

- Ache os vetores velocidade e aceleragdo e a velocidade escalar da particula em

= 1. Faca um esbog¢o de parte da curvaem ¢ =

1 e trace representagdes dos

vetores velocidade e aceleragdo em ¢ = 1.

Solucdo

Logo,

V(t) = D,R(z)

Assim,

V(1) =3i+2j+ 2k

FIGURA 6

= 3i + 2tj + 2%k

V()| = V9 + 4% + 4*

Uma equagdo vetorial da curva é dada por
R(t) = 3 + % + %13k

A@t) = D,V(1)
= 2j + 4tk

CA(L) = 2§ + 4k

V|| = V17

O esbogo pedido esta na Figura 6.

EXERCICIOS 15.8

Nos Exercicios de 1 a 5, ache o vetor tangente unitdrio para a
curva tendo a equacgdo vetorial dada.

LR =+ Di—3+(1—20k

. R(f) = sen 2ti + cos 2tj + 2t3%k
R(r) = €' cos ti + e'sentj + €'k
LR =i+t + 40+ (e — 0k
R(t) = 2t cos ti + 5tj + 2tsen tk

N BN

. Ache o vetor tangente unitdrio a curva tendo equagéo veto-
rial R(f) = 4 cosh 24i + 4 senh 24§ + 6tk no pontoonde ¢t = 0

(=)

Nos Exerciciosde 7 a 11, ache o comprimento de arco da curva
de t; até t2

7. A curva do Exercicio 1; t, = —1, £,
8. A curva do Exercicio 2; ¢, = 0, ¢, =
9. A curva do Exercicio 3; ¢, = 0, ¢, =
10. A curva do Exercicio 4; ¢, = 0, ¢,
11. R(t) = 4% — 3 sen tj + 3 cos tk; t, =0,¢t = 2.

.—-u.—-]l

12. Prove que o vetor tangente unitdrio da hélice circular do
Exemplo 1 faz um dngulo constante com o vetor unitario k.

13. Prove o Teorema 15.8.2.

14. Prove o Teorema 15.8.3.

15. Escreva a equagio vetorial da curva de intersec¢do das su-
perficiess y = e¥e z = xy.

16.-Escreva a equagéo vetorial da curva de intersecgdo das su-
perficies x = In(z? + 2) ey = xz3.

17. Ache o co-seno do dngulo entre o vetor unitdrio j e o vetor
tangente unitario a curva R(#) = cos 2fi — 3#j + 2 sen 2tk
no ponto onde t =

18. Ache a curvatura em ¢ = 1 da curva
R(#) = + @+ 0y + (3 - 20k

19. Ache o triedro mével e a curvatura no ponto onde ¢t = 1 da
cubica retorcida da Ilustragdo 2.

20. Ache o triedro movel e a curvatura em um ponto qualquer
da curva R(¥) = cosh fi + senh #j + k.

Nos Exercicios 21 a 24, ache o triedro movel e a curvatura da
curva dada em t = t,, se existirem.

21. A curva do Exercicio 1; ¢, =
22. A curva do Exercicio 2; ¢, =
23. A curva do Exercicio 3; ¢, =
24. A curva do Exercicio 4; ¢, =

- o

Nos Exercicios de 25 a 28, uma particula move-se ao longo de
uma curva dada. Ache o vetor velocidade, o vetor aceleracdo e
a velocidade escalar em t = t,. Faca um esbog¢o da parte da cur-
vaemt = t e trace os vetores velocidade e aceleracdo.

25. A hélice circular do Exemplo 1;¢, = 4n.

26. x=t,y=%%z=4%¢t =2

27. x=e*, y=e "% z=te?;t, = .

8. x=32+ 1)L, y=In(Q+}),z=tg"' t;1, =1
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29. Prove que se R(#) = f1(5)i + fo()j + f3(0k for a equagdo  33. Prove que se R(f) = SiOF + f2(0 + f:(Hk for uma equa-

vetorial da curva C e K(¢) for a curvatura de C, entdo

|DR(t) x D R(t)||

K@) =

30. Use a férmula do Exercicio 29 para mostrar que a curvatura
-da hélice circular do Exemplo 1 é a/(a? + 1).

Nos Exercicios 31 e 32, ache a curvatura da curva dada no pon-

to indicado.

31. x =t, y=t2 z = t3 na origem.

IPR@?

R.x=é,y=ez=01=0.

¢do vetorial da curva C, K(¢) for a curvatura de C no ponto
P e s o comprimento de arco medido entre um ponto arbi-
trariamente escolhido em C até P, entdo DR(t) - DgR(2) =
= —[K(@n.

34. Uma particula move-se ao longo de uma curva com equagdo
vetorial R(#) = tg fi + senh 2¢j + sech tk. Prove que os ve-
tores velocidade e aceleragdo sdo ortogonais entre siem ¢ = 0.

35. Prove que se a velocidade escalar de uma particula for cons-
tante, entdo os vetores velocidade e aceleragdo serido sempre
ortogonais entre si.

36. Prove que a cibica retorcida da Ilustragdo 2, se ¢ # 0, ne-
nhum par de vetores entre R(f), V(¢) e A(?) é ortogonal. .

15.9 COORDENADAS
CILINDRICAS E ESFERICAS

zZ

(r.6,2)
'y

FIGURA 1

FIGURA 2

A representagdo da coordenada cilindrica de um ponto P é (r, 8, 2), onde r e
8 sdo as coordenadas polares da proje¢do de P em um plano polar e z ¢ a dis-
tdncia orientada desse plano polar até P. Veja a Figura 1.

EXEMPLO 1 Faca um esbogo do grafico de cada uma das seguintes equagdes,
onde ¢ é uma constante: (@) r = ¢; (b) 0 = ¢, (c) z = c.

Solucdo

(a) Para um ponto P(r, 6, z) do grafico de r = ¢, 6 e z podem assumir quais-
quer valores € r ¢ uma constante. O gréfico é um cilindro circular reto, tendo
|c| como raio e z como seu eixo. Um esbogo do grafico estd na Figura 2.

(b) Para todos os pontos P(r, 8, z) do grafico de § = ¢, r e z podem assumir
qualquer valor, enquanto que 6 permanece constante. O grafico é um plano
pelo eixo z. Veja a Figura 3 para um esbog¢o do grifico.

(¢) O gréfico de z = ¢ ¢ um plano paralelo ao plano polar e a uma distincia
orientada de ¢ unidades. A Figura 4 mostra um esbogo do grafico.
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O nome ‘‘coordenadas cilindricas’’ vem do fato de que o grificode r = ¢
¢ um cilindro circular reto, como no Exemplo 1(a). Coordenadas cilindricas sao
usadas em um problema fisico quando hd um eixo de simetria.

Suponha que sejam colocados um sistema de coordenadas cartesianas € um
sistema de coordenadas cilindricas tais-que o plano xy seja o plano polar e o
lado positivo do eixo x seja o eixo polar, conforme mostra a Figura 5. Entéo,
o ponto P tem por coordenadas (x, y, 2) e (r, 6 2z), relacionadas pelas equagdes

x=rcosf y=rsenf z=2 1)

2 - 2 2 — ._')i_

rr=x*+y tge—xsex;tO z2=3z 2)
EXEMPLO 2 Ache uma equacdo em coordenadas cartesianas das seguintes su-

perficies, cujas equacdes estdo expressas em coordenadas cilindricas e identifi-
que a superficie: (a) r = 6 sen 0; (b) (3 cos 6 + 2sen 8) + 6z = 0.

Solugdo

(a) Multiplicando ambos os lados da equagdo por r, obtemos r2 = 6r sen 6.
Comor? = x* + y2ersen@ = y, entdo x2 + y? = 6y. Essa equagdo po-
de ainda ser escrita como x2 + (¥ — 3)? = 9, mostrando que o seu grafico
é um cilindro circular reto cuja sec¢do transversal no plano xy ¢ a circunfe-
réncia com centro em (0, 3) e raio 3.

(b) Substituindo r cos 8 por x e r sen 6 por y, obtemos a equagdo 3x + 2y +
+ 6z = 0. Assim, o grafico é um plano passando pela origem e com (3, 2, 6)
como vetor normal.

EXEMPLO 3 Ache uma equagdo em coordenadas cilindricas para cada uma

das seguintes superficies, cujas equagdes sdo dadas em coordenadas cartesianas

e identifique a superficie: (a) x> + y* = z; (b) x2 — y? = z.

Solucao

(a) A equacdo é similar a equacdo (5) da Sec¢do 15.7 sendo, portanto, o gréfico
¢ um paraboldide eliptico. Se x> + y? for substituido por r2, a equagao se-
rar: =z

(b) A equagcdo é similar a (6) da Secgdo 15.7, se x for substituido por y. O grafi-
co é, portanto, um paraboléide hiperbdlico, tendo z como eixo. Quando x
for substituido por 7 cos 8 e y por r sen 6, obtemos a equagio r? cos* 0 —
— r2sen?@ = z; uma vez que cos? 8 — sen? § = cos 26, podemos escrever
a equagdo como z = r? cos 20.

Num sistema de coordenadas esféricas ha um plano polar € um eixo perpen-
dicular ao plano polar, com a origem do eixo z na origem do plano polar. Um
ponto é localizado por trés niimeros € a representa¢do de um ponto P em coor-
denadas esféricas ¢ (p, 0, ¢), onde p = |OP|, 6 ¢ a medida em radianos do
angulo polar da projegdo de P sobre o plano polar ¢ ¢ ¢ a medida ndo-negativa
em radianos do menor dngulo medido entre o lado positivo do ¢ixo z € a reta
OP. Veja a Figura 6. A origem tem como representacdo com coordenadas esfé-
ricas (O, 6, ¢), onde 9 e ¢ podem ter qualquer valor. Se o ponto P(p, 0, ¢)
ndo for a origem, entdop >0e0 < ¢ < 7, onde ¢ = 0, se P estiver no lado
positivo do eixo z, e ¢ = 7 se P estiver no lado negativo do eixo z.
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EXEMPLO 4 Faca um esbo¢o do grafico de cada uma das seguintes equacdes,
onde ¢ é uma constante: (@) p = cec > 0; ()0 =c;(c)p =ced < c < 7.

Solugdo
(a) Todo ponto P (p, 6, ¢) do gréfico de p = ¢ tem o mesmo valor de p, 8 pode
ser qualquer nimero, € 0 < ¢ < #. Segue que o grafico é uma esfera de
- y raio ¢ e centro na origem. A Figura 7 mostra um esbogo da esfera.
A RTERN N (b) Para qualquer ponto P(p, 6, ¢) no grafico de 8 = ¢, p pode ser qualquer
SRRy 5 nimero ndo-negativo e ¢ qualquer mimero no intervalo fechado [0, 7], e

) e AN —7 0 ¢ constante. O grafico ¢ um semiplano contendo o eixo z e é obtido giran-
h /. do o semiplano x > 0 do plano xz de um 4ngulo de c rad em torno do eixo z.
x ! A Figura 8 mostra esbogos dos semiplanos para § = +#, 6 = 2Zn,
= 4 = — L
FIGURA 7 §=smed 67

(c) O grifico de ¢ = ¢ contém todos os pontos P(p, 6, ¢) para os quais p é
qualquer mimero ndo-negativo, 6 é qualquer nimero e ¢ é a constante c.
O gréfico é a metade de um cone, tendo seu vértice na origem € o eixo z
como elxo A Figura 9 (a) e (b) mostra esbogos do meio cone para 0 < ¢
< > me5 < c < T, respectivamente.

1
2‘TI:<C< n

FIGURA 8

(@) ' (b)

FIGURA 9

Como o gréfico de p = ¢ ¢ uma esfera, conforme foi visto no Exemplo 4

z (a), temos o nome *‘coordenadas esféricas’’. Em problemas fisicos, onde existe

um ponto de simetria, as coordenadas esféricas sdo freqiientemente utilizadas.

Colocando juntos um sistema de coordenadas esféricas e um sistema de coor-

denadas cartesianas, conforme mostra a Figura 10, obtemos relacoes entre os
dois tipos de coordenadas de um ponto P através de

= |0Q]| cos 8 y = |OQ| sen 6 z = |QP|

Como |OQ| = psen ¢ e |QP| = p cos ¢, essas equagdes tornam-se

= p sen ¢ cos O Yy = psen ¢ sen @ Z = pCcos¢ A3)

Elevando ao quadrado cada uma das relages em (3) e somando

X2 + y2 4+ 22 = p2sen’ ¢ cos2 O + p?sen? ¢ sen? O + p? cos? ¢
x2 + y2 + z2 = p?sen? ¢(cos? @ + sen? §) + p2cos? ¢
x* + y? + z2 = pXsen? ¢ + cos? ¢)

2 2 1 2 = 2
FIGURA 10 rAry+Z=e
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EXEMPLO 5 Ache uma equagido em coordenadas cartesianas das seguintes su-
perficies, cujas equages estdo expressas em coordenadas esféricas, e identifi-
que a superficie: (a) p cos ¢ = 4; (b) p sen ¢ = '

Solugédo

(a) Como z = p cos ¢, a equagdo torna-se Z = 4. Logo, o graflco é um plano
paralelo ao plano xy e 4 unidades acima dele.

(b) Para coordenadas esféricas p > O e sen ¢ > 0 (pois 0 < ¢ < 7); logo, ele-
vando ao quadrado ambos os lados da equagédo dada, obtemos a equagéo
equivalente p? sen? ¢ = 16 a qual, por sua vez, equivale a

pAl — cos? ¢) =
p2 — p2cost¢ = 16

Substituindo p2 por x2 + y* + z2ep cos ¢ por z, obtemos

x2+y2+z2-2z2=16
x* + y* =16

Logo, o grafico é o cilindro circular reto tendo o €ixo z como seu €ixo € raio 4.

EXEMPLO 6 Ache uma equacio em coordenadas esféricas para (a) o para-
boldide eliptico do Exemplo 3(a); (b) o plano do Exemplo 2(b).

Solucdo

(a) Uma equagio cartesiana do paraboldide eliptico do Exemplo 3(a) € x? +.
+ y? = z. Substituindo x por p sen ¢ cos 8, y por p sen ¢ sen 6 e 2 por
p cos ¢, obtemos

p2sen? ¢ cos2 @ + p2?sen’ ¢ sen’ @ = p cos ¢
p2 sen? ¢(cos? O + sen? ) = pcos ¢

que é equivalente a
=0epsen?¢p = cosS ¢

A origem é.0 tinico ponto cujas coordenadas satisfazem p = 0. Como a ori-
gem (0, 6, ) estd em p sen? ¢ = cos ¢, descartamos a equagdo p = 0.
Além disso, sen ¢ # 0 pois ndo existe valor de ¢ para o qual ambos sen
¢ e cos ¢ sdo nulos. Logo, a equagdo p sen? ¢ = COs ¢ pode ser escrita co-
mo p = cosec? ¢ cos ¢ ou, equivalentemente, p = cosec ¢ cotg ¢.

(b) Uma equagio cartesiana do plano do Exemplo 2(b) € 3x + 2y + 6z = 0.
Usando as relagdes (3), essa equagdo se torna '

3p sen ¢ cos ¢ + 2p sen ¢ sen @ + 6p cos ¢ =

EXERCICIOS 15.9

1. Ache as coordenadas cartesianas de um ponto com as coOr- 3. Ache as coordenadas cartesianas do ponto cujas coordena-
denadas cilindricas dadas: das esféricas sdo: (a) (4, +7, +n); () @, +7, §7); (©)
@G, im5®0 4 -0 LD W6 Lr, 2n).

2. Ache as coordenadas cilindricas do ponto com as coordena- 4. Ache um conjunto de coordenadas esféricas do ponto cujas
das cartesianas dadas: (a) (4, 4 — 2); (b) (=34/3, 3, 6); coordenadas cartesianas sdo: (a) (1, — 1, —v2); (0) (- 1,/3,

© 1, 1D. 2); (©) 2, 2,2).
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§. Ache um conjunto de coordenadas cilindricas do ponto cu-
jas coordenadas esféricas sdo: (a) (4, <, %ﬂ);
®) V2, 7, 7); (©) @3, 37, 1) ,

6. Ache um conjunto de coordenadas esféricas do ponto cujas
coordenadas cilindricas sdo: (a) (3, ¢, 3); (b) 3, +7, 2);
© @, 3n, -4).

Nos Exercicios de 7 a 12, encontre uma equacdo em coordena-
das cilindricas da superficie dada e identifique a superficie.

7. x2+y?+4z22=16 8 x2—y2=9

9. x2 +y?=3z 10. 9x? + 4y? = 36

11, x? — y? = 322 12. x2 + y? = 22
Nos Exercicios de 13 a 17, encontre uma equagcd@o em coordena-
das esféricas da superficie dada e identifique a superficie.

13. x2+ 2 +22—-92=0
15. x2+y?2=9

17. x2 4+ y2 + 22 —8x =0

14. x2 + y? = 22
16. x* + y? =2z

Nos Exercicios de 18 a 22, encontre uma equagdo em coordena-
das cartesianas da superficie cuja equacdo é dada em coordena-
das cilindricas. Nos Exercicios 18 e 19, identifique a superficie.
18. r =3 cos 8 19. (a) r=4;(b) 0 = in

20. r=3+2cosf 21.r*cos20=2> 22 z*sin®0=13

Nos Exercicios de 23 a 28, encontre uma equacdo em coordena-
das cartesianas da superficie cuja equacdo é dada em coordena-
das esféricas. Nos Exercicios de 23 a 25, identifique a superficie.

23. (a) p= 9 (b) 0= 4m () p = in

Vetores em um Espago Tridimensional @ Geometria Analitica Sélida

25. p = 6 cosec ¢
27. p=21g @

24. p =9sec ¢
26. p=3cos ¢
28. p=~6sen¢senf + 3 cos ¢

29. A curva C em R3 tem as seguintes equagdes paramétricas em
coordenadas cilindricas: r = F|(#), 6 = Fy(9), z = F().
Use a férmula (3) da Secgdo 15.8 e as formulas (1) desta sec-
¢do para provar que se L for o comprimento de arco da cur-
va C, do ponto onde ¢ = a até o ponto onde ¢ = b, entdo

o L6

30. A curva C em R? tem as seguintes equagdes paramétricas em
coordenadas esféricas: p = G(f), 8 = G,(0), ¢ = G4().
Use a féormula (3) da Secgdo 15.8 e as formulas (3) desta sec-
¢d0 para provar que se L unidades for o comprimento de ar-
co da curva C do ponto onde ¢ = g até o ponto onde ¢ = b,

entdo .,
dp\? 5y (A0 , [do\?
L_J:,\/(Z) +p sen¢z +p m dt

31. (a) Mostre que as equagdes paramétricas da hélice circular
do Exemplo 1, Secgdo 15.8,sd0r = a,0 = ¢, 2 = t. (b) Use
a formula do Exercicio 29 para encontrar o comprimento de
arco da hélice circular da parte (a), de ¢t = Oa ¢t = 27x. Teste
o seu resultado com o do Exemplo 1, Secgdo 15.8.

32. Uma hélice cnica enrola-se num cone, da mesma forma que
uma hélice circular enrola-se num cilindro. Use a férmula
do Exercicio 30 para encontrar o comprimento de arco de
t = 0at = 27 da hélice cOnica, tendo equagdes paramétri-
casp=1t0=1t¢=1n

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 15

1. Faga um esbogo do grafico de x = 3 em R, R2 e R3.
2. Faga um esbogo do conjunto de pontos que satisfazem si-
multaneamente as equagdes x = 6 e y = 3 em R? e RS,

Nos Exercicios de 3 a 12, descreva em palavras o conjunto de
pontos em R’ que satisfazem a equacdo ou o par de equacies
dadas. Fagca um esbogo do grdfico.

3 y=0 4 = 5 x?+22=4
“lz=0 ly=z ) y=0
6. y2—22=0 T.x=y

8 x2+ )2 +22=25 9. x2+y*=9;

10. x% + y? = 22 11 x* — y? = 22 12, x2 + 22 =4

Nos Exerciciosde 13a22, A = —i + 3j + 2k, B = 2i + j — 4k,
C=i+2j-2D=3j-keE = 5i — 2j.

13. Ache 6C + 4D - E. 14. Ache 3A — 2B + C.
15. Ache D - BxC. 16. Ache (AxC) — (DXE).
17. Ache ||AXB|| ||[DXE|| 18.Ache2B - C + 3D - E
19. Ache a projecdo escalar de A em B.

20. Ache a proje¢do escalar de C em D.

21. Ache o vetor projecdo de E em C.

22. Ache o vetor projecdo de D em E.

Nos Exercicios de 23 a 28, hd somente uma maneira de obter uma
expressdo com sentido, inserindo-se parénteses. Faga isto e ache
o vetor ou o escalar indicados se A = (3, —2,4),B = (-5,7,2)
eC=(4,6, —1).

23. AB-C
25. A+B-C 26 B-A-C
2. AxB-A+B-C 28, AxB:Cx A

29. Uma reta ¢ tragada pelo ponto (-3, 5, 1) e é perpendicular
ao plano xz. Ache as coordenadas dos pontos dessa reta a
uma distdncia de 13 unidades de (-2, 0, 0).

30. Ache uma equacio da esfera tendo como didmetro o segmento
de reta cujos extremos sdo os pontos (3, 5, —4)e (-1, 7, 4).

31. Ache uma equagdo da esfera concéntrica com a esfera
x + y2 + 22 4+ 4x + 2y — 6z + 10 = 0 e contendo o
ponto (—4, 2, 5). .

32. Prove que os pontos (4, 1, —1), (2, 0, 1) e (4, 3, 0) sdo vérti-
ces de um tridngulo retangulo e ache a 4rea do tridngulo.

33. Ache a curva geradora e o eixo da superficie de revolugio
cuja equagdio é x2 + z2 = e,

34. Ache a equagdo de uma superficie de revolugdo gerada com
a rotacdo da elipse 9x2 + 4z2 = 36 no plano xz, em torno
do eixo x. Faca um esbogo da superficie.

24. A-BC



3s.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

4.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.
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Determine o valor de ¢ de tal forma que os vetores 3i +
+ ¢j — 3k e5i — 4j + k sejam ortogonais.

Mostre que ha representagdes de trés vetores
A=5i+j-3,B=i+3-2keC= -4di +2j+k,
as quais formam um tridngulo.

Dados os pontos A(S, 9, =3) e B(-2, 4, -5), ache (a) os
co-senos diretores de V(A4B) e (b) o vetor unitario tendo a
mesma direcdo que V(AB).
SeA=i+j—-k,B=2i-j+kC=3i-2j+4k
eD = 5i + 6j — 8k, ache escalares a, b, e c tais que
aA + bB + ¢C = D.

SeA = (7, —1,5eB = (-2,3, 1), ache (a) a projecdo esca-
lar de B sobre A e (b) o vetor projecdo de B sobre A.
Ache uma equacio do plano que contém os pontos (1, 7, —3)
e (3, 1, 2) e que ndo intercepta o eixo x.

Ache uma equagdo do plano que passa pelos pontos (-1,
2, 1),(1,4,0)e(1, —1, 3) por dois métodos: (a) usando o
produto vetorial; (b) sem usar o produto vetorial.

Ache uma equagio do plano que contém o ponto (7, =2, —5)
e é perpendicular 2 reta que passa pelos pontos (—3, 0, 4)
e(3 2, 1). ‘

Ache a distancia da origem ao plano que passa pelo ponto
(-6,3, —2)etem 5i —3j + 4k como vetor normal.
Ache dois vetores ortogonais ai — 3j + 4k e cujas represen-
tagOes sdo paralelas ao plano yz.

Ache a distancia do ponto P(4, 6, —4) a reta que passa pe-
los pontos A(2, 2, 1) e B(4, 3, —1).

Ache a distincia entre o plano 9x — 2y + 62 + 44 = O e
o ponto (-3, 2, 0).

Se 0 for o angulo entre os vetores A = 2i + j + ke B =
= 4i — 3j + 5k, ache cos 6 de duas maneiras: (a) usando
o produto escalar; (b) usando o produto vetorial e uma iden-
tidade trigonométrica.

Prove que as retas
x—l_y+2_z—2ex—2_y—5_z—5
1 -2 -2 2 3 - 1

sdo reversas e ache a distancia entre elas.

Ache as equagbes simétrica e paramétrica da reta que passa
pela origem e € perpendicular a cada uma das retas do Exer-
cicio 48. -

Ache as equagdes simétrica e paramétrica da reta que passa
pelos pontos (-3, 5, 2) e (=1, —3, 4).

Mostre que as retas

x+ 1
-6

x—2=y+3 =z—5e

3 -1 4

sd0 coincidentes.

Ache uma equag¢do do plano.que contém a reta
x—=3)=—-(y+5)=¥z+2)
e o ponto (5, 0, —4).

53.

54.

S5

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

6S.

66.
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Ache a drea da secgdo transversal do elipséide
x2 y2 ZZ
DR AR |
2T 933

no plano z = 4.

Ache a area do paralelogramo tal que dois de seus lados se-
jam as representagdes posicionais dos vetores 2j — 3k e
5i + 4k.

Ache o volume do paralelepipedo tendo vértices em (1, 3, 0),
(2’ _l’ 3)’ (-2’ 2’ - l) € (_1$ l’ 2)'

Ache o comprimento de arco da curva

x=tcost y=tsint z=t

det=0at = 4n.
Ache o comprimento de arco da curva |

R(t) = (2 — 30)i + (4t — 1)j + 2k
det=0at=%.

Uma particula move-se ao longo da curva com equagdes pa-
ramétricas ’

x=In@*+1) y=t2+1 z=tg 'L

Ache o vetor velocidade, o vetor aceleragdo e a velocidade

escalar em ¢ = 0.

Uma particula move-se ao longo da curva do Exercicio 56.

Ache o vetor velocidade, o vetor aceleragdo e a velocidade

escalar em ¢t = —;—n..Faga um esbogo da parte da curva em
= -;—n e trace em ? as representagdes dos vetores velocidade

e aceleracéo.

Ache o vetor tangente unitario e a curvatura em qualquer

ponto da curva cuja equacdo vetorial é

R(t) =€'i + e + 2tk
Ache o triedro mével da curva

R(t) = 3sen2ti — 4tj — 3 cos 2tk

no ponto onde ¢ = 4.

Ache as coordenadas esféricas para o ponto cujas coordena-
das cartesianas sdo (-3, /3, 2).

Ache um conjunto de coordenadas cilindricas para o ponto
cujas coordenadas esféricas sdo (3, 7, 37).

Ache uma equac¢do em coordenadas esféricas do grafico de
cada uma das equagdes: (a) x2 + y? + 4z%2 = 4;

(b) 4x2 — 4y? + 9z2 = 36.

Ache uma equagido em coordenadas cilindricas do grafico de
cada uma das equagdes: (@) (x + »)? + 1 = z;

(b) 25x% + 4y = 100.

Se R, Q e W sdo trés fungdes com valores vetoriais cujas de-
rivadas em relagdo a ¢ existem, prove que

D[R(r)- Q1) x W(1)] =
DR(1)- Q1) x W(1) + R(2) - DAQ() x W() + R() - Q(¢) x D,W(1)

67. Se A for um vetor qualquer, prove que

A=(A-Di+(A-jj+ (A Kk
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Z + Na Sec¢do 16.1 aplicamos o conceito de fung¢do a uma funcdo de n varidveis [ //

e nas duas secgOes seguintes aplicamos a fungdo de n varidveis os conceitos de
i limite e continuidade. A maior parte de nossa discussdo restringe-se a fungdes
@ de duas e trés varidveis; no entanto, apresentamos as defini¢des para fungdes de
n variaveis e entdo mostramos as aplica¢des dessas definigGes a fungSes de duas
e trés variaveis. Também mostramos que quando cada uma dessas defini¢cOes .
¢é aplicada a uma func¢do de uma varidvel, temos a defini¢do previamente dada. = /
Nosso tratamento de diferenciagdo de fun¢des de varias varidveis come¢a na
Sec¢do 16.4, onde definimos as derivadas parciais de tal fun¢do. Entdo, na Sec-
¢do 16.5, discutimos a diferenciabilidade dessas fungdes, bem como a diferen- =/ /
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cial total. A versdo da regra da cadeia com varias variaveis € apresentada na
Secgdo 16.6, e as derivadas parciais de ordem superior sd3o tratadas na Secgdo
16.7. As aplicac6es de diferenciagdo neste capitulo destinam-se a determinar taxas
de variagdo e a calcular aproximagées. Concluimos o capitulo com a Secgdo
Suplementar 16.8, envolvendo a prova de um teorema, dando condi¢des sufi-
cientes para a diferenciabilidade de uma fun¢do de duas variaveis.

16.1

FUNCOES DE MAIS DE
UMA VARIAVEL

16.1.1 DEFINICAO

16.1.2 DEFINICAO

Vamos agora estender o conceito de fungdo a fungdes de mais de uma varidvel
independente. Tais fungGes ocorrem freqlientemente em situagdes préticas. Por
exemplo, a area aproximada da superficie do corpo de uma pessoa depende do
seu peso e altura. O volume de um cilindro circular reto depende de seu raio ¢
altura. De acordo com a lei do gds ideal, o volume ocupado por um gés confi-
nado é diretamente proporcional & sua temperatura e inversamente proporcio-
nal & sua pressdo. O custo de um determinado produto pode depender do custo
do trabalho, pregco de materiais e despesas gerais. '

Para ampliar o conceito de fungéo a fungbes de um nimero qualquer de va-
ridveis, precisamos primeiro considerar pontos num espago numérico n-dimensio-
nal. Da mesma forma que denotamos um ponto em R por um numero real x,
um ponto em R? por um par ordenado de nimeros reais (x, ) € um ponto em
R3 por uma tripla ordenada de nimeros reais (x, y, z), um ponto no espago
numérico n-dimensional, R”, é representado por uma énupla de nimeros reais,
sendo comumente denotado por P = (x,, X,,..., X,,). Em particular, se n = 1,
P=xsen=2,P=(x,y);sen=3,P=(xy,2),sen =6, P = (x, X,
X35 X4y X5y Xg)-

O conjunto de todas as énuplas de nimeros reais é chamado de espaco numéri-
co n-dimensional, sendo denotado por R". Cada énupla (x,, x,,..., X,) € cha-
mada_de ponto no espago numérico n-dimensional.

Uma funcio de n varidveis é um conjunto de pares ordenados (P, w), onde dois
pares distintos ndo podem ter os primeiros elementos iguais*. P é um ponto no
espaco n-dimensional numérico ¢ w é um numero real. O conjunto de todos
os valores possiveis de P é chamado de dominio da fun¢do, enquanto que o
conjunto de todos os valores possiveis de w é chamado de imagem da func@o.

Dessa definigdo, o dominio de uma fungéo de n varidveis ¢ um conjunto de
pontos em R" e a imagem é um conjunto de nimeros reais ou, equivalentemen-
te, um conjunto de pontos em R. Quando n = 1, temos uma funcido de uma
variavel; assim, o dominio é um conjunto de pontos em R ou, equivalentemen-
te, um conjunto de numeros reais e a imagem também é um conjunto de niime-
ros reais. Assim, a Defini¢do 1.4.1 é um caso particular de Defini¢do 16.1.2. Se
n = 2, temos uma func¢do de duas varidveis e 0 dominio é um conjunto de pon-
tos em R? ou, equivalentemente, de pares ordenados de nimeros reais (x, y).

» ILUSTRACAO 1 Seja fa fungio de x e y dada pelos pares ordenados (P, z2),
tal que

Z = 425 — x? — y2

* N. do R.: Isso significa que se (P, w;) e (P, wy) sdo dois pares de uma fungfo, entdo w;
ou seja, em cada ponto P ela pode ter apenas um unico valor correspondente, w,

Wa,
wy.
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O dominio de f ¢ o conjunto {(x, y)|x2-+ y? < 25]. Esse conjunto consiste nos
pontos do plano xy sobre a circunferéncia x2 + y? = 25 e no interior da re-
gido limitada pela circunferéncia. Na Figura 1 h4d um esbogo do conjunto de
pontos no dominio de f, mostrado como uma regido sombreada em R2.
Como z = /25 — (x2 + y?), entdo 0 < z < 5; assim a imagem de fé o
conjunto de todos os nimeros reais no intervalo fechado [0, 5]. 4

» ILUSTRACAO 2 A fungio g de duas varidveis x e y é o conjunto dos pares
ordenados da forma (P, z), para os quais temos

1

Jxt+y* =25

O dominio de g é o conjunto {(x, y)|x2 + y? > 25]. Esse é o conjunto dos pon-
tos que estdo na regido exterior limitada pela circunferéncia x2 + y? = 25. Um
esbogo mostrando o dominio de g como uma regido sombreada est4 na Figura 2.
|
Se f for uma funcio de n variaveis, entdo, de acordo com a Defini¢do 16.1.2,
Jf serd um conjunto de pares ordenados da forma (P, w), onde P = (x,, x,,...,
X,) é um ponto em R" e w, um numero real. O valor particular de w que cor-
responde a um ponto P é denotado pelo simbolo f(P) ou f(x;, X,,..., X,). Es-
pecificamente, se n = 2 e P = (x, ), podemos representar o valor funcional
por f(P) ou f(x, y). Analogicamente, se n = 3 e P = (x, y, 2), denotamos o
valor funcional por f(P) ou f(x, y, ). Note que se n = 1, P = Xx; logo, se f
for uma fung¢do de uma variavel, f(P) = f(x). Assim sendo, essa notagdo é com-
pativel com a notagdo de fungdes de uma varidvel.
Uma funcdo f de n varidveis pode ser definida pela equagio

z =

w = f(xl! x2’ eeey n)
As varidveis x,, Xx,,..., X, s40 chamadas de varidveis independentes, enquanto
que w é denominada varidvel dependente.

» ILUSTRACAO 3 Seja f a funcdo da Ilustragdo 1; isto é,
Sl y) =~/25 - x* — y?
Entdo, ’
13, —4)=\'/25-‘32—(—-4)2 f(=2,1) =25 - (-2*-12
=J25-9-16 =J25-4—-1
=0 =25
f(,3v) =25 — u — (3v)?
' =25 —uZ -2 <

EXEMPLO1 A funciio g estd definida por

glx, y,2) = x* — 4yz?
Ache: (a) ¢(1, 3, —2); (b) g(2a, —4b, 3¢); () g(x?, y?, 2%); (d) g(y, 2, —x).
Solugédo
(@) g(1,3, —2) = 1° - 4(3)(—-2)? (b) g(2a, —4b, 3c) = (2a)® — 4(—4b)(3c)?
=1-48 = 8a® + 144bc?
= —47
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© g(x%y% 2% = (x?)® — 4y*z%)?  (d) gy, z, —x) = y* — 4z(—x)?
= x5 — 4y224 = y3 — 4x%z

Se f for uma fungdo com uma unica varidvel ¢ g uma fungdo de duas varidveis,
entdo a fungiio composta f o g serd a funcdo de duas varidveis definida por

f o 9)x, ») = f(g(x, y)

e o dominio de f o g serd o conjunto de todos os pontos (x, ¥) no dominio
de g.para os quais g(x, y) estd no dominio de f.

EXEMPLO 2 Dada f(f) = Inte g(x, ) = x2 + y,ache h(x, y)se h = f o g,
e determine o dominio de A.

Solugédo
h(x, y) = (f ° g)(x, y)
= f(g(x, y))
= f(x* +y)
=In(x? + y)

O dominio de g é o conjunto de todos os pontos em R?, e o dominio de f
¢ (0, + ). Logo, o domino de 4 é o conjunto {(x, y)|x* + y > 0].

A Definigdo 16.1.3 pode ser estendida 4 fungido composta de n variaveis, pe-
la defini¢do a seguir.

Se f for uma fungdo de uma unica variavel e g for uma funcdo de n varidveis,
entdo a funciio composta f o g serd a fungdo de n variaveis definida por

(f o g)(xl’ xz"-" xn) = f(gv(xl, xz’--- xn))

e o dominio de f o g sera o conjunto de todos os pontos (X;, X,..., X,) no do-
minio de g para os quais g(x;, x,, ..., X,) estd no dominio de f.

EXEMPLO 3 Dada a fungdo F(x) = sen~'xe G(x, ¥, 2) = Jx + y> + 2 — 4,
ache a fungdo F o G e seu dominio.
Solucao
(F ° G)(x, y, z) = F(G(x, , 2))
= FJ/x* +y* + 22— 4)
=sen~!/x2 + y? + 22 — 4

O dominio de G é o conjunto {(x, y, z)|x2 + y2 + z* — 4 > 0} e o domi-
nio de Fé [—1, 1]. Assim, o dominio de F o G é o conjunto de todos os pon-
tos (x, y, z) em R3, para os quais 0 € x? + y? + z2 — 4 < 1 ou, equivalente-
mente, 4 < x2 + y? + z2 £ 5.
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Uma fung¢io polinomial de duas varidveis x e y é uma fungdo ftal que f(x, »)
seja a soma de termos da forma cx"y™, onde ¢ é um nimero real e m e n sio
inteiros ndo-negativos. O grau da fungdo polinomial ¢ determinado pela maior
soma, n + m, dos expoentes de x e y dos termos em que ¢ # 0.

» ILUSTRACAO 4 (a) A funcdo f definida por
Jx, ) = x* + 2x%? - y3

¢ uma fungdo polinomial de grau 4, pois o termo de mais alto grau é 2x2y2.
(b) Se

g(x, y) = 6x32 — S5xpy3 + Ix%y —2x2 + y + 4
g ¢ uma funcdo polinomial de grau 5. <
O gréfico de uma fungdo f de uma unica varidvel consiste no conjunto de

pontos (x, y) em R? para os quais y = f(x). Analogamente, o grifico de uma
fungéo de duas varidveis € um conjunto de pontos em R3.

Se f for uma funcdo de duas variaveis, entdo o grafico de f serd o conjunto
de todos os pontos (x, y, z) em R? para os quais (x, y) € um ponto no domi-
nio de fe z = f(x, »).

Logo, o grafico de uma funcio f de duas varidveis é uma superficie que re-
presenta o conjunto de todos os pontos no espago tridimensional cujas coor-
denadas cartesianas sdo dadas por triplas ordenadas de nimeros reais (x, y, z).
Como o dominio de f ¢ um conjunto de pontos no plano xy, e como a cada
par ordenado (x, y) no dominio de f corresponde um tinico valor de z, nenhu-
ma reta perpendicular ao plano xy pode interceptar o grafico de f em mais de
um ponto. ’

» ILUSTRACAO 5 A fungio f da Ilustracdo 1 é o conjunto de todos os pares
da forma (P, z), tais que

2=+25 - x2 = 2

Assim sendo, o grafico de f é o hemisfério sobre e acima do plano xy, tendo
um raio de § unidades e cujo centro estd na origem. Um esbogo do grafico des-
se hemisfério estd na Figura 3. |

EXEMPLO 4 Faca um esbogo do grafico da fun¢do f cujos valores funcio-
nais sdo dados por f(x, y) = x? + y2.

Solucao O grafico de f ¢ a superficie cuja equagido é z = x? + y2. O tra-
¢o da superficie no plano xy pode ser encontrado usando a equagio z = 0 si-
multaneamente com a equagéo da superficie. Obtemos entdo x2 + y2 = 0, que
€ a origem. Os tragos nos planos xz e yz sdo encontrados usando as equagdes
¥y = 0ex = 0, respectivamente, com a equagdo z = x2 + y2. Esses tragos sdo
as parabolas z = x2e z = y%. A sec¢do transversal da superficie em um plano
z = k, paralelo ao plano xy, é uma circunferéncia com centro no eixo z e raio
Vk. Com essas informagdes temos o esbogo pedido na Figura 4.
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Outro método de representar uma fungao de duas variaveis geometricamente
¢ similar a representa¢do de uma paisagem tridimensional por um mapa topo-
légico bidimensional. Suponha que a superficie z = f(x, y) seja interceptada
por um plano z = k e que a curva de interseccdo seja projetada no plano xy.
A curva projetada tem por equacdo f(x, y) = k e é chamada de curva de nivel
(ou curva de contorno) da fun¢do f em k. Cada ponto da curva de nivel corres-
ponde a um unico ponto na superficie que esta k unidades acima, se k for posi-
tivo, ou k unidades abaixo, se k for negativo. Considerando diferentes valores
para a constante k, obtemos um conjunto de curvas de nivel chamado de mapa
de contorno. O conjunto de todos os valores possiveis de k é a imagem da fun-
¢do fe cada curva de nivel, f(x, ¥) = k no mapa de contorno consiste em pon-
tos (x, y) no dominio de f, tendo 0 mesmo valor funcional k. Por exemplo, para
a fungdo f do Exemplo 4, as curvas de nivel sdo circunferéncias com o centro
na origem. As curvas de nivel para z = 1, 2, 3, 4, 5 e 6 estdo na Figura 5.

Um mapa de contorno mostra as variagdes de z com x e y. Em geral, as cur-
vas de nivel sio mostradas para valores de z em intervalos constantes € os valo-
res de z variam mais rapidamente quando as curvas de nivel estdo mais préximas;
isto é, quando isso acontece, a superficie é ingreme e quando estdo afastadas,
a elevacdo da superficie estd mudando lentamente. Em um mapa topografico
bidimensional de uma paisagem, uma nogdo geral da declividade é obtida
considerando-se a distancia entre as curvas de nivel. Por outro lado, num mapa
topografico, seguindo um caminho sobre uma curva de nivel, a elevagéo per-
manece constante.

EXEMPLO 5 Seja f a fungdo para a qual f(x, ) = 8 — x2 — 2y. Faga um
esbogo do gréfico de f e um mapa de contorno de f mostrando suas curvas de
nivel em 10, 8, 6, 4,2, 0, -2, —4, —6¢ —8.

Solucgédo Um esbogo do grafico de f aparece na Figura 6. E a superficie
z = 8 — x2 — 2y. O trago no plano xy é obtido fazendo z = 0, e que dd a
parabola x2 = —2(y — 4). Com y = 0 e x = 0, obtemos os tragos nos planos
Xy e yz, que sdo, respectivamente, a pardbola x2 = —(z — 8) e a reta

2y + z = 8. A seccdo transversal da superficie feita pelo plano z = k é uma
parabola tendo seu vértice na reta 2y + z = 8, no plano yz e abrindo-se para
a esquerda. As sec¢des transversais paraz = 8,6,4,2, —2, —4, —6¢ —8es-
tdo na figura.

As curvas de nivel de f sdo as pardbolas x2 = —2(y — 4 + k). O mapa de
contorno de f com esbogos das curvas de nivel pedidas estd na Figura 7.

Para ilustrar o uso das curvas de nivel, suponha que a temperatura em qual-
quer ponto de uma placa de metal plana seja dada pela fungdo f; isto é, se ¢
graus for a temperatura, entdo no ponto (x, y), t = f(x, y). Assim, as curvas
com equagdes da forma f(x, y) = k, onde k € uma constante, sdo curvas nas
quais a temperatura ¢ constante. Essas sdo as curvas de nivel de f e sdo chama-
das de isotermas. Além disso, se V volts for a medida do potencial elétrico num
ponto (x, ¥) qualquer do plano xy, ¢ ¥V = f(x, ), entdo as curvas de nivel de
fserdo chamadas de curvas eqiilipotenciais, pois o potencial em todos os pontos
da curva sera o mesmo.

Para uma aplica¢do das curvas de nivel em Economia, consideremos a pro-
dutividade (ou saida) de uma indistria que depende de vérias entradas. Entre
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elas podemos considerar o nimero de médquinas usadas na produgéo, o nimero
de pessoas-hora disponiveis, o capital de giro, a quantidade de material usado
e o espaco disponivel. Suponha que os montantes das entradas sejam dados por
x e y, sendo o montante das saidas dado por z, € z = f(x, ¥). Tal fun¢do é cha-
mada de fung¢iio de produgio e as curvas de nivel de f, cujas equagdes sdo da
forma f(x, ) = k, onde k é uma constante, sio chamadas de curvas de produ-
¢do constante.

EXEMPLO 6 Seja f a fungdo de produgdo para a qual
Slx, y)=2x12y'72

Fa¢a um mapa de contorno de f mostrando as curvas de produgdo constante
em 8, 6,4 ¢ 2.

Solugdo O mapa de contorno consiste nas curvas que sfo a intersec¢io da
superficie
z = 2x112yl2 (1)

com os planos z = k, onde k = 8, 6, 4 ¢ 2. Substituindo z = 0 na equagio
(1) obtemos 4 = x'2y!/2 ou, equivalentemente,

xy =16 x>0 e y>0 2

A curva no plano xy representada por (2) é um ramo de uma hipérbole no pri-
meiro quadrante. Com cada um dos nimeros 6, 4 e 2 também obtemos um ra-
mo de uma hipérbole no primeiro quadrante. Essas sdo as curvas de producio
constante, apresentadas na Figura 8.

A seguinte defini¢do estende, para uma funcdo de n varidveis, a nog¢do de
grafico de uma fungio.

Se f for uma funcéo de n varidveis, entdo o grafico de f serd o conjunto de to-
dos os pontos (x,, X,,..., X,, W) em R"*! para os quais (x,, X,..., X,) é um pon-
to no dominio de fe w = flx,, x,..., Xx,).

Da mesma forma que estudamos curvas de nivel para fungdes de duas varia-
veis, podemos considerd-las para fungdes de trés varidveis. Se f for uma fungdo
cujo dominio é um conjunto de pontos em R3, entdo, se k¥ for um nimero na
imagem de f, o gréfico da equacdo flx, y, z) = k serd uma superficie, a qual
serd chamada de superficie de nivel de f em k. Toda superficie no espago tridi-
mensional pode ser considerada como uma superficie de nivel de alguma fun-
¢do de trés varidveis. Por exemplo, se a fungdo g for definida pela equagio
g(x, y, z2) = x* + y? — z, entdo a superficie da Figura 4 ser4 a superficie de
nivel de g em 0. Analogamente, a superficie com equagdo z —x2 — y2 + 5 = 0
sera uma superficie de nivel de g em 5.

Programas computacionais podem ser usados para gerar superficies que se-
ria dificil ou impossivel desenhar. Esses programas sdo chamados de graficos
computacionais. Muitos deles mostram secg¢des transversais feitas por planos
x = k ey = k para valores igualmente espacados de k. Para demonstrar as
superficies diversas e intrincadas que surgem, mostramos os graficos computa-
cionais associados a fungdes especificas nas Figuras de 9 a 16.
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EXERCICIOS 16.1

1. Seja a fungdo f de duas varidveis x € y o conjunto dos pares
ordenados da forma (P, z), tal que

xX+y
z= < fixy) =
X—=y

xX+Yy
xX—=Yy

Ache: (a) f(—3,4); (b) /3, 3) (©) fx + Ly = 1);
(d) f(_x» y) - f(x? _y)

2. Seja a fungdo g de duas variaveis x € y o conjunto dos pares
ordenados da forma (P, z), tal que

z=x—y = glxy)=Vx* -y

Ache: (a) (3, 5); (b) g(—4, —9); (¢) g(x + 2, 4x + 4);
1 -3
d - — ).
(dg <x e >
3. Seja a funcdo g de trés varidveis x, y e z 0 conjunto de todos
os pares ordenados (P, w), tal que

w=4—x2—y’—22 <= g(x,y,2)=/4—x—y?—2?

Ache: (a) g(1, —1, =1} (b)) g(—1,%,3; (©) g, 3y, 32)
@) [g(x, y,2]* = [g(x + 2,y + 2, 2)]%

4. Seja fuma fungdo de trés varidveis x, y € Z que é 0 conjunto
de todos os pares ordenados (P, w), tal que

4 4
i e B L S A T P
. . 1 3 22 1 .
Ache: (a) f(ly 27 3)> (b) f(29 2 7)5 (C) f —;a ;s _; )

@) fix +2,1,x —2).

Nos Exercicios de 5 a 20, determine o dominio da fungdo f e fa-
¢a um esbogo mostrando como uma regid@o em R’ seja o con-
Jjunto de pontos do dominio de f. Use curvas pontilhadas para
indicar qualquer parte do limite que ndo esteja no dominio e cur-
vas em linhas continuas para indicar partes do limite no dominio.

4
5-f(&)’)—m 6~f(X,,V)=Z_—x2—_—)7
1. f(xy) =V =x*—y? 8. f(x,y) =16 — x? —4y?

9. flx,y) =vx>—y* —1 10. f(x, y) = /x* — 4y% + 16
1L f(x, ) = VX2 + > ~ 1 12. f(x,y) = VX2 + 4% — 16

1 1

13. f(X,Y)=\/ﬁ;2_y2 14. f(x, Y)=\/TT—4—):2
X4yt % —
15. /() =~ _i y

5 16. f(x, y) = Ty
17. f(x,y) =cos™ '(x — y)
19. f(x,y)=In(xy — 1)

18. f(x, y) = In(x* + y)
20. f(x, y) =sen"!(x + y)

No Exercicios de 21 a 28, ache o dominio de f e descreva a re-

gido em R’ que seja o conjunto de pontos no dominio.

. f(x,y,z) =22 22, f(x,y,2) = —
X—y—z Xc =y

23. f(x, y,2) =16 — x? — 4y? — 22

24, f(x,y,2) =9 — x? — y? — 22

25. f(x,y,z) =sen" ' x +sen"! y +sen” ! z

26. f(x,y,z)=Inx+Iny+Inz

27. f(x,y,2) = In(4 — x* — y?) + ||

28. f(x,y,z)=xzcos '(y* - 1)

Nos Exercicios de 29 a 36, ache o dominio da funcdo f e faca
um esbogo do grdfico.

29.. f(x, y) = /16 — x* — y?
31. f(x,y) =16 — x? — y?
33 f(x,y)=x*—y?

35. f(x, y) = 4x> + 9y?

30. f(x,y)=6—2x + 2y

32. f(x, y)=~/100—25x% —4y?

34. f(x, y) =144 — 9x? — 16)?

36. f(x,y)=+x+y

Nos Exercicios de 37 a 44 faca um esbog¢o do mapa de contorno
da fungdo f, mostrando as curvas de nivel de f nos niimeros
dados.

37. A func¢io do Exercicio 29 em 0, 1, 2, 3 e 4.

38. A funcdo do Exercicio 30 em 10, 6, 2, 0, —2, —6 e - 10.

39. A fungdo do Exercicio 31 em 16, 12, 7, 0, —9 e —20.

40. A fungdo do Exercicio 32 em 0, 2, 4; 6, 8 ¢ 10.

41. A fungdo do Exercicio 33 em 16,9, 4,0, —4, —9e —16.

42. A fung¢do do Exercicio 36 em 10, 8, 6, 5 ¢ 0.

43. A fungdo fpara a qual f(x, ») = 3(x* + y)em8,6,4,2¢0.

44. A fungao fparaaqual f(x,y) = (x — 3)/(y + 2)em 4, 2,
1,4, 45,0, -+, -3, -1, —2e —4.

Nos Exercicios 45 e 46 ache h(x, y) se h = f o g; ache também
o dominio de h.

45. f(t)=sen ' £ g(x,y) =1 — x> — y?

46. f(t) =€ g(x, ) =yInx

47. Dada f(x, y)=x—y,9(t) = Jt, his) = s%. Ache(a)(g o £)(5, 1);
(b) f(h(3), g(9)); () flg(x), h(y)); (d) g((h = f)(x, Y));

(e) (g ° W(f(x, ).

48. Dada f(x, y)=x/y% g(x) = x2, h(x) =/x. Ache (a)(h o f)(2, 1);
(b) f(9(2), K@) () f(g(v/x), h(x?); (d) h((g > f)(x, Y));

(e) (h > g)(f(x, y)).

49. O potencial elétrico no ponto (x, y) do plano xy é V (x, y)
volts e V(x, y) = 4/\/9 — x* — y2. Trace as curvas eqiipo-
tenciais de V em 16, 12, 8,4, 1, +, e 4.

50. A fungio de produgdo de certa mercadoria tem valores fun-
cionais f(x, ¥) = 4x /3y 23, onde x e y medem os insumos.
Faca um mapa de contorno de f mostrando as curvas de pro-
dugdo constante em 16, 12, 8, 4 e 2.

51. Suponha que o mimero de unidades produzidas de certa mer-
cadoria seja z e z = 6xy, onde x é o niimero de maquinas que
foram usadas na produgio e y é o nimero de pessoas-hora
disponiveis. Entdo, a fungdo f, definida por f(x, y) = 6xy,
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é uma fun¢do de produg¢do. Trace o mapa de contorno de

Calculo Diferencial de Fungdes de Mais de Uma Varidvel

Nos Exercicios 53 e 54, faca esbogos das superficies de nivel da

f mostrando as curvas de produgédo constantes para z igual funcdo f nos niimeros dados.

a 30, 24, 18, 12 ¢ 6.

52. A temperatua f em um ponto (x, y) de uma placa de metal
plana é dada por #(x, y) = 4x% + 2y2. Trace as isotermas

detem 12,8,4,1¢0.

53.f(x,¥,2) = x* + y2 — 4zem 8,4,0, —4 ¢ —8.
54. f(x, y,2) = x2 + 2 + z?em 9,4, 1 € 0.

16.2  LIMITES DE FUNGOES
DE MAIS DE
UMA VARIAVEL

16.2.1 DEFINICAO

16.2.2 DEFINICAO

16.2.3 DEFINICAO

b AY

Em R, a distincia entre dois pontos é o valor absoluto da diferenga entre dois
ndmeros reais. Isto é, |x — a| € a distancia entre os pontos x ¢ a. Em R?, a
distancia entre os pontos P(x, y) € Py(xy, yo) € dada por /(x — xo)* + (v — ¥o)*
Em R3, a distancia entre dois pontos P(x, y, 2) € Py(xo, Vo 20) € dada por
VO — x + (0 — ¥ + (z — z)>. Em R", a distincia entre dois pontos é
definida analogamente.

Se P(x,, x,,..., X,) e A(a,, a,,..., a,) forem dois pontos em R”, entdo a distan-
cia entre P e A, denotada por |P — A|, sera dada por '

IP— A] = Vx, — a) + (5, — @) + ...

+ (Xn - a")Z

O simbolo |P — A| representa um nimero nao-negativo, sendo lido como
‘‘a distdncia entre P e A”’. :
Em R, R? e R3, a férmula da Defini¢cdo 16.2.1 torna-se, respectivamente

|Ix — af| = |x — af
”(X, y) — (xo, YO)“ = \/(x - xo)2 +(y— yo)2
”(X, ¥» 2) = (X0, Yo» Zo)” = \/(x - xo)2 +(y— YO)Z +(z — 20)2

Se A for um ponto em R” e r for urn nimero positivo, entdo a bola aberta
B(A; r) sera definida como o conjunto de todos os pontos P em R”, tais que
|P - A| < r. :

Se A for um ponto em R” e r for um numero positivo, entido a bola fechada
B{A; r] sera definida como o conjunto de todos os pontos P em R", tais que
|P— A <r '

L

\ 7
a=r atr
bola aberta B(a; r) em R

FIGURA 1

L. L 3

|y T
a—r a atr

bola fechada Bla; r} em R
FIGURA 2

. _(xo_:yo)

bola aberta B((xy, ¥o); 7) em R2
FIGURA 3

Para ilustrar essas defini¢des, vamos mostrar o seu significado em R, R e
R3, Primeiro, se a for um ponto em R, entdo a bola aberta B(a; r) sera o con-
junto de todos os pontos x em R, tais que

|x —a| < r

O conjunto de todos os pontos x satisfazendo essa desigualdade é o conjunto
de todos os pontos no intervalo aberto (@ — r, @ + r); assim, a bola aberta B(a; r)
em R (veja a Figura 1) é simplesmente um intervalo aberto, tendo seu ponto
médio em g e extremos ema — re a + r. A bola fechada Bla; r] em R (Figura
2) é o intervalo fechado [@a — r, a + r].

Se (x,, ¥,) for um ponto em R?, entdo a bola aberta B((xy, ¥); r) serd o con-
junto de todos os pohtos (x, y) em R?, tais que

\/(x =X+ (y —yo)? <r

Assim, a bola aberta B((x,, ¥,); r) em R2 (Figura 3) consiste em todos os pon-
tos no interior da regido limitada pela circunferéncia tendo seu centro em
(xq, ¥o) € raio r. Uma bola aberta em R? é algumas vezes chamada de disco




. (Ioa..‘/o)

bola fechada B[(x,, ¥o); ] em R?
FIGURA 4

16.2.4 DEFINICAO

(xo; yor zo?- -

FIGURA 5

16.2.5 DEFINICAO

(XO' yOf Zo),‘

FIGURA 6
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aberto. A bola fechada ou disco fechado B[(x,, ¥,); 7] em R? (Figura 4) é o con-
junto de todos os pontos na bola aberta B((x,, ¥,); 7) € sobre a circunferéncia,
tendo seu centro em (x;, y,) € raio r.

Se (x,, Yo, Zo) for um ponto em R?3, entdo a bola aberta B{(x,, Yo, 20); r) serd
o conjunto de todos os pontos (x, y, Z) em R3, tais que

Vi = %0 +(y — yo)* + (z — zo)* <7

Portanto, a bola aberta em B((x,, ¥, 2); r) em R3 (Figura 5), consiste em to-
dos os pontos no interior da regido limitada pela esfera, tendo seu centro em
(X0» Vo Zo) € raio r. Analogamente, a bola fechada B[(x,, yo, 20); 7] em R? (Fi-
gura 6) consiste em todos os pontos na bola aberta B((xy, ¥y, 2o); I) € sobre a
esfera tendo seu centro em (x,, ¥,, Z,) € raio r.

Estamos agora em condig¢des de definir o limite de uma fungdo de n varidveis.

Seja f uma funcgdo de n variaveis que estd definida numa bola aberta B(A; r),
exceto possivelmente no préprio ponto A. Entdo, o limite de f(P) quando P
tende a 4 é L, e escrevemos

lim iP) = L

P-A
se para todo ¢ > 0, por menor que seja, existir um § > 0 tal que
se 0 <|P — A| < Sentdo [f(P) ~ L| < ¢

Se f for uma fungdo de uma variavel e se na defini¢do acima 4 = aem R
e P = x, entdo a defini¢do afirma que: se f for definida em algum intervalo
aberto com centro em a, exceto possiveimente no préprio a,

lim f(x) =L

xX—ra
se para qualquer ¢ > 0, por menor que seja, existir um & > 0 tal que
se 0<|x—al<é entdo |f(x)—L|<e

Assim sendo, a Defini¢do 2.1.1 de limite de uma fun¢do de uma variavel ¢ um
caso particular da Defini¢do 16.2.4.

Vamos estabelecer agora a definigdo de limite de uma fungéo de duas varid-
veis. Ela é o caso particular da Defini¢do 16.2.4, onde A é o ponto (xy, Y,) €
P é o ponto (x, ). '

Seja f uma funcdo de duas varidveis que estd definida em algum disco aberto
B(x,, ¥p); ), exceto possivelmente no proprio ponto (x,, ¥o). Entdo, o limite de
f(x, y) quando (x, y) tende a (x,, y,) € L, ¢ escrevemos

lim fix,y) = L

x, ) - (xg, Y0)
se para todo € > 0, por menor que seja, existir um & > 0 tal que
se0 < J(x — X + (7 — y) < Sentdo |fix,y) — L| < e

Em outros termos, a Defini¢do 16.2.5 estabelece que os valores funcionais
f(x, y) tendem a um limite L quando o ponto (x, y) tende ao ponto (xo, ¥o), s€
o valor absoluto da diferenca entre f(x, y) e L puder se tornar arbitrariamente
pequeno, tomando o ponto (x, y) suficientemente proximo de (x,, o), mas nao
igual a (x,, y,). Na definicdo, nada hd sobre o valor da fun¢do no ponto
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(xp, Yo-f(xq, yo))

X

FIGURA 7

(xOI Yo 0)

Célculo Diferencial de Fungdes de Mais de Uma Varidve!

(%o, ¥o); isto €, ndo é necessdrio que a fungdo esteja definida em (x,, y,) para
existir lim  Alx, »).
(x, ¥} - (xg, y0)

Uma interpretagio geométrica da Defini¢do 16.2.5 est4 ilustrada na Figura 7.
Nela € mostrada a parte da superficie definida por z = f(x, y) que fica sobre
o disco aberto B((x,, ¥,); 8)). Vemos que f(x, ¥) no eixo z ficar4 entre L — ¢
e L + ¢, enquanto o ponto (x, y) no plano xy estiver no disco aberto B((X,, ,); 6),
ou seja, o valor de f(x, ») no eixo z pode ser mantido entre L — ee L + «
desde que o ponto (x, y) no plano xy seja restrito ao disco aberto B((x,, ¥,); 8).*

» ILUSTRACAO 1 Vamos aplicar a Defini¢do 16.2.5 para provar que
lim (2x + 3y) = 11

(x.9)=(1.3)

O primeiro requisito da definicdo é que 2x + 3y deve estar definida em al-
gum disco aberto tendo seu centro no ponto (1, 3), com excluséo, talvez, do
proprio ponto (1, 3). Como 2x + 3y est4 definida para todos os pontos (x, y),
qualquer disco aberto com seu centro em (1, 3) ird satisfazer esse requisito. Ago-
ra, devemos mostrar que para todo ¢ > 0 existe um § > 0 tal que

se 0<(x—1)2+(y—32 <3 entio |2x+3y)— 11| <e (1)

Da desigualdade do tridngulo,
[2x + 3y — 1] =]2x — 2 + 3y — 9|
<2x — 1| + 3]y -3
Como
=<V =12+ =37 e |y=3<Jx—1)7+(y-3)
segue que
se 0<lx—1)>+(y—3)?<d entdo 2x — 1] + 3|y — 3| <26 + 35

Essa afirmativa indica que uma escolha adequada para & é 56 = e, isto ¢,
8 = +e. Com esse § temos o seguinte argumento:

O<Jx—1)+(y—37%<s$
= |x—1<é e |y-3<é
= 2x—1|+3y—3| <5
= [2(x — 1)+ 3(y — 3)| < 5(e)

= Rx +3y— 11| <e

Demonstramos que para todo ¢ > 0, escolhendo § = ~+e, a afirmativa (1) ¢

verdadeira. Isto prova que lim 2x + 3y) = 11. |
o) -, 3)

EXEMPLO 1 Use a Definigdo 16.2.5 para provar que
lim (BxZ+y)=5

(x.3)=11.2)
Solucdo Como 3x? + y estd definida em todo ponto (x, y), qualquer dis-
co aberto tendo seu centro em (1, 2) ird satisfazer o primeiro requisito da Defi-

* N. do T.: A existéncia do limite da fung¢do f(x, y) no ponto (xg, Yo) ndo depende da forma pela

qual (x, y) aproxima-se de (x;, yo). Observe que existe uma infinidade de maneiras para
(x, ») aproximar-se de (xg, yo)-
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ni¢do 16.2.5. Precisamos mostrar que para todo ¢ > 0 existe um 6 > 0 tal que
se 0<(x—1)2+(y—2)?> <4 entdo [3x2+))— 5| <e )

Da desigualdade do tridngulo,

Bx*+y—5=3x*-3+y—2
<3x2 =1+ |y—2

Assim,

|3x2+y—5|<3|x;1||x+1|+|y—2| 3)
Como

k—<sVx-10*+(-2" e -2<Jx~-D)+(-2’
segue que

se 0<(x—1)2+(y—22<05 entdo |x—1/<é e |y—2/<d

Observe que no segundo membro de (3), além das expressdes |[x — 1| e |y — 2],
temos a expressdo |x + 1|. Assim, para provar (2) queremos colocar uma res-
tricdo em & que ir4 nos dar uma desigualdade envolvendo |x + 1|. Para isso
escolhemos o raio do disco aberto requerido pela Definigdo 16.2.5 menos ou

igual a 1. Entdo, ‘

0<Jx—12+(y—2%<é6 e 61

= x -1 <1
= —-1l<x-1x<1
= l<x+1<3
= |x+1|<3
1§gora

x—-1<dé e [|x+1<3 e |y—2/<$é
=  3x—1x+1+|y—-2/<3:6-3+6
Como nossa meta € ter 3|x — 1||x + 1| + |y — 2| < ¢ devemos exigir
106 < ¢, isto é, 8§ < fe. Isso significa que devemos colocar duas restrigdes

em 8: 8 < 1 e8 < fe. Para que ambas as restricdes estejam satisfeitas, toma-
mos § = min(l, 15¢). Com esse § temos o seguinte argumento:

0<Jx—12+(y—22<d6 e &=nmin(l, e

= Ix—1<fhe e |x—1<1 e |y—2 <ige
= |x—1<fe e |x+1<3 e |y—2 <ise
= 3x—1|jx+1+|y—2 <3 €3+ 7p¢€

= PBx—-Dx+1)+y—2<e

= |3x% +y)— 5| <e

Demonstramos que para todo € > 0, escolhendo 6 = min(1, ,Loe), a afirmativa

(2) é verdadeira. Isso prova que lim (3xt + y) = 5.
N-0,2
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Os teoremas de limite da Secgdo 2.2 e suas demonstragdes, com pequenas mo-
difica¢des, aplicam-se a fun¢Ges de mais de uma variavel. Por exemplo, corres-
pondendo ao Teorema de Limite 1 da Sec¢do 2.2, temos

Iim (mx+ny+d)=ma+nb+d
(x,5)~(a,b)

¢ a demonstragdo € uma generalizag¢do da que foi feita na Ilustracio 1. Vamos
usar os teoremas de limite sem enuncid-los novamente ¢ sem prova-los.

» ILUSTRACAO 2 Aplicando os teoremas de limite de somas e produtos,
lim (x> +2x%y—»2 +2) = (=2 + 2(-2*1) — (1)* + 2

=3 =(-2,1)
EXEMPLO 2 Ache
4 __ 4
lim S
xp)—(0,00 X" + Yy
Solugdo
fim Y g KR+
=3=0,0 X2 + V2 (x3)~0,0) x?+y?
= lim (x2-—y%
(x,)(0,0)
=0-0
=0

O teorema a seguir é analogo ao Teorema 2.7.1 para fun¢ées de uma varidvel
e trata do limite de uma fun¢do composta de duas variaveis.

Se g for uma fung¢do de duas varidveis, para a qual ( )lir? » glx,y) = besef
X, ¥) = (X0, ¥,

for uma fungdo de uma unica varidvel continua em b, entdo

lim  (f o 9)(x, y) = f(b)

(x, y) = (xg, yo)

e lim 0 fgx, ») = f ( lim glx, y)>

x, y) - (xq. (x, 3) - (xg, Y0

A demonstragdo desse teorema é semelhante 4 que foi feita para o Teorema
2.7.1 e serd deixada como um exercicio (veja o Exercicio 31).

EXEMPLO 3 Use o Teorema 16.2.6 para encontrar lim ) In (xy - 1).

x, ») -2,

Solugdo Seja g a funcdo tal que g(x, ) = xy — 1, e seja f a fungio tal
que f(f) = In ¢.

m (xy—-1)=1

(x,9)=+(2,1)
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y
(mn+1)
(m—1,n+1) m+1,n+1)
o o o
I// (m, Yl) \ Y< 1
(m—1,n) .t\\ \/ﬁ (m+1,n)
. \"i’/ .
(m—1,n~-1) ‘ (m+1,n—1)
(mn—1)
X
FIGURA 8
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e como f é continua em 1, do Teorema 16.2.6,
lim In(xy—1)= ln( lim (xy— 1))
(x.)=(2,1) (x.3)=(2,1)

=Inl
=0

Vamos introduzir agora o conceito de ponto de acumulacdo, necessério ao
prosseguimento da discussdo de limite de fun¢des de duas varidveis.

Dizemos que um ponto P, ¢ um ponto de acumulagiio de um conjunto S de pon-
tos em R" se toda bola aberta B(P,; r) contiver uma infinidade de pontos de S.

» ILUSTRACAO 3 Se S for o conjunto de todos os pontos em R? no lado po-
sitivo do eixo x, a origem sera um ponto de acumulacio de S pois, ndo impor-
tando qudo pequeno tomarmos o valor de 7, todo disco aberto com centro na
origem e raio r ird conter uma infinidade de pontos de S. Esse é um exemplo
de um conjunto tendo um ponto de acumulagdo que nio pertence ao conjunto.

Qualquer ponto do conjunto S serd também um ponto de acumulacio de S.
- <
» ILUSTRACAO 4 Se S for o conjunto de todos os pontos em R? para 0s quais

as coordenadas cartesianas sdo inteiros positivos, entio esse conjunto nio tera
pontos de acumulagdo. Isso pode ser visto se considerarmos os pontos (m, n),
onde m e n sdo inteiros positivos. Entdo, um disco aberto tendo seu centro em
(m, n) e raio menor do que 1 ndo contém nenhum outro ponto de S exceto
(m, n); assim, a Definigdo 16.2.7 ndo serd satisfeita (veja a Figura 8). |

Consideraremos agora o limite de uma fun¢do de duas varidveis quando um
ponto (x, y) aproxima-se de um ponto (x,, ¥,), onde (x, ¥) esta restrito a um
determinado conjunto de pontos.

Seja f a fungdo definida em um conjunto de pontos S em R?, e seja (x,, ¥o) um
ponto de acumulagdo de S. Entdo, o limite de f(x, y) quando (x, y) tende a
(x5, ) em S é L, 0 que escrevemos na forma

lim x,y) =L
x, y) = (xg, ¥p) f( y)
(Pem S)

se para todo ¢ > 0, por menor que seja, existir um & > 0, tal que
se 0< [(x,)) - (Y| <6 entdo |f(x,y) - L| <e

e (x, y) estd em S.

Em alguns casos, o limite na defini¢do anterior vem a ser o limite de uma

fungdo de uma varidvel. Por exemplo, considere lim  f(x, y). Entdo, se
(% ) - 0, 0)

S, for o conjunto de todos os pontos no lado positivo do eixo x,
lim  f(x,y) = lim f(x, 0)
X—00+

x, ») = (0, 0)
(Pem §))

Se §, for o conjunto de todos os pontos no lado negativo do eixo y,
im  f(x, y) = lim f(0, »)

x, y) ~ (0, 0) y—-0"
(Pem §,)
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Se S, for o conjunto de todos os pontos no eixo x,

lim f(x, y) = lim f(x, 0)
x, )= (0,0 x=0
(P em S3)

Se S, for o conjunto de todos os pontos sobre a parabola y = x?,
lim  f(x, y) = lim f(x, x?)

x, y) = (0, 0 x—0
(Pem Sy

Suponha que a fung¢io f esteja definida para todos os pontos do disco aberto
com centro em (x,, ¥,), exceto talvez o proprio (x,, ¥,) €

SJx,y) = L

x, ¥) = (X, o)

Entdo, se S for um conjunto qualquer em R? tendo (x,, ¥,) como um ponto de
acumulagio,

lim X
x, ¥} = (xg. ¥ f( ’ y)
(Pem S)

existe e tem sempre o valor L.

Prova Como ( )lir? ) Sf(x, ¥) = L, entdo, pela Defini¢do 16.2.5, para todo
(x, ) = U, Yo

e > 0 existe § > 0 tal que
se 0< |(x, ) — (X%, Yo)| < 6 entdo |f(x,y) — L| <€

O estabelecido acima sera verdadeiro se, além disso, restringirmos (x, y) ao
conjunto S, onde S é qualquer conjunto de pontos tendo (x,, y,) como um pon-
to de acumula¢do. Logo, pela Defini¢do 16.2.8,

lim f(x,») =L
x, ») = (xg, o)
(Pem S)
e L ndo depende do conjunto § através do qual (x, y) estd tendendo a (x,, y,).
Isso prova o teorema. [}

O teorema a seguir é uma conseqiiéncia imediata do Teorema 16.2.9.

Se a funcdo ftiver diferentes limites quando (x, y) tender a (x,, y,) através de
dois conjuntos de pontos tendo (x,, ¥,) como um ponto de acumulagio, entdo

f(x, ¥) ndo existe.
x, ) = (xp, 9

Prova Sejam S, e S, dois conjuntos distintos de pontos em R?, tendo (x,, ¥,)
como um ponto de acumulagio, e sejam

lim X = L e lim X =L
(x‘y)_.(xmyo)f( , ¥) 1 (x,y)_.(x(”yo)f( » Y) 2
(Pem S) (Pem S;)

Suponha agora que ( )lir{l ) f(x, y) exista. Entdo, pelo Teorema 16.2.9, L,
X, ¥) — (Xgs

deve ser igual a L,, mas, por hipdtese, L, # L, e assim temos uma contradi-
¢do. Logo, lim 5 f(x, ) ndo existe. ]

(x, ¥) = (xgp, ¥,
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EXEMPLO 4 Dada

fx, y) = T y2
ache Iim f(x, ), se existir.
® ) -0,0
Solucéao A funcio f esta definida em todos os pontos de R?, exceto em

(0, 0). A Figura 9 mostra um grafico de f gerado por computador. Seja S, o
conjunto de todos os pontos do eixo x € S, o conjunto de todos Os pontos da
reta y = x. Entdo

lim  f(x,y) = 11m f(x,0) lim f(x,y) = llm f(x, x)
x, ») - (0,0 (x, ) = (0, 0)

(Pem S,) (Pem S,) 2
= lim ——— = lim X
20X2+0 x-0 X2 + x*

= lim 0 = lim %
x-0 x-0
Como
lim X, lim X,
(x, y) - (0,0) f( y) * (x, ¥) - (0,0) f( y)
(Pem §)) (Pem Sy

segue do Teorema 16.2.10 que " lu% N f(x, y) ndo existe.
(x, ¥) -

EXEMPLO 5 Dada

X%y

fx,y) = 1)

ache lim f(x, y), se existir.

(x, )= (0, 0)
Solugéo A fungdo festd definida em todos os pontos em R2, exceto (0, 0).
A Figura 10 mostra um grafico de f gerado por computador. Seja S, o con-
junto de todos os pontos sobre a reta que passa pela origem; isto é, para qual-
quer ponto (x, y) em §,, y = mx. Seja S, o conjunto de todos os pontos sobre
a parabola y = x2. Entdo,

lim  f(x, y) = lim f(x, mx) lim f(x,y)= hm f(x, x?)
(x, ) - (0, 0) x=0 x, ) = (0, 0)
(Pem 5)) 3 (Pem Sy a
mx .
= lim =3 = lim 3
x-0X* + m°x 0 X+ x
: mx = lim %
= lim 5 x—0 2
x=0 X"+ m .
— = 7
Como
lim  f(x,y) # lim f(x,y)
x, ) 0, 0) *, ¥) = 0, 0)
(Pem S,) (Pem S))

segue que lim  f(x, y) ndo existe.
(x, ) - (0, 0)
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EXEMPLO 6 Dada
3x%y
f(x:y)_xz +y2

ache Ilim f(x, y), se existir.
(x, ») = (0, 0)

Solugdo A fungdo f esta definida em todos os pontos em R2?, exceto (0, 0).
Seja S, o conjunto de todos os pontos sobre uma reta que passam pela origem;
entdo, se (x, y) for um ponto em S,, y = mx. Seja S, o conjunto de todos os
pontos na pardbola y = x2. Entédo,

) . 3x%(mx . . 3x2(x?
lim  f(x, y) = lim % lim  f(x, y) = lim 2—(—5)—2—
* 3) = (0. 0) x—0 X~ + m°x * ) -0, 0 x=0 X* + (x%)
(Pem §)) (Pem Sy
. 3mx ) 3x*
= lim 5 = lim =
xs0l+m x-0 X2 + x
=0 . 3x?
= lim >
x=0 1 + X

Ainda que o mesmo limite, 0, seja obtido, se (x, ¥) tende a (0, 0) através de
um conjunto de pontos sobre qualquer reta que passe pela origem, ndo pode-

mos concluir que  lim  f(x, y) exista e seja zero, embora isso seja esperado.
x, ) - (0,0

Vamos tentar, todavia, provar que lim  f(x, ) = 0. Qualquer disco aberto
@ 5~ (0, 0)

tendo seu centro na origem ira satisfazer o primeiro requisito da Defini¢ao 16.2.5.
Se pudermos mostrar que para todo e > 0 existe um 6 > 0 tal que

2
se 0<./x?>+y* <4 entdo

X7y
x% + y?
entdo provamos que lim  f(x, y) = 0.
o, )~ 0, 0)

Como x> < x2+y* e |y </x*+)?
_ 3yl
- x2 + y2
3(x2 + y)/xt + y?
< T, 2
x“+y
=3x?+y?

Assim, uma escolha adequada é 36 = ¢, isto é, § = 4e. Com esse § temos
0 seguinte argumento:

0<x2+y? <6
3+ Y+ o

<€ 4)

3x2y
x4+ y?

x? + y?
3x2|y|
2
- 3x“y

x% + y?
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Assim, se 6 = +e,
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a afirmagdo (4) é verdadeira. Logo, provamos que

lim  f(x, y) =

x,») - 0,0

EXERCICIOS 16.2

Nos Exercicios de 1 a 8, calcule o limite dado, usando os teore-
mas de limite.

1. lim @Gx?+xy—2y») 2. lim (5x*—2xy+y?)
=)~(2.3) E)=(=1,4)
3x-2
3 im 4 4. lim yYx3+2y
@y~@-1 X +4y F)=(=2,4)
. X ey 2 2
5. hm L 6. llm w
(x)-(0,0) COS X + sen y -0 €F+e”
y x*—(y—1)*
T~ X2+ (y— 1)
8 (x —1)*3 — (y — 1)*3

i
wn~an (x — D2+ (y — 1)3

Nos Exercicios de 9 a 16, estabeleca o limite, encontrando um
& > 0 correspondente a qualquer ¢ > 0, tal que a Defini¢do 16.2.5
seja vdlida.

9. lim @Bx-—-4y)=1 10. lim (5x-3y)= -

x,9)=(3,2) (x.)~(2.4) )

1. lim (3x-2)=-9 12. lim (5x+4y)=—
xN—~(-1,3) x)—(-2,1)

13. lim (x®+y*)=2 14 lim (2x2—y¥)=—1
=) ~(1.1) (x.)~(2,3)

15 lim (x?+2x-—y) =
(x9)=(2,4)

16. lim (x> +y*—4x+2y)=—
x»~3.-1)

Nos Exerc:’cios de 17 a 22, prove que para a fungdo f dada,
f(x, y) ndo existe.

(X.y) (0 0)

7. f(x, y)=:z—;f; 18. f(x, y)=x—21—2}-;

19. f(x, ) = 1 2" Y e 20. f(x, y)=%
21. S5 3) = sxgy a7 2. f(x, y)=%

Nos Exercicios de 23 a 26, prove que lim (o 0 f(x, y) existe.

x2y + xy* ) x3+y3

23. f(x’y)__x2+y2 24 f(X,}’)=xz—+yz
X 242

25. f(x,)) =~ 2. flx,y) =22

Vx2 + y? x4+ y?
Nos Exercicios de 27 a 30, determine se o limite existe.

24
28 lim —7

2,2
X
lim 4 -
wn-0.0 X* + y*

x-0,0 %> + y?

27.

2

. X
30. lim %
x—~0.0 X" + Y

2 2

. x* +

29. lim '—2-—"“!2
x=0,0 X"+ Yy

31. Prove o Teorema 16.2.6.

Nos Exercicios de 32 a 35, mostre uma aplicacdo do Teorema
16.2.6 no cdlculo do limite indicado.

2 lim &7 3. lm tan 'Y
(x,))~(n 3,1n 2) (x,9)~(2.2) X
1
34. lim [5x+13 35 lim —
EN~(-2.3) L e -\ 3x — 4y

36. (a) Dé uma definigio similar & Defini¢ao 16.2.5 para o limi-
te de uma fungdo de trés varidveis quando um ponto (x, y, z)
tende ao ponto (X,, Yo, Zo)- (b) D& uma defini¢do similar a
Defini¢do 16.2.8 para o limite de uma fungio de trés varia-
veis quando o ponto (x, ¥, z) tende ao ponto (x,, ¥y, 2) POT
um conjunto especifico de pontos S de R>.

37. (a) Enuncie e prove um teorema similar ao Teorema 16.2.9
para uma fungio f de trés variaveis. (b) Enuncie e prove um
teorema similar ao Teorema 16.2.10 para uma fungdo f de
trés varidveis.

Nos Exercicios de 38 a 41, calcule o limite dado, usando os teo-
remas de limite.

38. lim

(x.3.2)=(~2,1,4)

(4x2y — 3xyz? + 7y?23)

sec xy + sec yz
y—secz

39. lim

(x,y,2)—*(n/3,1,7)

X2 4 yi2?
x? + 22

(" + & + €°)?

* 4 e 4 e?*

40. lim
(x,9,2)~(0,2,0)

41. lim

(x.3.9)-(0.0,0) €7

Nos Exercicios de 42 a 45, use as definicées e teoremas dos Exer-

cicios 36 e 37 para provar que lim f(x, y, 2) ndo existe.
x, ¥, 2) = (0,0, 0)

x3 4 yz? x2 4+ y?—2?

2. f(x,y,2) = 04— 43. 0, y,2)=F5—"7F—

fix,,2) x*+ 2+t fix3.2) 2+ y*+ 22
X* 4 yx3 + 2252 x2y?z2

U f(x,y,2)=—F—F—7F— 45 f(x,y,2) =5—5—=

Jix3.2) x*+yt+ 2 fix.2) x% + y® + 28

Nos Exercicios 46 e 47, use a defini¢do do Exercicio 36(a) para

rovar que lim X 2) existe.
p q (x.y,z)-.(o.0,0)f( » Vs 2)

Y3+ xz? Xy + xz + yz
46. f(x,y,2) = 5——5—— 47. Yy 2) = e
f( Y, ) x2+y2+22 f(XyZ) m
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48. Suponha que f e g sejam fungGes de duas varidveis satisfa- @) g(1, 1) = 0e g(1,0) = 0;
zendo as seguintes condigdes: (iii) g1, 1) - £(1, 0) = g(1, 0) - f(1, 1).
() f@x, ty) = £f(x, y); g(tx, 1) = g (x, y) para algum Mostre que  Lim L2 nao existe.
n e todo ¢; *»-0.0 g(x, y)

16.3 CONTINUIDADE DE
FUNCOES DE MAIS
DE UMA VARIAVEL

16.3.1 DEFINICAO

16.3.2 DEFINICAO

Vamos definir agora a continuidade de uma funcdo de » varidveis em um ponto
de R". Observe que a Defini¢do 2.6.1 de continuidade de uma fungdo de uma
varidvel em um nimero g é um caso particular dessa definigdo.

Suponha que f seja uma fun¢do de n varidveis e A, um ponto de R". Entido,
dizemos que f sera continua em um ponto A4 se e somente se as seguintes condi-
¢Oes forem satisfeitas:
(1) f(A) existe;
(i) ’!ir:}1 Sf(P) existe;

(i) im f(P) = f(A).

Se uma ou mais dessas condi¢des ndo for satisfeita no ponto A, entdo f serd
descontinua em A.

Se f for uma funcio de duas varidveis, A for o ponto (o Y)ePo ponto
(x, »), entdo a Definigdo 16.3.1 se convertera na seguinte:

Dizemos que a fung@o f de duas varidveis x e y ¢ continua em um ponto (x,, ¥,)
se e somente se as seguintes condi¢Ses forem satisfeitas:

(i) f(xo, yo) existe;

i) lim  f(x, ») existe;
&, y) = (xp, Yo

(iii) . lim w0 Jx, ¥) = f(x Yo)-

(x, ¥) = (xq

EXEMPLO 1 Determine se f é continua em (0, 0) se

3x2y
fu ) =121 y7 £®BN#00

0 se (x, y) = (0, 0)
Solugdo Vamos verificar as trés condi¢des da Defini¢cdo 16.3.2 no ponto
©, 0).
(i) f(0,0) = 0. Logo, a condigdo (i) esta satisfeita.
3x%y

(i) Lm f(x,y)= Ilim —S——
(x.5)—(0,0) =»N—=0,0 X" +y

=0
Esse fato foi provado no Exemplo 6 da Secg¢do 16.2.

(i) lLim f(x,y) = f(0,0)

(x,)—(0.0)
Logo, f é continua em (0, 0).
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EXEMPLO 2 Determine se f é. continua em (0, 0) se

X
Tay CEN#00
0 se (x, y) = (0, 0)

S, y) =

.. Solugédo Verificando as condi¢des da Definicdo 16.3.2, temos o seguinte:

@) f(0, 0) = 0; assim a condigdo (i) esta satisfeita.
(ii) Quando (x, ¥) # (0, 0), f(x, ) = xy/(x* + y¥). No Exemplo 4, Seccdo
16.2, mostramos que lim = xy/(x* + )?) ndo existe. Assim sendo,
9 (0, 0)
lim f(x, y) ndo existe. Logo, a condi¢do (ii) ndo esta satisfeita.
x, ») -+ 0, 0

Portanto, fé descontinua em 0, 0).

Se uma fungdo f de duas variaveis for descontinua em um ponto (x,, ¥;), mas

“n 1n(1 ) S(x, y) existir, entdo dizemos que ftem uma descontinuidade removivel
X5 ¥) = (Xg Iy

em (Xg, Yo), pois se f for redefinida em (x,, y,) de tal forma que
fxosy9) = lim  f(x,y)
(x,y)=(x0,y0)
entdo a nova fungdo serd continua em (x,, ¥,). Se a descontinuidade ndo for
removivel, ela serd chamada de descontinuidade essencial.

P ILUSTRACAO 1 (a) Se g(x, y) = 3x¥/(x* + »?), entdo g é descontinua na
origem, pois g(0, 0) ndo esta definido. Contudo, no Exemplo 6, Sec¢ao 16.2,

mostramos que  lim  3x%y/(x? + »*) = 0. Logo, a descontinuidade é remo-
) >0,0 :

vivel, pois g(0, 0) pode ser definido como sendo 0. (Consulte o Exemplo 1.)
(b) Seja h(x, y) = xy/(x* + y?). Entdo h é descontinua na origem, pois

h(0, 0) ndo estd definido. No Exemplo 4, Seccdo 16.2, mostramos que
lim  xy/(x* + »?) ndo existe. Logo, a descontinuidade é essencial.

x, ») - (0, 0)

(Consulte o Exemplo 2.) «

Os teoremas sobre continuidade para fun¢des de uma unica variavel podem
ser estendidos a fun¢des de duas varidveis.

Se f e g forem duas fungbes continuas em um ponto (x,, ¥,), entdo

(i) f + g é continua em (x,, y,); -
(ii) f — g é continua em (xy, ¥,);
(iii) fg é continua em (x,, ¥,); ‘
(iv) f/g ¢ continua em (x,, ¥,), desde que g(xy, y5) #= 0.

A demonstracio desse teorema é andloga a do teorema (2.6.2) corresponden-
te, para fun¢Ges de uma variavel e, portanto, sera omitida.

Uma fungdo polinomial de duas varidveis € continua em todos os pontos
em R2.

Prova Toda funcao polinomial é a soma de produtos de fungdes definidas por
S, ») = x, glx, y) = ye h(x, y) = ¢, onde ¢ é um nimero real. Como f,
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g e h sdo continuas em todos os pontos em R?2, o teorema decorre de repetidas
aplicagdes do Teorema 16.3.3, partes (i) e (iii). [ ]

Uma fungdo racional de duas varidveis é continua em todos os pontos do seu
dominio.

Prova Uma fungio racional é o quociente de duas fungdes polinomiais fe g
que sdo continuas em todos os pontos em R?, pelo Teorema 16.3.4. Se (x,, ¥,)
for um ponto qualquer do dominio de f7/g, entdo g(x,, ¥,) # 0; assim sendo,
pelo Teorema 16.3.3(iv), f/g é continua nesse ponto. ]

EXEMPLO 3 Determine todos os pontos em que f € continua se

x2+y? sex?+yr <1
S(x,y) = 2, .2
0 sex +y°>1

Solugdo A fungdo f estd definida em todos os pontos em RZ. Logo, a con-
dicdo (i) da Definicdo 16.3.2 est4 satisfeita para todos os pontos (X, V).
Considere o ponto (x,, yo), se xg2 + y,2 # 1.

Se xo2 + yo? < 1, Se xo2 + yo2 > 1,

lim f(x,y)= lim (x2+)? lim f(x,y)= lim 0

(x,»)—*(x0,y0) (x,y)—*(x0,y0) (x,%)—*(x0.y0) (x,)* (x0,y0)}
= Xo> + yo© =0
= f(xo, ¥o) = f(xo, Yo)

Assim, f é continua em todos os pontos (x,, ¥,) para os quais x,2 + y2 # 1.
Para determinar a continuidade de f em todos os pontos (x,, y,) para os

quais x> + y,2 = 1, vamos determinar se ( )lir{l ) Sf(x, y) existe e é igual a 1.
(x, ¥) = (X0, ¥,

Seja S, o conjunto de todos os pontos (x, y), tais que x* + y2' < 1, e seja
S, o conjunto de todos os pontos (x, y), tais que x* + y? > 1. Entdo,

lim X, = lim x: + lim X, = lim O
) = (g, 39) f‘ ') (60 ) = Oegn %) ( ») @ 9 - (g, 39) S ) . 2) = (590 )
(Pem S)) (Pem S (Pem S, (P em §y)
= X* + yo? =0
=1
Como
lim  f(x, y) # lim  f(x, »)
(x, y) — (xg, ¥9) (x, ») = (xg, yp)
(Pem §)) (Pem S,)

concluimos que )lirfl ) S(x, y) ndo existe. Logo, f é descontinua em todos
) ~ (xg, ¥,

(x,
os pontos (x,, ¥,) para os quais xg2 + y,2 = 1.
Provamos que f é continua em todos os pontos em R?, exceto aqueles sobre
a circunferéncia x> + »* = 1.

A fungdo f de n variaveis é continua em uma bola aberta se ela for continua
em todos os pontos da bola aberta.

‘Como ilustragdo da defini¢do anterior, a funcio do Exemplo 3 é continua
em todo disco aberto que ndo contenha pontos da circunferéncia x + »* = 1.

- O teorema seguinte estabelece que uma fung¢io continua de uma fungio con-
tinua é continua. E andlogo ao Teorema 2.7.2 e sua prova é similar.




Exercicios 16.3

931

16.3.7 TEOREMA | Suponha que fseja uma func¢io de uma unica varidvel e g, uma fung¢io de duas »

varidveis. Suponha, além disso, que g seja continua em (x,, ¥,) € .f seja conti-
nua em g(x,, y,). Entdo, a fungdo composta f o g é continua em (X, ¥,).

» ILUSTRAGAO 2 Seja
h(x,y) =In(xy - 1)

Se g(x, ¥) = xy — 1, g serd continua em todos os pontos em R2. A fungdo
logaritmo natural € continua em todo o seu dominio, que é o conjunto de todos
0s numeros positivos. Assim, se f for a fungdo definida por f(f) = In ¢, fserd
continua para todo ¢ > 0. Entdo, a fun¢do 4 é a fungdo composta f o g e,
pelo Teorema 16.3.7, é continua em todos os pontos (x, y) em R?, para os quais

xy —1>0.

EXEMPLO 4
flx,y) =

x2 + y2
O dominio de f é o conjunto de todos os pontos (x, ¥) em R? pa-

ra os quais x2 + y2 — 25 > 0. Esses sdo os pontos na regido exterior limitada
25. A fungdo f € o quociente de funcdes g e A

Solugdo

pela circunferéncia x2 + ? =

h(x, y) = /x? + y2 - 25
A fungdo g é uma fun¢do constante, sendo, portanto, continua em toda parte.

Segue, do Teorema 16.3.7, que 4 é continua em todos os pontos em R? para
os quais x> + y2 > 25. Assim, pelo Teorema 16.3.3(iv), f é continua em todos

para as quais
glx, y) =1

Determine todos os pontos onde f é continua se

—25

os pontos em seu dominio.

EXERCICIOS 16.3

Nos Exercicios de 1 a 24, determine todos os pontos em que a

fungdo é continua.
2

1~f(xd’)= 1 2' F(x9y)=_
3. hix, y)=senX 4. f(x, y) = In xp?
4x%y + 3 Sxy® +2
5. f(x,y) = L_y_ 6. g(x, ) = L_y_
-y — 4y?

7. g(x, y) = 1n(25 —x2 -y} 8. f(x,y) = cos“(x +y)

xy
9 fix ) =AJai s 2 xRN #00)
0 se (x, y) = (0,0)

(Sugestdo: Veja o Exercicio 25, Exercicios 16.2.)
2

10. h(x, y) =4 +yy2 sex, ) #(0,0)

0 se (x, y) = (0,0)
(Sugestdo: veja o Exemplo 5, Sec¢do 16.2.)

11 f(x, ) ={% se (x, y) # (0, 0)
0 se (x,y) = (0,0)

x3+y° .
12. f(x,y) = {x g se(x, y) #(0,0)
se (x,y) = (0,0)
13. G(x, y) = { W e®N*00
se (x, y) = (0, 0)

se(x, y) #(0,0)

14. F(x, y) = 3| + | 3|
se(x, y) = (0, 0)
y
15. f(x, y) = ———— 16. f(x, y) = ——x——
16—ch—y2 fee ) Vxt—yt—4
x X2 4 y?
17. f(x, ) = —————— 18. f(x,)) =
Vax? 4+ 9y? — 36 Y VI —x? —y?

19. f(x, y) = sec” }(xy)
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