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NOTA AO LEITOR - 12 Ediggo

A falta de textos, ao alcance de nossos alunos, que abordem o Cilculo Vetorial de uma

forma mais abrangente, nos mativou a escrever o presente livio. Este livro pode ser utilizado

nos cursos de Céleulo, cujo programa prevé o estudo das Fungdes Vetoriais, Integrais
Curvilineas e Integrais de Superficie,

O texto consiste de seis capitulos. Os dois

Vetoriais de uma Varidve] e Curvas, sio pré-requisitos Para o estudo das Integrais Curvilfneas,
apresentado no Capitulo V. No Capftulo I s7o estendidgs 0s conceito
Fungdes Vetoriais de Virias Varidveis. No Capftulo IV sio exploradas us Idéias Fisicas

ligadas a0 Cdlculo Vetorial. O Capftulo VI inicia corn o estido de Superficies e a seguir us
Integrais de Superficie sio apresentadas. :

primeiros capitulos, referentes a Funges

s do Célculo para as

Cada capitulo apresenta enunciados claros d
relativos ao assunto abordado, No decorrer de todo
cas sdo realgadas. As figuras apresentad
¢ao espacial dos conceitos apresentad

as definigdes, propriedades e tearemas
0 texto, as idéias intuitivas e geométri-
as na decorrer dos exemplos, facilitam a visualiza-
0s. Sio propostas list
para complementar a aprendizagem do aluno, Algum
foram omitidas,

as de exercicios, com respostas,
as demons[mgﬁes de leoremas, que

podem ser encontradas em livros mais avancados.

Quaisquer erros

que aparecam sdo, naturalmente, da responsabilid
quais ficario muito

ade das autoras, as
agradecidas se forem comunicad

as sobre 0s mesmos,

Floriandpolis, agosto de 1991,

Mirian Buss Gongalves
Diva Marilia Flemming
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Este livro foi langado em 1992 e desde entdo vem sendo utilizado como livro texto para
alunos dos cursos de Matemdtica, Fisica e Engenharia, nas disciplinas de Célculo Diferen-
cial e Iutegral que abordam fung@es vetoriais, integrais curvilineas e integrais de superficie.

Considerando algumas sugestdes recebidas, pequenas alteragtes foram feitas no de-
correr do texto, Dessa forma, em relagiio ao contetido, esta nova edi¢dio ndo apresenta alte-
ragdes significativas, A principal mudanga, nesta terceira edigiio, é a melhoria da qualidade
da apresentagdo do texto e figuras.

Como nas edigdes anteriores, quaisquer erros que aparegam sio, naturalmente, da
responsabilidade das autoras, as quais ficardo muito agradecidas se forem comunicadas
sobre os mesmos,

Floriandpolis, setembro de 1999.

Mirian Buss Gongalves
Diva Marflia Flemming
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Capitulo 1

FUNCOES VETORIAIS DE UMA
VARIAVEL

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos do Cdleulo para fungées vetoriais de uma
varidvel, Serdo apresentadas as defini¢des formais de limite, continuidade e derivada. A
derivada serd interpretada geometricamente como um vetor tangente ao hodégrafo d

¢do. Fisicamente, ela serd interpretada como o vetor velocidade de uma p
mento no espago.

a fun-
articula em movi-

1.1 DEFINICAO

Chamamos de fungio vetorial de uma varidvel real 1, definida em
que a cada f € [ associa um vetor S do espago. Denotamos

7= 1.

O vetor (1) pode ser escrito como

um intervalo /, a fungio

J0 = fof + 0] + Lk,
Assim, podemos dizer que a fungdo vetorial f determina trés fungdes escalares de
rf = f,(), 5= 0 e f, = f,(). Reciprocamente, as trés fungdes escalares fofie f,

determinam a fungdo vetorial f(1),

Observamos que, dado um ponto P(x,y,z) do espago, o vetor

F.=x17+y]'+zf¢
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€ chamado vetor posigio do ponto P (ver Figura L.1). (ii) Em Economia podemos estabelecer uma fungiio vetorial prego. Cousideremos 3 merca-
y . ' . " dorias tais que a primeira tem prego £, a segunda tem preco f +2 e a terceira tem preco dado
A’ cada ponto P(x, %z} corresponde um tinico vetor posigio e vice-versa. Em vista

. , : o = - . - pelasoma dos preges das duas primeiras, A fungdo vetorial prego é
disso, muitas vezes, um vetor ¥ = Vil + V) vk @ representado por ("1= v, v.). Esta .

. . s = 2
hotagfio também € usada para representar as fungdes vetoriais, PO =t 148 Paia 2)

(ifi) Outros exemplos siic dados nas expressdes:
Sy =d + 4 (2 - 9)F
0 =17 + 0% + 3k
10!

2cost i + 2sent + SF.

. 1.3 DEFINICAO

O hodégrato de uma fungiio vetorial (1) = G JAGTE Lk, tel éo lugar

geométrico dos pontos P do espago que tém vetor posi¢io f(1), t € I (ver Figura 1.3).

Figura 1.1

1.2 EXEMPLOS

(i) Podemes expressar o movimento de uma particula £.%50bre uma circunferéncia de raio 1,
pela fungdo vetorial (1) = cost 7 + sens J. Neste caso, a varidvel ¢ representa o tempo e
P(fl(f),fl(!)) nos dé a posi¢do da particula em movimento (ver Figura 1.2).

—
ol T e Y U e VI T e U e T N S T ORI e R T
P T S

] (
Y (
y ) ( {

. i . (
. : x (

P (), 1) ‘ (
\ ; Figura 1.3 (

AR
N : (
3 . . -z

+ x ; / Existe uma estreita ligagdo entre as fungdes vetoriais de uma varidvel real e as curvas ( (
nc/espar;o. Por exempla, se f(t) é o vetor posi¢do de uma partfcula em movimento, o (
: hodégrafo de f(1) coincide com a trajet6ria da particula. ( (

(

Figura 1.2 :
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1.4 EXEMPLOS

(i) Descrever a trajetéria L de um ponto mével P, cujo deslocamento & €Xpresso por

S0 =i+ + 3k

Solugdo, Podemos descrever a trajetdria L tragando um esbo

¢o do grifico da fungio veto--
rial dada, ou seja, construindo o hodégrafo de

f(t):r?+y"‘+3§.

Para isso, fazemos uma tabela e assinalamos os

pontos correspondentes (ver Tabela
.1 e Figura 1.4).

Tabela 1.1

[ o] :

ToFesk | % | Tegea

[

V%) . -2i - 27 4 3F

-2 -1

2?+2}'+3E

Figura 1.4

(ii) Fazer o hodégrafo das fungGes exemplificadas em 1.2 (iii).

v,

i

SIIQWE
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Seja f(1) = ti + 4 - (i* - 4)k. Neste caso, o hodégrafo pode ser esbogado atra-
vés da intersecgdo de superficies, Basta observarmos que os pontos  P(x(f), y(t), 2()) do
hodégrafo de f tém coordenadas

x(t) =t
i)y =t
(N =4-p

Eliminando ¢, obtemos as superficiesy = xe z = 4

— X%, cuja intersecgdo nos dé o
hodégrafo de o) (ver Figura 1.5).

=
[

#
.

\

-

Zati-x‘

—
s
-
-
e
-

-~
-y

__________________

<!

y=x

Figura 1.5

/

/Seja gt) = 1% + j + 3k Usando o mesmo raciocinio anterior, temos que o
hodégrafo pode ser esbogado pela intersecgio de x = 3, y2 0 e z = 3 (ver Flgura 1.6).
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H ___-_—__-—-__*— I‘O
. i (
j Reciprocamente, se |im JAGES @, i = 1,2 3 paratodog > 0, existirg § > 0, tal {
; I=31y (-
que /(1) - a;| <€/3 quando 0 < r - fo] <38. _ !
[ Usando a desigualdade triangular, vem { ‘
: (
i
i = ~ = 73 = f
| (o) - & = i@ - a)i + LW = a)f + [ - a,Jk| (
! (
¢ .
_; SO = al + 16,0 = af + [0 - o .
_—"__——‘——_5_4__ H
[ I; U4 i a8 4 £ + € ( E
3 3 3 (
g {
13 - . {
é E. ¢
5 . (
1 Logo lim /(1) = a. (
i 1=t S
Flgura 1.8 ; ; (
¢ ¢ (
! 1.7.2  Propriedades (
1.7.2  Proposicéo ; , ¢
{
.. - - - _ - . 3 Sejam f(1) e g(¢) duas fungdes vetoriais e () uma fungio escalar definidas em 1 - ;
Seia S0 = [ + 0] + fik e g = W F @) +ak.Olim fu) = dseeso o, e ¢ »ReTRS S i mes (
mente se, 1oty { o intervalo. Se { 1
lm 0 = a, i =133 : ¢ mf) =a, lmgn =5 e fimug - i, : ‘)
11, S 3 =y bty =1, (
| 1 entio: L
Prova. Se iy J) = 4. entio para um € > 0 arbitrdrio, existjrg um § > 0, tal que . ‘ ' 3
o | .3 W i [f) + go] = g+ 5 A
]f(!) - E:' <& sempre que < |r — Ll <6 ' e (
. = - {
Como ; D) im0 .50y = a5 (
. 3 i =31,
- = ~ . H ~ (
Jw -—a=[j,'(!)—~a,]r'+[ji(f)~m]j+[f(!)—a]k para 0 <l - 11 < § im 7 Iy
2 3 34 i y ¢ (1) = 5 . ¢
temos que ! 0 - ¢) rli‘:: JUyx g() = g x p- E
- : , (
Vi = al < |f - a <, D) i) Juy = . B
=5ty
parai=J], 2, 3 Portanto, lim JAGIERS Prova, Estas propriedades podemn ser mostradas usando a proposi¢io 1.7.2 e as proprieda- (
tty ’ . ¢ des de limite das fungoes escalares. Como exemplo, provaremos o item (d), isto &, “ ¢
o lim ) JW = ma. ‘
0, (
[ {
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Sejam f(0) = (07 + f00] + f0F e @ = ai + ayj + ayk.

Entdo, h(t) /() = hit) ;07 + hity £,(0] + hay Lk e

lim h(r) f(1) = lim [h(t) fOF + lim [hqt) LAWY + lim [h@) £k

=31, =1y 1= 1, =1y

= [lim h@) . lim £} + [lim k(o) . lim £ (0))f

131, 11, 131, 11y

+ [lim h() . lim £}k

=y

= ma\l + ma,j + mak

= md,
1.7.4 Exemplos

() Caleular lim (% + (& — 1)] + 2k)
=2

Usando a proposigio 1.7.2, temos

lim (27 + (2 - 1)f + k) = [!im IIJF + (Iim i = 1)}) + [lim ZJJE
1242 f—aﬁ =341 =2
=20 +] +2k.

sent - -
L+,

(ii) Calcular lim  f(1), onde 7(f) =

=0

Temos

lim Fo) ([im E“—’)? + (lim 1}7 _.
1-0 =0 =0 !

i

Il

]

Cap. 1 Fungées vetoriais de uma varidvel 13

a+2b

(iii) Seja fit) = S onded = ieb

a) lim f(;

=0

b) lim (2 - 4¢ + 4) .

= 2_,? ~ k. Calcular:

Temos, entio

=2
Temos que
] - -
‘ 5 i +2(2) - k)
)= ————+
.ﬂ} t-2
t—2 t =2 t -2
Assimn,
) lim f) (lim L J?+(nm 2 ([im 2 ]f(
a) li = _ ] 2
=0 =0 -2 =0 fi=s 2 1-—:0‘ -2
| - ..
g =——i-2] +k
a 2"
E b) Para resolver este item, calculamos inicialmente
- 1 4 - 2 -
2 2
1" -4t 4+ 4 t—:-r—4f+4( + — ~‘—A)
( )70 =( )1—2 s
i Coditds A7 —d+4). 2P -4+ 4) .
¥ = I+ J -
4 {—2 {—2 =2

" - 1 - 407 - 41 + 4)]-
lim (* - 47 + 4) fi) = [lim I—M}r + lim_(_ﬁ——)- i
f -2 : 12 t=2 1—2 t -2
] y ;
/ 2 - 4+ 4)]-
- (lim ——— 2 |,
1—2 = 2
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=
Resolvendo os limites das funges escalares pelos métodos j4 conhecidos, vem

lim (¢~ d4r + 4) Fooy

=2

=0/ +0j + 0k = {,

Observamos que a pxopuedadc 1.7.3 (d) nio foi usada porque lim (/) niio existe.
=2

(IV) Sejam f(r) =1+ 2t j +305% e

§W) =304 - 25 4 402F.
Caleular: a) lim [ £(1) + g());
=]
b) lim [£(1). §(0)];
1—1

e} lim [ (1) x g(z)].
t—]

Usando 1.7.2 ¢ 1.7.3; temos

Il

lim £() + lim g

1—1 -1

a) lim [f1t) + §(1)]
=1

im (6 + 205 + 30F) + tim (377 - 2] + 4r%F)

=1 =1

= (7427 +38) + (5 - 2] 4 a)

=47 + 7k,

b) lim [f11). g)] = lim Fary . lim 2
131

=1 11 ,

(7 + 27 + 38). (37 - 27  af)
L3+ 2.(-2) + 34 ’

I, ‘

n

I

1l

e

|
|
|
]
|
]
E
f

——

¢) lim [0 x g0 = lim Jer) x fim 0

=) =l r—1

Il

(i +2f + 3k) x (37 - 27 + 4k)

1l

14 + 57 ~ 8F.

1.7.5 Definicao

Uma fungio vetorial f = Jw, dehmda €m um intervalo /, ¢ contfnua emi e/, se
lim j(f) )
1=,

Da proposigiio 1.7.2 Segue que f(1) € continua em 1, S¢, e somente se, suas compo-
nentes sdo fungdes continuas em [

1.7.6 Exemplos

(i) Verificar se 4 fungiio

f(r) = senti + costj + k & contfnua em ty = m,
Sabemos que f(r) € definidy parat, = x.
Ainda,

lim f(n)

=R

= lim (sens i + costj + I:}

I
=—j+k
= fm.

/%nanto, T = sent i + cost ] + £ é contfnua emt, = g,

Cap. 1 Fungées veroriaiy s e varigve] 15
o e T 1S
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(ii) V_eriﬁcar se a fungfio
' senf - ..
il i+, t20
gy =4 1
2+] ,1=0
€ continua em t,=0.

Essa fungio nio é contfnua em 1, =0, pois lim (ﬂ i+ ]) =17 + ] édiferente
=0 !

de g(0) = 2/ + J.

(iii) Indicar os intervalos de continuidade das seguintes fungdes:

1:' p I
P Y
y J

Il

a) g

b) htt) = lnrj + 2F.
Temos:

a) (1) é contfnua em /@ — {0}, pois g, (1) = L ¢ continua em &P - {0) e g, =r
~ écontfnua em /F, !

b) Como Iy (1) = Int é contfnua em (0, =) e h, (1) = 2 & contfnua em R, segue que
h(z) & continua em (0,e0). - -

1.8 EXERCIiCIOS

[. A posigio de uma particula no plano ‘xy, no tempo 1, é dada por x(f) = e, y() =te',
a) Escrevera fungdo velorial f(r) que descreve 0 movimento desta particula,
b) Onde se encontrar4 a particulaem f= 0 e emt = 29

2. O movimento de um besouro que desliza sobre'a superticie de uma lagoa pode ser

expresso pela fungio vetorial

- l — cost - ! — sent\-
Ft) = - z+(2t+f—‘1,
m m

onde m € a massa do besouro, Determinar a posi¢io do besouro no instante ¢ = Oe
t=m.

Cap. 1 Fungées vetoriais de wma varidvel 7

) 3. [Lsbogar o hoddgrafo das seguintes funcdes vetoriais:

a) fi) =@ —4ni + @ - 4nj, 1 e [0,2]

b) (1) = 6senti + 4] + 25cost k, 0<t<an
¢) k) = 20 + 1
d) F(t) = 20 + 4] + 1k

e) W) =14 +4f

f) V() = 4 + ¢ + cost £,

Esbogar a trajetéria de uma particula P, sabendo que seu movimento ¢ descrito por:

a) fi) =1 + (217 ~1)f

b) g = Lo

-~
—_
-+
[

) h() = fi + } + 4%k

) V@) =1Inti +4 +k, ¢ >0

e) Ww(r) = 3costi + 3sentf +(9 = 3sennk; ¢ e [0, 2n)
DFO =0t +0-0]+02%, >0

8) 1) = i +sent] + 2k

h) F(t) = 8 ~ 4senn)i + 2costj + dsent k.

Seja f) = ar + bt e Uy = o + sentj + cost k, com &
0<r<oag

Calcular:
3;3/}?(!) + g(1)
b) F). )

) f(t) % g(1)

'+fei§:2?—};
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d) @. f + 6. 50
&) fu -1+ g+ 1),
Dadas f(1) = HT ~je g =1+ !j, esbogar o hodégrafo de fin) x g(n.

Uma particula se desloca no espago. Em cada instante f o geu vetor posigio ¢é dado por

l = ':
=2 ’

a) Determinar a posi¢io da particula no instanter=0es=|,
b) Esbogar a trajetdria da particula,
¢) Quando ¢ se aproxima de 2, 0 que ocorre com a posiciio du particufa?
S(,Jaf(r) ti+ 272 j+3'ke

§0 =20 +7 -3 150
Culcular:
a) lim [y + goo))

=1 )

b) lim [ /() - Ett.)]

=3l

c) lim [3 f) - % gvm]

t—1

d) lim [fay. go)

=1

e) lim [ f) x )]

=1

£) lim[¢ + 1) fo

1-31

8) lim [F) x g

=0

T e A e s ¥ ot iy 2 e s 7 S B e T p——

10.

11.

12.

13.

Cap. I Fungges veloriais de wma varidyel 19
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Seja j:(t) = senfi -+ cost j + 2k e h(r) =
guintes limites:

I/t . Calcular, se existir, cada um dos se-

a) lim ](!)

=10

b) lim [0, fin)

=1

Calcular os seguintes limites de fungSes vetoriais de uma varidvel,

a) lim (costi + (%) - SE)

I=r
3 2 R
o [ TR T —.]
b) lim [—— "W ¥
) b ((: +2)( - 3) J)

&) lim —1 &

t53 =

=)+t - 2)])

d) lim/[f ;[T = D]+t + I)kJ

r—:l_t“

¢} lim
=1

! —
[2 — l-?+(2' - 1) +rk].

!

Mostrar que o limite do médula de uma fungao vetorial é igual a0 médulo do sey limite,
se esle ltimo existir,

Mostrar que a fungiio vetorial fy = Hi + AW + f(0Ok é continua em um in-
tervalo / se, ¢ somente se, as fungdes escalares FHONAGT A1) sdo continuas em 7

Calcular o limite e analisar a contmuldade das fungdes veloriais dadas, nos pontos
indicados.

J I 2 13
a) fn)
7 e

em/=0e¢t=3,
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' 14.

P t'sen ! i+ cosrf, t#0
b) f(1) = ! it

=0
jyt=0
= N+ - 'J_- -
- i+ — #0
¢) fin = o i i
V2§ , t=0
d) f(!) = senti — cosr}‘ +k t=0
2 - Y =
. — i + J =5k, t#let#2
e) fln = : -2 ‘
0 Jt=ler=2
emr=ler=2,
Indicar os intervalos de continuidade das seguintes fungdes vetoriais:

a) f(t) = dsent + b cost em [0, 27]

onded =i e E=f+f

b) g = %? + (2 - 1)j +ek
) hity = ¢7f + Int j + cos2r k
d) v() = |In( + ]), i )

e) &T}(.t) (scnt tg 1, e)

£) 7(n = (e, , In(r + 1)]

g f(r)=(§ﬁ, = . J

, 2 - ¢ 1
h) gy =|{r" +1, ————, —|.
B ( -2+ 1 JEJ
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15. Provar os itens (a), (b) e (¢) das propriedades 1.7.3.
16, Sejam f e g fungdes vetoriais continuas em um intervalo [, Mostrar que:
a) f+ g écontinuaem /;

b) f x g écontinuaem /.

1.9 DERIVADA

1.9.1 . Defini¢éo

Seja f(r) uma fungio vetorial. Sua derivada € a fungdo vetorial (), definida por

Pug = T fu+an - fo

Ar » para todo 1, tal que o limite existe. Se a derivada f' (1)
At=0

existe em todos os pontos de um intervalo /, dizemos que f é derivdvel em /.
Se f() = fiOi + [0} + fOK,

temos

U+ 8D - FO)  f+ AD - £ - flt+ A - L = AU+ AN = fi() -
= i+ j+ k,
Ar At At At

Portanto, pela Proposigdo 1.7.2, segue que f & derivivel em um ponto  se, e somente
se, as {rés fungdes escalares S0, £(1) e £(f) sdo derivdveis em 1. Neste caso, temos

fray= froi + £ OF + £ 0k,

1.9.2 Exemplos
() Se fin = 177 + costj + (5t — Dk, temos
/

Fray =26~ sentj + Si.




1
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(D) Segw) = (21 - 3)%7 4 e, temos que

F ). = 6021 — 3% — 5¢],

1.9.3 Interpretagio geometrica da derivada 1

Seja f (1) uma fungdo vetorial derivdvel em um intervalo /. Quanto ¢ percorre /, a extremida-
de livre do vetor f(1) descreve uma curva C no espago.

Para cadat e J, f1) 6o vetor posigiio do correspondente ponto sobre 4 curva (ver
Figura 1.9),

T ORI

TS

Figura 1.9 ' s

Sejam P e Q os pontos de C, correspondentes aos vetores posigiio f() e fu + An, {
respectivamente. A refa que passa por P e (€ secante a curva C e o vetor
Af = fu + an - f0) coincide com o segmento PQ (ver Figura 1.10). Como Ar € esca- 4

lar, if em a mesma diregdio do segmento PQ.
f

—"_‘_——L——_ﬁ___' —_— —_—

Lot ey

il
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Flgura 1.10

Quando Ar — ¢ (Q = 1), areta secante se aproxima da retg tangente i curvy Cem
P (ver Figura [,11). :

Figura 1,11

Assith, se [ (1) » 0, F 1) ¢ um velor langente A curva C. Sey sentido € o do
. / . . P
" movimento da extremidade livre do vetor [f(1) ao crescer 1,
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1.9.4 Exemplos

(i) Dada f(1) = i + 1?7, determinar f*
f=De f

Solugdo, Temos, f' (1) = | + 24
A Figura 1.12 mostra ¢ hodégrafo de £, onde desenhamos 0s vetores

Fay=7i+2j, Fen=7-2fef =17

)

T

Figura1.12

(ii) Determinar um vetor tangente ao hodégrafo de g

n = costi + senff + k,
t € [0, 2x], no ponto P(0, 1, 1). ’

Solugfo. Temos,

g ) = —senfi + cost J.

Necessitamos do valor de &' (1) no ponto P. Para i$s0, precisamos determinar o
correspondente valor de f. Como o vetor posigiode P € j + k, 1 deve satisfazer

cos!?+senr]’+!§ = ]+ k.

Portan_to, cost=0esens = 1 e dessa forma t

Il

Da S

Um vetor tangente ao hoddgrafo de g(1) em PO, 1, Deg (g) S =f ull Figura 1.13 .
ilustra este exemplo,

(1). Esbogar o hodégrafo de 7 e os vetores £,

LE
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~N

Figura 1.13

1.9.5 Interpretagao Fisica da derivada

Consideremos uma particula em movimento no espago. Suponhamos que no tempo 1, 7(1) é
0 vetor posigdo da particula com relagdo a um sistema de coordenadas cartesianas. Ao
variar £, a extremidade livre do vetor 7(f) descreve a trajetdria C da particula.

Suponhamos que a partfcula esteja em P no tempo f € em Q no tempo f + At, Entio

A = F(t + A1) — F(1) representa o deslocamento da particula de P para Q, ocorrido no
intervalo de tempo Af (ver Figura 1.14),

A taxa média de variagio de F(7) no intervalo Af é dada por

F(t + A1) — F(n)
At

¢ ¢ chamada velocidade média da particula no intervalo de tempo Ar, A velocidade instan-
tinea da partfcula no tempo £, que denotamos (1), é dcﬁnida pelo limite

\

quando este limite existe,

I t) — F(t
Gt = i F(t + At) r(),
Ar—0 At.
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(
i O vetor aceleracio € o velor ( )
awn = v (@ R
2 by ) (‘5*
5 - (l+ 1) £ (‘(
k Solugiio de (b). Noinstante =0, os vetores velocidade e aceleragdo, resaectivamente, sio :r b
dados por: T
. — - 5 (
(1) B € a(0) = 24, N
3 : H
: Para r = 1, lemos ) i
; 8, I T ] = '
v =i -=je am=-=-7 (
4 J 4 J (
Figura 1.14 . . - (
f A Figura 1.15 mostra a trajetéria da partfcula. Os vetores ¥(0) e a(0) estio dese- .
Portanto, quando (1) & derivével, a velocidade instanténea da partfcula é dada por ¢ hados com origem no ponto P(0, 1) porque no instante ¢ = 0 o vetor posigio da parti- !
é 3 ~ B - 1 - - . ) !
v = F (). ? culaé 7(0) = j. Como 7(I) = 7 + 9 /. 0s vetores V(l) e a(l) tem sua origem no ponto i
3 ‘!
Analogamente, se ¥(f) € derivivel, a acelaragio da particula é dada por 0(1,172). &
A
aw) = v' (1), :
: ) y }
- “‘
1.9.6 Exemplos é
; o . o, L ] ‘ (o) [
(i) O vetor posicdo de uma particula em movimento no plano ¢ ‘ ; e r
F) =i + Jy 120,
r+1 ,
) Determinar o vetor velocidade e o vetor aceleragdio em um instante qualquer r.
b) Esbogar a trajetéria da partfcula, desenhando 0s vetores velocidade no tempor=0e .
. A= \ T
' \ X
3 Solugfio de (a). Em um instante qualquer ¢, 0 vetor velocidade ¢ dado por: 1
s : ) - Flgura 1.15
i v() = F' (1)
# e foprs o] 3
A+ £
- E *
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(ii) Determinar o vetor velocidade e o vetor aceleragdo de uma partfcula que se move
segundo a lei

F(t) = cos2ri + sen2t | + k.

Mostrar que o vetor velocidade é perpendicular ao vetor posigio e que o vetor acele- §

ragdo ¢ perpendicular ao vetor velocidade.
Solugiio, Temos,
v(t) = ¥ (1)
= —2sen2t [ + 2cos2! |
e ai) = v' ()

= —4cos2t i — 4sen2s ]

Sabemos que dois vetores sdo perpendiculares se o seu produto escalar & nulo. Te: §

mos,

F(t) . v(t) = (coser +sen2t | + E) ‘ (—?.36112!:T + 200821 J + 01\7)

1l

—2sen2t cost2t + 2sen2t cos2t + 0

=0

V(1) . oatr)

1

(~2sen2r i + 2cos2t j) . (- 4cost2t i — 4sen2t j)

8sen2t cos2t — 8sen2t cos2t

1

= 0.

Portanto, o vetor 7(t) é perpendicular ao vetor v(1) c V(1) é perpendicular a a(r). (Ver
Figura 1.16.) - ; o
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f.yq)

By
9

Figura 1.16

As REGRAS DE DERIVACAO de fungdes vetoriais sdo similares as de fungdes
escalares. Temos a seguinte proposigio: '
1.9.7 Proposicao

Sejam f(¢) e g(1) fungdes vetoriais e /i(f) uma fungdo escalar, derivdveis em um intervalo
1. Entéo para todo f € [, temos:

a) (f +gn) = fr)+gm

b) (A1 f() = o f () + W fo -

o (fo . go)y=Fw . go+fo . g

d) (frxgn) = F oy xgn+ foxg o

Prova do item (c¢). Sejam

f) = fihi + o) + fi(k e

) = g + g (0] + g, (k. Entio,

JW L B0 = [ g () + L) g0 + fi(D) g, (1),

Como f(1) e g(t) sio derivdveis no intervalo /, 0 mesmo ocorre com as fungdes
fofs £y 8128, € g, Usando as regras da derivagio da soma e do produto de fungdes
escalares, vem;

R S A s s R R

Lomre s
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) e e - T e

i = . . ‘I

(0 0f = [0 50 + £ g0 + A gy Solugdo de (b). Para qué £(1) e J* () sejam ortogonais, devemos tef i

. , - P i

= GO 0) + (A0 &) + (0 g3y | el [,

=MD a0 + [ gl + [l g + Temos, !

+f2(f);§'5(2‘) 0 g + A0 gL, f). L = (cost i+ sens j) . (»— sent [ + ces!}) ‘;

. % {

= [f0) 810 + £10) g, (1) + R 0] + = —COS! senf + sent cost f

AN &0 + fin) gl + L) g510] , = 0, ) ) L

- _ - . i (if) Mostrar que f* (1) & ortogonal a S sempre que lf(!)l € uma constante, :

= j’(f}.g(f)+f(f).g' (1) 3 - - - - » - l

; Como [f({), =k, k constante, e [f({), =V F0). fin), temos que f(n). fuy = k2, Y

! para todo ¢, ,

1.9.8 Derivadas sucessivas ; : :
' Derivando, vem 3
Seja f(t) uma fungéio vetorial derivével em um intervalo I, Sua derivada ) € uma [f{f) ‘ f(!)]' -0 R

fungdo vetorial definida em /. Se f" () & derivavel em um ponto f € /, a sua derivada & |, '

1
chamada derivada segunda de f no ponto 1 e € representada por [ (1), ;

n

= o =5 - N
1 SO0+ . fuy =0
: £
Analogamente, siio definidas as derivaday de ordem mais alta, 4 gf(, ) J"u " =0 :
3 T gl
2 = = :
. 0. S =0 5
1.9.9 Exemplos 4 ) daad :
) ) ) ; Logo, os vetores fe £ sio ortogonais, N
(D) Sejam htr) = 1o S = cost i + sent j, § (
% g )
a) Determinar (h(f) f(.f})'. : s ~ ¢ 4
] ] | - 110 EXERCiCIOS |
b) Mostrar que f' (1) € ortogonal a f(). : i 3
1 . ; , . - I
Solugdio de (a). Pela Proposigio 1.9.7, temos que 1. Determinar a derivada das seguintes fungdes vetoriais: :' [
i = - 7 _ i tarT 2 E; (
(ro Fn) = [f(cost T + sentj)} - 3 &) fu) = cos"tT 4 tg1] + sen¥t ;f
: i
-, - - - ; b) gy = 208 i e fil
= r(cosrr’ + senrj)' + (1Y (cos! i+ sen!j) , ) 34’3 ARERL e (I
v
= t(~senti + costj) + (cost i + senr j) : VO =@ -ni + 1] - i f E

(cost - tsent)i + (sent + 1 cost)j, ) fi)y=e'fpoi,f

o

1

2/ e
¢ ] +k
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A e) §() = Inti + ¢ + 1k oura) F() = 2costi + Ssent] + 3k; ¢ = /4
1
: 2 -2 % = Py = el Ui = |
£) ) = i+ In(l ~ )] + SE. b) 7 = £ +e7ji = In2

‘s_ 2t + 1

I

c) F() = coshti + 3senhtj; ¢ = 0,

Detcrrmnar um vetor tangente ao hoddgrafo das seguintes fungdes, nos pontos 1nd1- b

cados. 6. A posigdo de uma particula em movimento no plano, no tempo ¢, é dada por

a) fu) = (¢, 1%, .r"), £l-1, 1. =1) A. x.{!) = %(I -1 ;
b) g = (1, ¢'), P(1, ) 1.5

y({):z(l’_‘“?‘!‘l'l). ‘
¢) h(t) = (sent, cost, 1), P, 0, w2)

‘a) Escrever a fung@o vetorial f(r) que descreve o movimento desta particula,

I

d) pw)

(z—:, IL) )

b) Determinar o vetor velocidade ¢ o vetor aceleragio, l '
e) F() = (2, Int, 2), P2, 0, 2). [

" ¢) Esbogar a trajetéria da particula e os vetores vclocxdadc e aceleracdo no instante
| =5

y = 1 1 /3
3. Mostrar que o hodégrafo de fu) = 2 sent, > cost, - estd sobre a esfera .} 7. No instante t, a posigiio de uma particula no espago é dada por

1
1
o . . { x() =2, yi) = 21, 2t = 4P, j’
unitdria com centro na origem. Determinar um vetor tangente a essa curva no ponto § ;

pfo. 2
- 22,

a) Escrever a fungdo vetorial que nos d4 a trajetéria da partfcula.
2

b) Determinar um vetor tangente i trajetéria da partfcula no ponto P(1, 2, 4).

" 4. Determinar dois vetores unitdrios, tangentes ao hodognto da fungfio dada no ponto §

¢) Determinar a posigdo, velocidade e a aceleragio da particula para 7 = 4,
indicado.

8. Uma particula se move no espago com vetor posigdo r(f). Determinar a velocidade e a
aceleragiio da particula em um instante ¢ qualquer. Esbogar a trajetéria da particula e os
vetores velocidade e aceleragiio para os valores indicados de 1.

a) fio =, e, A1) P L)

b) g(t) = (4 + 2cost, 2 + 2 sent, 1y P4, 4, 1y

, ) FU) =1i + 4] + (4 =P 1= 0; 2
¢) h(r) = (5" i+, o1+ I); (1, V3, 3)

i

b) F(!):L:T+rf;r=I;2
+

d) F(1) = (tcost, 1senr, 1) PO, m/2, m/2): ey

5. Determinar os vetores velocidade e aceleragdo para qualquex instante ¢, Determinar, ¢) 7(n

ainda, o mddulo desses vetores no instante dado.

1]
—

n

DFO=U-0 +d+0j;1=1 2
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9. Sejam a e b dois velores constantes. Determinar o vetor velocidade da particula cujo &

movimento & descrito por:
a) K =a+ 1h
b) K(r) = ar? + b,

10. Se F(t) € o vetor posigio de uma particula em movimento, mostrar que o vetor veloci-
dade da particula € perpendicular a 7(1).

a) 7(1) = (cost, sent)

b) F1) = (cos3t, sendr).

11. Em cada um dos itens do exerefcio anterior, mostrar que o vetor aceleragfio tem o-
sentido oposto ao do vetor posigdo.

12. Mostrar que, quando uma partfcula se move com velocidade constante, os vetores
velocidade e aceleragio sio ortogonais.

13. Sejam @ e b vetores constantes nio nulos. SejaF(1) = d@ + ¢™'b. Mostrar que 7" (1) &

lem o mesmo sentido que F(r).’

14. Seja 7(1) = 2coswt { + dsenwr J, onde w ¢ uma constante ndo nula. Mostrar que
d’F '
dr*

==,
I5. Dados f(1) = j + 1k
e
50 = 1j ik,
determinar:
a) (fu) x gn)
b) (fi) . gy
o) (Fo x Fayy

d) (g() . gwyy.

P TR

T
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e

16. Se fu) = m% e f() = i + 1%}, determinar (ro fiy.

; r -

17. Sejam f(1) uma fungiio escalar 2 vezes derivavel ¢ @ ¢/ vetores constantes, Mostrar
que se §(1) = @+ b f1), entdo ' (1) x 3 (1) = .

18. Se f é uma fungiio vetorial derivével e /i(r) = [f(;)ll mostrar que
FO.F W = ha I ).
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CURVAS

pruaRi R ik s

Neste capitulo, faremos um estudo sobre curvas, representando-as por meio de equages
paramétricas ou de uma equagiio vetorial. Serdo introduzidos vérios conceitos necessérios
no estudo das integrais curvilineas que serd feito no capitulo V.

2.1 REPRESENTAGAO PARAMETRICA

Sejam
x=x(1)
y=y (1)
z=2z() -

fungdes contfnuas de uma varidvel ¢, definidas para t € [a, b]. Chamamos CURVA o
conjunto de todos os pontos (x,'y, z) determinados por estas equagdes.

As equagdes (1) siio chamadas equagdes paramétricas da curva e ¢ é chamado pard-
metro.

Podemos obter uma equagdo vetorial de uma curva. Basta considerar o vetor posigéo
F(1) de cada ponto da curva, As componentes de 7(f) sdo precisamente as coordenadas do
ponto (ver Figura 2.1). :

Escrevemos,

~— B . . . .
F() = x(0)i + y0)j + 20Ok, aitsh. (2)

B

37
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Figura 2.1

Observamos que se as fungdes x = x(1), y = ¥(1) € z = z(1) sdo fungdes constantes, a
curva degenera-se em um ponto.

2.2 EXEMPLOS

(i) A equagio vetorial F(r) = ff -+ g+ ik representa uma reta, cujas equagdes parané-

tricas sdo
() =t
¥ =1 _
=t
(ii) As equagdes paramétricas
x =2 cost
= 2sen/
2=3t

representam uma curva no espago, chamada hélice Circu[m A equagiio vetorial correspon-
dente é

F(t) = Zcosti + 2sentj + k.
(i) A equagiio vatorial

F() =1 + 1] + 3k representa uma parabola no plano z = 3.

TR
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2.3 DEFINICAQ

Uma curva plana € uma curva que estd contida em um plano no espago. Uma curva que
ndo € plana chamada-se curva reversa,

As curvas dos exemplos 2.2 (i) e (iii) sdo planas e a curva do Exemblo 2.2 (ii) ¢
reversa.

2.4 REPRESENTACAO PARAMETRICA DE ALGUMAS
CURVAS

A seguir daremos a parametrizagio de algumas curvas consideradas impottantes tendo ern
vista a sua utilizacio em muitos exemplos préticos,

2.4.1  Parametrizagéo de uma reta
A equagiio vetorial de uma reta qualquer pode ser dada por

Fit) = d + th, (3)

onde @ ¢ b sio vetores constantes e f € um parimetro real,

Na Figura 2.2 podemos visualizar os vetores i e j .

A reta passa pelo pento A, gue
tem vetor posicio @ e tem a diregiio do vetor b,

Considerando ag coordenadas de A (a,a
do vetor ¢ ¢

3) como

» @) que coincidem com as componentes
¢ considerando também as componcmes do vetor b = b, b

i 9y ), reescreveimos
F0 = (a) + 1hy))i + (ay +1h,)] + (ay + tb,)k. ()

De 4), _podemos dizer que as equagdes paramétric

as da reta que passa pelo ponto
@, a, a,) e tem diregiio by + b, + bk, sio

x(f) = a + tbl
¥(i) = a,+th, (5

() = a,+ nbJ

~

IS i

o en T,
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(li) Determinar uma representagiio  paramétrica da reta que passa por A(2, 0, 1) e
B(-1, 1/2, 0).

i.
H

Usando (3), podemos escrever

F(r) = @+ th, onded = (2, 0, e

b=(1 12,0 - 0 1
= (-3, /2, - 1)

Logo,
= N I = I -
Figura 2.2 r@) = (24 + k) + !(»-34 + 2-; - k) :
- s l - -
= (2 = 3ni +ij + (1 = Dk,

2.4.2 Exemplos

: A Figura 2.4 ilustra este exemplo.
(i) Determinar uma representagiio paramétrica da reta que passa pelo ponto A(2, 1, ~1) na
diregéio do vetor b = 2i — 3 + k. :

i Usando (4), escrevemos

: FI = 2+ £2)0 + U+ 0=30] + (=1 + t.Dk

2+ 201 + (1 =30] + (=1 # DE.

A Figura 2.3 nos mostra a representagiio grifica deésta reta,

2

Figura 2.4

B e ¥ s

2.4.3 Parametrizagido de uma circunferéncia

.\‘— . . A~ “ 3
Uma equagtio vetorial da circunferéncia de raio @, com centro na origem, no plano xy, é

F(t) = acost { + asent J, 0<1<2m : (6) i

Na Figura 2.5, visualizamos o parimetro 1,0 < ¢ < 2, que representa o dngulo

Figura 2.3 formado pelo eixo positivo dos x e 0 vetor posigao de cada ponto da curva,




1
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e e
__ y Portanto, neste caso, a equagiio vetorial € dada por
il P F) = (xy + acost)i + (y, + asent)j, 0 << o (7)
1
; .
& De maneira andloga, podemos obter uma equagiio vetorial para uma circunferéneia
t 1 .y " ¢ ” .
. ih 1 . contida no plano xz ou yz. Também podemos obter uma equagio vetorial para uma cireun-
feréncia contida em um plano paralelo a um dos planos coordenados,
2.4.4 Exemplos
Figura 2.5

(i) Obter equacdes paramétricas da circunferéncia x2 + Y —6x—4dy+4=0no plano
z= 3

Do trifingulo OAP na Figura 2.5, obtemos .
Para encontrarmos o centro e o raio da circunferéncia dad

ity : a, devemos completar os
quadrados da equagiio x EY —b6x -4y + 420

x(t) = acost
1) = f.
) = gpes Temos, (x - 3)* + (v - 2)? = 9.

Juando a circunferéncia niio estd centrada na ori em (ver Figura 2.6), a equacio & :
_(“ gem ( . ) quagio 8 Usando (7), obtemos
vetonal ¢ dada por /
- - ; x(1) = 3 4 3cost
Flt) =k + 5
- - ‘, Yt = 2 + 3seny
onde 7y = x,i + y,j :
- : Z2h =3 0<r<2n
e W
B A Figura 2.7 ilustra este exemplo,

R(1) = acost i + asent j. 0 <om

y
P
[V SRR, ;
; AN
| &
1
! .
I[ .
Yof—=={f-~ s 'C $
i 1
| |
1
1 i ——
53 : ! -
i
47 :
'
0
i 1
0 14 ) S
Figura 2.6

Flgura 2.7

e
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(ii) A equagdo vetorial

F(t) = 2i + 3costj + 3sent k representa uma circinferéncia. Determinar a corres- ¥

pondente equagiio cartesiana.

As equagdes paramétricas séo . . "
x(n) =2 A..Il
y(#) = 3cost ' ‘
z(t) = 3sent ; 0 <t <2 h

Para detenninar a equagio cartesiana, devemos eliminar o parimetro .

Elevando ao quadrado cada uma das duas dltimas equagdes e somando-as, obtemos §

2 2
y +2

9(cos™t + sen’r)

=9

Portanto, a circunferéncia é dada pela intersecgiio de y* + 22 = 9ex = 2,

2.4.5 Parametrizagao de uma elipse

Uma equagio vetorial de uma elipse, no plano xy, com ¢entro na origem e eixos nas dire- §

¢des dos eixos x e y (ver Figura 2.8) &

F(1) = acost i + bsent J, 0<r<m (3)

Figura 2.8

s

9cos’t + 9sen’t A
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. . Consideramos um ponto P(x(¢), y(f)) da curva. Tragamos um arco de circunferéncia de
raio a, ¢ outro de raio b, ambos centrados na origem.

Marcamos, respectivamente, sobre esses arcos os pontos A de abscissa x e B de
ordenada y. Pode-se verificar que os pontos A, B'e a origem estfio em uma mesma reta. O
pardmetro / representa o ngulo que esta reta faz com o eixo positivo dos x.

Do trifingulo retdngulo ONA, obtemos x = acost, e do trifingulo retdngulo OMB,
y = bsent.

Se a elipse estiver centrada em (x,» ¥,) e seus eixos forem paralelos aos eixos coorde-
nados (ver Figura 2.9), sua equagio vetorial é

P = 7 + (D),
ondery = X @ + y,j e R = acosti + bsenr}:, 0<1t < 2x,
Assim,

F(1) = (x, + acost)i + (v, + bsenr)j, 0 < < 2m )

Yo+ b

Yo

Figura2.9

2.4.6 Exemplos

(i) Escréver uma equagio vetorial da elipse 9x* + 4y* = 36, no plano xy.

Podemos reescrever 912 + 4y = 36, como
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™~

i

'2
T + % = 1. Desta forma, usando (8), escrevemos

F(r) = 2cost i + 3sent 0 <o

(ii) Escrever uma equagiio vetorial para a elipse da Figura 2.10.

Figura2.10

Na Figura 2,10, observamos que o eixo maior da elipse € paralelo a0 eixo dos x e med: &

6 unidades. O eixo menor € paralelo a0 eixo dos v e mede 4 unidades.

O centro da elipse € o ponto (2, 1). Portanto, a equagiio cartesiana da elipse é

. 2 i 1Y2
-2 -1

9 4 g
Suas equagdes paramétricas siio:
(1 = 2 + 3cost
¥y = 1 + 2sent
2 =0 : -0 <2n

e enldo, a equacgio vetorial é

F() = (2 + 3cos)i + (1 + 2senn)j, 0 <t <2m
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2.4.7 Parametrizacao de uma hélice circular

A hélice circular ¢ uma curva reversa. Ela se desenvolve sobre a superficie cilindrica
xt+ ¥ = a’. Bste fato pode ser visualizado como segue.

Consideremos parte da superficie cilindrica A? + ¥ = a? como na Figura 2.]1.

Figura 2.11

Enrolemos & volta da superficie um trifingulo retangulo flexfvel ABC de modo qued é
o ponto (a, 0, 0) e que o lado AB se enrola sobre a se¢do do cilindro no plano

xv. A hipote-
nusa AC determina, entio, sobre a superficie cilindrica uma curva chamad

a hélice circular,

Para parametrizar a hélice, consideremos um ponto P(x, v,

z) da hélice cuja projegio
no plano xy

€ Q. O ponto P se originou do correspondente ponto M sobre a hipotenusa AC.
A projegio de M é N e obviamente PQ = MN. Temos ainda AN = AE) =al.

Dessa forma, escrevemos
x(t) = acost
<. Yy = asent

W = PQ = Eﬁtgﬁ = aitg 6,
onde 8 ¢ o dngulo agudo BAC.

e

e e
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Podemos fazer tg 0 = m ¢ escrever a equagiio vetorial da hélice circular como:

F(t) = acosti + asent | + ami k. (10)

Observamos que (10) representa a equagiio da hélice esbogada na Figura 2.11, e |
portanto, m > 0. Sua forma lembra um parafuso de rosca 2 direita. Poderfamos, de maneira .
anéloga, enconlrar a equagiio vetorial de uma hélice onde m < 0, cuja forma lembra um &

parafuso de rosca a esquerda (ver Figura 2.12).

Figura2.12

2.4.8 Exemplo

* Representar graficamente a hélice circular 7(1) = cost i + sent j + tk para 0 <t < 3m -

Encontrar o seu vetor velocidade e o seu vetor aceleragio. Mostrar no grafico os i

_(91:) 4(9;:)
vetores v| — |e qf ——
4 4

Jé sabemos que a hélice circular dada neste exemplo se desenvolve no cilindro -f

X+ oy = 1,

Podemos tabelar alguns pontos convenientemente (ver Tabela 2.1) e esbogar a curva
(ver Figura 2.13).
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Tahela 2.1

F{t)

0 | (1,0,0)

(V2/2, V2/2, n/4)
(0,1, m/2)
(-1, 0, )
(0, - 1, 31t/2)
(1, 0, 2)
(-1, 0, 3m)

O vetor velocidade € dado por

1l

V(1)
e o vetor aceleragio é
a(t)
Portanto,
~ v(9r-4)
aorf4) =

Os vetores ¥(914) e a(91 4) podem ser vistos na Figura 2,13,

B e ettt

Flgura 2,13

dar
dt

—senrt? + costf + !::,

dv
dt

—cost I — sent j-

—— i+ —j+k
2 2
V2. 2.
2 2

<

.
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2.4.9 Parametrizagéo de uma cicléide

A cicléide € uma curva que surgiu para soluuonar dois pl’GblemdS famosos:

(1) A determinagdo da forma dc um cabo, de um ponto A aum ponto abaixo B, como mostra
a Figura 2.14, tal que uma bolinha sem atrito, solta em um ponto P entre A e B sobre o cabo, ;;'
gaste 0 mesmo tempo para alcangar B, qualquer que seja a posigio de P.

(if) A determinagéo de um tinico cabo que liga A a B, ao longo do qual uma bolinha escor-
regard de A a B no menor tempo possivel,

Figura2.14

Esses problemas séio resolvidos, considerando-se o cabo com a forma de meio arco £
de uma cicléide, 1

A cicléide pode ser descrita pelo movimento do ponto P(0, 0) de um cfrculo de raio q,
centrado em (0, @), quando o circulo gira sobre o eixo dos x (ver Figura 2.15).

2a

T

Figura2.15

Quando o circulo g1ra um 4dngulo 1, seu centro’se move um comprimento OT. Na
Fluum2 15 temos OT = TP =at, CT =a, CA = acost e AP = asen.

Portanto, as coordenadas de P sio

x =0T - ﬁ = at - asent = alt — sent)

y=AT = CT — AC = a— acost = g — cost).

Essas equagdes sio véhd'is para qualquer . Logo, a equagdo vetorial da cicldide &
) = ait - sent)i + a(l - cosr)_;—'. (11)
Quando ¢ varia de 0 2 271t obtemos o primeiro arco da cicléide.

2.4.10 Exemplo

Escrever a equagdo vetorial da curya descrita

pelo movimento de uma cabe ad
) i C pregoen
um pneu de um carro que se move em linha r e ]

ela, se o raio do pneu é 25 cnl,

Supondo que a cabega do prego se encontre localizad:

4 N0 pneu no ponta /£, i
Figura 2.15, sua trajetéria ¢ uma cicldide. ' oo

Usando (11), temos que

) = 25 — sent)i + 25(1 - cos:J}:.

2.4.11 Parametrizagéo de uma fhipocicléide

Uma hipociclside ¢ g curva descrita pelo movimento de um ponto

: fixo P, de um eir
. : : e frcul
raio b, que gira dentro de um circulo fixo de raio a, v

a>b (ver Figura 2,16),

Figura2,i6

o mme——t

= T

i
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; i ioano 4
Suponhamos que, inicialmente o cfrculo de raio b tangencia o cfrculo de ra .

Queremos deterininar as coordenadas x(f) e y(f) do ponto P, Temos,
ponto (a, 0) e que o ponto P é este ponto de tangéncia.

, x = OB + BM
, Para parametrizar a curva, vamos analisar a Figura 2.17, onde demarcamos o ponto P _ « (= Byoost + o
v quando o ponto de tangéncia dos dois circulos € T. s ( )
: PT ¢in iouai = a— .
: Pela construgio da curva, temos que os arcos AT e PT sido iguais. = (a — b) cost + bf:os A
L\. :
| Portanto, v Pl

a
at:baeassimOt:E!. L
= BC~CN

i = (a - b) sent — bsenf

= (a - b) sent - bsen fe i_ b)
¢l

Portanto, as equagdes paraméiricas da hipocicléide sio

L

(1) i

(a — b) cost + becos

i

-a

[ (12)

(a - b)

yi) = (a - b)rsenr — bsen

1]

A equagdo vetorial correspondente ¢

(a —

F(t) = [(a — b)cost + becos

b) I}F + [(a — b)sent ~ bsen (a ; L

c} j. (13)

Os ctispides ocorrem nos pontos onde o ponto de tangéncia dos dois circulos é o

Figura 2.17 ponto P. Portanto, ocorrem quando

Por outro lado, como p = PCD, segue que

at=n.2nb , n=01 2 ;
=0 -1 ) b
B ou I=n.2n , =01 2 >

a T~ a !

=—t -t . . L ’ ; it
b Um caso particular muito usado ¢ o da hipocicléide de quatro cispides (ver Figura Jf;
a->b

= ’u

2.18) que € obtida fazendo b = g
b
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Substituindo o valorde b = %cm (12), obtemos
-
x = — (3cost + cos3f)
4
y= % (3sent — sen3t).

Figura2.18

Usando as relag@es trigonométricas
cos31 = dcos’t — 3cost
sen3t = 3sent - 4sen't, .-V
vem .
x(t) = acos’
(1) = asen’t,
Assim, uma equagio vetorial da hipocicléide da léigura 2.18 é dada por

F1) = acos™t i + asen"!f i B [0, 2r])

(14)

|

(15)

Eliminando o parfimetro / das equagdes (14), obtemos a equagio cartesiana desta

hipocicléide, que é dada por

(16)
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P _.______—'——*L___

2.4.12 Exemplo

- eIk ./, R N ¢ 4 = 0 . . .
Dada +* + y** = 2, encontrar uma cquagao vetorial desta hipociclgide. Encontrar o vetor

. ) V2 3J6
velocidade ¢ o vetor aceleragdo no ponto Pl

Usando (15), escrevemos a equaciio vetorial
F() = 242 cos’t T + 247 sen’; 7
O vetor velocidade & dado por

4 — =
e 692 cos’ sent 7 + 63 sen’s cost .

V() =
O vetor aceleragiio ¢

- v J7 3 2 7
alt) = = - 6V2 (cos't - 2sen’s cost)i + 5\[2_(2(:08!1'5%! . sen“r);.

J2 '

No ponto (——, LJ(EJ temos que ¢ = I[—.
e 4 3

Portanto,
(n) V6 - 9va .
V== -2 | 4 J
3 4 4
e

_(n) 1542 . 36
a =] 5= 2 j
3 4 4

2.4.13 Parametrizagéo de outras curvas

Na se¢io 2.1 vimos que uma curva

0.2 pode ser representada por uma equagio vetorial, Exis-
tem outfas formas de representag

- a0 de uma curva. Por exetnplo, o grifico de uma fungdo
ntinua y = f(v) fepresenta uma curva no plano xy. A intersecg

do de duas superficies
Tepresenta, em geral, uma cury

a no plano ou no espago.
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A seguir, encontraremos uma representagio paramétrica para algumas curvas repre- i
. sentadas como intersecgdo de duas superficies. ‘

2414 'Exemplos

(i) Escrever uma equagiio vetorial para

¥=5x+ 3 no plano z = 2.

Solugfio. A curva C que queremos parametrizar € a intersecgdo dos planos y = Sx + 3 e

z=2.
Fazemos
x() =t
y(£)=5t+3
(1) =2,
¢ entdo,

FU) = i + (5t + 3)] + 2k.

Observamos que esta parametrizag&o néo é tinica. Também poderfamos ter feito, por

exemplo, .
x(t)=21+ 1
¥ =52+ 1)+ 3‘:
2(f) =2,

e entdo,

F() = (20 + i + (10¢ + 8)] + 2k.

(i) A intersec¢do entre as supetficies z = x* + y* e z = 2 + y determina uma curva. Escrever
uma equagado vetorial desta curva,

o A

=2+y

Figura 2.19

A Figura 2.19 mostra um esbogo da curva. Para parameltriz4-la, observamos que xe y
devem satisfazer a equagiio

2

2+y=2x" 4y ou

eyt -y=2

: ‘,2+( _1)2“9
* y 2 "4:_

. N .3 1
que € uma circunferéncia de raio m e centro | 0, E} Esta circunferéncia € a projegiio da

ou ainda

curva sobre o plano xy. Fazemos entio,

3
X = — cost

2

—l+§s=m r' Olﬁ.
)’~2 2" 5 e [0, 2n].

Substituindo o valor de y na equagio z = 2 + y, obtemos

1 3
z =2+ — 4 —senl
2 2

e e

L
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Portanto, - Usando (9), temos (

¥t) = 1+ cost

2

‘:_ ) % !
I . : i . L zZ(t) = ~2 :
: (iii) Repreésentar parametricamente a curva dada pela intersecgiio das superficiesx + y=2e ' » zZ(f) = v2 sent t e [0, 2x]. _

Kz =2(x + y). . y Substituindo o valor de y em x + ¥ =12, encontramos

) = %cosr? + (% + 2 senr)} + [% + %sen}}’?, t € [0, 2n]

4 x(0) = 2 - (1 + cost)

) / ‘ |
_‘ /_/ _ . =1 - cost.

) Dessa forma, l

F = (L= costni + (1 +costy] + V2 senk, 1 e [0, 2n1,

!

é aequagiio vetorial pedida.

2.5 CURVAS SUAVES f

A

Uma curva pode ter pontos angulosos. Vejamos dois exemplos,

@Sejar) = 7 + 1Y, —1<1<1.

A Figura 2.21 mostra esta curva, O ponto (0, 0), correspoudente

af=0,éum ponto
anguloso. Observarios que 7 (0) = ’

Figura 2.20 ) -
* g {

A Figura 2,20 mostra um esbogo da curva,

Neste exemplo, € conveniente projetar a curva no pl};ano ¥z ou no plano xz.

Projetando no plano yz, temos ‘ .

@- 4y e =22

d-dy+y 4y w2t =4

. 2
-+ =1

=

f+z‘f, 0

A
A

2
. 5 z . -
o H e i —_— = t( B il 11 5
Logo, aelipse (y - 1)° + 2 1 representa esta projegio (if) Seja F(1) = {

In
I
[

], !




Figura 2.22

Geometricamente, uma curva suave é caraclerizada pela auséncia de pontos angulo- :
sos. Em cada um de seus pontos, a curva tem uma tangente (inica que varia continuamente' :
quando se move sobre a curva (ver Figura 2.23). '

Figura 2,23

Sempre que uma curva C admite uma parametrizagdo 7(1), ( € | < &, que tem -
derivada contfnua 7 (1) e 7 (1) # 0, paratodo t € I; C é uma curva suave ou regular, .

Unia curva é suave por partes se puder ser dividida em um niimero finito de curvas .

suaves.

2 ISI
B

2.5.1 Exemplos

RO

(i) Retas, circunferéncias, elipses, hélices sdo curvas suaves.

s S L 1

(ii) As curvas dos exemplos 2.5 (i) e (ii) sdo curvas suaves por partes.
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(iif) A cicléide e a hipocicléide sdo curvas suaves por partes,

(iv) A Figura 2.24 mostra esbogos de curvas suaves por partes,

@ o @
Figura 2.24

2.6 DEFINICAO

a) Uma curva parametrizada F(1), t € [a, b].é dita fechada se j'(a) = F(b).

b) Se a cada ponto da curva corresponde um tnico valor do parimetro ¢ (exceto quando
I=aet=>0) dizemos que a curva é simples.

2.6.1 Exemplos

M A Figga 2.25 mostra esbogos de curvas fechadas simples.



3
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Qoo

Figura 2.25

(if) A Figura 2.26 mostra esbogos de curvas que néo so simples.

U

N
Figura 2.26

2.7 ORIENTACAO DE UMA CURVA

Se um ponto material desloca-se sobre uma curva suave C, temos dois possiveis sentidos de &

percurso. A escollia de um deles como sentido positivo, define uma orientagiio na curva C.
Suponhamos que a curva C seja representada por
F() = x(Di + ynj + 20k, 1 e [a, b)

Convencionamos charmar de sentido positivo sobre C, o sentido no qual a curva é.

tragada quando o parimetro f cresce de a até b (ver Figura 2.27). O sentido oposto ¢

chamado sentido negativo sobre C.

Figura 2.27
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De acordo com nossa convengéio, sempre que uma curva suave ¢ ¢ representada por

Ft) = _\’(f);: + _‘,'f.!‘}} + z(;)}? e ¢ T bl,

C ¢ uma curva orientada e o seu sentido positivo de percurso é o sentido dos valores
crescentes do parimetro /,

Se uma curva simples C é suave por partes, podemos orientd-la, como mostr

. . aa Figu-
ra 2,28, orientando cada parte suave de C. 8

y y

/1
S _x 3/ X
Figura 2,28
2.7.1 Definigao
Dada uma curva orientada C\ representada por
My . - =

P = xi + y(0f + 20k |, 1€ fa b]:
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a curva —C ¢ definida como sendo a curva C com orientagiio oposta. A curva —C € dada’ 38

por

Fla+b-1

F )

'x(a+b—!)aT+y(a+b~t)}+z(a+b—l)§ , {ela, b

il

2.7.2 Exemplos

(i) Na parametrizagio da reta do Exemplo 2.4.2 (i), o sentido positivo de percurso ¢ do

ponto A para o ponto B.

(ii) O sentido positivo de percurso sobre uma circunferéncia parametrizada como em 2.4.3,

¢ o sentido anti-horério.
(iii) Parametrizar a circunferéncia de centro na origem e raio a no sentido hordrio.
Solugiio, Queremos a curva —C, onde

C: 7(1) = acosti + asentj, 1 € [0, 2]

Pela defini¢do 2.7.1, temos

—C:F W =rF0+2n -0

acos(2m — )i + asen(21 - nj,

= acosi — asent J, t € [0, 2m}
A Figura 2.29 ilustra este exemplo.
y y
c
i X X

Figura 2.29

i
K
A
¥
b
y
B3
b
2
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(iv) Parametrizar o segmento de reta que une o ponto A(0, 0, 1) a
sentido de A-para B.

0 ponto B(1, 2, 3), no

Conforme 2.4.1, a reta que passa pelos pontos A e B pode ser parametrizada por

FU) = G + th.

Podemos escolher o vetor posigio @ = (0, 0, 1). Como queremos o segmento de

reta de A para B, o vetor diregéio b ¢ dado por b = (1,2, 3) - (0, 0, 1)=(1,2,2).

Temos entio,

(1)

0, 0, D+, 2, 2)
 2t, 1+ 20

Precisamos determinar o intervalo de variagdo do parimetro /.

1

Como o velor posi¢io do ponto 4 & (0, 0, 1), o correspondente valor de f satisfaz

(, 20, 1+ 20 = (0, 0, 1.
Portanto, 1 = 0.

No ponto B, temos

(26,1+20)=(1,2,3)e conseqiientemente, { = |,

Uma equagdo do segmento de reta que une o ponto A ao ponto B é d

ada por
FUy = (1, 20, 1+ 20 t e [0, (]
A Figura 2,30 ilustra este exemplo,
z
3.
S
¥
~_ 1 A ‘:
_ L y
/""J"/
X
Figura 2.30

' i st mm ek 8. — = ) i e
SIS A S
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: o C_'ap. 2 Curvas 67 { ‘
f 3 ‘
Observamos que sempre que queremos parametn'zar um segmento de reta com orien. ; ] FM) =FO+1-~p i !
o tagiio de A para B, podemos tomar o vetor @ como sendo o vetor posi¢do do ponto A e o B ’ s ”
L ) vetor dire¢io b como B — A. Neste caso, o pardmetro ¢ terd uma variagiio no intervalg = -0 2d -0 120 - 0 \
i [0, 1). - ) (=i, 2.-:2¢ 3 ~ 25, 1 e [0, 1] (

Sempre que nos referimos a um segmento que une o ponto A ao ponto B estaremos -
entendendo que o sentido é de A para B.

2.8 RETA TANGENTE | (

Stk ot Tt e R fp e Rl
1

; (v) Parametrizar o segmento de reta que une o ponto (1, 2, 3) a0 ponto (0, 0, 1) (ver Figura (
L 231). 1 Seja C uma curva suave representada por (
Fazemos 7 (1) = @ + tb, onde B = a0 +y0 ] + 20k, (e [a, b, :
i=(, 2 3 Seja P (X, ¥, 2,) um ponto de C'e {, 0 correspondente valor do paramelro 7. Conforme ‘
- B vimos em 1.9.3, o vetor 7' (1,) é tangente & curva C em £ (
b =100 -0 23 ; )¢ one |
-y ; ; 5 Portanto, uma parametrizacdo da reta tangente & curva C no ponto P, é dada por [
* ! = l': 2 Y et Peq | !
f: gl = F(1,) + oF (1,) , onde ® é um pardmeteo real (ver Figura 2.32).

. : ‘
0

J {

. [

s (

(

{

Figura 2,31 {

Temos, (

Flo=(L, 2, +1(-1, -2, -2) Figura 2.32 r

=(-02-2,3-2n, 1€f[0, 1] (

Também poderfamos ter usado o resultado do Exemplo (iv) e a definigio 2.7.1. 2.8.1 \Exemp!os : ;

De fato, como () Determinar a reta tangente 4 curva

F(O) =0, 21, 1+2n, tel[0 1] . . 5 . ~ ,
(0, 1] r{) = 2Zcost i + 2sent j ., no ponto P2, J2). ‘ (
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Temos,
F(1) = 2costi + 2sent j;

7' (1) = —2sent i + 2cost J.

Para obter o valor de f,, correspondente ao ponto P, usamos as equagdes parameétricas 3§

da curva, que sfo dadas por
X = 2cosf

y = 2sent.
No ponto P (Ji. JE), temos
‘ ' v2

J2

2costy

2sent,.

T
Portanto, f, = 1

A equagiio da reta tangente serd dada por

r(ty) + oF (1)

1

71(0))]

i

—_ o - n =
[2005 I7 4 2sen r j) + (0(~236n Er’ + Zcos —J)
4 4 4 4

(Vi - NZ0)T + (V2 + VIa)].

A Figura 2.33 ilustra este exemplo.

~
9, Wep

Figura 2.33
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(ii) Determinar a equagfio de uma reta T, que passa no ponto (1, 0) e é tangente & curva C
dada por
| HORE
\
Solugiio: Para t> 0, o vetor 7 (1) = 211 + 3r* j & tangente & curva C.
Portanto, como a reta T passa no ponto (I, 0)'e é tangente & curva C, cla pode ser
representada por Y8

I

G = (I, 00 + (20, 3%)w

(1+ 210, 3r'w).

Precisamos determinar o valor de . Para isso, observamos que, no ponto de tangéncia,

os vetores (1) e () coincidem. Assimn, temos
t" =1+ 2t

3

il

£ = 3.

Resolvendo o sistema, obtemos ¢ = *+/3. Como #(1) é definida para t 20, o valor
procurado é 1 = ++/3,

A equagdo da reta ¢ é dada por
i = (1+243w, )

A Figura 2.34 ilustra este exemplo.

' 33 o

T e i

7

Figura 2.34

Sll#ﬁﬁ
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' cicios ) (
- 3 555 . i
2.9 EXER r§ 4. Identificar as curvas abaixo e parametrizs-las, Esbogar o seu grafico. {
. ; ' : . N 2y -3 =
. 1. Esbogar o gréfico da curva descrita por um ponto mével P(x, y), quando o parfmetro ¢} a) 200+ 2y Sx 4+ 2y -3 =0 (
.. var»ia no intervalo dado. Determinar a equagio cartesiana da curva em cada um dos E b) 2x° + S5y — 6y 2y +4 =0 ' |
B itens: i ‘ {
: ) ¢) ' +2y" —4x_2y =0
£ a) x = 2cost B )‘.
§ 2
i x° =8y =
r y=2sent, 0 <t <21 e wad =0
. ) : :
b) x = 4cost : : &) y-—— =0, x> 1 ‘
5 x=1
H {
i U £ il 5
. ¥ = dsent -8 A, Verificar que a curva
i :
=2 ,0st1<2n o | 3
1 - (1) = 3cosht i + Ssenhs J éametade de uma hipérbole. Encontrar a equacio carte- |
' ¢) x = 2 + dsent “ siana.
2 l
i h . .
. y=3-208 0<1<2n 6. Delerminar uma fepresentac@io paramétrica da reta que passa pelo ponta 4, na diregiio {
B : do vetor /. onde:
B dy x =¢+1 t
L ' ¢ _ | L
e Vo g2 ‘ : aA(l. —~, 2| e =2 -}
i y=1+4 ) oy e b =20 - {

=17 — 00 < | < 4 oo,
o) A0, 2)eb=,,_1
2. Obter a equagdo carlesiana das seguintes curvas:

TR

AL 2 0 e b =50 -2 45k '

1
a) ¥y =|—t, 3+ 5 " h i
1) F(n (2, H) d) A(V2, 2  V3) e b =50 23k '

= - 2 E a
B) BE = [p =L, 7% = 2% & 2) 1. D lerminar nma representacdo paramétrica da reta que passa pzlos pontos A ¢ B

‘ . onde: ( i
) F(ty = (s* -1 5% + 1 2), . : . B |
.'J ] a) A2, 0, D e 8(-3, 4, 0)

3. Determinar o centro e ¢ rajo das seguintes 011cu11ferent_m<: e depois escrever umas ] , e ' [
equagiio vetorial para cada uma, -  ; h) A(S -1, -2) ¢ B0, 0, 2) 1

; g !/
J ) 4y 204 5y-3=0 ' ‘B ¢) 4'C~Q L, %) e B(-7, 2, 9) (
by x> + 3 —6x+8y =0 B | {
' : : d T ;
)A(n. 5 3) e Bn-L, 2) !

¢) ¥ +y' +5y-2=0,
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-8. Determinar uma representagio paramélrica da reta representada por:
a) y=5¢-1 z2=2 | |
b) 20 =5y+4z=1 3x-2y-5z=1
c) 2x =5y +z = 4, y-x =4
9. Encontrar uma equagio vetorial das seguintes ¢y rv:l;;:
a) x> 4yt =4 z=4

) ¥=28 g=4"

¢) 2x+ 12 +y* =10, z=2
d) y=x" z=2
e) x =¢', z=¢"

f) y hEg=E -1-)'2

g) Segmentoderetade A(2, 1, 2) a B{-1, 1, 3)

h) Circunferéncia de centro em (2, 2) ¢ raio 2 no sentido anti-horério
i) Circunferéncia de centro em (2, 2) ¢ raio 2 no sentido horédrio

j) Segmento de reta de C(0,0, 1) a N(1,00)

k) Pardbola y = #/x, 0 < x < |

1) Segmentoderetade A(l, -2, 3) a B(-1, 0, "Ij

m) y =2 - TP +3v -2, 08 v <3

n x+y+z=1 z=x-2y
0) X2 +y2 =], z=_2xﬁ2y
p) x4y +2 =2y 2=y

q) Segmento deretade E3, 3, -2) F(..‘l’ 5, -2).

e I T T it RIS (P PR SRR LTS S
T e SR SRR - retom

e “’ﬁ.;a:wd‘ e
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?1'.‘-1“- Esbogar as curvas seguintes, représentando o sentido positivo de percurso. Obter uma
parametrizagio da curva dada, orientada no sentido contrério.

a) F(1) = (2 + 3cost, 1+ 4sent), 1 & [O., Qn]
) FO =, 1+2, 20+ 1), t € [0, 1]

c) Fi =t -1, 2t+1, 421, ¢ € [1, 2]
A FN =(t-1L 2 -2r41), 1 e [-], 2]

e) ¥() = (t —sent, | - cost), 1 € [0, 2n)

f) 7(t) = (1 + cost, 14 sent, 20), 1 e [0, 4x)

(]

2

g) F(r = (2cos’, 2sen’r), 1 e [o E]'

11. Determinar uma equagio da reta tangente as seguintes curvas, nos pontos indicados.

a) 7(1) = (cost, 2sent); Py(l, O P,[g ﬁ]

b)z=4-x" y=2 R, 2, 3)

c) F(1)

(2cost, 2sent, 41); P[,(l, -*ﬁ. ﬂ)
. 3

d) 71 = *i +1'j; P(4,-8)

¢) F(1) = (cost, sent, 1*); 1, = —
f) F(t) = cost, 2sent, 31); 1, = —
= L 2
g) Fln) = (—. i. -'_); fy = 2
{ t
..\"\ k]
h) Fn)x (&Y, ™, otk ty = 0

Do = @0y e =L '1).

S UETIESRY -
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- (
(

-12. Determinar a equagfio de uma reta s que é tangente 2 curva

210  COMPRIMENTO DE ARCO |

- ! : ,
ri) = (!. ——1*) ! < 1 c passa na origem. Seja € uma curva dada pela equagiio vetorial _ {

13.Se 7)) = (1, i, 3) para todos os reais ¢, determinar todos os pontos da curva deseri.
ta pov (1) nos quais o vetor tangente é paralelo ao vetor (4, 4, 3). Existem aloups ¥
pontos nos quais a tangente ¢ perpendicular a (4, 4, 3)?

) = J.‘(”ET + _)1{!)_;': + ZU)E- ¢ € [a, b1

Vamos calcular o comprimento ¢ de umarco A8, com ¢ € [a, b]
' 3

14, Determinar a equagio da reta tangente A curva ,‘f% 2 (

F(1) = (acost, asent, br) em um ponto qualquer da curva, o Fheh ol 44 nusn i <f <oz, = p ‘

15, Difsrmniitar 68 poniosonnguen eutva g uma P'df-‘ll&'ao qualquer de [a, b]. Indicamos por £, o comprimento da poligonal de vértices :
AR

F = (=17 + (1 + 1)j + 3k cortaoplano 3x—2y—7+7 =0. & - A= £ =Fu) R = ), . = £ =¥, <.

16. Verificar que a curva F(t) = rcost i + 1sent j + tk, + 2 O esl4 sobre um cone. 15

(=
n

17. Verificar quais das seguintes curvas sio suaves:

" Z F(6) - (1., .;

XA FW =T+, 1 e -1 1]

= 3 ‘ ‘
- - < 1 A.,F = \(: +[)(;)_v(, + [2(2) -
s oW =T e (2] JF + [26) ~ < )T U
g i . - e Na Figura 2.35 visualizamos uma c | - | t
s QT =20 - senni + 20 - cost)j, e [r 3nm) thacurva C, onde a poligonal foi tragady paran = g,
| 'I {
d) Fuy = (3(:05“1, BSen"r), f & [g- g} ‘

7 e) F(1) = (2cost, 3senr), f e [0, 2r]
18. Verificar que as equagdes vetoriais

rw) = (o, ©°), 2<® <3

e =(Vr, 1), 4159

representam a mesma curva.

Figura 2.35 ‘ . !
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- Intuitivamente, podemos afirmar que se 0 limite de ¢, quando n — < existe, eslg ;
limite define o comprimento ¢ do arco AB da curva C, ou seja,

‘8 , — —
¢= lim ¢, onde A, = —1_| (2) 38 ¢, = Z [« ()] + [J" (Ii)J + [z' (t,) ] At
mdx Ay =0 E 25 i=1 !
Se a curva C é suave, podemos encontrar uma férmula para calcular o limite de (2) e
Temos o seguinte teorema.
Z - linl J 1 ; 2 . =. 2 " = 2 .
: mix At,-30 Z [ ()] + [)' (’H * [3 (“)J Ar;. (6)
2.10.1 Teorema , =
Usando (4), escrevemos

Seja C uma curva suave parametrizada por #(f), a <t < b. Enléo,

I
= ,f VI OF + [y OF + 2 OF di

B l
= j & (r)| dt. 3) 4
7] . 5 b
= f [F* (1) d,

Prova, Para provarmos este teorema, vamos unlmu: o seguinte resultado cuja demonslra '.

¢do serd omitida. que é o resultado procurado.

(3 -~ = z . . in o i
Se as funcdes x(1), y(f) e z(t) sdo continuas no intervalo [a, b], e se P € uma partigao ;5 p o .
¢ (), ¥() e ( y ¢ i Se acurva C é suave por partes, seu comprimento € dado por

f| i f: 2 4
= [ 1 [ @l f 7 o,
onde [a, 1], [ N R I

dointervalo[a,b] (P @ =iy <t < ...<f_ <l < ...<t, =Db) e ti, liel sﬁo_"

nimeros quaisquer em (f;_;, {;), entdo

mixarng —0

o-i» 0] 830 0s subintervalos de [a, b] nos quais a curva C € suave

2.10.2 Exemplos

b 2 ’ ‘ -
= J \/[x(r)]2 + [y + (=)’ dar” (4)‘ )
2 _ ' (i) Encontrar o comprimento do arco da curva cuja equagiio vetorial &
Se C ¢ uma curva suave em [a, b), temos que x = x(f), y = (1) e z = z(f) sdo fungocs ;

F) = i + 1*7], paral < 1 < 4,
derivéveis em cada subintervalo 1, , £] da partigdo P. Assml pelo teorema do valor médio, i

existem ndmeros £, tieti em (s 1) tais que & Temos,
x(0) = xlh) = ¥ (”] i I ) =1 + %r—w"
() = i) = ¥ (i1) & af ¢~

Al S

e

2(4;) = 2(tiy)
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II
=
+
|
-

[F (0} - !

(9627 + 4) 4,

3

: S o =0/,
Esta integral pode ser resolvida por substituigiio, fazendo 1 = 91 . 4

Temos,
[ %J‘]“ (9" 4 4)1/2 g
1 (9,2/3 + 4)j,l'
"3 32 1
1 173 32 2/ 2
= — (04 + 4)" — (01 + 4)
27 (047 + ) )
= i? [(18 V2 +4)" - 13«[1'3‘}
2

(if) Encontrar o comprimento da hélice circular
F(1) = (cost, sent, 1) do ponto A(L, 0, 0) a B(-1,0, n).
Temos que

7' (1) = (-sent, cost, I)

[F' (1) = Vsen’t + cos’s + 1
= V2.

St e i e
= e

P ST

’33@“&'&:‘_’3‘?}3#;-\'.'-:".J;di i

LB

e
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___‘_h_‘__“_h_‘_______

ParaA(1,0,0) temos 1=0 e para B(-1, 0, ) temos ¢ = 1.

Usando (3), obtemos

£
I

J:In V2 i
V2,

2.10.3 Func&o comprimento de arco

A
Na integral ¢ = f 7" (1) dt, se substituimos o limite superior b por um limite varidve|
o

1t s[é, b], a integral se transforma em uma fungio de ¢,

Escrevemaos,

s(t) = f [F () ar'. (7)

/

A funggo s = 5(1) é chamada fungio comprimento de 4rco e mede o comprimento da

5

arcade Cnaintervalo [a, 1], 045 - li 0" pedlt o aedof. 4187 suln ki) v /3/L-'

dr cumm COVumpwlo i o 5+ 0 /w:fft A eagelor i e /':1"’?-'-1”\ Q/é&[{{;fw; Sneotir
anlf. &30, ol o

{ a4
. IR LOV I b PO Ty
2104 Exemplos J ’
(i) Escrever o fungdo comprimento de arco da circunferéncia de rajo R.
Vamos usar (7), observando que o limite inferior de integrag

Ppor qualquer outro valor lptyela, b, isto é, o ponto d
ser escolhido de manejra arbitrdria,

a0 a, pode ser substituido
a curva correspondente a g = () pode

: T :nr;)// A1+
1A {/431,, TN o Ry

9

' -

sU = J‘n Rt ,n’lﬂ(_/l/__j} nlr): R }fﬂ‘f
™ = Rt, onde usamos 7(/) = ReostT 4 Rsens J, =

(i) Encontrar fungdo comprimento de arco da hélice circular

't~ B k7 L fes fj}f g(_ o

Escolhendo g = 0, temos

F() = (2cost, 2sent, 1),



AL e R it i+ TN
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Vamos novamente usar (7) e escolhér a = 0. Temos,

=J:J§dr'
=51

2.10.5 Reparametrizac@o de curvas por comprimento de
arco

E conveniente parametrizarmos algumas curvas usando como parfimetro o comprimento de ¢
arco s.

Para reparametrizarmos uma curva suave C, dada por
F() = x( + y0j + 20k, 1 € [a, b)
procedemos como segue.
(i) Caleulamos s = s(¢), usando (7).
(ii) Encontramos a sua inversa = £(s), 0 < 5 < £,

(iii) Finalmente, reescrevemos (8) como

h(s) = F(1(s)

XU+ YUN] + 2Dk, 0 < s < L

1l

Temos entdo, que h(s) descreve a mesma curva C que era dada por 7(1), mas com/
uma nova parametrizagio, onde a varidvel 5, 0 < 5 <

¢, representa o comprimento de;
arco de C. !

2.10.6 Exemplos

(i) Reparametrizar pelo comprimento de arco a curva
C:7(1) = (Reost, Rsenr), 0 <1 £ 2m

A fungio s = s() j4 foi calculada no Exemplo 2.10.4 (i).

cunferéncia dada.

—_ Cap.2  Curvas 8

—_—

Temos,

s=5(f) = Re.

Esta fungdo € uma fungiio linear, cuja inversa é

s
r=1s) = =, 0 <5< 2rR
R

Portanto,

Lo ) 5 P
g = By = (RCOS R’ Rsen ";{.‘J 0 <5 < 27R, éareparametrizagiio da cir-

(if) Reparametrizar pelo comprimento de arco a curya dada por

F(#) = (e'cost, e'sent), t 2 0.
Vamos calcular a fungiio comprimento de arco s = s5(r).

Temos,

F (1) = (e'cost — e'sent, e'cost + e'seny)

[7 ) =

5= s() = J'”' JZ '

='\/—2—(Er-—l). < Ufz{—ﬁ ‘{2 .
_
Podemos escrever N2t
1 'z
s+ V3 e’ 2+ 1
I =1(s)=In .
[ \/E J, s20 U‘_

' S [M/

R

-
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P st : b ]

96 < 2 /\f :;:

e entdo é
- s+ 2 s+2 s+ 2Y)

hi{s) = —=—|cos{ In —=—| sen|In —==|| s = 0. %

e V2 . [ ( T J [ V2 JJ

4

(iii) Dada uma curva C representada por 7(f), mostrar que se |[F' (1)) = 1, entdo o parfime-
tro 1 € o parimetro comprimento de arco de C, :

De acordo com (7), temos i

Como F' (f) = 1,vem

O parfimetro ¢ & o parimetra comprimento de arco s, de C.

(iv) Verificar que a curva

C: h(s) = (—;—g ?'T;) s20

estd parametrizada pelo comprimento de arco.

Basta aplicar o resultado do exemplo anterior.

Temos,
- | 2
' (s) = ('ﬁ, T)
el - (&) (%)
I 4
= = s ==
5 5

1
—

Portanto, a curva C dada tem como parfimetro o comprimento de arco.

SN i e -

EiS
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(v) Seja C'uma curva suave reparametrizad

I g a pelo comprimento de arco, Mostr
representada por /1(s), entdo ‘h' (SJ! =1, e ce

Temos,

h(s) = Fis)),

Usando a regra da cadeia, vem

~ ” dt
his) =7 -—
rs)). o €))
Como #(s) é 4 invers: 2 ds =
ainversa de s(r) e = [F" ()] temos que
. dat
dt 1

ds |7 ey
Substituindo em (9), vem

R (s) = 7 (a(s)) . - ' .
[F' (2(5))]

Portanto,

1(!(.?))
JF* (2(s))|

= I

[i‘i’ (s)[ =

2.11 VETOR TANGENTE UNITARIO

Dad ; e O
A lma curva suave (, queremos encontrar, em cada

‘ . ponto de C, um vetor tangente 3
Cturva C, que seja unitdrio. e
Em. rimos S ,

LQ_.E, YIMos que se a curva C € representada por

F) = (x(1), y(1), z(1)),

Ovetor 7 (1) é tangente A curva C.
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O vetor i .y~ Temos,
- -
. (t . g ) ]
il = W 4 i) = i (5)
£ [7" ()] b
[ o : PV ITPREY . 3 5 $
L ¢ denominado vetor tangente unitério a curva C. E‘ = (—sen 5 cos E) )
4 ) 3
H Por outro lado, no Exemplo 2.10.6 (v) vimos que quando C é representada por ;
i _ p q " i % No ponto P(JE, \/5) temos s = lt_ e entio
W h(s) = (x(s), y(s), z(s)), onde s é o pardmetro comprimento de arco, Ih (s)| = 1. Assim, : 2 )
X neste caso, o vetor tangente unitario € dado por ;,:4‘5 )
: - 2 (T \/-i \fi
| li(s) = 4’ @ * el
i 1i(s) = h'(5). ;. (2) ( , ’
i 2 22
: 3 e
iy 2.11.1 Exemplo il 2112 Proposicdo
v Encontrar o vetor tangente unitério & circunferéncia de raio 2, centrada na origem, no ponto ’ . . ) , =
% p(ﬁ- Jﬁ) o 3 I_S;(’J;)i E;JT;SU:N suat\c dsfda por h(s),ondeséo pardmetro comprimento de arco de C. Se
[ ) \ 4 rtangente unitiriode Ce it' (s) # 0, entdo i’ (s) é ort -
i : para o lado concavo de C, ugottals FOe difontn
i Uma parametrizagio dessa circunferéncia € dada por g
s . Prova parcial. Provaremos i7'(5) é e ;
Iz 7y = (2cost, 2sent), 0 <1 < 2m. 4 i, " - que u"-(s) € ortogonal a #(s) € a seguir daremos uma visualj-
: ki 4gao geométrica de que ' (s) aponta para o lado céncavo de C.
L . i .
Usando (1), temos : TR
| (1) i Desde que i = ii(s) é unitério, temos
: i = () :' il = 1
] = 3 =
[7* ()] : '
_ (2sent, 2cost) , Vi it =1
1 = (—senf, cosf). 5 £ Derivando, obtemos
- T ﬁ \/i , 2 = = oy
Para P(ﬁ. Jf),‘temos que f = E, e entio u(f) =|-—, — | é o vetor lan;; eu o =0
' . : 4 A4 2" 2 . o
gente unitdrio & curva em (Ji. JE) .0 =0
b % Poderiamos também chegar a esse resultado usando (2). Fazendo a reparamctrizagﬁoiig . ' . =0
th usando o comprimento de arco s como parimetro, vem : 4 08O, U € ortogonal a i .

h(s) = (Zcos i, 2sen E).
2 2
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il

Para'veriticar que @' (5) aponta para o lado c6ncavo de C, vamos analisar geometrica-
inente a expressio :
- . (s + As) — i)
u' (s) = lim —m8M8M8M8M8M8m .,
As—y0 As

Observando a Figura 2.36(a), vemos que para As > 0, ovetor Aii = (s -+ As) — u(s)

v Al
aponta para o lado céncavo de C. Como As > 0, o mesmo ocorre com o limite de .
§

quando As — 07,

Para As < 0, o vetor Aii aponta para o lado convexo de C (ver Figura 2.36(b)), .

. At - '
Porém, como As & negativo, o vetor o aponta para o lado oposto de Au. Desta foring, 0 ..

A
limite de ?“ quando As — 0~ aponta para o lado cOncavo de C.
$

Concluimos assim, que ##' (s) aponta para o lado concavo de C.

NG
i - s,
1E B~
< /’(\\r"k:.,n
Y y
/ P
x @ “ A ®
Figura2.36

2.11.3 Exemplo

o _ - J5n
mente o vetor tangente unitdrio H(/) e o vetor #' (t) no ponto [‘[ﬁ, J—Z, — )

o

Seja C a hélice circular dada por F() = (2003!, 2sent, VS t). Representar geometiica-

s
b bk

iy

e o

R e S

U A R S

T e : Cap. 2 Curvas g7
Temos,
E{[) - i (1)
7' )]
= 2 sent 2
=|—-—sent, — =l
3 3 cost, ]
[

~, 2 )
H(t) = (_ — -
3 cosi, 3 sent, D),

l - d - D I
¢ ) po]ldentl.- a0 ponto é = — ] 11 nesse l] nt
[) vator de ¢ corres p PO anto, 1€53 G 0, temos

()-(£. 2.5

(3)-(2 )

Figura 2,37

SNEWGEE
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212 *CU RVATURA Prova. Seja s o pardmetro comprimento de arco de Ce i = ii(s) o vetor tangente unitéri
Podemos escrever, : 0.
A Figura 2.38 mostra duas curvas C, ¢ C,, onde representamos os vetores tangentes units. B & ds "
) rios em alguns pontos. ) = Pl
=4 (,—, _‘E)
dt dt
_di ds " d’s
5 - = — — 4 —
W ¢ o, . dr di e
; Figura 2.38 _di ds ds e
t \-;f(‘ = — — — i
ii‘h" : Podemos observar que na curva C,, a diregfio do vetor tangente unitério varia mais ) ds dt dr dt*
rapidamente quando nos deslocamos sobre a curva. Temos a seguinte definigiio: 4 ; ) ds\? ds
i =’ (s)(h—J + H(8) —;
) :‘- ¥ i
H 2.12.1 Definigéo g ) ) 3
{ i . P X F () = u(s) = x [ m[ ) + B d ;'r
{ %! Seja C uma curva suave dada por ii(s), 0 < s < £ Definimos a curvatura de Cemum. i dt dt dr*
j ponto como i 45\ T
it e - (&) @ x @ o1+ (£ L8 fasy x
’g%-;; k(s) = |i' (s)] OF | s [a(s) x @i’ ()] + i [i(s) % (s)]
A = (£ [ i
L = = (?J [H(s) x @i ()];
gl Ii k(s) = Ih" (s)| !
- l H }
Hi A expressio (1) nos diz que a curvatura € a ta;\a de variagio do vetor langcnle [F () x 7 ()] = *?‘ liits) X @' (s):
,| unitério i(s) em relagio ao comprimento de arco s. Como este vetor ndo varia em intensi- { )
i dade, ela exprime a raziio de variagio da diregéio do vetor ii(s). Assim, geometncamentc, ; Como ds TP i
iF 1 podemos dizer que a curvatura k(s) nos d4 a razdo de variagfo da diregiio da tungellte'_:’\ di :
: quando esta se desloca sobre a curva. | : | [F () x 7 (0] = [ @) Jiits) x @ (s)|
2.12.2  Proposigéo | A = [P @ @) i@ ) sen 6,
; ; onde 9 ¢ oﬁn\gulo formado por ii(s) e @' (s).
At Seuma curva suave C é dada por 7(1), “onde ¢ éum parfimetro qualquer, sua curvatura podf 3 _ ) B 7 ;
piilaR ser expressa por 4 ;;e omo fi(s) = 1, |#' (s)| = kel (s) € ortogonal a #(s) (ver Proposigdo 2.11.2), se- 4
| - . CHR edtque ; »
hfy = BT (21.§ S 3
P P ki = O X 7 @)
[ ()]
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: A )
_ % 2.12.4 Circulo de Curvatura
2.12.3 Exemplos 3 |
; ferénicia Quando & # 0 em um ponto P de uma curva C, podemos encontrar o circulo de curvatura
(i) Calcular a curvatura da circunferénc : de:CreonsP (ver Flguti 2.39),
T F(t) = (acost, asent), t € [0, 2m]. £ ) . .
OF AU 5 Este circulo tem as seguintes caracterfsticas:
4 » os tesultados do Exemplo 2.10.6 (), escrevemos % . s
Eﬁgi Usando os resultados ¥ . ELE (i) Estd contido no plano formado pelos vetores i e i’ .
£ ) 3
i e s £ : 3
3 C: his) = (ﬂ cos 3" asen a} i (ii) Estd centrado na semi-reta de origem em P, na direcdo do vetor i’ .
Si i
i onde 5 é o parfimetro comprimento de arco. %, (iif) Tem raio R = z onde £ € a curvatura de C em P,
i - i
i Temos, entio &
,

38 ii(s) = ' (5)
¢ i) ke
30 s
?“'gi = (—sen £ , COS$ ~J e :
g a a %
3 Loed o .s'}
it i(s) = |- —cos— y T - 2
g ! u' () [ a e i
]
}} 3 Portanto, a curvatura de C € dada por

k(s) = | (s)]

4 Figura 2,39
1 : . p .
= ; ; O raio R do eirculo de curvatura é chamado raio de curvatura de C, em P.
a
2 i =) 1
(ii) Encontrar a curvatura da pardbola 7(1) = (1, ¢*), Fer g b i Como a curvatura de uma circunferéncia de raio R 6 — (vel Exemplo 2.12.3 (i),
Usinds & fbrinula (2, temos _ vemos que a curvatura de C coincide com a de seu circulo de curvatura em P,
|(£.~ N 2(}) - 2;[ _ " Podemos dizer que, nas proximidades de P, o circulo de curvatura € o circulo que
W) = S ‘ me i ) o
ki) L af O aproxima a curya,
2k g
_ |23 - o 2.12.5\\_\Exemplos
N1+ 4t + 4

() Determinar o raj

' ¢ - méximo e que a0 e o circule de curvatura em um onto qualquer da circunferéncia
Podemos observar, neste resultado, que para t = 0, k tem seu valor mdximo e q : P qualg a :

k — Oquandoff = + e

C: F(t) = (acost, asent), ( € [0, 2n]. :

R e o e G Pt

s TR T et
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_ . : 1
; 51 No Exemplo 2.12.3 (i), vimos que a curvatura em’ um ponto qualquerde Cé k = —.
PrEis . . . a
1%?; Portanto; o raio de curvatura é R = a.
i '
ggl Para determinar o circulo de curvatura em um ponto qualquer P, basta observar que a
!j} semi-reta de origem em P, na diregdo de ##' contém a origem, que é o centro da circunferén-

i cia dada (ver Figura 2.40).

Portanto, como o raio de curvatura é R = a, o centro do circulo de curvatura é (0, 0).
Dessa forma, o circulo de curvatura coincide com a circunferéncia dada.

N
&

Q\'?Q u'(s)

Figura 2.40

(ii) Determinar o raio ¢ o circulo de curvatura da pardbola do Exemplo 2.12.3(ii), na origem. £

No Exemplo 2.12.3(ii), vimos que a curvatura da par{{bola ¢ dada por
2
73
V1 + 47

Como 7(t) = (i, rl), na origem, f = 0, Dessa forma, o raio de curvatura é

ki) =

R=—

e L TV o SO~

o

N T

=

e m——

Para determinar o circulo de curvatura, devemos calcular o vetor tan

= ente unitrio i
e o vetor #' (t). Temos, geite unitério i (1)

)

ﬂ"(f) =
[7" (1)

_ L 2y
Vi+4r?’

@(0) = (I, 0

% ~ 4t 2
() = = = h——
V1 + 442 VI 4+ 442
- u' (0) = (0, 2.
Portanto, a semi-reta com origem em P(0, 0), na diregdo de if’ ¢ 0 eixo positivo dos y.

O centro do circulo de curvatura ¢ (O, —1)

A Figura 2.41, ilustra este exemplo.

T

_ Figura2.41

(iii) Deteriinar o raio e o circulo de curvatura da hélice

F(t) = (2003:, 2 sent, V5 !) no ponto P[Jﬁ, V2, _(5_1:)
, 4
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No Exermplo 2.11.3, determinamos o vetor tangente unitério # e o vetor #' o ponto P, %

Necessitamos ainda, determinar a curvatura da hélice neste ponto.

Temos,

[F' () x 7" (1)

k(n) = =
,rr (f)|3

](-~2 sent, 2 cost, JE) X (-2 cost, - 2 sent, 0)|
| (-2 sent, 2 cost, JS—JI"

|(2J§ sent, — 245 cost, 4)1
33

Portanto, o raio de curvatura no ponto P ¢

R =

[ SERN-I

\ ‘ . o
O centro do cfreulo de curvatura estd sobre a semi-reta,com origem etn P na direcio

Y A—
do vetor i’ = (— Tz, _—3—5, O),

Na Figura 2.42, esbogamos o cfrculo de curvatura,

2.13 VETOR NORMAL PRINCIPAL

Quando k(s) # 0, podemos definir um vetor unitdrio ji(s), chamado vetor normal principal, -
como B
i’ (s)

k(s)

ps) =

¥y

<

De acordo com a Proposi¢io 2.11.2, o vetor norn

Cap. 2 Curvas 95
L—_—__—_—\—

1al principal j(s) ¢ orlogonal ao vetor

.
tangente unitdrjo u(s) e aponta para o lado céncavo de &

213.1 Exemplo

Figura 2,42

Escrever o vetor normal principal da circunferéneia do Exemplo2.11.1, no ponto p(\/"z' 7 )

No Exemplo 2.11.1 vimos que

Temos,

ﬁ(.\‘)

ﬁ’ (.\') =

k({") = |iy



