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Capitulo 1

Conceitos Preliminares

1.1 Conjuntos Convexos

Definicao 1 Um conjunto C' em E™ € dito convero, se para quaisquer dois pontos
X1, Xg € C e qualquer nimero real o, com 0 < a < 1, 0 ponto ax; + (1 — a)xy € C.
Esta definicao pode ser interpretada da seguinte forma: se dois pontos pertencem a
um conjunto convexo, todos os pontos do segmento de reta que une estes dois pontos
pertencem também a este conjunto.
As seguintes relacoes sao validas para conjuntos convexos:

1. Se C' é um conjunto convexo e § um numero real, o conjunto
pC ={x:x=fc,ceC}
é convexo.
2. Se C e D sao convexos, entao o conjunto
C+D={x:x=c+d,ce(C,de D}
¢ convexo.

3. A intersecao de varios conjuntos convexos é um conjunto convexo.

Definicao 2 Um conjunto C' é um cone se x € C implica que ax € C para todo o > 0.
Um cone convexo é um tipo especial de conjunto convexo.

1.2 Hiperplanos
Sejam a um vetor coluna nao nulo de dimensao n e ¢ um nimero real. O conjunto
H={xeFE":a'x=c}

define todos os pontos pertencentes a um hiperplano em E™.

A representacao matematica de um hiperplano é definida pelo vetor que lhe é per-
pendicular. Para exemplificar esta afirmacao, considere o hiperplano definido pela
equacao

atx:c
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Se os pontos x; e X pertencem ao hiperplano, entao

a'x; =c

a'x, =c

A subtracao dessas duas equagoes fornece
a'xy, —a'xy =a(xg—x1)=c—c=0

Desde que a diferenga (x3 — x3) define um vetor pertencente ao hiperplano, o
produto escalar nulo indica que os vetores a e (X2 — X1) sdo ortogonais.

1.3 Funcoes

Uma funcao de valores reais f definida num subconjunto de E™ é dita continua em x
se X, — x implica que f(x;) — f(x).

Um conjunto de fungoes de valores reais f1, fo, ..., f,n em E™ pode ser interpretada
como uma unica func¢ao vetorialf, que associa um vetor

fi(x)
f2(x)

fm(x)

pertencente ao espaco E™, a todos os vetores x pertencentes ao espago E". Esta fungao
vetorial é dita continua se cada uma de suas componentes for continua.

f(x) =

Definicao 3 Uma funcio f : S — E', onde S é um conjunto convexo em Em™, é
denominada convexa em S se

JOX1 4+ (1= N)x2) < Af(x1) + (1= A) f(x2)

para todo x1,x5 € S e todo X € (0,1).
A funcao é denominada estritamernte convexa se

fOx1+ (1= A)x2) <Af(x1) + (1= A) f(x2)
Definicao 4 Uma funcao é concava se

FOx1 4+ (1= N)x2) > Af(x1) + (1 = A) f(x2)
e estritamente concava se

JOX + (1= A)x2) > Af(x1) + (1 = A) f(x2)

A interpretacao geométrica destas defini¢oes é mostrada na figura 1.1. Observe que
um ponto v = Ax; + (1 — \)xs pertence ao segmento de reta que une X; a Xs.



EEL-UFSC 3

; P i i S
x; AXH(1-A)x, X, X AXH(1-A)x, X, X X,
N3ao concava

nao convexa

Funcdo Convexa Funcdo Concava

Figura 1.1: Tipos de Funcoes

Se cada componente de f = (f1, fa, ..., fm) é continua num conjunto aberto de E™,
entao diz-se que f € C. Se além disso, cada funcao f; tem derivadas parciais de primeira
ordem continuas no mesmo conjunto, diz-se que f € C*. Generalizando, se as funcoes
componentes tém derivadas parciais de ordem p continuas, diz-se que f € C?

Seja uma funcao f: R" — R!, duas vezes diferencidvel e continua (isto é, f € C?).
O vetor coluna (n x 1) de derivadas parciais de f em relacao a x, x € R", é uma
funcao de x denominada vetor gradiente de f e denotada por Vf(x) (ou Vi f(x)) [1].
Em termos matriciais,

0f/09:1
0f/09:2
Vi) =V =| !
af |0z,
Definicao 5 Para qualquer func¢ao multivaridvel, a equagio f(x) = k define uma

superficie no espa¢o R™ chamada Curva de Nivel ou Curva de Contorno [2].
Esta curva consiste num conjunto de pontos x € R" onde a funcao f : R® — R!
tem contorno constante. Analiticamente, isto pode ser expresso como,

Cn,=A{x|f(x) =k, k=escalar}

Exemplo 1 : Para f(x,y) =8+ (x1 —4)* + 2(x9 — 2)? (figura 1.5-a) o grdfico de f ¢
a superficie z = 8 + (w1 — 4)% + 2(x9 — 2)%. A curva no plano x,zy,0btida para z = 24 ¢é
a elipse (x1 —4)* +2(xy — 2)? = 16. Para z = k, as curvas de nivel de f sdo as elipses
(17 —4)?2 +2(xg —2) =k — 8.

1.4 Derivada Direcional

Definicao 6 A derivada direcional de uma func¢do de duas vairdveis f(z,y) na dire¢ao
de um vetor unitdrio u = (cos6, sen) € definida como

. x + hcosf,y + hsenb) — f(x,
Duf(x,y):}llli%f( y x ) — flz,y)

se este limite existir.
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Figura 1.2: Curvas de nivel

A derivada direcional fornece a taxa de variacao do valor da funcao f em elacao a
distancia no plano xy medida na direcao e sentido do vetor u

A derivada direcional pode ser obtida pelo produto escalar do vetor gradiente da
funcao pelo vetor unitario da direcao considerada:

Dy f(z,y) =u'Vf(z,y)

Se « é a medida em radianos, do angulo entre os vetores u e V f(x,y), entao

Dy f(x,y) = [u]|V f(z,y)| cos

A expressao anterior mostra que se a = 0 (isto é, se os vetores u e V f(x,y) sao
colineares) a funcao f tem a sua maxima taxa de variagdo. Portanto, o vetor gradiente
indica a direcao da maxima taxa de variacao de uma funcao.

A representacgao do vetor gradiente no plano f(z,y) = k permite verificar que este
vetor é perpendicular as curvas de nivel da funcao f.

1.5 Derivadas de Ordem Superior

Derivadas de ordem mais elevada para uma fungao multivariavel sao definidas da
mesma forma que no caso unidimensional. O numero de quantidades associadas a
essas derivadas aumenta de um fator n a cada nivel de diferenciacao. Portanto, a 1¢
derivada de uma funcio f : R" — R! é um vetor n-dimensional; a 2¢ derivada da
mesma funcao ¢é definida por n? derivadas parciais das n 1% derivadas parciais com
relacao as n variaveis, ou seja,

an
8xi 81']'

)y i=1...n, j=1...n

ou, de uma forma mais geral,

Of ara 1 #7j e 'f ara 1
ow0; " ] € ggz PO 1=
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Se f ¢ uma funcao continua e duas vezes diferencidvel, estas n? segundas derivadas
parciais podem ser representadas por uma matriz quadrada, simética, denominada
matriz Hessiana de f(x), denotada por

O?flox?  O?f)0x0xy ... O*f/Ox 0z,

0% f/0x90 0% f ] 0x2 ... 0%f/0x50z,
Vi) =2 = | O 7/0m0m O/ Homa
0 f /0,00y O*f)0x,0xy ... O*f)O0x?
Uma vez que
0 f 0 f

8@-8:@ n 8:%8@

pode ser facilmente verificado que a Hessiana é uma matriz simétrica.

Observe que a matriz Hessiana da fungdo escalar f(x) : R" — R! é a matriz
Jacobiana da fungao vetorial V f(x).

Se a matriz Hessiana da funcao f é constante, f é dita funcdo quadrdtica, e neste
caso é expressa como [3],

1
f(x) = §XTGX +cTx + a

onde, G é uma matriz constante; ¢ é um vetor, e a é um escalar.
Note que, o vetor gradiente da funcao quadratica é

Vix)=Gx+c
e a sua matriz Hessiana é dada por
Vif(x) =G

Para um vetor constituido de fungoes continuas e diferenciaveis, as derivadas sao
definidas diferenciando-se cada fungao separadamente. Assim, a matriz Jacobiana de
um conjunto de fungoes f(x), de dimensao (m x 1), é definida como uma matriz (mxn),
cujo elemento ¢ — j é a derivada de f;(x) com relacao a x;; ou seja, a i-ésima linha é o
vetor gradiente transposto da funcdo V f;(x). Portanto, se

f1 (X)
f(X) _ fg(:X)
fm.(X)
entao
afl/aifl afl/aifz cee afl/aifn
8f(x) 0f2/8x1 8f2/8x2 . 8f2/8:17n

aX :
Ofpn/0x1 Ofn/Oxs .. Ofn/Oxn

Exemplo 2 : Fquagoes nao-lineares da rede elétrica - Matriz Jacobiana do problema
de Fluxo de Poténcia convencional.
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Se a funcao vetorial é duas vezes diferencidvel (f € C?), é possivel definir m matrizes

Hessianas V2 f1(x), V2 fy(x), ..., V2 f,,(x) correspondentes as m fungoes que compoem
f. A segunda derivada de f é um tensor de 3%ordem, porém seu uso explicito nao é
freqiiente.
Dado um vetor
A1
A2
A= .
Am

a fungao \'f tem gradiente igual a AX'Vf(x) e Hessiana

)\tV2f(x) = f: )\szfl(X)
i=1

1.6 Expansao em Série de Taylor

Se a fungao f(x) é univariavel, continua e r vezes diferencidvel, entdo existe um escalar

0 (0<6<1.0), tal que [3]

df(z) 1 ,d°f(x) 1 L d (=) 1 ,.df(z)
h) = h —h e h" —h"
Jla+h) = o)+ dx * 2 da2? (r—1)! dzxr—1 x+9h+ rldrm | L
onde dzlj; (f) denota a r-ésima derivada de f em relacao a x, calculada no ponto z.

Caso multivariavel: Sejam x um ponto, p um vetor de comprimento unitario e «
um escalar. A fungao f(x + ap) pode ser considerada como uma fungao unidimensional
de «, e a expansao acima pode ser aplicada diretamente. Na maioria dos casos praticos,
apenas a expressao até os trés primeiros termos é importante. Assim,

1
f(x+ap) = f(x) +aV[(x)'p+ 5a°p' V*f(x)p
Observacao 1 : A taxa de variacdo de f no ponto x ao longo da direcao p ¢ dada
pela quantidade V f(x)Tp, a qual é denominada derivada direcional.

Observagao 2 : De forma semelhante ao da observagdo anterior, o escalar p* V2 f(x)p
pode ser interpretado como 2% derivada de f ao longo de p, e é comumente conhecido
como curvatura de f ao longo de p.

Observacao 3 : A direcio p tal que p'V2f(x)p > 0(< 0)) € chamada dire¢io de
curvatura positiva (negativa).

Observacao 4 : A expansao em série de Taylor de uma funcdao geral f em torno de
um ponto X permite determinar aprozimacoes simples da fun¢ao na vizinhanca de X.
Assim,

fx+p) = f(x)+Vf(x)p

define uma fun¢ao linear do vetor n-dimensional p (distante ||p|| de x) e € uma apro-
zimagao de f com erro da ordem ||p||?.
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Observacao 5 : De maneira andloga a da observacao prévia,

1
fx+p) = f(x)+VI(x)'p+5p V2 f(x)p
define uma aproximacao quadrdtica de f com erro da ordem ||pl|>.

Exemplo 3 : Ezpansio da funcao f(x) = x* — 6x + 8 em série de Taylor.

1.7 Formulacao do Problema de Otimizacao

O conceito de otimizacao esta implicito no método de resolugao de muitos problemas
complexos. O uso da filosofia da otimizacao permite analisar um problema de decisao
envolvendo a sele¢ao de valores para um dado ntmero de varidveis inter-relacionadas.
Esta analise é realizada concentrando-se a aten¢ao num tnico objetivo, formulado para
quantificar o desempenho e medir a qualidade da decisao. Este objetivo é maximizado
ou minimizado, dependendo da formulacao, sujeito as restricoes que podem limitar
a selecao dos valores das variaveis envolvidas. Se um aspecto tnico de um problema
pode ser isolado e caracterizado como um objetivo (por exemplo, lucro ou prejuizo num
negécio, velocidade ou distancia num problema fisico, etc), a otimiza¢ao pode fornecer
uma metodologia de andlise consistente.

Deve-se notar entretanto, que freqiientemente é nao é facil representar todas as
complexidades das interacoes das variaveis, restrigoes e selecionar indices de desempe-
nho apropriados quando se resolve um problema de decisao real. Sendo assim, uma
formulagao particular deve ser entendida apenas como uma aproximacao do problema
pratico. Observe-se que uma modelagem satisfatoria e uma interpretacao consistente
dos resultados fornecidos sao sempre necessarias para se obter conclusoes coerentes.

Portanto, problemas de otimizacao podem ser vistos como formulagoes matematicas
de problemas de decisao, onde o objetivo a ser alcancado é tratado de forma distinta
das interacoes entre as varidveis e as restricoes que limitam a escolha das variaveis
envolvidas.

Um problema de otimizacao estatica é em geral constituido de trés elementos
basicos:

1. um conjunto de varidveis independentes, sobre as quais a otimizagao é executada;

2. um conjunto de condigoes, chamadas restricoes, que definem valores aceitaveis
das variaveis;

3. um indice a ser otimizado, o qual representa uma medida de desempenho e é
chamado convencionalmente de func¢ao objetivo.

A solucao de um problema desse tipo é um conjunto de valores possiveis das
variaveis, para os quais a funcao objetivo assume valor dtimo.

Em termos matematicos, a otimizacao em geral envolve a mazimiza¢cao ou a mini-
mizagao do indice de desempenho, sujeito a um conjunto de restrigoes. O problema é
analiticamente expresso como [1],



8 Capitulo 1: Conceitos Preliminares

s

onde x é o conjunto de variaveis sobre as quais a otimizacao é efetuada; E™ (R") é
o espago Euclideano n-dimensional; f(.) é o indice de desempenho a ser otimizado; e,
C;(.) é o conjunto de restrigdes a serem satisfeitas. Este conjunto de restrigoes define
o conjunto vidvel ou conjunto factivel do problema, denotado S, e expresso como

S={x:Ci(x)=0parai=1...m, e Ci(x)>0parai=(m+1)...l}

Observacao 6 : Deve-se notar que minimizar uma funcao qualquer € equivalente a
maximizar o negativo desta func¢ao; isto €,

Minimizar f(x) = Maximizar — f(x)
xeS xeS

Exemplo 4 : Minimizacdo das perdas de poténcia ativa nas linhas de transmissao de
um sistema de poténcia - Neste caso, o indice a ser otimizado € relativo as perdas de
poténcia ativa nas linhas de transmissao, as quais para uma geracao de poténcia ativa
pré-especificada, variam com a magnitude da tensao nas barras e com o tap dos trans-
formadores com comutacao sob carga. As sequintes restricoes devem ser satisfeitas:

e cquagoes da rede elélrica (balagos de poténcia ativa e reativa) satisfeitas;

e magnitude das tensoes nodais dentro dos limites;

fluxos de poténcia dentro dos limites;

e poteéncias reativas geradas dentro dos limites;

E importante observar, que a solucao de um problema de otimizacao nao necessa-
riamente existe. E se ela existe, nao necessariamente tem que ser unica. Sao inimeros
os casos em que mais do que uma solugao pode levar ao mesmo valor minimo do indice
a ser otimizado (a minimizagao das perdas nas linhas de transmissao, por exemplo).

1.8 Classificacao dos Problemas de Otimizacao

A grande maioria dos problemas de otimizagao pode ser expressa na forma mostrada
anteriormente. Mesmo aqueles que nao se enquadram no modelo apresentado, podem
geralmente ser expressos como uma seqiiéncia de problemas padroes. Entretanto, a
existéncia de uma representacao geral nao implica em que todas as peculiaridades
de cada um devam ser ignoradas. E necessério conhecer a priori as caracteristicas
particulares de cada problema a fim de que a sua solugao seja determinada de forma
eficiente. Por exemplo, pode ser conveniente omitir testes relativos a situagoes que nao
ocorrem, ou evitar a repeticao de céalculos de quantidades que nao variam etc. Assim,
uma classificagao é necessaria visando aumentar a conveniéncia na escolha do método
de solucao.

As principais diferencas em relacao aos tipos de problemas estao vinculadas as ca-
racteristicas matematicas da funcao objetivo e das restrigoes; isto é, linear ou nao
linear, continua ou discreta e assim por diante. Outras diferencas sao relativas a fa-
tores tais como: dimensao do problema no qual o método de otimizagao é aplicado,
precisao requerida etc. A lista a seguir mostra uma classificacao tipica dos problemas
de otimizacao, baseada na natureza das fungoes analiticas envolvidas no problema.
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1. Funcao objetivo linear, restricoes lineares;

2. Funcgao objetivo nao-linear, restri¢oes lineares;

3. Funcao objetivo nao-linear, restri¢oes nao-lineares;
4. Funcao objetivo linear, restrigoes nao-lineares;

Os problemas de otimizacao estatica em sistemas elétricos operando em regime
permanente em geral sao enquadrados num destes quatro itens.

Quanto a técnica de solucao de cada tipo de problema, os aspectos listados a seguir
devem ser considerados.

Observacao 7 : Problemas do tipo 1 sao usualmente resolvidos por técnicas de Pro-
gramacao Linear.

Observacao 8 : A solucao dos problemas do tipo 2 ¢ freqiientemente determinada
levando-se em conta as caracteristicas da fungao objetivo. Se esta € ndo-linear e pos-
sui uma forma analiticamente bem definida, entao algoritmos especificos para proble-
mas com funcao objetivo nao-linear e restrigoes lineares sao utilizadas. No caso de
funcoes objetivo quadrdticas, por exemplo, técnicas de Programacao Quadrdtica po-
dem ser utilizadas. Se por outro lado o indice de desempenho é representado por uma
funcao segmentada linear, técnicas que levam em consideracdao funcgoes separdveis de-
vem ser aplicadas. Caracteristicas funcionais tais como convezidade podem simplificar
a aplicacao da técnica e adicionalmente acelerar a convergéncia a solu¢ao otima. Os
métodos de Programagao Nao Linear que tratam com restrigoes lineares sao indicados
para a solucao de problemas desse tipo.

Observacao 9 : Problemas do tipo 3 sao certamente os mais dificeis de serem resol-
vidos. Tipicamente, a menos que as funcoes envolvidas possuam caracteristicas que
permitam um tratamento em que a sua forma primitiva seja levada em consideracado, a
solucao de tais problemas € encontrada resolvendo-se uma sequéncia de problemas sim-
plificados que levam a solucao do problema original. Os métodos de Newton e Pontos
Interiores tém sido recomendados para a solucdo desse tipo de problema.

Observacao 10 :

A solugao de problemas do tipo 4 € quase tao dificil de ser obtida quanto a dos problemas
do tipo 3, em virtude da nao-linearidade do freqiientemente grande niumero de restrigoes
envolvidas. Em geral, o Método Simplex Convexo € aplicado para solu¢ao de problemas
desta espécie.

Um tipo especifico de problema é definido quando algumas (ou todas) varidveis de
decisao s6 devem assumir valores discretos. Este tipo de problema pertence a classe in-
cluida na Programacao Inteira ou Inteira-Mista (dependendo se todas as suas varidveis
sao discretas ou se possui variaveis discretas e varidveis continuas). Dependendo da
forma da fungao objetivo e das restri¢oes estes problemas podem ser classificados como
lineares ou nao-lineares. A existéncia de variaveis discretas aumenta muito a dificuldade
de resolucao de problemas de otimizacao. Existem técnicas especificas para a resolucao
desses problemas, a maioria das quais fornece apenas solu¢oes aproximadas. Entre
estas técnicas podem ser citadas: Método da Decomposi¢ao de Givens, Método de



10 Capitulo 1: Conceitos Preliminares

Branch and Bound, Método da Relaxacao Lagrangeana e as chamadas Metaheuristicas
(Algoritmos Genéticos, Recozimento Simulado, Busca Tabu, etc.).

Um problema de otimizacao cuja fungao objetivo e cujo conjunto viavel sejam
convexos ¢ denominado um problema convexo.! Em geral, problemas convexos sao
muito mais simples de resolver do que problemas nao convexos. Isto porque muitos
métodos de resolugao se baseiam em aproximagoes quadraticas da fungao objetivo e/ou
das restrigoes. Tais aproximacoes sao razoaveis para funcoes convexas (pelo menos
localmente). Além disso, fungdes convexas possuem um ponto de minimo tnico, o que
facilita a resolucao por métodos numeéricos.

1.9 Exercicios

1. Verifique se sao convexos ou nao convexos os conjuntos viaveis definidos abaixo:

Sl = {$1,$2‘$%+$§§4,$1+5L’2§2}
S o= {a,ao |2 42y >8,-2< 2 <3,-20 <2y <20}
Sl = {1’1,$2|[L’%+$g:4,l’1+l’222}

2. Verifique se sao concavas ou convexas as fungoes abaixo:

f(zy,m9) = 22+ 2x29 — 102, + 522

3. Fungoes separaveis sao aquelas que podem ser expressas na forma
n
V(x) = i(x)
i=1
(Por exemplo f(x) = z% + x3 é separdvel). Mostre que se os termos em uma

funcao separavel sao convexos, a propria funcao é convexa.

4. Diga se as seguintes funcoes objetivo sao separaveis e explique porque:

e Custo total de geragao de poténcia ativa do conjunto de usinas térmicas de
um sistema de energia elétrica;

e Perdas totais na transmissao de poténcia ativa em um sistema de energia
elétrica.

5. Esboce as curvas de nivel da fungao abaixo e represente seu vetor gradiente.

f(.ﬁlfl, ZL’Q) = .flf% + 25(7% — 2LU1 — 125(72 + 20

6. Encontre a diregao a partir do ponto [1 3] para a qual o valor de f nao muda
se

fz,y) = e¥arc tg(y/3x)

Note que um problema com funcio objetivo e restricoes lineares é um problema convexo.
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7. Encontre o gradiente e a hessiana da funcao
f(x1,22) = 23 + 45 — 221 — 3225 + 64

e represente f na forma f(x) = 3xTGx + ¢Tx + a. Mostre, usando a série de
Taylor, que um ponto (z¥,29) é um ponto de minimo se V f(z%,29) = 0 e que G

é definida positiva neste ponto.

8. Usando a série de Taylor, aproxime a funcao f(x) = x1€™ + x1x9 N0 ponto
x=[1 1] por uma fungio quadratica.

9. Encontre o Jacobiano da seguinte fungao vetorial:

fi(z1, 20, 23) | [ 32t + 4adxs + 22329 + 62923 + 102123 + 379 + 4
fo(wy, 29, 3) | | 423 + 423 + 223 + 2373 + 27179 + 629 + 10

Além disso, encontre a fungao N'V2f(x) = >, A\, V2 fi(x), onde A = [1 2] .
10. Quantas variaveis independentes existem no problema de otimizagao abaixo?

: 13 5 1
Min f(X) = 71’% + 51’% + 51’% — 41’11’2 + 31’11’3 — 21’21’3

+42 + yays + y2 + 3ys — 2ys

sujeito a 1= 13x7 —4xo+3x3+ys+3y5 >0
Yo = —4x1+5x2—2x3+y5—120
Y3z = 3:)31—2:172+:)33—2y4—220
ys > 0
ys > 0
11. Para o problema
Min f(x)= saf+ 327 — 2o
sujeito a g(x)= 224+23=0

Ga(X) = 1 — x5 <2
93(x) = 3x1 — 229+ 123 —2ys —2>0

Responda as seguintes perguntas:

e O problema é convexo?
e o ponto x = [1 1] um ponto vidvel?
e B o ponto x = [2 2]7 um ponto interior?

e f(x) possui apenas um ponto de minimo (é unimodal)?

12. Deseja-se operar um sistema de poténcia constituido por uma usina térmica e
uma usina hidrelétrica de forma a minimizar o custo total de geracao da térmica
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13.

num intervalo de 4 meses. A usina térmica tem capacidade maxima de geracao
igual a 1000 MW e a fungao que representa seu custo de geracao é

c(pt) = 0.0001Pt* +0.02.Pt $/h

sendo Pt a poténcia gerada pela usina expressa em MW . A poténcia gerada pela
usina hidrelétrica depende do volume turbinado, sendo esta dependéncia expressa
pela equagao

Ph = k[hv(-) — hq(-)lq

sendo

hv(v) = 735.24 + 0.00349v — 1.9743 x 10~ 70>
hq = 671.63 + 0.001017(q + s) — 1.7997 x 10~ "(q + s)? + 2.5132 x 107 (q + s)?

onde Ph ¢ a poténcia gerada (em MW), g é a vazao turbinado (em hm?/h),
s é a vazao vertida (em hm3/h), v é o volume do reservatério (hm?) e k =
245,22 x 10~* mﬁ% Th- A poténcia gerada pela usina hidrelétrica é no maximo
igual a 1272W e a vazao turbinada méxima é igual a 5.48hm?3/h. O balanco
de agua no reservatério é descrito da seguinte forma: a cada meés j, entra no
reservatério a dgua da vazao afluente r;, (hm?®/més) e sai do reservatdrio a agua
turbinada ¢; (hm®/més) e a dgua vertida s; (hm?®/meés). Portanto, o volume do

reservatorio no meés j + 1, depende do volume no més j da seguinte forma

’Uj+1 = Uj -+ hO’f’CLS(T’j — q]' — Sj)

onde horas = 720 é o numero de horas em 1 més. O volume inicial do reservatério
no inicio do intervalo é de 10000~hm? e ao final do perfodo de 4 meses este volume
deve maior ou igual a 11000hm3. Durante os 4 meses da programacaio, o volume
do reservatério deve estar entre 5733hm3 e 22950hm3. A vazao afluente e a
demanda total a ser atendida em cada hora sao dadas na tabela abaixo

Més 1 2 3 4
r(hm3/h) | 11.16 | 13,14 | 8.352 | 19.19
PA(MW) [ 2000 | 1800 | 1200 | 1600

Formule o problema de otimizacao a ser resolvido.

Classifique o problema abaixo como linear ou nao-linear, convexo ou nao convexo.
Faca uma representacao grafica das curvas de nivel da funcao objetivo e das
restrigdes no plano (z1,x2). Encontre a solu¢do de minimo irrestrito da fungao
objetivo (isto é, aquela que nao respeita as restrigoes impostas ao problema) e
indique no gréfico a solu¢ao de minimo restrito (isto é, aquela que possui menor
custo e que respeite as restricoes impostas). O conjunto viavel é convexo?

Min f(x)= z3+ 22— 4z, +4
(x)= z1—23+22>0
(x)= 22+2,—-1>0

g3(x)= 21 >0
(x)

= LE‘QZO

sujeito a g1
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14. Eo problema abaixo um problema convexo? Por qué?

Min f(x)= 100z, + 2%

1T

sujeito a gi(x) = 2w+ 200 <1
g2(x) = x>0
g3(x) = 22 >0

15. Plote a funcao objetivo e as restri¢coes do problema abaixo nos eixos coordenados
(x1,22). Indique no grafico o conjunto de solugbes vidveis e a solucao 6tima do
problema. Como se classifica este problema? Ele é convexo?

Min f(x)= 2x1 — x9

sujeito a g1(x) = bay + Try <45
(x) = —2x1+x,<1

g3(x) = 2x —bHry <5
(x) = x>0, xinteiro
(x) = 2220
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Capitulo 2

Otimizacao Irrestrita

Sao analisados aqui os problemas de otimizacao cujas solucoes nao precisam respeitar
restricao alguma. Embora sejam problemas pouco encontrados na préatica, uma vez
que hé sempre limitagdes nos sistemas fisicos, seu estudo é importante pois fornece
uma base para as técnicas de resolucao de problemas mais complexos. O capitulo,
em primeiro lugar, mostra as condi¢coes matematicas que as solugoes dos problemas
irrestritos devem satisfazer e, em segundo lugar, apresenta alguns dos algoritmos de
resolucao mais utilizados.

2.1 Introducao

Neste capitulo serao estudados problemas com a forma

Min f(x)
sujeito a (2.1)
x € ()

onde f é uma funcao com valores reais e € (conjunto viavel) é um subconjunto de E™.

O objetivo é caracterizar em termos matematicos, a solucao de 2.1. Feito isso,
discutiremos métodos de busca unidimensional e de otimizacao irrestrita.

A primeira pergunta a ser feita a respeito da solucao do problema representado pela
equacao 2.1, é se essa existe. Na realidade, algumas condigoes devem ser satisfeitas
para que o valor 6timo do indice de desempenho sujeito as condi¢oes indicadas exista.
Em termos matematicos essas condigoes sao:

e f deve ser uma funcao continua;
e () deve ser um conjunto e limitado e compacto (isto é, fechado).

Um conjunto é fechado se todo ponto arbitrariamente préximo ao conjunto pertence
ao conjunto.

Exemplo 5 O conjunto {x 1 |x| < 1} € fechado, enquanto que o conjunto {x 1 |x| < 1}
nao € fechado.

Supondo que a solugao étima existe, derivamos abaixo as condigbes que caracteri-
zam tal solugao.
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2.2 Condicoes de Otimalidade de Primeira Ordem

Existem dois tipos de solugao para o problema 2.1: pontos de minimo local e pontos
de minimo global.

Definicao 7 Um ponto x* é dito de minimo local ou de minimo relativo de f na regiago
definida pelo conjunto €2, se este ponto pertence a regiao; isto €, x* € 2, e se para todo
ponto arbitrdrio x € €1, situado a uma distancia & > 0 de X*, a condi¢do

f(x) = f(x7)

¢ satisfeita.

A fungao f(x) tem um minimo local forte ou tem wm minimo relativo forte em x*,
se x* € Q) e se erxiste uma vizinhanga de x também em Q tal que f(x) > f(x*) em
todos os pontos x desta vizinhanca, ou seja,

3 ¢>0] f(x) > f(x),vxe X
com ||x — x*|| < &.

Definicao 8 Um ponto x* é dito de minimo global de f em € se para todo x € €0, a
condi¢ao
fx) = f(x7)

¢ satisfeita. Se f(x) > f(x*) para todo x € Q, entao x*' € dito uwm minimo global
forte de f em )

Devido as limitagoes da maioria dos métodos numéricos, o minimo global de um
problema podera nao ser obtido nos casos onde f nao é convexa.

Para derivar as condicoes que devem ser satisfeitas para que um ponto x seja um
minimo local x*, a idéia basica consiste em analisar os movimentos a partir do ponto
x*, numa direcao arbitraria.

Definicao 9 : Dado um ponto x € ), um vetor d € uma dire¢ao vidvel em X se existe
um @ tal que X + ad € Q para todo o, com 0 < a < @.

Teorema 1 : Seja 2 um subconjunto de E™ e f € C' uma funcao em Q. Se x* € um
ponto de minimo relativo de f em ), entao para qualquer direcao d € E™ vidvel em
x*, tem-se Vf(x*)Td > 0.

Deve ser observado que, se x* é interior a regiao definida pelo conjunto €2, existem
direcoes viaveis a partir de x*, tal que para todas as direcoes

Vix)'d>0
o que implica que V f(x*) = 0.

Corolario 1 : Seja Q um subconjunto de E™ e f € C* uma funcao em €. Se x* é um
ponto de minimo relativo de f em Q e x* é interior a Q, entio V f(z*) = 0.

A condicao acima pode ser explicada considerando-se a expansao da funcao f em
série de Taylor, no ponto x*, na direcao d, até o termo de primeira ordem; isto é,

f(x'+d) = f(x) + Vf(x7)'d
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O vetor V f(x) fornece a diregdo de maior variagao da fungao f. Se Vf(x*) =0, a
taxa de variacao da funcao em qualquer direcao p ¢ nula, portanto Vf(x*)p = 0.

Portanto, a condi¢ao necessdria para que a fungao f(x) tenha um minimo em x* é
que Vf(x*) = 0.

Os pontos estaciondrios de f(x) sdo aqueles para os quais V f(x) = 0. Nesses pon-
tos, o movimento em qualquer direcao resulta numa taxa de variacao nula da funcao
f. Note que esta condicao também é suficiente para que f(x) tenha um ponto esta-
cionario em x*. Esses pontos podem ser minimos locais, maximos ou pontos de sela,
conforme ilustrado na figura 2.1. A distingao entre esses casos requer o estabelecimento
das condicoes de otimalidade de 2 ordem.

f(x) fx) o f(x) A
Vi(x)=0
VE(x)=0
Vi(x)=0
0 o——>» o>
Minimo X Maximo Sela X

Figura 2.1: Pontos estaciondrios

Exemplo 6 : Determine os pontos estaciondrios do problema

Min f(x) =2 — 2179 + 73 — 329
sujeito a
x e bk"

Exemplo 7 : O problema abaizo tem minimo global em x, = % e xo = 0. Verifique
as condigcoes de otimalidade neste ponto.

Min f(x) =23 — 21 + 13 + 7179
sujeito a
2120, 2220

2.3 Condicoes de Otimalidade de Segunda Ordem

Condicoes adicionais para ponto de 6timo podem ser derivadas considerando-se apro-
ximacgoes de ordem mais elevada de f. As condigoes de segunda ordem, definidas em
termos da matriz Hessiana da f, sao de extrema importancia em problemas nao-lineares
genéricos.

Suponha que o vetor gradiente da fungao f é nulo no ponto x*; isto é V f(x*) = 0.
Adicionalmente, considere a expansao da funcao f em série de Taylor, no ponto x*, na
direcao d, até o termo de segunda ordem; ou seja,

f(x*+d) = f(x*) + Vf(x)'d+ %dTVZf(x*)d
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A condicao adicional para que x* seja um minimo de f é que a matriz de segundas
derivadas de f com relagao a x, denotada V?f(x*), seja positiva semidefinida; isto é,

dTV?f(x*)d >0
para qualquer d viavel.

Teorema 2 : Seja 2 um subconjunto de E™ e f € C? uma funcao em Q. Se x* € um
ponto de minimo relativo de f em ), entao para qualquer direcio d € E™ vidvel em

*

X,
1. Vfx)Td >0
2. Se Vf(x*)Td = 0, entdao d*'V2f(x*)d > 0
Exemplo 8 : Verificar as condicoes de sequnda ordem para a solugcao do problema

Min f(x) =2 — 21 + 25 + 2179
sujeito a
120, 2220

Um caso de interesse especial é aquele onde x* é interior a €2, como por exemplo, o
caso de problemas completamente irrestritos. Neste caso, a condicao descrita a seguir
¢é observada.

Teorema 3 (Condigoes Necessarias de 2¢ Ordem): Seja x* um ponto interior a
Q. Suponha que x* é um minimo local de f € C? em Q. Entdo:

1. Vf(x)Td = 0;

2. para todo d,
dTV?f(x*)d >0

Observe que a segunda condigiao é equivalente a dizer que V?f(x*) é uma matriz
positiva semidefinida.

Exemplo 9 : Verificar as condicoes de sequnda ordem para a solugcao do problema

Min f(x)= a3 — 2%zy + 223
sugjeito a
=21, 29 21

Tornando mais restritiva a condi¢ao imposta acima, obtem-se o conjunto de condigoes
que implicam que x* é um forte minimo local. Estas condigoes se aplicam a proble-
mas irrestritos onde x* é um ponto interior. O caso onde a solugao de 2.1 pertence
a fronteira (ou borda) do conjunto vidvel é tratado juntamente com os problemas de
otimizacao restrita.

Teorema 4 (Condigoes Suficientes de 2° Ordem): Seja f € C? uma funcio defi-
nida numa regiao onde o ponto X* € um ponto interior. Suponha que
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1. Vfx)Td=0;
2. V2f(x*) € positiva definida.
Entao x* € um minimo local de f.

Exemplo 10 : Determinar a solugao do problema
Min f(x)= % — x3zy + 222 + 22
e verificar as condi¢oes de otimalidade.

Observagao 11 : Qualquer ponto estaciondrio de uma fun¢ao f(x) pode ser determi-
nado diferenciando-se a func¢ao f(x) e igualando a zero a expressao resultante. Este
ponto estaciondrio, pode ser de minimo, maximo ou de sela da funcao. A diferenciacdo
entre essas condicoes ¢ estabelecida a partir da matriz de 2* deriwada.

Observacao 12 : Ndao hd método que forneca diretamente o minimo ou mdzimo global
de uma funcao qualquer. O procedimento referido na observacao anterior € apropriado
apenas para problemas de pequena dimensdo com uma fungao objetivo simples e bem
definida em termos analiticos. Em geral, mesmo para pequenos problemas, a equacao
resultante da 1* derivada € nao linear e somente pode ser resolvida por métodos itera-
tivos.

Observacao 13 Em muitas situacoes praticas, apenas os pontos estaciondrios na vizi-
nhanca de um determinado ponto sao calculados. O minimo € determinado das solugoes
disponiveis, comparando-se 0s valores correspondentes da funcdo objetivo. Tal proce-
dimento nao garante o alcance do minimo global, o que constitur uma das principais
limitacoes desse procedimento.

As propriedades apresentadas anteriormente sao relativas a minimos locais e nao
fornecem informagoes sobre as condigoes para minimos globais, exceto se os minimos
global e local forem coincidentes. Nos casos praticos, uma alternativa para a deter-
minac¢ao do minimo global é a selecao entre os minimos locais daquele que resulta no
menor valor da fungao objetivo.

2.4 Otimizacao de Funcoes Convexas

Seja uma fungao f(x) duas vezes diferencidvel (isto é, f é da classe C?). Entao a
condicao
f(x+h) > f(x)+Vf(x)'h

é satisfeita para toda direcao definida pelo vetor h, se e somente se a fungao f é convexa.
Com base nas condigoes de necessidade e suficiéncia e nas definigdes de fungoes
quadraticas e convexas apresentadas anteriormente, segue que

1. A funcao f é convexa e da classe C? dentro de um conjunto convexo  que contém
um ponto interior se e somente se V2 f(x) é positiva semidefinida para qualquer
ponto x € 2.
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2. Se f(x) é quadratica e expressa analiticamente por

1
f(x) = §XTGX —b'x+a

onde G é uma matriz simétrica e independente de x, é possivel afirmar o seguinte
[4]:

e a fungdo f(x) tem um forte minimo local, se e somente se G é positiva

definida;

e caso a condicao anterior seja satisfeita, o minimo local é dado por
x* = G 'b.

Uma proriedade muito importante, a qual pode ser demonstrada para func¢oes con-
vexas, é estabelecida pelo teorema apresentado a seguir.

Teorema 5 : Se f(x) é convexa e possui um forte minimo local, entdo este é unico,
e também € minimo global.

Verdadeiras fungoes convexas ocorrem raramente na pratica, porém esse tipo de
funcao ¢é importante teoricamente porque um grande nuimero de fungoes utilizadas em
problemas reais sao convexas na vizinhan¢a do minimo local.

Uma situagao incomum ¢é aquela na qual se deseja maximizar uma funcao convexa
dentro de um conjunto convexo. Nestes casos um resultado importante é estabelecido
pelo teorema mostrado a seguir.

Teorema 6 : Seja f uma func¢do convexa definida num conjunto convexo compacto
Q. Se f tem um mdximo em §2, entdo este mdximo é atingido num ponto extremo de

Q.

2.5 Convergeéncia de Algoritmos de Descida.

Diferentes algoritmos para a resolugao de problemas nao-lineares de minimizacao sao
apresentados nesta secao. Embora esses algoritmos sejam distintos, eles tém em comum
o fato de serem algoritmos iterativos de descida. O adjetivo iterativo significa que o
algoritmo gera uma série de pontos, cada um calculado a partir do ponto anterior. O
fato de serem algoritmos de descida significa que o valor de uma funcao avaliada no
ponto mais recentemente calculado decresce com relacao ao valor anterior.

Um algoritmo ¢é iniciado especificando-se um ponto de partida. Se o algoritmo
converge para uma solu¢ao para um ponto inicial arbitrario, ele é dito de convergéncia
global. Caso contrario, ele é dito de convergéncia local.

Dois itens sao muito importantes na hora de se escolher um algoritmo de otimizacao:
a influéncia do ponto inicial na sua convegéncia e a velocidade com que a seqiiéncia de
pontos gerada pelo algoritmo converge para a solugao étima.

Com o objetivo de fornecer uma ideia preliminar sobre o significado da Ordem
de Convergéncia dos algoritmos de otimizagao, considere uma seqiiéncia de nimeros
reais {r*}2° ., convergindo para o limite r*. A ordem de convergéncia desta seqiiéncia,
denotada p, é o maior niimero nao negativo tal que

‘Tk—l—l -

lim —— =
kl—>nolo |rk — r*|p B < oo
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Se p = 1 diz-se que o algoritmo tem convergéncia linear se a razao de convergéencia
£ < 1. Se p > 1, o algoritmo tem convergéncia superlinear. No caso especial definido
para p = 2 o algoritmo ¢ dito de convergéncia quadrdtica. Um exemplo deste tltimo
tipo de ordem de convergeéncia é aquela obtida através do método de Newton-Raphson.

2.6 Meétodos Basicos de Descida

Existe uma grande variedade de algoritmos de resolucao de problemas irrestritos. Sao
analisados aqui apenas os mais conhecidos. Existe uma estrutura béasica em todos os
algoritmos de descida que serao discutidos: A partir de um ponto inicial, determina-se
de acordo com uma regra bem estabelecida, uma direcao de movimento e o prossegue-
se nessa direcao até o minimo da fungao objetivo. No novo ponto, uma nova direcao é
determinada e o processo é repetido. A diferenca principal entre os varios algoritmos
encontrados na literatura esta na regra para se determinar a direcao de busca da solugao
6tima. Uma vez que a selegao é feita, todos os algorimos usam subrotinas que calculam
o ponto de minimo no espago unidimensional correspondente a esta direcao. A Figura
2.2 ilustra o procedimento.

f(x)
i i d* I X"
: Xk+l:

Figura 2.2: Algoritmos de Descida

O procedimento para se determinar um ponto de minimo numa dada direcao é
chamado de Busca Unidimensional. As técnicas de busca unidimensional proporcio-
nam de certa forma uma base para os algoritmos de programacao nao-linear, uma vez
que problemas de maiores dimensoes sao muitas vezes resolvidos executando-se uma
seqiiencia de buscas unidimensionais.
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2.7 Meétodos de Busca Unidimensional

Para uma dada direcao d, seja f(A\) = f(x + Ad) uma fungdao unimodal' e A € R.
Algumas medodologias para a minimizacao de f(\) sao:

e Regra de Armijo
e Método de Newton

A regra de Armijo foi desenhada para garantir que havera um decréscimo da funcao
objetivo na direcao especificada, ou seja, ndo encontra o minimo de f(\). Essa regra
se baseia no valor da funcao f e de seu gradiente.

2.7.1 Regra de Armijo

Tendo sido fornecida uma direcio de descida d¥, esta regra é aplicada para se obter
um tamanho de passo na direcao especificada \¥ que garanta a diminuicdo da funcio
objetivo. O algoritmo pode ser resumido nos seguintes passos:

1. Passo inicial:

e Escolha um escalar § € (0,1) e outro escalar o € (0, 1).
o Faca k= 1.

2. Passo Principal:
e Faca \* = 8™ sendo my, o primeiro inteiro ndo negativo, m para o qual
f(x) = f(x+pmd") > —0.f"V f(x*)"d"

Os tamanhos de passo 1,8, %, ... sao testados até que a desigualdade anterior seja
satisfeita para m = my, como mostra a figura 2.3.

2.7.2 Método de Newton

O método de Newton ¢é aplicavel apenas na minimizacao de funcoes duas vezes dife-
renciaveis. Esse método é baseado na aproximacao quadratica da funcao f num dado
ponto \*. Esta aproximacao é dada por

g(A) = FOF) + ) (A= AF) + %J”’(A'“)(A — )2

O ponto A**1 ¢ tomado onde a derivada de ¢ ¢é igual a zero. Isto resulta na equacao
OB+ AN =) =0

De forma que
)\k—l—l — )\k o f/()\k)

F"(AF)
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J®)

K k:BZ =B =1 R

f(x+Ad")-f(x")
T
B V(x")'d"

BZVf(Xk)Tdk

Figura 2.3: Regra de Armijo

A

M A A

Figura 2.4: Busca unidimensional via método de Newton

O processo é finalizado quando ‘)\’”1 — )\k‘ < e ou quando}f’(kk)‘ <e.
A Figura 2.4 ilustra a busca unidimensional via método de Newton.

Exemplo 11 Considere novamente o exemplo 77. Dé um passo de busca unidimensi-
onal pelo método de Newton para minimizar f(x) a partir de x° na dire¢do d.

2.8 Minimizacao de uma Funcao Multivariavel

Sao descritos aqui dois dos métodos mais usados na otimizagao irrestrita. H&, na
realidade, um grande nimero de métodos numéricos que podem ser aplicados para
resolver problemas de otimizacao sem restrigoes. Os métodos descritos a seguir foram
escolhidos por serem basicos e terem ampla utilizagao.

2.8.1 Meétodo do Gradiente

Esse é provavelmente o método mais conhecido para a resolucao do problema repre-
sentado pela equacao 2.1. Embora existam métodos mais avangados, muitos deles sao

'A funcdo unimodal possui um tnico ponto de minimo.
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modificacoes desse método. O método do gradiente constitui portanto uma referéncia
padrao usada para analizar outras técnicas e por esta razao é discutido aqui.

Sejam f uma fungao continua e diferenciavel em E™ e o seu correspondente vetor
de primeiras derivadas, expresso como

E Vf(xk)
& TV

O método da méxima descida é definido pelo algoritmo iterativo:
Xk-i-l _ Xk o akgk (22)

onde o é um escalar nao negativo que minimiza a funcao f(x* — a*gk).

A andlise da equacao 2.2 revela que a cada iteragao o ponto de minimo da funcao f,
denotado (x**1), é determinado & partir da solucao corrente (x*), ao longo da direcao
do negativo do vetor gradiente (—g").

Observacgao 14 O método do gradiente possui convergéncia global.
Considere agora um problema quadratico

1
Minimizar f(x) = ixTGx —b'x
onde G é uma matriz simétrica definida positiva.
O vetor gradiente de f(x) é dado por

g(x)=Gx—b

e as condigoes de otimalidade estabelecem que o ponto de minimo de f, denotado x*,

satisfaz a relagao
Gx*=b
Assim, na iteracao k,
gt =Gx"-b

tal que, para a aplicagao do algoritmo do gradiente representado pela expressao 2.2,
a* pode ser determinado explicitamente, diferenciando-se a funcao f(x* — ag®) com
relacao a a e igualando-se o resultado a zero.

Portanto, para

f(Xk . akgk) — %(Xk o akgk)TG(Xk . akgk) o (Xk . akgk)Tb

tem-se
~ (") G —atg") + (g") ' b=0
ou ainda
— (gk)T (Gx" —b) + oF (gk)T Ggh=0 (2.3)
Da Equacao 2.3, lembrando que g = Gx; — b, obtém-se
o (gk)Tgk

(g")" Gg"
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Portanto, o método da maxima descida toma a forma

T

k1 _ k (&") 8"

x"t =x =8
(g")" Gg

com g¥ = Gx" — b.

A Figura 2.5 mostra as curvas de nivel da fungao f com uma seqiiéncia de pontos
gerados durante o processo iterativo. Os contornos de f sao elipsdides com eixos
nas diregoes dos n autovetores (ortogonais) de Q. O eixo correspondendo ao i-ésimo

autovetor tem comprimento porporcional a /\i
T

in

Figura 2.5: Método do Gradiente

Seja a funcao

1
E(x) = §(x —x"7TG(x — x)
Portanto,

~ 1
E(X) i [XtG(X - X*) o X*tG(X - X*ﬂ _ XtGX 4 X*tGX*

ou ainda

- 1
Ex) = f(x)+ ix*th*

Ou seja, que E (+) difere de f(-) por apenas uma constante. Sendo assim, minimizar f
é equivalente a minimizar E. O teorema apresentado a seguir é 1til para compreender

o comportamento do método do gradiente.

Teorema 7 : Para todo xo € E™ 0 método da mdzrima descida converge para o ponto
de minimo de f. Em cada passo a sequinte desiqualdade é satisfeita

B(xt) < (j‘ “)2E<xk>

+a

onde a e A sao, respectivamente, o menor e maior autovalores de G.

Este teorema indica que a taxa de convergéencia do método de maxima descida é
diminuida quando os contornos de f se tornam mais deformados (mais elipticos). Se
os contornos sao circunferéncias, a convergéncia ocorre em uma iteracao.

O resultado anterior pode ser generalizado para o caso de uma func¢ao nao quadratica.
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Teorema 8 Seja a funcao f definida em E™, com derivadas de sequnda ordem continuas
e com um minimo relativo em x*. Suponha também que V2 f(x) tem o menor autova-

lor a > 0 e o maior autovalor A > 0. Se {x*} ¢ a seqiiéncia gerada pelo método da

mdzima descida que converge para X*, entdo a segiiéncia { f(x*)} converge para f(x*)

linearmente com uma taza de convergéncia nao maior do que [(A —a)/(A + a)]?.

As afirmacoes dos tltimos dois teoremas indicam que o método do gradiente nao
possui boas caracteristicas de convergéncia nos casos em que a matriz Hessiana da
funcao f é mal condicionada. Isto significa que o método é dependente da escolha
das varidveis do problema. Uma escolha que leve a uma melhor estrutura para os
autovalores de V?f(x) pode levar a uma convergéncia muito mais rapida. Isto leva
a introducao de fatores para escalonar as varidveis. Tais mecanismos sao conhecidos
na literatura como mecanismos de condicionamento e sao muitas vezes imprescindiveis
para o bom desempenho de métodos derivados do método do gradiente.

O método do gradiente usualmente tem boa performance no inicio do processo itera-
tivo. Entretanto, a medida em que se aproxima do ponto estaciondrio, a convergéncia
do algoritmo se torna lenta devido aos pequenos passos ortogonais que gera. KEsse
fenomeno é conhecido como zig-zag.

O algoritmo mostrado a seguir resume os passos para a aplicacao do método da
maxima descida.

1. Passo Inicial: Seja € > 0 uma tolerancia. Escolha um ponto inicial x°;
2. Passo Principal:

e Se ‘Vf(xk)} < &, 0 processo é encerrado;

e (Caso contrario, calcule o vetor gradiente

ko Vf(xk)
& TV

k

e determine o como a solugao étima do problema

Minimizar f(x* — ag")

sujeito a restricao av > 0;

k1l _ gk

e Faca x — o*gh k =k +1 e repita o passo principal.

Exemplo 12 Considere novamente o exemplo ??7. Dé um passo do método do gradi-
ente a partir de x° para minimizar f(x).

2.8.2 Meétodo de Newton

A idéia basica do método de Newton é que a funcao f a ser minimizada pode ser apro-
ximada localmente por uma funcao quadratica. Essa funcao quadréatica aproximada
¢ minimizada de forma exata. Entdo, na vizinhanca de x* podemos aproximar f por
uma série de Taylor até o termo de segunda ordem; isto é,

fx) = f() + VT (x—xF) + % (x —x*)T V2F(xF) (x — x*)
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A minimizagao da fun¢ao do lado direito da tltima expressao fornece
Xk—i—l — Xk _ [sz(xk)} -1 vf(xk)

que representa a forma recursiva utilizada quando se aplica o método de Newton.

Tendo em vista as condicoes de segunda ordem para a existéncia do ponto de
minimo, podemos supor que V2f(x*) é definida positiva préximo de x*, e portanto o
método é bem definido na vizinhanca da solucao.

Teorema 9 Seja f € C?® em E" e suponha que, num ponto de minimo local X*, a
matriz Hessiana V2 f(x*) é definida positiva. Entdo, se iniciado num ponto suficien-
temente proximo de xX*, 0s pontos gerados pelo método de Newton convergem para X*.
A ordem de convergéncia € pelo menos igual a 2.

Embora o método de Newton tenha boa convergéncia proximo da solucao, sao
necessarias modificagoes para que possa ser usado em pontos distantes da solugao
6tima. A primeira modificacao introduzida é expressa pela expressao abaixo:

kL bk [sz(xk)}—l Vf(xk)

onde o é selecionado para minimizar f.

Na modificagao descrita acima é introduzido um passo de busca unidimensional no
algoritmo. Préximo da solucdo étima, a® ~ 1, enquanto que, para pontos distantes o
pode assumir valores mais proximos de zero.

Outras modificacoes podem ser feitas no método de Newton a partir de diferentes
aproximagoes para a matriz V2 f(x*) [4].

O algoritmo basico do método de Newton é descrito abaixo. Note que, neste algo-
ritmo, o é calculado através de uma busca unidimensional. Nem sempre este calculo
é necesséario. Se x* est4 suficientemente préximo de x* o pode ser feito igual a 1 em
todas as iteragoes. O algoritmo consiste nos passos sumarizados a seguir.

1. Passo Inicial: Seja ¢ > 0 uma tolerancia. Escolha um ponto inicial x°;
2. Passo Principal:

e Se ‘Vf(xk)‘ < &, 0 processo é encerrado;

e caso contrario, calcule
d* = [V2f(xH)] V()

e minimize a fungao f(x* —ad*) sujeito a a > 0 com relacido a a.. A solucao
é Ozk'
)

+1 k

e Faca xf™! = x* — o¥fd* k =k + 1 e repita o passo principal.

Exemplo 13 Considere novamente o exemplo 7?7. Dé um passo do método do Newton
a partir de x° para minimizar f(x).

Tanto o método do gradiente como o método de Newton dao origem a algoritmos
de otimizacao largamente utilizados em problemas praticos. O método do gradiente
forma a base para os métodos de direcoes conjugadas, os quais tém sido usados recen-
temente na resolugao de sistemas lineares de grande porte. Por outro lado, o método
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de Newon é a base da maioria dos algoritmos de otimizacao de problemas nao lineares
com restricoes. Infelizmente, a propriedade de convergéncia local se mantém também
para estas aplicacoes, de forma que muitas vezes sao necessarias modificagoes para
aumentar o raio de convergencia deste método.

2.9 Exercicios

1. Usando as condigoes necessarias de primeira ordem, encontre o ponto de minimo
da fungao

flr,y,2) =20 +ay+y* +yz+ 22 — 60 — Ty — 82+ 9

e Verifique que o ponto é um ponto de minimo relativo através das condicoes
suficientes de 2 ordem.

e O ponto obtido é um ponto de minimo global? Mostre porque.

2. Mostre que a funcao objetivo

flz) =x" { 1_24053 {245’6 } X +[7.31  26.6]x 4 55.84

onde x = [r;  xo]T é convexa. Mostre que — f(z) é concava.
3. Suponha que desejamos encontrar as raizes reais da equagao
fi(z) = 3000 — 1002* — 42° — 62° = 0
Como este problema pode ser convertido em um problema de otimizacao?

4. Encontre os pontos que satisfazem as condigbes para pontos estacionarios da
funcao
T, + X9
X) =
10 = S @ T (wf + e
Estabeleca a natureza destes pontos através das condicoes suficientes de otimali-
dade.

5. Considere o problema de despacho econémico de usinas térmicas

Min C = Z‘;l a;Pg? + b;Pg; + ¢;
s.a

S22 Pg; = Pd

20 < Pg; <100

20 < Pgy, <80

10 < Pgs <200

onde Pg; sao expressos em MW

Gerador | a; b; G

1 0.0020 | 6.7 | 180
2 0.0083 | 6.43 | 743
3 0.0022 | 6.75 | 360
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Uma das formas de resolve-lo constitui em transforméa-lo em um problema irres-
trito com a seguinte forma

Min C= Z?:l (a;iPg} + biPg; + c;) +
Pg; wy (2?21 Pg; — Pd)2 + wy (Pg1 — —1002_20)2 +
W3 (P92 — @)2 + wy (P93 _ %)2

Verifique se a resolucao do problema acima com o0s pesos w; = 5, wy = w3z =
w4 = 1 fornece uma solucao viavel para o problema original. Caso nao forneca,
aumente os valores dos pesos até que se obtenha uma solugao viavel.

6. Implemente uma subrotina em SCILAB ou em MATLAB para resolver, usando
o método da razao aurea, o seguinte problema de busca unidimensional:

Min A2+ 2\
s.a —3<A<H

Considere que o intervalo de incerteza final deve ter no méximo comprimento
igual a 0.2 [Bazaraa].

7. Os dados de linha e de barra para o sistema de poténcia da Figura 2.6 sao:

Figura 2.6: Diagrama unifilar - exercicio 7
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o
Q
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4

ger. (MW) | carga (MW)

e}

0

W
(@)

21.7

94.2

47.8

7.6

11.2

0

O || O = | W N~

0

29.5

10 9.0

11 3.5

12 6.1

13 13.5

Ne
(o) Heu) Hen] Reo] Rev] Nen) N o) ool Rev] Hen) Nen) Nawl

14 14.9

linha | de | para | reatancia (pu)
1 1 12 0.0597
2 1 15 0.22304
3 2 13 0.19797
4 2 |4 0.17632
) 2 15 0.17388
6 3 |4 0.17103
7 4 15 0.04211
8 4 17 0.20912
9 4 19 0.55618
10 5 |6 0.25202
11 6 |11 0.19890
12 6 |12 0.25581
13 6 |13 0.13027
14 7 |8 0.17615
15 719 0.11001
16 9 |10 0.08450
17 9 |14 0.27038
18 10 | 11 0.19207
19 12 ] 13 0.19988
20 13| 14 0.34802

Base do Sistema: 100MV A

(a) Modele o problema do fluxo de carga linearizado para este sistema tomando
a barra 1 como referéncia.

(b) Transforme este problema num problema de otimizagao irrestrita.

(¢) Implemente uma rotina em SCILAB ou em MATLAB para a resolu¢ao do
problema de otimizacao pelo método do gradiente.
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2.10 Trabalhos Dirigidos

1. Considere o sistema indicado na Figura 2.7, cujos dados em pu na base 100MV A
e 138kV sao mostrados nas tabelas abaixo. Usando o SCILAB ou o MATLAB

Tabela 2.1: Dados de barra

Barra | P, | reat. trafo | Py
1 — 0.05 0.5
2 — 0.025 0.5
3 — 0.025 0.25
4 — 0.05 0.6
5 — — 1.34
6 — — 1.73
7 — — 14
8 — — 1.56
9 _ _ _
10 1.8 — —
11 1.8 — —
12 2.0 — —

Tabela 2.2: Dados de linha
Linha | De | Para T
2 0.07
0.01
0.03
0.065
0.02
0.063
0.015
0.023
0.081
0.030
0.010
0.013
0.021
0.031

= =
25| ||~ o ot x| wo| bo| =

—
[\]

| T T D DN DO W| W| W[ = =] =] =
QO 00| O | | W| | CO| | U | O

= =
=~ w

(a) Obtenha a matriz B.

(b) Retirando linha e a coluna referentes & barra 9, obtenha os fatores LU e
LDU do sistema.

(c) Por substituigao direta e inversa, obtenha o vetor dos angulos das barras, ¢.

(d) Obtenha os fluxos nas linhas e nos transformadores do sistema. Além disso,
calcule também a poténcia fornecida pelo gerador da barra 9.
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Figura 2.7: Sistema teste 1

(e) Considere agora o sistema linear formado pelas equagoes de balanco poténcia
das barras 1, 3, 5, 7, 10 e 12. Supondo d9 = 0, obtenha as solugoes genérica
e particular desse sistema para

r = (—0.1646, —0.1409, —0.1935, —0.0794, —0.1629)

Compare com a solugao obtida no item (c).

(f) Forme um novo sistema linear, introduzindo no sistema do item anterior as
equagoes que representam os fluxos nas linhas 1,2,5,6,9,11, 13 e nos quatro
transformadores. Supondo d9 = 0, resolva esse sistema e analise o resultado.

Para obter a solugao genérica do sistema subdeterminado, o espa¢o nulo da matriz
B pode ser obtido em SCILAB ou MATLAB com o comando "null(B)”. Duas
rotinas podem ser implementadas em SCILAB ou MATLAB para desenvolver o
trabalho:

(a) Rotina com os dados de entrada. Para:

nb = numero de barras

- nl = numero de linhas

de = vetor com as barras origem das linhas/trafos

para = vetor com as barras destino das linhas/trafos

Pg = vetor com as poténcias geradas nas barras

Pd = vetor com as cargas das barras
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A rotina possui as seguintes declaracoes:

nb = 12;
nl = 18;
de=1111143332265579101112];
para=12654548737768812347,

=[0.07 0.01 0.03 0.065 0.02 0.063 0.015 0.023 0.081

0.03 0.01 0.013 0.021 0.0311 0.05 0.025 0.025 0.05 |';
Pg=[000000000.018182.0];
Pd=1[0.50.50.250.6 1.34 1.73 1.40 1.56 00 0 0 |';

(b) Rotina para a montagem da matriz B do fluxo de carga CC:

B = zeros(nb,nb);

for linha =1 : nl
k1 = de(linha);
k2 = para(linha);
auxr = 1/z(linha);

B(k1,k1) = B(k1, k1) + auz;
B(k1,k2) = B(k1,k2) — auz;
B(k2,k1) = B(k2,k1) — aux;
B(k2,k2) = B(k2,k2) + aux;

end

2. Considere o sistema de 4 barras da Figura 2.8. As equagoes de balango de poténcia
ativa e reativa desse sistema sao fornecidas pelas expressoes:

P,— P, =P, i=234

Qgi - Qdi - Qi> 1= 374
onde P;, (); sao as poténcias ativas e reativas injetadas nas barras expressas por

Pi = Z::l Vlvk[leCOS((Szk) + Blksen(ézk)]

Qi = Zizl ViVi|Girsen(di) — Bircos(0i)]

sendo P,,, (), as poténcias ativas e reativas geradas e Py, Qq, as cargas ativas e
reativas fornecidas na Tabela 2.3, G, B;, elementos das matrizes G e B abaixo
e 0;; = 0; — 05, a diferenca angular entre as barras.

(a) Calcule a matriz jacobiana do sistema formado pelas equagdes de injecao
de poténcia ativa e reativa para os valores de tensao e angulo indicados na
Tabela 2.3. Considere as tensoes nas barras 1 e 2 e o angulo da barra 1
constante (isto é, nao hé derivadas em relagao a essas varidveis).

(b) Através da série de Taylor, obtenha uma aproximagao linear para o sistema
formado pelas injecoes de poténcia para os valores de tensao e angulo in-
dicados na Tabela 2.3. Compare esses valores com aqueles obtidos pelas
expressoes nao lineares e comente os resultados.
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2 <i t:1

1 3 4
S

Figura 2.8: Sistema teste 2

1

Tabela 2.3: Dados - sistema de 4 barras

Barra | 0(rad.) | V(pu) | Py(pw) [ Qy(pw) [ Pa(pw) | Qa(pw)
1 0 1.03 1 0.6371 | 0.5944 | 0.6 0.3
2 0.1069 | 1.02 1.4 | 0.6692 0 0
3 |-0.1256 | 0.9137 - - 0.9 0.4
4 1-0.0921 | 0.9352 - - 0.7 0.2

1.1424  —0.5541 0 —0.5883 ]

G —0.5541  0.9880 0 —0.4339
0 0 0.5765 —0.5765

| —0.5883 —0.4339 —0.5765 1.5988

[ —4.8917 2.3249 0 2.5819 ]
B_ 2.3249 —7.8093 3.5000  1.8275
0 3.5000 —4.6418 1.3085

| 25819 1.8275  1.3085 —5.6998 |

3. Considere a funcao f; do exercicio 12 do capitulo 2 da apostila:

(a) Usando o SCILAB ou MATLAB, plote essa fun¢ao com as curvas de nivel

definidas pelo ponto x° e pelo ponto x' = (0.5,0.5).

(b) Plote os vetores gradiente de f; nos pontos x

obtidas anteriormente. Comente o resultado.

Oexl

nas curvas de nivel

Calcule a hessiana de f4, seus autovalores e autovetores correspondentes.

Forme a matriz ortogonal Q com os autovalores da hessiana e, para x’ = Qx,
expresse f4 em funcao de x'.

Plote a funcao modificada e suas curvas de nivel.

Obtenha os autovalores e autovetores da hessiana da funcao modificada.
Plote os novos autovetores no mesmo grafico das curvas de nivel da fungao
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modificada. Verifique, por observacao, quais autovetores definem diregoes
de aumento ou diminuicao de f;.

4. Resolva o exercicio 19 do capitulo 2 da apostila.

5. Faga uma rotina computacional para resolver o exercicio 5 do capitulo 3 da apos-
tila através do método de Newton. Considere o passo da busca unidimentional,
«, constante e igual a 1.

6. Faca uma rotina computacional para resolver o exercicio 7 do capitulo 3 da apos-
tila.






Capitulo 3

Otimizacao com Restricoes

Este capitulo visa o estudo de problemas de otimizacao com restricoes de igualdade
e de desigualdade. Primeiramente, a caracterizacao de problemas restritos e de suas
correspondentes solugoes é analisada. Pretende-se com isto, mostrar como as restri¢oes
podem influenciar a localizagao da solucao étima, a ponto de em certos casos inviabi-
lizar a solucao do problema de otimizacao. A seguir, as condi¢oes de otimalidade de
primeira e segunda ordem para problemas com restrigoes de igualdade e/ou de desi-
gualdade sao estabelecidas. Estas condigoes fornecem subsidios para se determinar se
uma especificada solucao constitui um ponto estacionario, e em caso afirmativo, qual
a natureza (maximo, minimo, ponto de sela etc) desta solucao.

3.1 Conceitos Basicos

A forma geral de um problema de otimizagao com restrigoes é

sa  gi(x)=0,i=1...m (3.1)
he(x) 20, k=1...1

onde, x é um vetor n x 1, das varidveis de otimizagao; g;(x) = 0 representa a i-ésima
equagao do conjunto de m restrigoes de igualdade; e hy(x) > 0 representa a k-ésima
inequacao do conjunto de [ restri¢oes de desigualdade.

As equagoes ¢g;(x) =0 (i =1,...,m) e hy(x) 2 0 (k =1,...,1) definem o que é
denominada regiao das solugoes vidveis, ou seja, das solucoes que satisfazem a ambas
restricoes de igualdade e de desigualdade simultaneamente.

A solugao étima do problema de otimizacao com restrigoes, denotada x*, é uma
solugao viavel (isto é, g;(x*) = 0 parai = 1,...,m e hy(x*) > 0 para k = 1,...,1),
correspondente ao valor minimo da funcao objetivo, denotado f(x*).

O problema representado na Equagao (3.1) pode também ser expresso na forma
matricial mostrada a seguir.

Min  f(x)
s.a  g(x)=0 (3.2)
h(x) >0

onde g(-) e h(+) sdo vetores de ordens m x 1 e [ X 1, cujas componentes sao as funcoes
que representam as restricoes de igualdade e desigualdade, respectivamente.
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Visando ilustrar como as restri¢oes afetam a solucao de um problema de otimizacao,
consideremos os casos mostrados a seguir.

Exemplo 14
Min  f(x) = (z1 — 1,5)* + (22 — 1,5)?
s.a  h(x) =21 +2,—-2,0<0
ha(x) = —21 <0
hg(X) = —T9 < 0

A andlise das equacoes envolvidas neste problema de otimizacdo revela que:

e as curvas de nivel (ou de contorno) da fung¢ao objetivo sao circulos concéntricos
no ponto (1,5 ; 1,5);

e a restricio hi(x) =x1 + x5 — 2,0 < 0 corresponde a parte inferior da regido
delimitada pela reta que passa pelos pontos (0,0;2,0) e (2,0;0,0), incluindo esta
reta;

o as restrigoes ho(x) = —x1 < 0 e hy(x) = —xy < 0 s@o restrigoes de nao-negatividade
nas variaveis de otimizacao;

Se as restri¢oes fossem ignoradas, o valor minimo da func¢ao objetivo seria no ponto
(1,5;1,5), para o qual a fun¢do objetivo vale 0,0 e a restricio hy(x) € violada. Se
as restrigoes sao consideradas, a solu¢ao otima é (1,0;1,0), com o valor 0,5 para a
funcao objetivo neste ponto. Nota-se que, neste caso a localiza¢do da solug¢ao dtima
€ na fronteira da regiao das solugoes vidveis, sendo diretamente influenciada pelas
restricoes.

As curvas de nivel da fungao objetivo e a regiao definida pelas restricoes sao repre-
sentadas na Figura 3.1

w

T T 1 —_—T I

Py N
3], P2 Jy=ta =15 + G-t #

x*=(1,1)
fx*=0,5

= Reg ido Vidos i ¢
0sE 25 : 25 )
L 0 777, 33
ﬁié_. : '
i 05 1 15 2 25 3

Figura 3.1: Representacao do problema do exemplo 14
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Figura 3.2: Representacao do problema do exemplo 16

Exemplo 15
Min  f(x)= (1 —0,5)?+ (25 — 0,5)?
s.a h(x) =21 +2,—-2,0<0
ha(x) = —21 <0
hs(x) = —22 <0

O conjunto de restricoes deste problema é o mesmo que o do problema anterior.
As curvas de contorno da fungao objetivo também possuem a mesma forma, estando
porém centradas no ponto (0,5;0,5).

Se as restricoes fossem ignoradas, o valor minimo da funcao objetivo seria no ponto
(0,5;0,5), para o qual a fungdo objetivo vale 0,0. Se as restrigoes sao consideradas,
a solucao otima permanece a mesma. Neste caso a localizacao da solucao otima € no
interior da regiago das solugoes vidveis, nao sendo portanto afetada pelas restrigoes.

Exemplo 16

( ):l’1+$2—2,0<0

() —ZL’1+ZL’2+3,0<0
hs(x) = —x; <0

(x)

Neste caso, o conjunto de restricoes deste problema é o mesmo que o do problema
anterior, acrescido da restri¢io Co(x) = — x1 + 29 + 3,0 < 0. Esta restri¢ao delimita
a regiao abairo da reta —xy 4+ 29 + 3,0 = 0. As curvas de contorno da func¢ao objetivo
também possuem a mesma forma, estando porém centradas no ponto (2,0;2,0). A
andlise da regiao das solucoes vidveis mostra que esta nao € convera. A solucao deste
problema de otimizacao € invidvel.

Esta situacao € ilustrada na Figura 3.2
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3.2 Restricoes de Igualdade

Visando simplificar a derivacao das condicoes de otimalidade para o problema de oti-
mizacao restrito, considere inicialmente a minimizagao de uma fungao f(x), tal que
x € R™ satisfaca m restri¢oes (m < n) de igualdade representadas pelas fungoes

gi(x)=0, i=1,2...m

O conjunto de equagoes g;(x) = 0, ¢ = 1,2...m define a regiao das solugoes
vidveis, a qual pertence a um subespago de dimensao (n —m).
Denotando g(x) a matriz cujos componentes sao as m restri¢oes g;(x) = 0; isto é,

g1(x)

g(x) = ngX) (3.3)

g (%)
o problema de otimizacgao com restrigoes de igualdade é expresso como

Min  f(x)

s.a gx)=0 (3:4)

A maioria dos algoritmos de solu¢ao do problema de otimizacao com restrigoes de
igualdade sao baseados na busca de uma solugao que satisfaca determinadas condicoes
de otimalidade. Nos problemas de otimizagao irrestritos, estas condi¢oes requerem que
o vetor gradiente da funcao objetivo seja nulo e que a matriz Hessiana seja positiva
semidefinida na solucao 6tima.

Conforme mencionado anteriormente, uma solucao x € R" é dita viavel com relacao
ao conjunto de restricoes de igualdade do problema de otimizagao, se cada equacao do
conjunto g(x) = 0 é satisfeita no ponto considerado. Caso contrario, a solu¢ao x é
denominada inviavel com relacao ao conjunto de restri¢oes de igualdade.

Uma solucao x* é denominada minimo local do problema de otimizacao com res-
tricoes de igualdade se:

e x* é viavel com relagao a todas as restricoes de igualdade;

e existe uma vizinhanca V' (x*), tal que
f(x*) < f(x) para todo x € V(x")

Se x* é viavel e f(x*) < f(x), a solugao é classificada como minimo local forte.
Por outro lado, se (f(x*) < f(x)) a solugao é dita ser um minimo local fraco.

Com o objetivo de verificar se a condi¢cao de minimo local se aplica a uma solugao
vidvel, é necessdrio caracterizar a vizinhanga V' (x*). Em geral, a viabilidade de uma
solugao em relacao a um conjunto de equacoes nao-lineares é mantida apenas por
movimento ao longo de um caminho nao-linear, denominado arco vidvel. Por exemplo,
a restri¢do nao-linear x% + 3 = 1 representa um arco vidvel definido por um circulo de
raio unitdrio no R?, centrado na origem.
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Se um arco viavel existe com relagao a uma solugao viavel x, entao a vizinhanga
desta solucao ao longo deste arco contém pontos vidveis. A verificacdo da otimalidade
de uma determinada solucao requer o estabelecimento de uma condicao indicando a
existéncia do arco vidvel. Para isto, considere a expansao da equagao g(x) = 0 em
série de Taylor, no ponto x* e ao longo da direcao p; isto é,

Og(x)

g(x"+p) =gx")+ o | PT termos de ordem superior (3.5)
X

x*

og(x
ox |..

X
restricoes de igualdade calculados no ponto onde é feita a expansao. Esta matriz é
expressa analiticamente por

onde ¢ a matriz de ordem m x n, cujas linhas sao os vetores gradiente das

~—

e
Jo x* as (x*
Jg(x) —AKx)=| Vi) | =| asx’)
ox * : .
| Vom(x) | | an(x?) |

onde a;(x*) = Vg;(x*) é um vetor linha de ordem n.

Desprezando os termos de ordem superior da expansao em série de Taylor, os pontos
na vizinhanga de x* ao longo de qualquer direcao de movimento £p serao viaveis apenas
se a condicao

Ax )p=0 (3.6)

for satisfeita.

Cada componente da Equacao Matricial (3.6) (a;(x*)p = 0) representa um hiper-
plano tangente a superficie definida pelo conjunto de restrigoes de igualdade no ponto
x*. Portanto, a condigdo estabelecida pela Equagao (3.6) pode ser interpretada ge-
ometricamente como o requisito de que o vetor gradiente das restrigoes seja normal
ao plano tangente ao arco viavel, ou em outras palavras a superficie definida pelas
restri¢oes de igualdade no ponto x*.

Se a condigao estabelecida pela Equagao (3.6) nao é satisfeita, um movimento ao
longo de qualquer caminho tangente a p pode resultar na violacao de uma restricao.
Assim, deve ser observado que se g(x) é acentuadamente nao-linear, a condigao imposta
pela equagao (3.6) é insuficiente para assegurar que p é tangente ao arco viavel. O
requisito que g(x) deve satisfazer de forma a assegurar a existéncia dos arcos viaveis é
denominado qualificacao das restrigoes.

Para uma solugao vidvel qualquer x, os requisitos de qualificagao das restri¢oes g(x)
sao satisfeitos se cada vetor nao nulo satisfazendo a equacao (3.6) é tangente a um arco
duas vezes diferenciavel originado em x.

Quando a restrigao é linear, a qualificacao da mesma ¢é imediata. Caso contrério, a
equagao (3.6) nao representa rigorosamente a nao linearidade da restrigao, e portanto a
andalise da mesma pode conduzir a conclusoes erroneas sobre a viabilidade da solugao.

Um ponto regular é aquele para o qual as restrigoes g(x) = 0 sao simultaneamente
satisfeitas e os vetores gradiente das restrigdes (linhas da matriz A (x)) sao linearmente
independentes. Nesses pontos, a equacao (3.6) caracteriza completamente os hiperpla-
nos tangentes aos arcos viaveis. Esta equacgao requer que o vetor p pertenca ao espaco
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nulo formado pelas linhas da matriz A(x) (vetores gradiente das restri¢goes no ponto
considerado).

Se Z(x) é uma matriz de ordem n x (n —m) cujas colunas sao uma base do espaco
nulo das linhas da matriz A(x), entao A(x)Z(x) =0 e

A(x)p =0 se e somente se p = Z(X)p.

onde p. é um vetor arbitrario.
Resumindo, se x* é um ponto de minimo local de f(x) no problema expresso pela
Equacao (3.4), entao x* é uma solugao vidvel; isto é,

g(x’) =0

e para qualquer outra solucao viavel, obtida a partir de x* na direcao p; isto é, satis-
fazendo a condicao A(x)p = 0, o valor da fungao objetivo nao é menor do que aquele
correspondente a x*. Isto é expresso analiticamente pela inequagao

fx+p)=fx)+ V)P = fx)

o que implica em
Vf(x*)'p >0, para todo p

0f(x)
ox |,
Desde que A (x)p = 0 e pela condi¢ao de minimo local, o produto escalar V f(x*)'p
é nulo na melhor das hipdteses. Entao, o vetor gradiente da fungao objetivo pode ser
expresso como uma combinagao linear das linhas da matriz A(x); isto é,

onde V f(x*) = é o vetor gradiente da fun¢ao objetivo no ponto x*.

onde A\ é um vetor arbitrdrio de ordem m x 1. Desta forma, a condi¢ao V f(x*)'p > 0
é satisfeita, pois
Vi)' = [Ax)A]'p = NA(x)p =0

Portanto, a condicao necessaria para que uma solucao viavel x* seja um ponto de
minimo local do problema de otimizagao com restri¢oes de igualdade representado pela
equacao (3.4), é que

VF(x*) = A"\

onde, A é um vetor formado pelos escalares )\;, denominados multiplicadores de La-
grange. Esta condicao também pode ser escrita como

Zx")'Vf(x*)=0
pois A(x")Z(x") = 0, conforme definido anteriormente.
Exercicio 1 : Analise as solucdes vidveis da regiao definida pelas funcgoes

c(x)= x4+ 22+323—2=0
co(x) = by +2x9+23—-5=0
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3.2.1 Funcao Lagrangeana

Quando apenas restri¢coes de igualdade sao consideradas no problema de otimizacao, é
conveniente analisar o mesmo sob o ponto de vista de um problema irrestrito, o que é
possivel através da funcao Lagrangeana.

A funcdo Lagrangeana correspondente ao problema expresso pela equacao (3.4),

Min  f(x)
sa gx)=0

é dada por
£(x,A) = f(x) — Ng(x)

onde A é o vetor (m x 1), dos multiplicadores de Lagrange.

Observe que, na solugao 6tima (x*, A*) o valor critico de £(x*, \*) é apenas f(x*)
pois ¢g;(x*) =0 parai=1,...,m.

Os pontos estacionarios desta funcao irrestrita sao determinados aplicando-se as
condigoes de otimalidade de 1* ordem; isto é, derivando-se a funcao Lagrangeana
£L(x, ) e igualando-se o resultado a zero. Isto fornece

% =V, L(x,\) =0 = V,f(x) - V.g(x)'A
% =VaL(x,\) =0 = —g(x)

onde V,g(x) = A(x) é uma matriz (m X n), cuja i — ésima linha é o vetor gradiente
da funcdo g;(x), conforme definido anteriormente.
A primeira equacao pode ser escrita como

Vof(x) — AX)'A=0
o que resulta em
Vaf (%) = A(x)'A
isto é, em um ponto estacionario o vetor gradiente é expresso como uma combinagao

linear das colunas de V,g(x) = A(x).

Exemplo 17 Determinar os pontos estaciondrios da fungio f(x) = 3x3 + 4x3 sujeito
a restricio g(x) = 3,5x1 + 4xy — 14 = 0.
Os vetores gradiente da funcao objetivo e das restricoes sdao, respectivamente

6x
VI = | g
(35
Vax) =1,

De acordo com a condicao de otimalidade

6r; | [ 3,5 ]
[8$2]__ A

tal que, 3,5x1 + 4xy — 14 = 0.
A solugao deste sistema linear fornece A = —3,46, x1 = 2,02 e x5 = 1,73.
A ilustragao geométrica deste problema é mostrada na Figura 3.3



44 Capitulo 3: Otimizagao com Restricoes

4 = T T —— T T —o
e ————
30 _\@1.2 3,5):1:-%x2 =_14 _&32 BUYF<H

fla)y =" +4U

i _f_ﬂl?

x2
o
e

3 BB

i;.:\-.‘__ P2 “:53522 #2 23 ,
e AR

-4 .

Figura 3.3: Representacao do problema do exemplo 17

Exemplo 18 Determinar os pontos estaciondrios da fun¢ao f(x) = 2x1 + 3xy sujeito
a restricao g(x) = 3 + 1,525 — 6 = 0.

3.2.2 Multiplicadores de Lagrange

Visando facilitar a interpretagao geométrica dos multiplicadores de Lagrange, suponha
que o conjunto de m restricoes de igualdade seja expresso por um sistema de equacoes
lineares representadas pela equacao (Ax* = b, onde A possui m linhas linearmente
independentes), e que na soluc¢ao 6tima x* com x € R", o valor da fungao objetivo seja
Fx7).

A condicao de otimalidade de primeira ordem estabelece que o gradiente da funcao
objetivo deve ser expresso como uma combinacao linear dos gradientes das restricoes;
ou seja,

V. f(x*) = AP\

onde A e o vetor (m x 1) dos multiplicadores de Lagrange.
Desde que posto (A) = m, é possivel particionar a matriz A em duas submatrizes
A1, de ordem (m x m) e Ay, de ordem m x (n —m), sendo A; nao singular, tal que

[A1|A) { . } =b (3.7)

=[]

é particionado de forma semelhante a da matriz A.
Desde que A; é nao singular,

onde o vetor

X1 = Al_l(b — A2X2)
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tal que a funcao objetivo é expressa como
f(X) = f(x1,%x2) = fIAT'(b — AgXy), Xy]

e o vetor gradiente de f(z) particionado nesta mesma base fornece

Vo f(x) = { o }

onde g1 = Vm f(X) € g = vxzf(x)
A equacao A\ =V, f(x) pode ser re-escrita como,

A -lE]

A=AT'g

tal que

g = AiNT'g,

A derivada da funcao objetivo f[A[(b — Asxs), X3 com relacdo a b é

of (x B
8(b) = Al's =)

ou seja, os multiplicadores de Lagrange fornecem na solucao étima informacoes sobre a
sensibilidade instantanea da funcao objetivo com relacao a pertubacoes nas restrigoes.

Exemplo 19 : Minimizar a func¢ao f(x1,xs) sujeito a restri¢ao g(xi, o) = 0.

Aplicagao a Sistemas Elétricos de Poténcia 1 Considere dois geradores suprindo
poténcia a uma carga de 3 MW. Os geradores possuem curvas de custo de geragao de
poténcia ativa dadas por Cy(Py) = 1,10P¢ e C(P,) = 0,88P%. Determinar a poténcia
de saida de cada gerador na solucdo de minimo custo de geracao. As perdas de poténcia
ativa nas linhas de transmissao sao despreziveis.

3.3 Condicoes de Suficiéncia

As condicoes de otimalidade necessarias para que uma solucao viavel x* seja um ponto
de minimo do problema de otimizacao com restri¢coes de igualdade sao:

1. o gradiente da funcao objetivo deve ser expresso como uma combinacao linear
dos vetores gradiente das restrigoes no ponto x*, isto é

VF(x*) = A)'\

2. para quaisquer vetores p e \* satisfazendo respectivamente as condigoes A (x")'p =
0 e Vf(x*) = A(x*)'\*, entao p'V2L(x*, \")p > 0.
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A segunda condi¢ao implica no requisito de que a funcao Lagrangeana .£(x, \*)
seja convexa em x e \. Em outras palavras, se as funcoes f(-) e g;(-) sdo duas vezes
diferencidveis, a matriz Hessiana V2£(x*, \*) deve ser positiva semi-definida.

Se V2.£(x*, \*) é positiva definida, estas condigoes sdo suficientes para assegurar
que (x*, \*) é um ponto de minimo de £(x, \) e de f(x), pois p'V2L(x*, \*)p > 0 para
qualquer p e p‘a;(x*) = 0. Desde que p = Zp. (Z ¢ a matriz de espago nulo das linhas
de A(x")), entao a segunda condigao requer que a matriz

Z(x*)'V2£(x*, \)Z(x")
denominada Hessiana reduzida da fun¢ao Lagrangeana, seja positiva definida.

Exemplo 20 : Verificar as condigoes de otimalidade dos sequintes problemas:

Min  f(x) =4a] + 325 — br1xs — 811
s.a 1+ 129 =4,0

Min f(X) = (xl - 1,0)2+(l'2 _1a0)2
s.a r1+1x9—4,0=0,0
213'1—213'2—2,0:0,0

Min  f(x) =2z1 + 39
s.a x4+ 1,523 —6,0=0

3.4 Restricoes de Desigualdade
Suponha que o problema de otimizacgao a ser resolvido é representado por

Min  f(x)
s.a  h(x)>0

onde as inequagoes h(x) > 0 representam as restrigdes de desigualdade.

Uma solugao é considerada vidvel se o conjunto de restri¢oes h(x) > 0 é simultane-
amente satisfeito. Caso alguma restrigao nao seja satisfeita, a solugao ¢é dita invidvel.
Portanto as equacoes do conjunto h(x) > 0 definem a regiao das solugéoes vidvess.

Se x* é um ponto vidvel e minimo local de f(x), entao,

1. x* pertence a regiao das solugoes viaveis definida pelo conjunto de restrigoes
h(x) > 0;

2. nao existe nenhum vetor p, tal que

ex=Xx*+peS;e
e Vf(x*)'p <O0.
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O significado destas condigoes é que qualquer movimento a partir de x* nao tem
componente negativa V f(x)'p, e portanto o valor da funcao objetivo nao pode ser
reduzido.

Com relacao ao conjunto de inequagoes do problema de otimizacao, a restricao de
desigualdade h;(x) > 0 é denominada restri¢ao ativa se ela estiver no limite no ponto
x*, isto é h;(x*) = 0. Caso contrario, se h;(x) > 0, a inequagao é chamada restri¢ao
mativa.

Quanto a localizacao da solucao 6tima, as duas seguintes possibilidades sao consi-
deradas:

1. x* nao esta no limite da regiao das solugoes viaveis. Isto implica em que nao ha
nenhuma restricao de desigualdade ativa, ou seja

h(x") >0 (hi(x*) >0, i=1,2...m)

Entao existe uma vizinhanca de x* € S, e para que x* seja um ponto estacionario
é necessario que

Vix*)=0

2. x* é tal que existe uma ou mais restrigdes ativas (por exemplo, h;(x*) = 0 para
algum ¢ € I). O conjunto I, chamado conjunto de restrigoes ativas, é em geral
desconhecido, exceto no caso onde existem apenas restrigoes de igualdade.

3.4.1 Condicoes de Karush-Kuhn-Tucker

Seja o ponto x* para o qual,
hi(x*)=0, i€l

hi(x*) >0, i ¢ I

Se os vetores a;(x*) = Vh;(x*), i € I sdo linearmente independentes e se x* é um
ponto de minimo local forte de f(x*) sujeito as restrigdes h;(x) = 0, entao:

1. Vf(x*) = A(x*)'\*, onde as linhas da matriz A sdo os vetores gradiente das
restricoes ativas;

2. A} = 0 para as restri¢oes inativas (h;(x*) >0, i ¢ I);
3. Afhi(x*) = 0 (condicdo de complementaridade), com h;(x*) > 0;

4. X\* > 0 para as restrigoes ativas (h;(x*) =0, i € I).

Essas condicoes, as quais estabelecem a suficiencia para que a solugao de um
problema de otimizagao com restricoes de desigualdade seja otima, sao chamadas
Condicoes de Karush-Kuhn-Tucker para o ponto de minimo.
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3.4.2 Interpretacao da Condicao \ > 0

Seja p uma diregao de movimento a partir da solugao x*, tal que todas as restrigoes do
conjunto / permanecem ativas, com exce¢ao da k — ésima restricao, a qual permanece
viavel mas se torna inativa. Entao no ponto x* + p,

pla;(x*) =0, i€l, i#k
hk(X* + p) > hk(X*) =0
tal que
plai(x*) >0

A expansao em série de Taylor de f(z) na diregao p e em torno de x* até o termo
de 1% ordem fornece

f(x"+p) = f(x) +p'Vf(x)
= f(x") + p'A(x)' N
= f(x") + p'Na(x)

pois p‘a;(x*) = 0 para i € I, de forma que a expressao resultante ¢

f(x*+p) = f(X") + p'Nap(x)

sendo que p'ag(x*) > 0 e entdo, se A\; > 0 0 2° termo sempre resultard em acréscimo
no valor da fungao objetivo.

As condig¢oes de Kuhm-Tucker sdo suficientes em primeira ordem para assegurar
que x* é ponto de minimo, pois é possivel provar que nao existe vetor p satisfazendo
simultaneamente as inequagoes p'V f(x*) < 0 e p'a;(x*) > 0.

A condicao A\; > 0 mostrada acima, pode também ser explicada a partir do fato de

que
of
Oby,

Um aumento em b, movera o correspondente limite para o interior da regiao viavel.

Se A7 > 0, desde que
of

o

a tnica forma de reduzir o valor da fungao objetivo com relac¢do a restricao hy(x) > 0
seria diminuindo by, tal que db, < 0. Entretanto, isto poderia resultar numa solugao
invidvel. Entao A; < 0 indica que, se a restrigdo hi(x) > by ¢ ativa, ndo ¢é possivel
reduzir o valor da funcao objetivo via manipulacao da restricao hs. Dai, a condicao

Of (x*)
by,

A (quando  hi(x) = by)

= )\]’;
com

e \; > 0, para as restrigoes ativas;

e \; =0, para as restrigoes nao ativas.

A particularizagao do estabelecimento das condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker para
o caso do problema de otimizacao com restricoes de desigualdade lineares é mostrada
a seguir.
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3.5 Otimizacao com Restricoes Lineares

Seja o seguinte problema de otimizacao, no qual as restrigoes sao representadas por um
conjunto de desigualdades.

Minimizar  f(x) (3.9)
sujeito a Ax>Db '
onde, f(x) é a fungao objetivo a ser otimizada, A é a matriz de coeficiente das restri¢oes
formada por vetores linha al, b é o vetor do lado direito com componentes b; e x é
o vetor das variaveis de otimizacao. A determinacao de uma solucao viavel para este
problema requer uma distingao preliminar entre as inequagoes que representam as
restricoes. Para um dado ponto x é possivel distinguir trés situacoes na qual podem
estar as mesmas:

e restrigoes satisfeitas, mas nao no limite, isto é, alx > b;, chamadas restri¢oes
inativas;

e restrigoes satisfeitas e no limite, isto é, alx = b;, chamadas restrigoes ativas;

e ndo satisfeitas, isto é, alx < b;, chamadas restrigoes violadas.

Em termos gerais duas situagoes podem ser previstas com relacao a solugao inicial
no problema de otimizagao exposto na equacao (3.8):

e solucdo inicial vidvel, isto é, x° tal que Ax” > b, ou seja, x" para o qual todas
as restricoes sao satisfeitas;

e solucao inicial invidvel, isto é, x° para o qual existem restrigoes i tal que alx® < b;

Naturalmente, é mais simples resolver o problema representado pela equacao (3.8)
a partir de uma solucao inicial viavel. Entretanto, nem sempre é possivel se dispor de
tal solucao.

Nas secoes subseqiientes mostra-se os movimentos a partir de uma solugao inicial
viavel com o objetivo de se estabelecer as condigoes de otimalidade do problema ex-
presso pela equagao (3.8).

3.5.1 Movimentos a Partir de um Ponto Inicial Viavel

Seja x* uma solucao vidvel. Se a j-ésima restricao é inativa porém satisfeita neste

ponto, ou seja aﬁ-xk > b;, entao os movimentos a partir de x* sdo possiveis em qualquer
direcao sem violar a restricao considerada. Isto é, para qualquer vetor p, x* 4 £p serd
vidvel para uma escolha adequada de || £ ||.

Uma restri¢ao ativa, por outro lado, restringe os movimentos a partir de um ponto
vidvel. Se a i-ésima restricao é tal que alx* = b;, existem dois tipos de movimento que
manterao a restricao viavel. Se p satisfaz

alp=0 (3.9)
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a direcao p corresponde a um movimento ao longo da restrigao i, e esta permanece
ativa para todos os pontos x* + ap para qualquer a. Se p é tal que alp > 0, entao

al(x"+ap)=b+aalp>b se a>0 (3.10)

isto é, a i-ésima restricao se torna inativa no ponto x* + ap. O vetor p representa,
portanto, um movimento com a dire¢ao apontando para o interior da regiao viavel.

3.5.2 Analise da Condicao de Otimalidade

Para determinar se o ponto x* é a solucao 6tima do problema de otimizacao com
restricoes de desigualdade lineares, deve-se inicialmente identificar as restricoes ativas
em x*. Para isto, seja A uma matriz de ordem (t x n) cujas linhas s@o os coeficientes
das restrigoes ativas em x*. A condi¢ao necessaria para que x* seja a solucao otima é

Vf(x*) = Ax (3.11)

onde, V f(x*) é o gradiente da fungao Lagrangeana calculado no ponto x*, e A é o vetor
dos multiplicadores de Lagrange das restricoes.
Esta condi¢ao assegura que f(-) é estaciondria para todos os movimentos de x*
ao longo das restricoes ativas. Entretanto, desde que os movimentos a partir de x*
direcionados para o interior da regiao viavel correspondem também a solucoes viaveis,
o ponto x* nao sera 6timo se houver alguma direcao p de movimento descendente, isto
é, ao longo do qual f(-) decresga. Para evitar esta possibilidade, é necessério assegurar
que, para qualquer vetor p satisfazendo Ap > 0, VIf(x*)p > 0. Desde que, pela
equacao (3.11)
Vif(x)p=Malp + Xasp + -+ \Aalp (3.12)

onde, t é o nimero de restricoes ativas; a condicao desejada é representada por
Vif(x*)p = Map+ Adap+---+ Nalp >0 (3.13)

onde, afp > 0,i=1,2,--- .t

Esta condicao é satisfeita somente se \; > 0,7 = 1,2,--- ¢, isto é, x* nao sera
a solucao 6tima se existirem multiplicadores de Lagrange negativos, pois isto indica
que ainda existe alguma direcao ao longo da qual é possivel reduzir o valor da fungao
objetivo.

Para se estabelecer o conjunto total de condicoes de otimalidade para o problema
definido pela equacao (3.8), deve-se fazer a imposigao adicional de que as ¢ linhas da
matriz A sdo linearmente independentes e que Z é uma matriz cujas colunas formam
uma base para o conjunto de vetores ortogonais as linhas de A. Neste caso, cada vetor
p tal que Ap = 0 pode portanto ser escrito como uma combinagao linear das colunas
de Z, isto é, p = Zp, onde, p, é um vetor arbitrario. A expansado da fungao f(x) no
ponto x* ao longo da diregao p (para a qual Ap =0ep="7Zp,) é dada por

FO +€2p.) = () + UEVSOC) + o EPZG D, (314)

onde, G(x*) é a matriz de segunda derivada de f(-) calculada em x*. A andlise desta
equacao mostra que uma condicao adicional para que x* seja a solu¢ao 6tima é que a
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matriz Z'G(x*)Z seja positiva definida, pois neste caso %§2pZZtG(X*)ZpZ > 0 para
qualquer p, isto é, nao ha direcao ao longo da qual o valor da fungao objetivo possa
ser reduzido. Portanto, as condicoes de otimalidade para o problema de otimizacao
expresso pela equagao (3.8) podem ser sumarizadas como:

1. alx* > b;, para as restri¢oes inativas e alx* = b;, para as restri¢oes ativas;
2. Vf(x*) = A\, onde, A corresponde as restri¢oes ativas;
3. A > 0 para as restricoes ativas;

4. Z'G(x*)Z positiva definida.

Essas condigoes sao chamadas Condicoes de Karush-Kuhn-Tucker para o problema
de otimizagdo com restrigdes lineares expresso em (3.8). E comum ainda, atribuir
multiplicadores de Lagrange nulos as restri¢oes inativas, tal que a condicao 3 poderia
ser expressa de forma generalizada por:

e )\; > 0 para restrigoes ativas

e )\, = 0 para restri¢oes inativas

3.6 Exercicios

Exercicio 2 : Determinar os pontos estaciondrios e analisar as condigoes de otima-
lidade dos sequintes problemas:

1.
Min  f(x) =2x1 + 3z9 — 2% — 213
s.a 1 +3x2 — 6,00
5x1 + 229 — 10,0 < 0
XL1,2X2 2 0
2.
Min  f(x) =47 + 323 — bx129 — 824
s.a  x1+x9—4,0<0
3.
Min  f(x) =2% + 23 — 42, — 225 + 6,0
s.a T +T9—4,0=0
/.
Min  f(x) =222 4+ 923 — 6x179 — 1871 + 99
s.a r1+ 229 —10,0<0
41’1—3I2—20,0<0
xy, w0 20
5.

Min  f(x) =92% 4+ 1323 — 18z125 — 4,00
s.a  xf+a5+2r —16,0 >0
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Min f(X) :SL’? — 165(31 + 25(32 — 31’%
S.a SL’1+SL’2—3,0<O

Min  f(x) =3x% — 2x129 + 523 + 819
s.a  xf — a3+ 8wy — 16,0 <0

Exercicio 3 : Encontre o ponto estaciondrio x* da fungdo
f(x) =i+ + a3
sugeito a
c(x)=x1+224+323—2=0
co(x) =bx1 +2x9+23—5=0

e determine a sua natureza. Verifique se o vetor gradiente de f(x) pode ser escrito
como uma combinagdo linear dos vetores gradientes das restrigoes c1(x) e ca(X).

Exercicio 4 : Mostre que x = (1,0;1,0;1,0) é um ponto estaciondrio da fung¢ao
f(x) = 2] + 223 + 423 + 5ry7,
sujeito as restricoes
Cl(X) =T —|—SL’§ + 35(725(73 —5=0
co(x) = 23 4+ 511w9 + 322 — 9 =0
e determine a sua natureza.
Exercicio 5 : Verifique que a funcao
f(x) = a3 + 23 + 23
sujeito a
c1(x) =22 —4ay =0
co(X) =11 —25—1=0
tem um minimo em x* = (2,0;1,0;0,0), porém o gradiente da fung¢ao objetivo nao
pode ser expresso como uma combinacao linear dos vetores gradientes das restrigoes.
Exercicio 6 : FEstabeleca as condigoes de Kuhn-Tucker para o problema
Minimizar — f(x) = —x5 + x5 — 22,23
sujeito a
Cl(X) :21’14—1'%4-1’3—5:0
co(x) = 5t — a3 — 23 > 2

c3(x) =21 >0

ca(x) =29 >0

c5(x) =23 >0

e verifique se elas sao satisfeitas no ponto x = (1,0;0,0;3,0).
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Exercicio 7 : Estabeleca as condicoes de Kuhn-Tucker para o problema
Minimizar f(x) = 2] + x5 + 23
sujeito a
c(x) = —x1 + 29 —x3 > —10,0
co(X) = @1 + x9 + 423 > 20,0

e obtenha a solucao deste problema através de qualquer método.
Exercicio 8 : Para o problema

Minimizar f(x) = (21 — 1)* + (25 — 1)?
sujeito a

a(x) =21+ 22 <0,50
r1 2> 0,0

1. plotar os contornos de f(x) = 0,0, f(x) = 1,0 e f(x) = 4,0 e as restri¢oes do
problema de otimizacao;

2. identificar o minimo irrestrito na Figura;
3. identificar o minimo restrito na Figura;

4. calcular os multiplicadores de Lagrange.
Exercicio 9 : Seja o problema
Minimizar  f(x) =z + 2
sujeito a
2— zf — x5 <0,0
4—21—329<0,0
—30+ 2, + 25 <0,0
1. wverificar se as condi¢oes de otimalidade de primeira ordem sdo satisfeitas no
ponto (1,0; 1,0);
2. calcular os multiplicadores de Lagrange neste ponto.

Aplicacao a Sistemas Elétricos de Poténcia 2 Determine a poténcia de saida de
trés geradores, que resulta mo minimo custo de geracao de poténcia ativa, quando uma
carga de 800 MW ¢é suprida. Considere as perdas de transmissao despreziveis. As
curvas de custo de geracao sao quadrdticas, dadas por

Cy(Py) =300+ 7,3P, + 0,001 P2
Co(Py) = 150 + 7,8P, + 0,002 P2

Cs5(P3) =75+ 7,5P3 + 0,005 P
nao havendo restricao na geracao de poténcia.

Aplicacao a Sistemas Elétricos de Poténcia 3 Verifique as condi¢oes de otima-
lidade do problema da aplicagcao 2, considerando que as perdas de poténcia ativa na
transmissao sao dadas por P, = 0,00003P¢ + 0,00005P% + 0,00007 P%.
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Capitulo 4

Fundamentos de Programacao
Linear

Este capitulo apresenta a classe de problemas no qual a funcao objetivo e as restrigoes
sao funcgoes lineares da variavel de otimizacao, os quais sao denominados problemas de
Programacao Linear. Apesar da maioria dos problemas de interesse pratico da andlise
de sistemas de poténcia nao possuir esta caracteristica, a discussao deste tipo de pro-
blema é importante por varias razoes. Em geral, é possivel simplificar a obtencao da
solugao de um problema de otimizacao nao-linear, através da linearizacao sequencial
do mesmo e da aplicacao de algoritmos relativamente mais simples, envolvendo apenas
sistemas lineares. Além disso, algoritmos de Programacao Linear podem freqiiente-
mente ser utililizados como base para o desenvolvimento de algoritmos mais complexos
de Programacao Nao-Linear. Finalmente, os conceitos relacionados a Programacao Li-
near fornecem subsidios para o entendimento dos fundamentos gerais da programacgao
matematica.

4.1 Caracteristicas GGerais

A aplicacao de algoritmos de Programacao Linear para a obtencao da solucao de pro-
blemas de otimizacao com restricoes requer que tanto a funcao objetivo quanto as
restrigoes sejam representadas por fungoes lineares.

A forma padrao do problema de otimizacao é [1, 3],

Minimizar f(x) = c¢'x
sujeitoa  Ax=Db (4.1)
x>0

onde, ¢ é o vetor (n x 1) dos coeficientes da func¢ao objetivo; A é a matriz (m x n) dos
coeficientes das restrigoes; x é o vetor (n x 1) das variaveis de otimizagao e b é o vetor
(m x 1) do lado direito das restrigoes.

A equagao (4.1) representa um problema com restri¢oes de igualdade e de nao ne-
gatividade nas varidveis de otimizacao. Apesar de que muitos problemas de otimizacao
nao possuem esta forma, mostra-se no texto a seguir como converter qualquer problema
de otimizagao com fungao objetivo e restricoes de igualdade e de desigualdade lineares
para esta forma.
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Devido ao fato de ser expresso apenas em funcao das variaveis de otimizagao, o
problema mostrado na equacgao (4.1) é dito estar na forma compacta. Esta formulacao
pode ser obtida utilizando-se como indice de desempenho a ser otimizado fungoes li-
neares simples, fungoes multisegmentadas, ou fungoes linearizadas. Se as restrigoes
sao expressas por funcgoes nao lineaares, a forma linear das restricoes pode ser obtida
através da expansao das equagoes nao-lineares em série de Taylor, em torno de um
determinado ponto, até o termo de primeira ordem.

Um grande ntimero de metodologias baseadas em Programacao Linear tém sido
propostas na literatura para a solucao de problemas restritos da forma expressa na
equagao (4.1). Uma das técnicas mais freqiientemente utilizadas para esta finalidade
é o algoritmo Simplex, proposto por Dantzig na década de 40. Uma variante deste
método largamente utilizada em problemas lineares de grande porte é o algoritmo
Simplex Revisado, pela sua habilidade de manipular um ntmero elevado de restri¢oes
sem aumento demasiado no dimensionamento das matrizes envolvidas na solucao do
problema, e pela sua eficiencia no tratamento de restricoes com limites bilaterais.

As principais vantagens da utilizacao das técnicas de Programacao Linear na solucgao
de problemas de otimizacao com restrigoes sao:

e confiabilidade;

e rapidez na determinagao de solucoes viaveis;

e rapidez na deteccao de inviabilidade da solucao;
e facilidade de implementacao;

A principal desvantagem associada as metodologias baseadas em Programacao Li-
near ¢ a imprecisao resultante da linearizagao de determinadas fungoes objetivo, prin-
cipalmente aquelas relacionadas aos problemas de despacho de poténcia reativa. Em
particular, tanto as perdas de poténcia ativa nas linhas de transmissao como as injecoes
de poténcia reativa sao fungoes com grau acentuado de nao-linearidade, o que dificulta
a aplicacao desses algoritmos.

Exemplo 21 Minimize a fun¢dio f(x) = —4xy — x5 + 50, sujeito das restri¢oes
1 — X2 S 2
T+ 2$2 S 8
120 w222>0

Observe que os contornos da fun¢ao objetivo e as restricoes sao todos representados
por linhas retas. No espaco n-dimensional esses elementos seriam hipersuperficies.

A solugao dtima e unica € o ponto v1 = 4,0 e x5 = 2,0, para o qual a func¢ao
objetivo vale 32,0. As curvas de nivel da funcao objetivo e a regidgo definida pelas
restricoes sao representadas na Figura 4.1

Exemplo 22 Minimize a funcao f(x) = —x1 + z2 + 30, sujeito as mesmas restrigoes
do exemplo anterior.

Neste caso, os coeficientes da fungdao objetivo sao iguais aos da primeira restri¢ao
em magnitude, porém com sinais opostos. O problema admite infinitas solugoes.

A Figura 4.2 ilustra geometricamente este problema.
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J(x) =—4x,—x, + 50 275 1
»s e |
3} x,+2x,=8 /-
o~ 25
2| Regido
15 Vidvel
1.
05} ¢
4
UO 05 1 15

Figura 4.1: Representacao do problema do exemplo 21

Regido
Vidvel

Figura 4.2: Representacao do problema do exemplo 22
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45
f(x)=—d%, -2, +50 f(x) > —e0t

4
35 )}j
3 Regido

25 Vidvel %-%,=2 4
2
15
1
05 6 8 i 2
W o8 t 15 2 18 9§ 3 4 as

Figura 4.3: Representacao do problema do exemplo 23

Exemplo 23 Minimize a fun¢do f(x) = —4xy — x5 + 50, sujeito das restri¢oes

T1 — X9 SQ
1’120 SL’QZO

Neste caso, a regidgo das solugoes vidveis € um conjunto aberto, o que resulta numa
solugdo com x1 e xo tendendo a infinito. Fsta situacdo € ilustrada na Figura 4.3.

Exemplo 24 Minimize a fungao f(x) = —4x; — x5 + 50, sujeito as restrigoes
1 — X S -5
T+ 2 <

8
120 22>0

Neste caso nao existe solucao vidvel, conforme mostra a Figura 4.4.

4.2 Conceitos Basicos

Para converter um problema de Programacao Linear a forma padrao, todas as res-
tricoes de desigualdade devem ser transformadas em restrigoes de igualdade. Além
disso, a restricao de nao negatividade nas varidveis de otimizacao deve ser conveni-
entemente manipulada, de forma que as varidaveis envolvidas possam assumir também
eventualmente valores negativos. O estabelecimento de um procedimento légico para
a determinacao da solucao do problema de Programacao Linear padrao requer o uso
das defini¢oes mostradas a seguir.

Definicao 10 : Varidvel irrestrita - € aquela que pode assumir qualquer valor finito,
positivo ou negativo. Para ser considerada num problema de Programag¢ao Linear na
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flx) = —dx, =2, + 50 i

i
-2 -15 -1 -05 i} 05 1 LF-
1

Figura 4.4: Representacao do problema do exemplo 24

forma padrao, este tipo de varidvel deve ser expresso como a diferenca entre duas
varidaveis nao-negativas;, ou seja, se x; € variavel irrestrita, ela pode ser escrita como

/ 1"

(2 77

com x>0 e 2! >0

A substituicao de uma varidvel irrestrita no problema representado na equagao (4.1),
aumenta o numero de variaveis de otimizacao, porém elimina a limitacao imposta pela
restricao de nao negatividade.

Definicao 11 : Varidvel de folga - é aquela utilizada para se transformar uma res-
tri¢ao de desigualdade em restri¢ao de igualdade. Isto € a inequagao do tipo < (menor

ou igual)
> ayr; < b
i

pode ser transformada na equacdo

E CLZ'jZL’j -+ T+l = bj

J

com x,y1 > 0 e custo correspondente nulo (¢ 41 =0).
De maneira andloga, a restrigao é do tipo > (maior ou igual) pode ser transformada
em restricao de igualdade; isto é, a inequacao

Z aijl’j 2 bj
J

pode ser re-escrita como

E A5 — Tpy1 = bj
J

com Z,41 > 0 e custo correspondente nulo (¢,1 = 0).
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Exemplo 25 Converta o sequinte problema a forma padrao do problema de Pro-
gramacgao Linear:

Maximizar f(x) =z + 4y
sujeito a w1+ 2y <5
25(71 + Yy = 4
r1 — Y Z 3
xr1 >0, y wrrestrito em sinal

A wvariavel irrestrita € expressa como a diferenca entre duas varidveis nao negativas;
ou seja,
Y =2y — T3, com xy, x3>0
As restricoes de desigualdade sao convertidas em restricoes de igualdade com o
auxilio de varidaveis de folga nao negativas; isto ¢€,

:L'1—|—2y§5:>:v1+2y+x4:5

rT11—yY>3=>11—yY—T5=23

A inclusdo das novas varidveis no problema de otimizacao original resulta

Maximizar f(x) = x1 + 4(xe — 3)

sujeito a  xq + 2(xe —x3) + 14 =5
25(71 + (LL’Q — LL’3) = 4
Il—($2—l’3)—x5:3
x1, Ta, T3, Ty, x5 >0

ou, na forma matricial,

T
)
Maximizar [1 4 —4 0 O} T3
Ty
Ts
xy
1 2 =21 0 T 5
sujeito a 2 1 -1 0 0 z3 | = | 4
1 -1 -1 0 -1 Ty 3
Ts

X1, T2, T3, T4, Tp Z 0

Definicao 12 Varidvel artificial - € aquela adicionada a restricao de igualdade, com
custo bastante elevado para assequrar que tal varidvel nao fard parte da solu¢do dtima.

Definicao 13 Solucao vidvel - € aquela que satisfaz simultaneamente as restrigoes de
wgualdade e nao negatividade.
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Definicao 14 Base - ¢ um conjunto de restri¢oes linearmente independentes, referidas
como restrigoes bdsicas, que sao satisfeitas como igualdades.

Definicao 15 Solugao basica vidvel - € aquela obtida selecionando-se algumas varidveis
(denominadas nao basicas e denotadas por x,,) como nulas e resolvendo o sistema linear
remanescente para as varidveis bdsicas (que sao maiores ou iguais a zero e denotadas
por xp).

Esta definicao permite particionar os vetores e as matrizes envolvidas no problema
de otimizacao linear, tal que o mesmo pode ser re-escrito como

. . . t t
Minimizar c¢px; + €, X,

sujeito a [ A, A, } [X" } =b

onde os vetores X, ¢y, Ay € X,, c,, A, correspondentes as varidveis basicas e nao
bésicas, respectivamente.

Em geral, a solucao basica inicial viavel é obtida atribuindo-se o valor zero a to-
das as varidveis do problema original, tal que a matriz base é a matriz identidade
(correspondente as variaveis de folga etc).

Definicao 16 Um sistema de equacoes lineares Ax = b, com m equacgoes e n incognitas
e posto (A) = m, é dito estar na forma candnica se em cada equagao existe uma
varidvel (com coeficiente unitdrio) que nao aparece nas outras equagoes.

Um sistema linear generalizado, na forma canodnica, pode ser expresso como

T bi |
aip Q2 a, 10 .00
Gz1 Qg2 azm 0 1 . 0 Tm B b
: Tm+1 N bm-i—l
Am1  Am2 Amm 0 0 1
| Tn L by, |

Note que neste exemplo as varidveis x,,.1 . ..x, foram selecionadas para converter
o sistema linear a forma canonica, apesar de que outro conjunto de variaveis poderia
ser selecionado para esta finalidade. O método de eliminacao de Gauss-Jordan pode
ser utilizado para converter um dado sistema linear para a forma canodnica.

Exemplo 26 Determine as solug¢oes basicas do problema mostrado a sequir e identi-
fique as mesmas num grafico representando a regiao das solu¢oes vidveis.

Mazimizar 4x, + Sxo

sujeito a —T1+ 22 < 4
T+ o S 6
xry, w220
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A forma padrao deste problema € obtida introduzindo-se varidveis de folga para
converter as inequacgoes em restricoes de iqualdade e transformando o problema de
Marimizacao em minimizacao; isto €,

Minimaizar —4x, — Do

sujeito a —r1 + 20+ 23 =4
1+ To+ 2Ty = 6
Ty, xg, w3, w4 >0

O sistema de equagoes lineares que representa as restricoes de igualdade do problema
na forma padrao € dado por

a1
-1 1 10]|a| T[4
{1101} T3 _[6}
Xy

sendo naturalmente expresso na forma canonica, como pode ser observado.

E conveniente dispor do sistema linear na forma canonica pela facilidade de se obter
diretamente as solugoes basicas do problema de otimizacao linear.

Por exemplo, se x1 e xo forem selecionadas como varidveis nao bdsicas (r; = 0
e xo = 0), as varidveis de folga x3 e x4 sdo bdsicas, cujos valores sio 4 e 6, respec-
tivamente. Se x1 e xy forem selecionadas como varidveis basicas, entao xr3 e x4 $40
nulas e os valores das varidveis bdsicas sao obtidos através da aplicacao do método de
eliminacao de Gauss-Jordan no sistema linear que representa as restrigoes do problema
de otimizacao na forma padrao; isto €,

X €y
-1 110 T 4 10 —2 To 1
1 1 01 I3 6 0 1 3 T3 )

Xy Xy

N[ =0 [ =

e, desde que r3 = x4 =0, entao r1 =1 e 19 = 5.
Com quatro varidveis e duas restri¢oes, este problema possui 6 solucoes bdsicas, as
quais sao mostradas na tabela 4.1

H Solucao ‘ 1 ‘ Ty ‘ T3 H Ty ‘ f ‘ Viabilidade H Bésicas H Nao Basicas H

1 0]0] 4|6 0 Vidvel T3, T4 T1, T
2 04| 0 2 1-20 Vidvel To, T4 T, T3
3 0161|-210 - Inviavel To, X3 T1, T4
4 4100 10| - Inviavel T1, T4 To, X3
5 6 |0 |10] 0 |-24 Vidvel T, T3 To, X4
6 115010 |-29 Vidvel T1, Ty T3, T4

Tabela 4.1: Solugoes basicas do exemplo 26
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4.3 O Método Simplex

O método Simplex consiste em determinar uma solugao inicial basica viavel e entao
modificar a base, intercambiando uma de cada vez, as variaveis basicas e nao basicas.
Para fazer isto, deve ser observado que em qualquer estagio do processo,

Xn
[An Ab] [xb}:b
ou seja,
Aan -+ AbXb =b

e, usando o mesmo particionamento de variaveis para a funcao objetivo,
f=clx,+cix
— Ynn b*b

onde ¢, e ¢, sao os vetores de coeficientes da funcao objetivo relativos as variaveis
nao-bdsicas e basicas, respectivamente.
Desde que as linhas da submatriz A, sao linearmente independentes, esta matriz é
nao-singular, e portanto,
Xp = Ab_l(b - A,x,)

tal que a funcao objetivo pode ser escrita como
f=cx,+c A (b—A,x,)

ou, em forma compacta,
f=ciA,;'b+clx, (4.2)

onde cﬁi =cl —clA'A,,.

A cada iteracdo do processo, o conjunto das variaveis basicas x;, > 0 é modificado
para intercambiar uma variavel basica com uma variavel nao-bésica. Este procedimento
termina apenas quando for assegurado que o intercambio de variaveis nao resulta em
decréscimo no valor da fungao objetivo. A varidvel nao-basica a ser introduzida na
base é escolhida observando-se os coeficientes ¢, na equacio (4.2). A anélise desta
equacao revela que enquanto existir algum componente de c/n negativo durante o pro-
cesso computacional, é possivel reduzir o valor da funcao objetivo através da conversao
da varidvel ndo bésica correspondente ao c,, mais negativo (para assegurar a maxima
melhoria no valor da fungao objetivo) em varidvel bésica. O processo de intercambio
de variaveis é efetuado portanto, até que todos os coeficientes c;%- sejam positivos ou
nulos.

A variavel a deixar a base é selecionada com base na equacao

x, = A, (b—A,x,) (4.3)

Supondo que a varidvel a ser incluida na base é denotada por z,,, a equacao (4.3)
pode ser re-escrita como

0
Apil
_ B R S 1% D R :
szlAblb_JAb1 . . . L
Anin :
0
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o que fornece
~1 -1
x,=A, ' b—A Az,

onde A,,; é a coluna da matriz A, correspondente a variavel x,;.
Tomando p = Ab_lb eq= Ab_lAm- pode-se escrever

Tpr = P1— Q1Tn;
Tp2 = P2— (2Tn;
Loy = Pi— 4jTni

Tok = Prk— (qrTng

Com relagao a esta ultima equagao, denotando 0, = pi/qx, as seguintes observagoes
podem ser feitas:

e Ao se tornar uma variavel basica, x,; deve ser positivo. Por outro lado, supondo
xp; a variavel que serd excluida da base, p; também ¢ positivo, o que implica em
que a variavel a deixar a base deve ser selecionada entre aquelas com correspon-
dente ¢ positivo. Observe que xy; se tornara nulo (varidvel nao-bésica);

e Visando assegurar que todas as variaveis remanescentes na base serao positivas, a
variavel selecionada para deixar a base deve ser aquela correspondente ao minimo
O.

Apo6s o intercambio das variaveis basica e nao basica selecionadas conforme descrito
previamente, o vetor b (que fornece a solugao bésica em qualquer instante do processo)
e as submatrizes A, e A,, devem ser atualizadas. Esta atualizagao é realizada com base
na equagao (4.3), a qual pode ser vista como uma operagao que converte o sistema linear
a forma canonica correspondente as variaveis basicas selecionadas. Portanto,

betuel = A1 (4.4)

_latual

Adtual — ASITUAL (4.5)

onde, b e A,, correspondem aos conjuntos de varidveis basicas e nao bésicas antes do
intercambio.

4.3.1 Algoritmo

O procedimento descrito na segao anterior pode ser sumarizado no seguinte algoritmo:
1. Determine uma solugao béasica inicial viavel;
!
t __ At t A —1 .
2. Calcule c;, =c, — A, "A,;

. ! . . s ’ . ’
3. Determine o c¢,,; mais negativo: a variavel z,; ¢ aquela que deve ser incluida na
!/ . oy 7
base. Caso todos os ¢,; sejam positivos ou nulos o processo ¢ encerrado;

4. Calcule p=A;'beq=A;'A,;

5. Calcule 6, = pi/qx, para todos os g positivos;
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6. Selecione o minimo 6;: a varidvel x;; ¢ aquela que deve ser excluida da base;
7. Determine a nova matriz inversa Ab_l;

8. Atualize b e A,, usando as expressoes (4.4) e (4.5);

9. Retorne ao segundo passo.

Exemplo 27 Resolver o problema do exemplo 26 através do método Simplex.
Conforme mostrado anteriormente, a forma padrao deste problema é

Minimizar —4x1 — bxy — Oxz — Oxy
T
sujeito a {_1110} T2 :[4]
1 101 T3 6
Ty

Ty, Tg, X3, T4 2 0
A aplicacao do algoritmo descrito na subsecao 4.3.1 requer os seguintes calculos:

1. Determine uma solugao basica inicial viavel;

Visando tirar proveito da forma canonica do sistema linear que representa as
restricoes de igualdade, as varidveis nao basicas da solugao inicial sao x; e o
enquanto que as variaveis basicas sao x3 e x4. Desta forma, o vetor das variaveis
de otimizagao é expresso como

1 0

Xy, To 0

x! = = =1 ...
Xy T3 4

T4 6

o vetor dos coeficientes da funcao objetivo é dado por

C1 —4
Cn Cy -9
c= =|... | =
Cy c3 0
Cy 0

e as submatrizes correspondentes as variaveis nao basicas e basicas sao, respecti-
vamente,

-1 1|10
A=[An Ab}:[ 1 1‘0 1]

/
¢t tA—=LA . ,
2. Calcule c;, =c, —c,A; " A,; isto é,
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. / . . . ’ . ’
3. Determine o c¢,,; mais negativo: a variavel z,; é aquela que deve ser incluida na
base.

’ . . Ve N .7
O ¢,,; mais negativo ¢ aquele correspondente a varidvel z, (de valor -5), e portanto
esta variavel deve ser incluida na base;

4. Calcule p = Ab_lb eq= Ab_lAm-; ou seja,

1 o0][4] T[4
P=lo1]|l6| |6
Cfr o] 1]
lo |17 [1]

5. Calcule 0x = py/q, para todos os g positivos;

=1

4
Os 6, valem 1= 4 (correspondente a varidvel x3) e — = 6 (correspondente a

variavel xy)
6. Selecione o minimo 6;;

A variavel x3 é aquela que deve ser excluida da base. O novo particionamento
das variaveis fornece

T
Xn x3
X = =
Xp T2
Ty
A=A I a]= T gl Y]

7. Determine a nova matriz inversa Ab_l;

EHINEN

8. Atualize b e A,, usando as expressoes (4.4) e (4.5);

Rt B R R

9. Retorne ao segundo passo.

Com o objetivo de simplificar a aplicacao do método Simplex, assim como de fa-
cilitar a compreensao dos passos do algoritmo mostrado na secao 4.3.1, uma tabela
(tableau) é construida com o sistema linear na forma candnica e atualizada a cada
iteragao do processo de busca da solucao 6tima. Para o exemplo em considerado, as
tabelas relativas a cada iteracao sao mostradas a seguir.
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H Bésica ‘ T ‘ T ‘ T3 H Ty ‘ b ‘ Razao H
xs | —1| 1] 1] 0 41 1=4
4 1| 1| 0] 1 6| %=
Custo | —4 | =5 0|l 0 f=0
H Basica ‘ T ‘ To ‘ T3 H Ty ‘ b ‘ Razao H
T -1 1 1 O 4
T4 2 0] —1 1 2
Custo | —9 51 0] f=20
H Basica ‘ T ‘ To ‘ T3 H Ty ‘ b ‘ Razao H
Ty of 1] L 3 5
1 1 0 —g % 1
Custo| 0] 0] 2] 2] /=29

Tabela 4.2: Resumo das iteragoes - exemplo 27

4.3.2 Simplex na Forma Tabular

Para facilitar a resolucao de problemas a mao, pode-se empregar o tableau simplex.
Todas as operacoes necessarias para levar a estimativa inicial da solucao do problema,
passando por varios vértices do politopo vidvel, até a solugao 6tima, pode ser feita
facilmente usando o tableau. Existem varios fomatos de tableau simplex. O usado
neste curso serd explicado através do exemplo abaixo.

Deseja-se resolver o seguinte PL:

min f=—4x; — 31,

sujeito a 2x7 + 322 <6
—31’1 + 21’2 S 3 (46)
21’2 S )
21’1 + 29 < 4

Para inicial o processo de resolucao, coloca-se o problema na forma padrao e com
a funcao objetivo representada como uma restrigao:

min f
sujeito a —4x; —3xo =f
21’1 +31’2 +x3 =6
—31’1 —|—2JJ2 +I4 =3 (4 7)
2.7}2 +x5 =35
2.7}1 +Zo +Tg = 4

T1y...y Lg Z 0

A estimativa de solugao inicial do problema é: z; = x5 = 0 (varidveis nao bésicas)
x3 =6, x4 =3, 5 =5, rg = 4 (varidveis bésicas). Neste ponto f = 0.

Uma vez que as restricoes de nao negatividade nao participam explicitamente do
processo de solucao, os coeficientes da funcao objetivo e das equacoes sao organizados
numa tabela (um tableau):
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Ty Ty w3 T4 Ts Te f

-4 -3 0 0 0 010 Ly
2 3 1 0 0 016 Ly
3 2 0 1 0 013 Lo
0O 2 0 0 1 015 Ls
2 1 0 0 0 114 Ly

A tabela acima é o “tableau simplex” inicial. As linhas do tableau sao numeradas
Lo, ..., Ly. As linhas L; — L4 formam a matriz de coeficientes, A, cujos elementos sao
a;j. Na coluna a esquerda do tableau tem-se os elementos do vetor b.

Considere Ly. Uma vez que os coeficientes de x; e x5 sao negativos, f pode ser
reduzida ao se colocar uma dessas variaveis na base. Para progredir o mais rapido
possivel escolhe-se a variavel com coeficiente mais negativo para entrar na base, ou
seja, 1.

A coluna de x; é denominada coluna do pivot.

Para determinar o incremento méximo em z; faz-se o seguinte teste: Primeiramente
verifica-se quais coeficientes de A na coluna do pivot sao positivos. Calculam-se as
razoes b;/a;; para todo a;; positivo. A varidvel basica associada a linha j com menor
razao b;/a;; saird da base quando x; entrar na base. A linha j é denominada linha do
pivot.

Usando o tableu anterior:

Ty To X3 Ty Ty Tg f Razoes

-4 -3 0 0 0 010

2 3 1 0 0 016 6/2=3

3 2 0 1 0 013 —

0O 2 0 0 1 015 —

2 1 0 0 0 114 4/2 = 2 + Minimo

O teste das razoes indica que a variavel xg devera sair da base. Note que nao foram
computadas as raoes para Ly e L3, pois az; e ag; sao negativos.

Com x; entrando na base e xg saindo da base, deve-se construir um novo tableau
com a seguinte configuracao:

T Ty x3 x4 Ty T f
o ? 0 0 0o 7|7
o 7?2 1 0 0o 7|7
o 7?2 0 1 0 7|7
o 7?7 0 0 1 2|7
1 ?2 0 0 0 77

onde ? indica que o novo coeficiente deve ser calculado.

Para criar este novo tableau, sao feitas operagoes com as linhas, tal como na eli-
minacao Gaussiana. Por exemplo, a nova linha 4 serda gerada multiplicando-se L, por
1/2; e a nova linha 0 serd gerada multiplicando-se L, por 2 e adicionando o resultado
a L. Fazendo operacoes similares obtém-se o tableu abaixo.
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Iy T2 T3 Ty Ts T /

2X Ly+Lo: | 0 -1 0 0 0 2 | +8
(1) X Ly+Ly: | O 2 1 0 0 -1 2
(3/2) x Ly+Ls: | O 7/2 0 1 0 3/2] 9
Ox Ls+Ls:| O 2 0 0 1 0 5
(1/2) x Ly: | 1 1/2 0 0 0 1/2| 2

Note que no lado esquerdo deste tableu sao indicadas as operagoes feitas para obter
cada linha. Observe também que na ultima coluna aparece o novo valor da fungao
objetivo com o sinal trocado.

Nesta primeira iteragao o pivot (o “2” localizado na interse¢ao da linha e coluna do
pivot) é usado para gerar todas as outras linhas.

A base associada a este novo tableu é composta por x1, r3, T4, T5. A nova estimativa
de solugao é (x1, xe, T3, x4, T5,26) = (2,0,2,9,5,0) e o valor da fungao objetivo é f =
—8.

No novo tableu em Lg o coeficiente de x5 é negativo. Portanto, deve-se inserir x,
na base. Para escolher a variavel a sair da base faz-se o novo teste das razoes:

T1  To Ty T4 Ty T f f

0O -1 0 0 O 2 | +8

0 2 1 0 0 -1 2 1/2 =1 « Minimo
o 7/2 0 1 0 3/2|9 9/(7/2) =18/7

0 2 0 0 1 0 5 5/2

1 12 0 0 0 1/2| 2| 2/(1/2)=4

Tem-se que Ly é a linha do pivot. Assim, a varidvel a sair da base é x3.
Usando a3 = 2 como pivot, faz-se novo pivoteamento para obter o tableau abaixo.

T Ty T3 Ty Ty Te /
(1)2) x L+ Lo: [0 1 1/2 0 0 3/2 | 49
(1/2)xLi: [0 0 1/2 0 0 -1/2| 1
(=7/4) x Li+Ly: | 0 0 -7/4 1 0 13/4]11/2
(—1) X Ll + Lgi 0 0 -1 0 1 1 3
(=1/4)x Ly +L4: | 1 0 -1/4 0 0 3/4 | 3/2

A nova solucao é (x1,z9, 3, 24, x5, 76) = (3/2,1,0,11/2,3,0) e f = —9. Como os
coeficientes de x3 e x4 em Ly sao positivos, esta é a solugao 6tima.

Aplicacao a Sistemas Elétricos de Poténcia 4 Considere um sistema de trans-
missiao no qual trés barras (1, 2 e 3) estio com a magnitude da tensao abaizo do
limite inferior. FEssas magnitudes devem ser modificadas de tal forma que os seus
incrementos satisfacam as sequintes restrigoes

AV, 0,04
AVy | > | 0,05
AVj 0,06

Esses incrementos devem ser obtidos por efeito da instala¢dao de capacitores shunt nas
baras 4 e 5. A relagcao entre os incrementos de magnitude da tensao das barras 1, 2 e
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3 e de poténcia reativa das barras 4 e 5 € expressa por

AV, 0,01 0,03
AVy | = | 0,08 0,05 [ﬁg”‘}
AVs 0,02 0,01 g

Determine a minima quantidade de compensacao reativa que deve ser instalada nas
barras 4 e 5.

4.4 Exercicios

Exercicio 10 Converta os sequintes problemas a forma padrao.

[ J
Minimaizar 8x1 — 3x9 + 1523
sujeito a ox1 — 1,819 — 3,623 > 2
31’1 + 61’2 + 8, 21’3 2 5
1, 511 — 49 + 7, 55(73 > —4, )
—ZI + 51’3 > 1, )
r1, x>0, x3 irrestrito em sinal

Mazimizar 2xq1 + bxe — 4,523+ 1,51y

sujeito a 55(71 + 31’2 + 1, 55(73 < 8
1,81’1 —61’2+4(L’3+!L’4 2 3
—3, 6113'1 + 8, 2113'2 + 7, 51’3 + 5:13'4 =15
2 >0, i=1,2,3,4

Exercicio 11 Determine todas as solucoes bdsicas dos sequintes problemas de Pro-
gramagao Linear. Identifique as solugoes vidveis e mostre (se possivel) essas solugoes
num grafico.

[ J
Mazimizar x1+ 229
sujeito a 3r1 + 4y < 12
T+ 31’2 Z 3
r1 >0, x9 irrestrito em sinal
[ J
Minimizar bxy + dxe — x3
sujeito a 11+ 2x9 — w3 > 1
21’1 + xo + 13 > 4
r1, x3 >0, xo irrestrito em sinal
[ J

Minimizar 91 + 2x9 + 323

sujeito a  —2x1 — x9 + 3r3 < —H
T — 2!13'2 + 2:13'3 Z —2
r1, To, x3 >0

Exercicio 12 Resolva os sequintes problemas usando o método Simplex.
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Mazximizar 1+ 0, 5x9

sujeito a 6x1 + 512 < 30
3113'1 + 29 S 12
Ty + 39 < 12
Ty, X9 >0

Minimizar 2xq — xo

sujeito a —x1 + 229 < 10
31’1 + 2!13'2 S 18
T, T2 2 0

Minimizar 8xy — 39 + 1523
sujeito a  Sxy — 1,819 — 3,613 > 2
31’1 -+ 61’2 + 8, 21’3 2 5
1, 5!13'1 - 41’2 + 7, 5!13'3 > —4, )
—To+dx3 > 1,5
xr1, w9 >0, x3 irrestrito em sinal

Mazimizar 2xq1 + bxe — 4,523+ 1,51y

sujeito a 521 + 329 + 1,523 < 8
1,81’1 —61’2+4(L’3+!L’4 2 3
—3, 6113'1 + 8, 2113'2 + 7, 51’3 + 5:13'4 =15
r; >0, 1=1,2,3,4

Aplicacao a Sistemas Elétricos de Poténcia 5 Um sistema possui duas unidades
térmicas com curvas de custo de geracdao de poténcia ativa e limites de capacidade
dados por

Ci(P) =10P, +8 x 107°P? §/h 100 < P, < 600 Mw

Co(Py) =8P, +9 x 107°P? $/h 400 < P, <1000 Mw

A perda total de poténcia ativa nas linhas de transmissao € expressa como uma
funcao do tipo

Pr=1,5x10"*PE +2x 107 °P P, + 3,0 x 107°P}
com Py e Py expressos em Muw.

e [inearize as curvas de custo de geragao e a funcao das perdas de transmissao no

ponto Py = 27T0MW e Py, = 405MW ;

e utilizando o modelo linearizado do item anterior, determine através do método
Sitmplex a poténcia de saida de cada unidade geradora que resulta no minimo
custo de geracao, necessaria para suprir uma demanda de 680MW;

e verifique se o balango de poténcia (com a expressao nao-linear da perda) € satis-
feito;
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Linha | Z,., || Barra Pgmm PgM o\ Py

(pu) (pu) | (pu) | pu

-2 1510 1 5,0 10,0 | 2,0

-2 51,0 2 - - 5,0

-2 11,0 3 - - 5,0

-2 1510 4 0,0 10,0 -
-2 1510

Tabela 4.3: Dados do sistema de 4 barras - aplicagao 6

Figura 4.5: Diagrama do sistema da aplicacao 6

Aplicagao a Sistemas Elétricos de Poténcia 6 Considere o sistema da Figura 4.5,
cujos dados sao mostrados na tabela 4.3. Utilizando as equagoes do fluzo de poténcia
linearizado para modelar a rede elétrica, determine a geragao de minimo custo que
satisfaz a carga, sem sobrecarregar as linhas 1-4 e 2-3.

Adote o angulo da barra 4 como referéncia. Os limites de fluzo de poténcia ativa
nas linhas 1-4 e 2-3 sao ambos 2,0 pu.
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