1 Teoria da Informacao: Codificacdo de Fonte

O estudo de um sistema de comunicacdes digitais envolve dois aspectos cruciais:

1. a eficiéncia da representacao da informacéao gerada pela fonte;
2. a taxa de transmissao a qual é possivel enviar a informacdo com fiabilidade
através de um canal ruidoso.

A teoria da informacgé&o estabelece os limites fundamentais associados as questdes acima
referidas. A saber:

I. o numero minimo de unidades de informagé&o binaria (bit) por simbolo necessario
para representar completamente a fonte;

II. ovalor maximo da taxa de transmisséo que garante fiabilidade da comunicacéo
através de um canal ruidoso.

Comegaremos por abordar o primeiro dos problemas acima enunciados, isto é, o da
codificacdo de fontes discretas (ou digitais).

1.1 Modelo de uma Fonte Discreta

Consideremos, a titulo de exemplo, uma fonte discreta que gera simbolos binarios.
Observemos as duas sequéncias binarias seguintes:

A: 0011010110001101...
B: 1000100010001000...

Enquanto a sequénci® parece ser constituida pela repeticdo periédica do padréo
{1000}, a logica de ocorréncia dos simbolos binarios na sequénoéa imperceptivel,
tornando dificil ou mesmo impossivel predizer as ocorréncias futuras. No entanto, ambas as
sequéncias poderiam ter sido geradas pela mesma fonte binaria. Por outro lado, no outro
extremo do sistema de comunicacdes o destinatario ndo tem conhecimento da sequéncia
gerada pela fonte.

Estas consideracdes mostram que a escolha de um modelo deterministico para
representar o comportamento da fonte de informacgéo néo € o mais adequado. Com efeito, para
um observador externo, a saida da fonte digital num dado instante tem sempre associada
alguma incerteza. Voltemos ao exemplo das sequérciasB e suponhamos que o
observador ndo tem memoria, isto é, observa a saida num dado instante e esquece-a antes que
um novo simbolo seja gerado. Suponhamos ainda que o nimero de ocorréncias de "0" e de
"1" vai sendo actualizado. Apoés ter sido observado um numero significativo de saidas da
fonte, o grau de incerteza associado a ocorréncia de cada um dos simbolos binarios é
naturalmente diferente conforme se considera a sequ&rmiaa sequénciB. Enquanto que
emB a incerteza associada a ocorréncia de "0" é menor do que a associada a ocorréncia de
"1", em A o grau de incerteza é igual para ambos os simbolos. O conceito de incerteza
associada a um acontecimento esta assim intimamente ligado a probabilidade de ocorréncia
desse acontecimento. Em consequéncia deste facto, podemos ainda avancar com a seguinte
ideia: se a um valor baixo da probabilidade de ocorréncia de um acontecimento corresponde
um valor elevado da incerteza associada, entdo da ocorréncia desse acontecimento deve
resultar um ganho de informagao também ele elevado.

A luz das ideias anteriores, deve concluir-se que a fonte de informacédo deve ser
representada usando um modelo aleatério.
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1.1.1 Fonte Discreta sem Memoria

Consideremos uma fonte digital que gera simbolos de um alfabeto
A={m,,i=12,...,M}

com probabilidadep, = P{m,} tal que:

ipi =1. (1.1)

Def. 1.1:Uma fonte discreta sem memoéria gera ao longo do tempo simbolos
estatisticamente independenies.

De acordo com a definicdo anterior, a probabilidade de ocorréncia de qualquer sequéncia
gerada pela fonte é dada pelo produto das probabilidades de ocorréncia dos simbolos que a
constituem.

Exemplo 1.1: Consideremos a sequéncia temptﬁad{ml,mM_l,mS,ms,ms} gerada
pela fonteA. Supondo que esta fonte ndo tem memoria, entao

PI{S}Z I01I0M-1I0§I03- O

1.2 Informacéao e Entropia

Consideremos uma sequéncia muito longa de K simbolos do alfabgtoados pela
fonte discreta definida na subsecqdo ].1.1. Uma maneira possivel de avaliar o conteido
informativo da fonte, isto é, a informacao propria, consiste em determinar o nimero total de
mensagens (ou sequéncias) de comprimento K que a fonte pode gerar. Note-se que a
informacdo prépria da fonte cresce com o numero de mensagens possiveis. Portanto, é
equivalente usar o nimero de mensagens ou o respectivo logaritmo, uma vez que a fungéo
logaritmica é monétona crescente.

O nimeroQ de mensagens de comprimento K, incluindo ocorréncias do simbolo

m,, K, do simbolom, ,etc.,K,, do simbolom,, ,& dado por

Kl

0= , (1.2)
KK 1Ky, !

onde

K=§Ki. (1.3)

Supondo que K é tao elevado que qualquerkilogé também muito grande, podemos calcular
uma aproximacao d@ usando a férmula de Stirling

1
+=
2

KO 2e K"

em (1[3), obtendo-se
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o 1.4
M4 K 1 Kit o
(er) 72 e™ I_I K,"2
1=1 1=1
Como
M s K; il
e_Ki:eé :e_K, KDK+31 Ki DK|+E1 KK:I_IKKi’
1=1 2 2 =
de (1[4), vem:

Q O(2n) M2 ﬁ E%%K }

Aplicando a fung&o log em ambos os membros da relagdo anterior, e tendo em conta que a
probabilidade de ocorréncia do simbolg é o niumerop, para o qual converge a razao

K, /K quandoK,,K IJ - + o, vem
1 M
logQ O-=(M -1)log(2m) - KZ p, logp;,
2 =
ou, tendo em conta que o 2° termo se torna dominante para K suficientemente elevado,
M
logQ D—KZpi logp; . (1.5)

A formula anterior da o valor aproximado da informagé&o prépria de uma fonte discreta com
M simbolos, ou dito de outra forma, de uma mensagem de comprimento muito longo K
gerada pela mesma fonte.

Observando a férmula [1.5), verificamos que, em média, a informacgdo por simbolo é
medida pela quantidade

logQ _ M
—=220-5 p. logp.. 1.6
" Zp gp, (1.6)

Por outro lado, a quantidadelogp, esta associada a ocorréncia do simbu|g ou seja, €
uma variavel aleatéria discreta que toma o valor t@a])z—log p, com probabilidadep, .

Note-se que o 2° membro de|]1.6), ndo é mais do que o valor expectavel (média) desta
variavel aleatoria.

1.2.1 Medida de Informacgao

A discussdo anterior sugere entdo a seguinte definicdo para o ganho de informacéo
associado a ocorréncia de um simbolo:

Def. 1.2:Considere-se a fonte discreta sem memoria introduzida na subpecghio 1.1.1.
A informacéo associada a ocorréncia de um simbolo desta fonte € definida por:

I(m, )=log(/p,)=-logp;,i=1,2,...M. L7 O
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Esta medida quantitativa da informacdo gerada pela ocorréncia de um simbolo na saida de
uma fonte discreta foi introduzida p@iaude E. Shannono seu trabalho intituladéhe
Mathematical Theory of Communicatiopublicado em 1948 no n° de Outubro do Bell
System Technical Journal. E interessante notar que, sendo o conceito de informac&o
relativamente subjectivo, a medida[[l.?) da conta de algumas das suas propriedades
gualitativas:

1. I(m;)=0sep, =1 (1.8)

2. 1(m;)=20 (1.9)

3. I(m)>1(m,)sep, <p, (1.10)
ou seja,

1. o ganho de informacéo resultante da ocorréncia do acontecimento certo é nulo;

2. excepto no caso do acontecimento certo, a ocorréncia de um qualquer
acontecimento conduz a um ganho de informacéo;

3. quanto menor for a probabilidade de ocorréncia de um acontecimento maior € o
ganho de informagé&o que |Ihe esta associado.

Tendo em conta (@7), verificamos gaenformacdo associada a ocorréncia simultanea de
dois acontecimentos estatisticamente independentes

I(m;,m;) = -log(P{m;,m;})
= ~log\pip;
1.11
= —logp; —logp, (-11)

= I(m,)+ I(mj)
€ a soma da informacgdo associada a cada uma das ocorréncias

Nas expressodes anteriores € usual considerar a funcdo logaritmica definida na base 2. A
unidade de medida de informacéo define-se como se segue.

Def. 1.3:a unidade binaria de informacéo (bit) € a informacg&o propria associada a
cada um dos simbolos de uma fonte binaria com simbolos equiprovaveis:

I(0)=I(1)=—I092%=1 bit (1.12) O

1.2.2 Entropia de uma Fonte Discreta sem Memoria

Jé& foi sublinhado anteriormente que a informacao propria de um simbolo, ver[l:)ef. 1.2, é
uma variavel aleatéria discreta em que cada realizdcﬁﬁp),i =1,...,M, ocorre com

probabilidadep,,i =1,..., MRecorde-se que esta distribuicdo de probabilidade verifiEIa (1.2).

Def. 1.4: A entropia de uma fonte discreta sem memoéria € o valor expectavel da
informacéo prépria dos simbolos da fonte:

H(A)=E{|(m)}=gpiu(mi)?gpi 09, P, (113) O
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Exemplo 1.2:Consideremos uma fonte binaria com simbolos equiprovaveis. De acordo
com (1[13), a entropia desta fonte vale

2
H(A)= —Z%Iog2 % =1 bit/simbolo

Consideremos agora o0 caso mais geral em que

Piok = p (1.14)
P} = 1-p

Recorrendo novamente a13), podemos escrever
H(A)=-plog, p—(1-p)log, (1-p) bit/simbolo. (1.15)

A entropia da fonte binaria, expressa enfi (IL.15), esta represenfada na Fjgura 1.1 em funcéo da
probabilidade p .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p

Figura 1.1: Entropia da fonte binaria

E interessante notar que:

1. quandop = Q a entropiaH(A)=0, pois xlogx - 0 quandox — O
2. aentropiaH(A)=0 quandop= 1
3. a entropiaH(A) atinge o valor maximdd(A)=1bit/simboloquandop=1/2, ou
seja, quando os simbolos sao equiprovaveis.
0

Estas propriedades, inferidas a partir do exemplo anterior sdo generalizaveis para qualquer
fonte discreta sem memoria.
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1.2.2.1 Propriedades da Entropia de uma Fonte Discreta sem Memoéria

A entropiaH(A) da fonte discreta sem memoéwa, definida na subsecc;.z, é
limitada de acordo com a seguinte desigualdade:

0<H(A)<log, M, (1.16)
onde M é o nimero de simbolos do alfal®et®odemos mostrar que:

P1. H(A)=0 ssep, =1 paraalgumip,; =0, j=1...,i ~1i+1...,M. O limiar inferior da
entropia corresponde portantadséncia de incertezobre a saida da fonte.

P2. H(A)=log, M ssep, =/M, i =1,..., M, isto &, sse todos os simbolos forem
eguiprovaveis. O limiar superior da entropia corresponde asgimddmo da incerteza

A expressado (EIS) da Def.D,.4 pode escrever-se na forma
M
H(A)= > P log, (¥/p; ). (1.17)

Como 0<p, <1, conclui-se que todas as parcelas dE(Il.l?) sdo nao negativas. Portanto,
H(A)=0 sse todas as parcelas forem nulas. Como a distribuicio de probabilidade verifica a

restricdo (1D.), conclui-se que o limiar inferior da entropia s6 é atingidaus@ncia de

incerteza como se diz erR1
O

O problema da maximizagéo de@.l?) pode ser formulado do seguinte modo:
Determinar a distribuicap,,i =1...,M, que maximiza

H(A)=S p, log, (/p,)

sujeita a restricdo

M
Zpi=1

Para o resolver podemos usar o método dos multiplicadores de Lagrange. Definindo a
Lagrangeana

L(py....Pw )=y Pilog, p +A%— pi% (1.18)

1=1 =1

onde A é o multiplicador de Lagrange, verificamos que maximiz(1.18) € 0 mesmo que
maximizar H(A), pois a segunda parcela d¢ (1.18) é sempre nula. Diferendidfjdem
ordem a cada um dgs, e igualando a zero, obtém-se o seginte sistema de ecﬂaqées

dlog,x 1 1
! Recorda-se queL =—— =
dx In2 x
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-log, p; =ﬁ+)\, i=1...,M.

Concluimos assim que, mesmo sem calcular o valar dee garante a restricdo, todosps

sdo iguais. Portanto, como se diz B®) a distribuicdo de probabilidade que maximi
entropia é

1.
===, M.
VR

M

Deste modo, o valor méximo da entropil &, (A) = Z%Iog2 M =log, M.

1.2.2.2 Desigualdade Fundamental

P3.Seja p;,i=1...,M, uma distribuicdo de probabilidade associada aos simbolos
m, JA,i=1,...,M. Obviamente, a restricdo Ia..l) é verificada. Segq,,i=1...,M,
uma outra distribuicdo de probabilidade,

Zq =1 (1.19)

ipi |092%%£0, (1.20)

sendo atingido o valor maximo quando

entao

g, =p;,i=1...,M. (1.21)
A demonstracdo deste facto resulta directamente da resolugdo do seguinte problema:

Sendcp,,i =1...,M, uma distribuicdo de probabilidade, determinar os valores de
g;,i=1...,M, que maximizam

gpi |092%E (1.22)

sujeitos a restricao

M

Zqi =1

2 Pode verificar-se que com esta distribuicéio de probabilidade a segunda derivada da Lagrangeana é

2
negativa. De facto,d—l'2 = M <0.

dpi B In2
pi=YM

1-7



Usando (1.1p) e (L.22) podemos escrever a Lagrangeana

M M M
L(@y,au)=3 pilog, a = b Iogzpiﬂé— qig
1=1 1=1

1=1
Diferenciando em ordem aosg,,i =1,...,M e igualando a zero, obtém-se o sistema de
equacoes

(AIn2)g, =p,,i=1...,M. (1.23)

Tendo em conta (ﬂl) e 19) e somando membro a membro todas as equagdes do sistema
(1.@), conclui-se qua =1/In2. Usando este valor em 23), obtém-se a distribuicdo que

maximizaﬂ(l.@):
q =p;,i=L...,M. (1.24)

Usando este resultado, verifica-se facilmente que o méximo@ (1.22) é nulo e, portanto, a
desigualdade ([L.20) fica demonstrada.
|
A desigualdade (QO) é conhecida por desigualdade fundamental e ser4 usada mais
adiante para obter outros resultados importantes da Teoria da Informacéo.

1.3 Codificacéo de Fonte

Consideremos o problema da codificagdo de simbolos pertencentes a um alfabeto
estendido de simbolos estatisticamente independentes. Em particular, consideremos um
alfabeto de 37 simbolos equiprovaveis: 26 letras, o espago em branco, e digitos.
Suponhamos que para codificar estes simbolos dispomos apenas de simbolos bindrios (bits
e, naturalmente por razdes de eficiéncia de representacdo, pretendemos usar palavras de
cédigo de comprimento minimo. Suponhamos, a titulo de exemplo, que codificamos

individualmente cada um dos 37 simbolos. Colo<37<2°® precisamos de usar pelo
menos 6 bits por simbolo. No entanto, esta estratégia de codificagdo resulta em desperdicio

uma vez que sobrar® -37= 2@alavras de codigo as quais ndo corresponde qualquer
simbolo do alfabeto original. Outro modo de avaliar este desperdicio consiste em verificar que
a entropia da fonte valeH=log,37=521 bit/simbolo(note-se que os simbolos s&o
equiprovaveis e portanto a entropia € igual a informacgéo prépria de cada simbolo). Como se
vé, a informagdo meédia por simbolo € inferior ao comprimento da palavra de codigo
indicando que este codigo corresponde a uma representacdo redundante do alfabeto
considerado. Consideremos agora um novo alfabeto (extensédo de 22 ordem) em que cada

simbolo estendido corresponde a um 833 pares de simbolos do alfabeto original. Para
codificar cada um dos simbolos da extensdo sdo necessarios 11 bits, enquanto que a
respectiva entropia é agoky, =log, 37 =10.42bit/simboloestendido Isto corresponde de

facto a usar, em média, 5.5 bits por cada simbolo original, resultando numa estratégia de
codificacdo mais eficiente. Este exercicio pode ser continuado para extensfes de ordem
crescente, obtendo-se os resultados que se mostram na tapela 1.1. Da consulta desta tabela
conclui-se:

% Pode verificar-se que, com esta distribuicdo, a segunda derivada da Lagrangeana é negativa.
* Aqui "bit" designa um simbolo binario e ndo deve ser confundido com a unidade binaria de
informacao.
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1. a medida que aumenta a ordem da extensdo, vai diminuindo o nimero médio de bits
necessarios para codificar cada simbolo do alfabeto original;
2. esta diminuicdo nao é uniforme, embora pareca convergir para a entropia do alfabeto

original.
comprimento| comprimento
ordem da , -
~ entropia | da palavra de médio por
extensao g ;
codigo simbolo

1 5.21 6 6.00

2 10.42 11 5.50

3 15.63 16 5.33

4 20.84 21 5.25

5 26.05 27 5.40

6 31.26 32 5.33

7 36.47 37 5.29

8 41.68 42 5.25

9 46.89 47 5.22

10 52.09 53 5.30

Tabela 1.1: Eficiéncia da codificacdo de alfabetos estendidos

Este exercicio, embora ndo seja conclusivo de um ponto de vista estritamente formal,

sugere que a eficiéncia dos cddigos esta associado a extensfes de ordem superior do alfabeto

da fonte discreta.

1.3.1 Extensao de Fonte

Def. 1.5:Consideremos a fonte discreta sem memodria definida na subgeccéo 1.1.1.
A extensdo de ordem K desta fonte é ainda uma fonte discreta sem memoéria com
alfabeto

AKX ={01,02,...,0MK},0- =(mi1,mi2,...,miK ) m;, OA (1.25)

e distribuicdo de probabilidade

p, =Pdo,}=Prm, }Pdm, }--Pm, }i=12.. Mm% (1.26) ©

1.3.2 Entropia da Fonte Estendida

Antes de calcularmos a entropia da foAtE, extensdo de ordem K da fore vamos
verificar que a distribuicdo (1.26) é de facto uma distribuicdo de probabilidade. Em primeiro

lugar, qualquer dog, em (1126) é um produto de probabilidades e portérge, <1
Notemos ainda que a extensao de ordem K se pode obter da extensdo d¢ erdasto é, 1

om, O
ol :(mil,...,miK_l, o, @ ), (1.27)
3 - d
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cada simbolo da extensédo de orderi Ki4 origem a M simbolos da extensdo de ordem K.
Portanto

5 plot)='S ot IS pmd=S ot} wzs)

Prosseguindo o mesmo raciocinio, verificamos que esta igualdade se mantém valida seja qual
for a ordem da extensao considerada. Em particular,

MK

> Po)}= i P{m }=1 (1.29) ©

Por definicdo, Def. D4, eqg. 13), a entropia da extensdo de ordem K da fonte

()=~ Piof g, P}

ou seja,

H(AK) = —NggPr{o,(K_l)}Pr{mi}Iogz(Pr{o,(K‘l)}Pr{mi})
- - MglPr{o,(K‘l)}logz Prol S pim)

LB
'S Plo ) 5 pdm. |

+ ; Pr{o, }E}— ; P{m }log, Pr{m,}%

21 =| H(A) B

Finalmente, podemos escrever
HA*)=Ha )+ Ha),
e, repetindo argumentos, concluimos que:

A entropia da extensdo de ordem K de uma fonte discreta sem memoria é igual a K
vezes a entropia da fonte original, isto é,

H(AK)=KH(A) (1.30) [

1.3.3 Comprimento Médio do Cédigo

A codificacéo de fonte consiste em atribuir uma palavra de cédigo Unica a cada uma das
mensagens geradas pela fonte. Aqui a palavra mensagem é usada indiscriminadamente para
designar um simbolo da fonte original ou um simbolo de uma qualquer extensao do alfabeto
fonte. Como vimos em discussdo anterior, a eficiéncia da codificacdo esta associada a
parsiménia que se usa na escolha do comprimento das palavras de codigo. Por outro lado,
para uma dada taxa de geracao de simbolos, quanto maior for o comprimento das palavras de
cbdigo maiores serdo as necessidades em termos de taxa de transmissdo. Como, em geral, 0s
simbolos do alfabeto fonte ndo sdo equiprovaveis, é razoavel pensar em codigos de
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comprimento variavel: o comprimento de cada palavra de codigo devera ser tanto menor
guanto maior for a probabilidade de ocorréncia do simbolo correspondente. Este
procedimento tenderda a minimizar o comprimento médio do cédigo (ou das palavras do
cbdigo) sendo, portanto, eficiente.

O processo de codificagdo consiste em atribuir rétulos ou simbolos as saidas de uma
fonte de informac&@o. Temos entdo que distinguir entre os simbolos da fonte e os simbolos do
alfabeto do codigo.

Def. 1.6:Sejam
A={m,...m,} ec={a,,....a }

os alfabetos fonte e do cédigo, respectivamente. Nos cédigos de blocos,
Oi=1...M: mOA & -¢=(a,a,...0 |a 0C,

isto é, a cada simbolo do alfabeto fonte faz-se corresponder uma e uma so palavra
de cdédigo, cujo comprimento é variaviel.

Obviamente que o problema inverso da codificagéo tem de ter solugéo Unica, isto €, qualquer
cbdigo de fonte tem de ser univocamente descodificavel. Nos cddigos de comprimento fixo
basta que a cada palavrado cédigo se faga corresponder uma e uma sé mensagem
m, A para que se garanta a descodificagéo Unica. No entanto, tal ndo € suficiente quando se

trata de cddigos de comprimento varidvel, sendo necesséria uma condi¢cdo adicional: a
estrutura do cédigo deve permitir identificar sem ambiguidade o inicio e o fim de cada
palavra de cddigo. Para ilustrar esta ideia consideremos os exemplos de codigos que se

mostram ng Tabela 1.2.

simbolo prObe;“dade cédigo cédigo cédigo cédigo
fonte . I Il 1] v
ocorréncia
my 0.500 00 0 0 0
my, 0.250 01 1 10 01
mg 0.250 10 00 110 011
m, 0.125 11 11 111 0111

Tabela 1.2: Exemplos de codigos de fonte

O cédigo | é um cadigo binario simples e, portanto, univocamente descodificavel. Neste
caso, o comprimento médio do codigo

M
L:Zpili

€ obviamente igual a 2. Os restantes c6digos usam comprimentos variaveis, sendo as palavras
mais longas aquelas que correspondem aos simbolos menos pro¥awasitrario do que
acontece no codigo IV, nenhuma palavra do cédigo lll constitui prefixo de outra. Estes
coédigos sdo designados por coédigos de prefixo. Os cédigos de prefixo sdo sempre
univocamente descodificavei€om efeito, estes cddigos sdo completamente descritos por
uma estrutura em arvore com um estado inicial e M estados finais, como se pode ver na
para o caso do cédigo IlI. Partindo do estado inicial, o descodificador vai descendo
ao longo da arvore a medida que recebe cada bit e até atingir um dos quatro estados terminais.
Quando isto acontece, o simbolo foi descodificado e o descodificador retorna ao estado

(1.31)
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inicial. O comprimento médio deste codigo de prefixo Vate1.75. O cédigo Il é, como

seria de esperar, mais eficiente do que o cadigo I. O cédigo IV tem comprimerit875e,

embora ndo sendo um caédigo de prefixo, é também univocamente descodificavel. Basta notar
gue nenhuma palavra de cddigo exibe dois bits “0” consecutivos e que todas elas sdo iniciadas
por “0”. Quando é detectado um “0” o descodificador sabe que se inicia uma palavra do
cbdigo, bastando contar o niumero de bits “1” consecutivos para identificar o simbolo fonte
correspondente. Finalmente, é facil verificar que o cddigo I, sendo aparentemente 0 mais

eficiente (E =1.25), nao é univocamente descodificavel.

estado inicial

Figura 1.2: Arvore de descodificacio de um codigo de prefixo

Os coédigos de prefixo, como o cddigo lll, sdo cédigos instantdneos pois qualquer palavra
de cdédigo é descodificada assim que a totalidade dos simbolos que a constituem é recebida.
Ao contrario, no cédigo IV o simbolo “0” funciona como separador, pelo que cada palavra é
descodificada com atraso de um bit.

1.3.4 Desigualdade de Kraft

Como se conclui da discussao anterior, € necessario impor restricdes na estrutura de um
cbédigo instantaneo de comprimento varidvel de modo a garantir a unicidade da
descodificacao.

A desigualdade de Kraft estabelece uma condicdo necesséria e suficiente de existéncia de
um cadigo instantaneo formado por palavras de comprimento variavel |

£= ir'i <1 (132)

onde r € 0 nimero de simbolos do alfabeto do coédigo. A §oéndesignada por soma de
Kraft.

Consideremos o exemplo 1.2, oMie e #=2 a soma de Kraft vale
§=2"14272+22+23=1, e portanto a desigualdade de Kraft|__dl.32) é verificada. Este
facto garante que existe um cédigo binario instantaneo, univocamente descodificavel, e cuja
distribuicdo dos comprimentos das palavras de coédigo € o do exemplo. Sublinha-se que a
verificacdo da desigualdade de Kraft ndo define o cddigo, garantindo tdo somente a sua
existéncia.

Para provar a desigualdade de Kraft podemos usar um raciocinio simples baseado na arvore

de codificacdo. Consideremos uma arvore r — &ria onde cada né tem r descendentes.
Suponhamos ainda que cada ramo representa um simbolo da palavra de cddigo. Por exemplo,
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0S r ramos que partem da raiz representam os r possiveis valores do primeiro simbolo da
palavra de cédigo. Portanto, cada palavra de codigo corresponde a um né terminal da arvore.
O percurso entre a raiz e um destes nés terminais identifica os simbolos que fazem parte da
palavra de cédigo. .3 ilustra estas ideias para o caso bindrio, r

raiz

1 1%

Figura 1.3: Arvore de codificacdo para a desigualdade de Kraft

A condi¢do de o codigo ser de prefixo implica que nenhuma palavra de codigo seja
ascendente de qualquer outra palavra de codigo na arvore. Assim, cada palavra de codigo
elimina os seus descendentes como possiveis palavras do codigo.

Seja hax 0 comprimento da palavra mais longa do cédigo. Consideremos todos os nés ao
nivel |.x da arvore. Alguns séo palavras de cdodigo, outros sdo descendentes de palavras de
cbdigo e os restantes nem uma coisa nem outra. Qualquer palavra de cédigo aterdvel |
r'm descendentes no nivel) Estes conjuntos de descendentes tém de ser disjuntos e, por

outro lado, o nimero total de nés neles incluidos devera ser inferior ou ildl".ral ®ortanto,
somando para todas as palavras de cédigo, tem-se

M

Zr'max"i < rlmax (1.33)

I
ou seja,
M

Zr"i <1 (1.34)

gue é exactamente a desigualdade de Kr1.32).

Por outro lado, dado um conjunto de comprimentob,l..., Iy de palavras do cédigo
gue satisfazem a desigualdade de Kraft, € sempre possivel construir uma arvore semelhante a
da [Figura 1.8 de modo a obter um cédigo de prefixo cujas palavras tém os comprimentos
especificados.

1.3.5 1°Teorema de Shannon

Consideremos um cddigo instantaneo, univocamente descodificavel, para o qual se
verifica necessariamente a desigualdade de Kr(1.32). Consideremos ainda as quantidades

q =&, i=1.. M. (1.35)
Note-se que
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ou seja, as quantidades fqrmam uma distribuicdo de probabilidade. Entdo, senda p
probabilidade de ocorréncia de cada um dos simbolos do alfabeto fonte, podemos afirmar que
as distribuicdes;ge p, i =1,...,M, verificam a desigualdade fundamentam.ZO). Tendo em
conta a definicdo de entropial@.lS), aquela desigualdade pode ser escrita na forma

ipi logq; +H(A)<0. (1.36)

Por outro lado, e usando[(1]35) € (1.31), podemos escrever

M

Zpi logg, = zpi (—Iog§—|i |Ogr)

—IogE—Iogrz pil; (1.37)

= -log&-Llogr.

Usando (1.37) em ([L.36), obtém-se
H(A)<Llogr. (1.38)

Este resultado € independente da base da fung¢éo logaritmica, pelo que se usarmos a funcdo
log, (no caso de um alfabeto de codigo com r simbolos) concluimas equteopia constitui
o limiar inferior do comprimento médio de qualquer cdAdigo instantaneo univocamente
descodificavel Este facto, agora demonstrado formalmente, tinha jA sido antecipado na
sequéncia da discussdo em torno do exemplo apresentgdo na Tgbela 1.1. Da analise deste
mesmo exemplo, verificou-se que, embora de forma nao uniforme, o comprimento médio do
cbdigo parecia convergir para a entropia da fonte a medida que se consideravam extensdes do
alfabeto de ordem crescente.

Naturalmente, a cada palaviado codigo corresponde uma probabilidade de ocorréncia
p, =PHc,} =P{m,}, onde mé um dos M simbolos do alfabeto da foAteSuponhamos que

cada palavra;éem um comprimento que obedece as restricdes
-log, p; <l; <-log, p; +1, i =1,...,M, (1.39)

garantindo-se que aos simbolos menos provaveis correspondem palavras de cddigo mais
longas. Note-se que 9) garante ainda que existe o co6digo instantdneo univocamente
descodificavel, pois a desigualdade de Kraft é verificada. Com efeito, temos

rIOQrpi :pi Zr‘_li, |:1,,M
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e (1) resulta imediatamente somando de 1 a M ambos os membros da desigualdade
anterior. Multiplicando por ;ptodos os termos de 39), somando de 1 até M, e tendo em

conta (I3) e ({.31), obtém-se
H(A)<L <H(A)+1. (1.40)

Obviamente que, sendo esta desigualdade verificada para aAfantpara o cédigo que
verifica (1[39), ent&o

H(A% )<L, <H(AX )+1, (1.42)

onde L, é o comprimento médio do codigo usado para codificar os simbolos dafftnte
Recordando (£.30), de [1}41) obtém-se

< H(A)+i. (1.42)

Este resultado demonstra que existe pelo menos um codigo instantaneo univocamente
descodificavel cujo comprimento médio, /K € arbitrariamente poximo da entropia da
fonte A; basta notar que em.42) a parc¥ld vai para zero quando K cresce, enquanto

L, /K é sempre uma quantidade finita. Portanto a codificag&o eficiente da fonte discreta sem

memoria obtém-se considerando extensdes de ordem mais elevada. O custo da eficiéncia tem
como contrapartida a crescente complexidade do codigo.

Estamos neste momento em condi¢Bes de enunciar formalmente o 1° Teorema de Shannon
para a codificacéo de fonte.

1° Teorema de Shannon
E possivel codificar (e descodificar univocamente) uma fonte discreta sem memoria

com entropigH bit/simbolousando um cédigo instantaneo de comprimento médio
L bit/simbolotal que, para qualquie >0, L =H+¢. A codificacdo é impossivel
no caso em quL <H.

Def. 1.7:A eficiéncia do cédigo é definida por

(1.43)

=
I
[

1.4 Cdbdigo de Huffman

O cbdigo de Huffman é formado por palavras cujo comprimento médio se aproxima do
limiar inferior especificado pela entropia de uma fonte discreta sem memodria.

O coédigo de Huffman é 6ptimo no sentido em que, para uma dada fonte discreta
sem memoria, ndo existe outro conjunto de palavras de cédigo com descodificacdo
univoca e que tenha um comprimento médio inferior.

A esséncia do algoritmo de codificacdo consiste na substituicdo da estatistica da fonte
discreta sem memodria por uma outra mais simples. Este processo de reducdo é conduzido
passo a passo até que se atinja um conjunto final das estatisticas correspondentes a apenas
dois simbolos e para os quais os simbolos binarios 0 e 1 sdo um codigo 6ptimo.
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Mais concretamente, algoritmo de codificacéé o seguinte:

1. os simbolos fonte s@o ordenados por ordem decrescente das respectivas
probabilidades de ocorréncia, sendo atribuidos os bits 0 e 1 aos dois simbolos de
menor probabilidade;

2. estes dois simbolos sdo associddamiando um novo simbotwja probabilidade de
ocorréncia é a soma das probabilidades dos simbolos associados, reduzindo-se a lista
de simbolos de uma unidade; a nova lista é reordenada por ordem decrescente das
probabilidades de ocorréncia;

3. 0s procedimentos anteriores sdo repetidos até que se atinja uma lista final com
apenas dois simbolos aos quais séo atribuidos os bits 0 e 1;

4. a palavra de codigo associada a cada simbolo original é construida seguindo da
frente para trds a sequéncia de 0's e 1's que foram sendo atribuidos ao referido
simbolo e respectivos sucessores.

Vamos socorrer-nos de um exemplo para perceber melhor o mecanismo do algoritmo de
codificacdo que acabamos de descrever.

Exemplo 1.3: Na [Tabela 1[3 estdo listados os simbolos de uma fonte discreta sem
memodria e as respectivas probabilidades de ocorréncia.

my mp ms my Msg Mg my Mg Mg
0.200| 0.150| 0.130 0.120 0.100 0.09 0.08 0.07 006

Tabela 1.3:; Estatisticas dos simbolos de uma fonte discreta sem memoria

De acordo com o passo 1. do algoritmo os simbolos estdo jA ordenados por ordem
decrescente.

m, 0.2 0
" RV AYAYE

M 0.13 \ \ \ \ O\ 10.581
ms 0.12 \ \ \ \ O\ 1 0.42

Me 0.1 \ \ \ % 1 0.32

Me 0.09 \ \ % 1 0.26

my 0.08 \ % 1 0.22

Me 0.07 O\ 10_17

Mo 0.06 4 0.13

Figura 1.4: Arvore de codificagdo para o cédigo de Huffman

A permite visualizar todos os passos do algoritmo de Huffman através da
respectiva arvore de codificacdo. Note-se que por meio das sucessivas associa¢cdes 0 nimero
de simbolos vai-se reduzindo até se atingir o estado final com dois simbolos cujas
probabilidades de ocorréncia somam, como ndo podia deixar d€.5&#0.42=1. Os
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resultados da codificacdo estdo resumidog na Tabega 1.4. Como se pode ver, o codigo
resultante é um cdodigo de prefixo. Por outro lado, aos simbolos menos provaveis
correspondem as palavras de cédigo mais longas. Pode também verificar-se que agentropia da

fonte éH =3.0371bit/simboloe que o comprimento médio do cédiga & 3.1bit/simbolo”.

m; Gi Pi l

my 11 0.2 2
my, 001 0.15 3
mg 011 0.13 3
m, 100 0.12 3
ms 101 0.1 3
M 0000 0.09 4
n, 0001 0.08 4
Mg 0100 0.07 4
Mo 0101 0.06 4

Tabela 1.4: Resultados da codificacéo de Huffman

Como se vé o comprimento médio do cddigo, embora superior, tem um valor muito préximo
da entropia da fonte. Tal significa que o c6digo obtido tem muito pouca redundancia e, neste
caso, constitui a representacdo mais eficiente da fonte original. Neste caso e de acordo com
(1.@), temosn =3.037%3.1=0.9797, isto &, muito préximo dos 100%. Naturalmente, e
como foi visto anteriormente, a eficiéncia da codificagdo poderia ser melhorada se
considerassemos extensdes da fonte de ordem superior.

Exemplo 1.4:Consideremos o alfabeto especificadd na Tabela 1.5.

my m; ms

0.70 0.15 0.15

Tabela 1.5: Alfabeto fonte

m 0'7—.0
m G Pi l 1.0
my 0 0.70 1 m; 0.15 0
m, 10 0.15 2 0.3]1
me | 11 | 0.15 2 me 019,
Tabela 1.6: Resultados da codificagédo Figura 1.5: Arvore de codificagdo

® Chama-se a atencéo para o facto de as unidades em que se exprimem a entropia e 0 comprimento
médio terem significados diferentes: no primeiro caso bit significa unidade binaria de informagéo,
enquanto que no segundo a mesma designacao é usada com o significado de simbolo binario.
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Na [Figura 1.b esta representada a arvore de codificacd e na__ Tapela 1.6 resumem-se os
resultados da codificacdo. Podemos calcular a enttépid.1813 o comprimento médio do

codigo L =1.3, e a respectiva eficiéncia= 0.9087
Consideremos agora a extensdo de 22 ordem do alfabeto original, e determinemos o
correspondente cddigo de Huffman como se ilustrh na Figdra 1.6. Os resultados aparecem

resumidos ng Tabela 1.7.

mm,
mm,
mom,
mmg
msm,
m,m,
momg
msm,

mzimg

¥ 9@ L & L L @ ©

.49
1
.105 —
\‘\—\ 1 O1.0
105 | .51
\ \ 1 0
105 .3
Nz
21
0

Figura 1.6: Arvore de codificagdo da extens&o da fonte

m G Pi l

St 1 0.4900 1
S 010 0.1050 3
Ss 001 0.1050 3
S 000 0.1050 3
S5 0111 0.1050 4
S 011011 0.0225 6
S 011010 0.0225 6
Ss 011001 0.0225 6
Sy 011000 0.0225 6

Tabela 1.7: Resultados da codificacéo da extensdo da fonte

A entropia da fonte estendida é obviamente dupla da entropia da fonte original. O
comprimento médio do cddigo anterior vale 2.395. Portanto, a eficiéncia deste codigo é

n =2.36262.395=0.9865 sendo significativamente maior do que a eficiéncia do cédigo da

fonte original.

Quando se usa o algoritmo de Huffman, deve na fase de reordenacéo ter-se o cuidado de
colocar o mais acima possivel o resultado da associagdo de dois simbolos. Consegue-se deste
modo reduzir a variancia dos comprimentos das palavras de cdodigo e, portanto, garantir que o
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tempo gasto na descodificacdo das palavras de cédigo é semelhante para todas elas.
Recordemos que a variancia do comprimento das palavras do cédigo vale

o?=5 (i, - (144

Mais uma vez vamos socorrer-nos de um exemplo para ilustrar este facto.

Exemplo 1.5:Consideremos uma fonte discreta sem memoaria cujo alfabeto e respectivas

estatisticas se mostram 1.8.

my my m3 My Mg Mg my
0.30 0.20 0.20 0.10 0.10 0.05 0.0%

Tabela 1.8: Alfabeto e estatisticas da fonte

A entropia desta fonte vald = 2.5464bit/simbola A [Tabela 1.D apresenta os resultados

obtidos quando se aplica o algoritmo de Huffman tal como nos Exenjplos {]3 e 1.4. Neste
caso, o valor médio e a varidncia do comprimento das palavras do cddigo valem

L = 2.6 bit/simboloe 02 =0.44.

m G Pi l

my 10 0.30 2
m, 00 0.20 2
mg 111 0.20 3
my 011 0.10 3
Mms 010 0.10 3
Mg 1101 0.05 4
my 1100 0.05 4

Tabela 1.9: Resultados da codificagéo

Vejamos agora a situacdo em que o resultado de uma associacdo nao é colocado o mais
acima possivel na tabela de probabilidades, como se mogtra na Figura 1.7.

m, 0.3

0.2
7)

m

M 0.2

m, O-1

e 0:1

0.05 4

Me

0.1

0.05 0
0

Figura 1.7: Arvore de codificag&o alternativa

my

1-19



A [fabela 1.10 resume os resultados obtidos quando o algoritmo de Huffman é aplicado
do modo acima descrito.

m; Gi Pi l

my 11 0.30 2
my, 01 0.20 2
mg 00 0.20 2
m, 100 0.10 3
ms 1011 0.10 4
Me 10101 0.05 5
n, 10100 0.05 5

Tabela 1.10: Resultados da codificagdo alternativa

Verifica-se facilmente que neste caso o comprimento médio das palavras de codigo mantém-
se, mas a variancia aumenta pafaz 1.04

1.5 Outras Leituras Recomendadas

[1]- C.E. Shannon, "A Mathematical Theory of Communication," Collected Papers, eds.
N.J.A. Sloane e Aaron D. Wyner, IEEE Press, 1993.

1-20



	Teoria da Informação: Codificação de Fonte
	Modelo de uma Fonte Discreta
	Fonte Discreta sem Memória

	Informação e Entropia
	Medida de Informação
	Entropia de uma Fonte Discreta sem Memória
	Propriedades da Entropia de uma Fonte Discreta sem Memória
	Desigualdade Fundamental


	Codificação de Fonte
	Extensão de Fonte
	Entropia da Fonte Estendida
	Comprimento Médio do Código
	Desigualdade de Kraft
	1º Teorema de Shannon

	Código de Huffman
	Outras Leituras Recomendadas


