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PREFACIO

Este livro traz, em um s6 volume, os dois livros previamente publicados pelos
autores: Cdlculo: Fungoes de Uma Varidvel e Cdlculo: Funcées de Vdrias Varidveis.
Nele foram reescritos vérios tépicos de modo a tornar mais didética a sua apresentacio.
Na grande maioria dos assuntos tratados foram inseridos novos exercicios e dois novos
topicos foram introduzidos: nogdes de equagdes diferenciais e integrais duplas. O Site do
Livro, disponivel na Internet (www.saraivauni.com.br), apresenta, para professores
cadastrados, a resolugio detalhada de todos os exercicios propostos.

O livro esté dividido em quatro partes. A primeira abrange os Capitulos 1 e o 2.
O obyetivo desta parte € fornecer uma breve recordagio de certos assuntos pertencentes
a0 Ensino Médio, e o professor poderd desenvolvé-los total ou parcialmente, de acordo
com a necessidade de revisdo.

A segunda parte abrange os Capitulos 3 ao 7, que abordam as fungdes de uma varia-
vel, desde a introducdo até derivadas e integrais.

Na terceira parte, que abrange os Capitulos 8 ao 12, é desenvolvido o estudo de
fun¢des de duas ou mais varidveis. Por razdes didéticas, apresentamos primeiro o estudo
completo de fungdes de duas varidveis e, em seguida, fazemos a extensdo para trés ou
mais varidveis.

Na quarta parte, apresentamos, nos Capitulos 13 e 14, um complemento ao estudo
de Clculo, e que corresponde a uma introdugio a Algebra Linear: o estudo de matrizes,
determinantes e sistemas lineares.

Em todos os capitulos procuramos demonstrar — por meio de exemplos e exercicios
— as diversas aplicag¢des encontradas em Administragio, Economia e Finangas.

O programa assim desenvolvido cobre de modo geral os programas de Matemética
dos cursos de Economia, Administracio e Ciéncias Contdbeis e Atuariais. Caberd ao
professor a sele¢do dos t6picos a serem abordados, em fungio do programa e da carga
horéria disponivel.

Finalmente gostarfamos de agradecer os comentérios e sugestdes recebidos dos
colegas, os quais foram incorporados nesta edigio.

Aos leitores que tiverem novas criticas ou sugestdes pedimos que as enviem pelo cor-
reio normal ou ainda para o enderego eletrnico dos autores: morettin @editorasaraiva.com.br,
hazzan @editorasaraiva.com.br e bussab@editorasaraiva.com.br.

Os Autores
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Capitulo 1

Conjuntos

1.1 Introducdo

A linguagem da teoria dos conjuntos tem sido bastante utilizada em Matematica de
forma a tornar mais precisos muitos de seus conceitos. Contribuiram, de maneira relevante,
para o desenvolvimento dessa teoria o matematico suico Leonard Euler (1707-1783), o
alemédo Georg Cantor (1845-1918) e o inglés John Venn (1834-1923).

Conjunto € uma idéia primitiva, isto &, ndo se define. Podemos dizer que um conjunto
(colegdo, classe, familia) é constituido de elementos.

Um conjunto estd bem caracterizado quando podemos estabelecer com certeza se um
elemento pertence ou ndo ao conjunto. Surge assim uma relagdo também primitiva: relagio
de pertinéncia entre um elemento e um conjunto.

Exemplo 1.1. Constituem conjuntos:

a) os nimeros inteiros entre 1 e 100, inclusive;
b) os pontos de uma reta;
¢) os numeros reais entre 0 e 1, exclusive.

Designamos os conjuntos geralmente por letras maidsculas latinas: A, B, C..

Os elementos sdo habitualmente representados por letras minisculas latinas: a b, c..

Assim, se A for o conjunto dos niimeros inteiros positivos, a afirmagio x pertencer ao
conjunto A significa que x é um nimero inteiro positivo qualquer, e escrevemos, simbolica-

mente, x € A, usando o simbolo de pertinéncia € (18-se “pertence”). Por outro lado, % ndo

pertence a A, 0 que representamos simbolicamente por % & A. O simbolo & (1&-se “ndo

pertence”) € a negagdo de €.

E possivel usar fi guras para representar conjuntos e, COmo em muitos casos nio interessa
saber quais sdo seus elementos, podemos representa-las por uma regido do plano delimitada
por uma curva fechada. Tais figuras, muito tteis no estudo dos conjuntos, sdo chamadas de
diagramas de Euler-Venn.

Pelo motivo exposto, faremos algumas vezes abstracdo dos elementos de um conjunto.
Estes podem ser pessoas, livros, pontos de um plano, nimeros reais e outros.
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H4 duas maneiras de designar simbolicamente os elementos € os conjuntos:
1 — Método da enumeracio ou método tabular

Esse método é usado geralmente quando o nimero de elementos do conjunto ndo €
muito grande. O método consiste em escrever os nomes dos elementos entre chaves. Por
exemplo, o conjunto dos nimeros pares positivos e menores do que 12 pode ser assim
representado: {2, 4, 6, 8, 10}.

A mesma notagdo podera ser usada se o nimero de elementos for grande, desde
que, escrevendo-se os primeiros elementos, possamos inferir quais sdo os elementos
omitidos. Assim, o conjunto dos nimeros pares positivos € menores que 50 pode ser
representado por {2, 4, 6, ..., 48}, em que separamos por reticéncias os primeiros ele-
mentos e o Gltimo.

Em particular, quando o conjunto € infinito, mas com possibilidade de identificagdo
dos elementos que se sucedem, usamos também as reticéncias para indicar os elementos

omitidos. Assim, o conjunto dos nimeros pares positivos pode ser representado por
{2,4,6,8, ..}.

foxemplo 1.2, Sdo ilustragdes do método da enumeragdo:
a) o conjunto A dos nimeros primos positivos menores do que 10:
A=1{2,3,57%
b) o conjunto B dos nimeros pares positivos menores do que 6:
B={2,4};
¢) o conjunto C dos niimeros primos positivos pares:
Cc={2}

d) o conjunto dos nimeros inteiros nao negativos, que denotaremos, daqui por diante,
por N:

N=1{01,2,3,4, ..}

e) o conjunto dos nimeros naturais, indicado por N*, e que € o proprio conjunto N sem o
zero:

N*=1{1,2,3,4,..}.

O conjunto B é chamado conjunto binério (formado por dois elementos), o conjunto C
¢ chamado conjunto unitério (constituido por apenas um elemento). Os conjuntos N ¢ N*
sdo chamados conjuntos infinitos. Observemos que, ao indicar um determinado conjunto.

seguido de asterisco, estamos indicando o conjunto original com a eliminag¢io de ndmero
zero.



| CONJUNTOS  §

2 — Meétodo da designagao de uma propriedade caracteristica dos elementos

Nem sempre é possivel representar um conjunto pelo método anterior. Assim, ndo podemos
designar os nomes de todos elementos do conjunto formado pelos niimeros reais entre O e 1.

Uma outra maneira de representar simbolicamente um conjunto € por meio de uma
propriedade que ¢é satisfeita por todos os elementos do conjunto e que ndo € satisfeita por
elementos que estdo fora do conjunto. Sdo exemplos o conjunto dos nimeros fracion4rios
menores do que 5, do conjunto dos nimeros que sio primos, do conjunto dos pontos de uma
reta entre dois pontos dados, do conjunto das cidades de determinado Estado.

Seja P o conjunto dos nimeros fraciondrios entre 0 e 1. Cada elemento de P deve ser um
niimero fracionério compreendido entre 0 e 1 (propriedade definidora do conjunto).

Para representarmos um elemento qualquer do conjunto P, usamos um simbolo chamado
varidvel, que pode ser indicado por uma letra do alfabeto, x por exemplo. Dizemos que a
varidvel € um simbolo que pode ser substituido por qualquer elemento de um conjunto, deno-
minado dominio da varidvel. No caso do presente exemplo, o dominio da varidvel x é o
conjunto dos nimeros fraciondrios compreendidos entre O e 1. Portanto P pode ser indicado por:

P ={x tal que x é fraciondrioe 0 < x < 1};
ou entdo

P = {x é fracionrio tal que 0 < x < 1}.

Se chamarmos de F o conjunto dos niimeros fracionérios e usarmos um simbolo para
“tal que”, usualmente “ |” ou * : ” teremos:

P={x|xEFeO0<x<1},
ou ainda
P={xEFl0<x<1]

Em geral, o conjunto dos elementos que satisfazem determinada propriedade p pode ser
indicado por:

{x|x satisfaz p)}.

Observemos que os métodos da designacio e da propriedade nao sdo mutuamente ex-
clusivos, ou seja, hd conjuntos que podem ser representados por ambos 0s métodos.

Exemplo 1.3, Sdo exemplos do método exposto:
a) o conjunto D dos niimeros inteiros ndo negativos menores do que 1.000:

D={x|xENex< 1.000},

ou entao

D={x € N|x < 1.000};
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b) o conjunto E dos niimeros fraciondrios cujos quadrados sdo maiores ou iguais a 9:
={x|xEFex2=9),
ou entao
E={x € F|x>=09}.

Nas consideragdes seguintes, é interessante observarmos a existéncia de um conjunto
que ndo contém elementos, o qual serd chamado conjunto vazio.

Assim, o conjunto dos niimeros primos divisiveis por 6 e o conjunto das raizes naturais
da equagdo x? + 1 = 0 sdo exemplos de conjuntos vazios.

Usaremos a notagdo { } ou ¢ para representar o conjunto vazio. Convém notar a di-
ferenga entre o conjunto vazio e aquela cujo tnico elemento é o zero, isto &, o conjunto {0},
que ndo é vazio.

1.2 Subconjuntos

Dados os conjuntos A = {1, 2,3} e B = {1, 2, 3, 4}, notamos que todo elemento de A
pertence a B. Dizemos que A € parte de B ou que A esté contido em B. De um modo geral,
dizemos que um conjunto A estd contido no conjunto B, ou que A ¢ subconjunto de B, se e
somente se todo elemento de A também pertence a B. Indicamos por A C B.

Exemplo 1.4, Sdo ilustracdes da definigdo:
a) {0,1}C{0,1};

b) {0, 1} C {0, 1, 3};

c) N*CN;

d) {0,2,4,6,..}CN.

Se A C B dizemos também que B contém A, e indicamos por B D A.

E ficil observar que o conjunto vazio estd contido em qualquer conjunto. De fato, se o
conjunto vazio nio estivesse contido em A, existiria pelo menos um elemento do conjunto
vazio (¢) que ndo estaria em A; mas isso é um absurdo, pois o conjunto vazio nio contém
elementos.

Notemos também a diferenga entre os simbolos € e C. O primeiro é usado para relacio-
nar elemento e conjunto, enquanto o segundo relaciona dois conjuntos. Assim, dizemos que
1 € {I,2} endo 1 C {1, 2}. Todavia {1} C {1, 2} pois {1} é um conjunto unitdrio. A
negacdo do simbolo C ¢ indicada por € (1é-se: ndo estd contido).

Admitiremos a existéncia de um conjunto que contém todos os elementos com os quais
estamos trabalhando. Tal conjunto é chamado conjunto universo e serd indicado pela letra
E. Por exemplo, na geometria plana,o conjunto universo pode ser considerado como aquele
que contém todos os pontos do plano.

Nessas condigdes, sendo A e B conjuntos contidos no universo E, a relagio A C B seré
representada pelo diagrama de Venn da Figura 1.1, em que o retdngulo simboliza o conjunto E
e os circulos, os conjuntos A e B.
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Figura 1.1: Representagdo da relacdo A C B.

B

Vimos que {0,1} C {0,1}. Logo, a afirmagéo de que A C B nio exclui a possibilidade de
B estar contido em A. Quando isso acontece, dizemos que os conjuntos A e B sdo iguais e
indicamos por A = B.

Formalmente, dizemos que os conjuntos A e B sdo iguais se, e somente se, todo elemen-
to de A pertence a B e todo elemento de B pertence a A .

E

Exemplo 1.5
a) {0,1}={1,0}
b) (x EN|x2-3x+2=0}={1,2}
¢ {4}={xEN|x-4=0}
d o={xEF[x2+1=0}
Se ndo for satisfeita a igualdade entre os conjuntos A e B, dizemos que A ¢ diferente de

B e escrevemos A # B. No caso do item (a) do exemplo anterior é importante observarmos
que a ordem com que aparecem os elementos no conjunto é irrelevante.

1. Escreva em notagdo simbélica:
a) a é elemento de A d) A ndo estd contido em B
b) A é subconjunto de B e) A ndo contém B
c) A contém B f) ando é elemento de A

2. Enumere os elementos de cada um dos conjuntos:
a) conjunto dos nimeros naturais entre 8 e 12 (inclusive)
b) conjunto das vogais do alfabeto
c) conjunto dos nGmeros pares entre 0 e 18 (exclusive)
d) conjunto dos nimeros primos pares positivos
e) conjunto das frages préprias positivas de denominador 7
f) {x|x2-1=0}
g) {x|x é letra da palavra ARARA}
h) {x|x2=9ex-3=-6}
i) {x|x é algarismo do ntmero 2.134}
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3. Escreva os conjuntos abaixo usando o método da propriedade caracteristica:
o) {1,3,5,7,..15)
b) {1,7)
¢) o conjunto dos némeros pares entre 5 e 21
d) o conjunto dos nimeros reais entre 1 e 10, incluindo 1 e excluindo o 10

4. Seja A o conjunto {3,5,7,9, 11, 12}. Enumere cada um dos conjuntos abaixo:
a) (x€A|x2#£9}
b) {x€Alx+9=16}
c) {xEA|xéprimo}
d) (xeA|x?-12x+35=0)
e) (x€EA|x+1€A)

5.Se A ={a, e, i}, diga se as proposicées abaixo sdo corretas ou ndo:
a) a€A b)acA c {a}ea d {a}c4a

6. Construa todos os subconjuntos dos conjuntos:
a) {0,1,2} b) {1,{2,3}} d {R,0,M, A}

/. Dados os conjuntos A = {x|x é par positivo e menor que 7} e B = {2, 4, 6} assinale V
(verdadeiro) ou F (falso):

o) ACB b) BCA c) A=B
8. Diga se as proposicdes abaixo sdo corretas ou ndo:
a) {1,2,3}=13,2,1} d ¢C{1,2,3}
b) {1,2,1,2} c {1,2,3} e) {2,3} D {x|x®2-5x+6=0}
d {4} € {{4}} f) {B,R,A,S,A}C {B,R,A,S}

9. Classifique os conjuntos abaixo como finitos ou infinitos:
a) o conjunto dos nimeros inteiros mdltiplos de 5
b) o conjunto das fracées compreendidas entre 1 e 2
c) o conjunto das rafzes da equacdo x6 + x>~ x2 =0
d) {(x2|xENex <5}
e) {xly|Jx ENeyeE N*}

1.3 Operacdes Envolvendo Conjuntos

Passemos a estudar certas operagdes que podem ser efetuadas entre conjuntos. Aqui, sdo
de fundamental importancia dois conectivos: ou e e. Convém considerar a diferenca que existe,
mesmo no verndculo, entre esses dois conectivos e as duas versdes sobre o conectivo ou.

Podemos dizer:

a) ApOs os exames, passarei de ano ou ficarei reprovado.
b) Vou encontrar Jodo ou Paulo.



Na primeira sentenga o ou é exclusivo, pois nio poderdo acontecer as duas coisas simul-
taneamente: passar de ano e ficar reprovado. Na segunda o ou é inclusivo, pois poderei
encontrar Jodo, Paulo ou ambos. Em geral € no que segue o ou ser4 utilizado no sentido
inclusivo, isto €, dizer p ou g significa p ou ¢ ou ambos.

O conectivo e € usado quando liga duas afirmacdes que devem valer simultaneamente.
Assim, dizer “Vou ao cinema e ao teatro” significa que irei a0 cinema e também ao teatro.

Sejam P e Q dois conjuntos de um mesmo conjunto universo E. Passemos a estudar
algumas operagdes envolvendo P e Q.

InterseccGo de Conjuntos

Chama-se intersecg¢ao de dois conjuntos P e Q de um universo E ao conjunto de elemen-
tos de E que pertencem simultaneamente a P e Q. Indica-se a intersec¢do por P N Q (1é-se
P inter Q). Em simbolos:

PNQO={x€E|xEPex€E Q).
A regido destacada da Figura 1.2 representa a intersecgdo de P e Q.

Figura 1.2: Representagdo da relacdo P N Q.

P E

Exemplo 1.6
a) SendoP={1,2,3,5}e 0={1,3,5,7},entio PN Q = {1, 3, 5}.
b) SendoA=1{1,3,5,7,..}eB={0,2,4,6, ..} entio A N B=¢.
¢) SendoM={1,2,3,4,5}eS={1,2,3},entioM N S =S&.

Ou seja, quando S C M entdo M N S = S (Figura 1.3).

Figura 1.3: llustragGo de M N § = §.

5 M

d) ¢ N A = ¢ qualquer que seja o conjunto A.
e) N¥* N N=N* pois N* C N.
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Toda vez que dois conjuntos P e Q t&m intersecgdo vazia, sdo chamados de disjuntos

(Figura 1.4).
No exemplo dado (item b) os conjuntos A e B sio disjuntos.

Figura 1.4: Os conjuntos P e Q séo disjuntos.
E
Q
QQ
Consideremos os conjuntos P e Q de um universo E. Chama-se uniio (ou reuniio) de P

com Q ao conjunto dos elementos de E que pertencem a P ou Q (ou inclusivo). Indica-se a
unido de P com Q por P U Q (1é-se P unidio Q).Simbolicamente temos:

PUQ={xEE[xEPouxe Q).

N

Unido de Conjuntos

A regido destacada da Figura 1.5 representa a unio de P com Q.

Figura 1.5: Representagdo da relacdo P U Q.
E

Exemplo 1.7
a) SeA={1,2,3}eB={1,3,5},teremos A U B= (1, 2, 3, 5}.
b) Se P=1{0,2,4,6,..}e0={1,3,5,7, ...} teremos P U Q = N.
¢) SeD={1,3,5}e F={1,3}entdio DU F = {1,3,5}=D.
Isto €, se F C D, entdo D U F = D. (Figura 1.6)
d) NNUN=N.
Figura 1.6: D U F = D.

@)

E




As defini¢bes dadas para dois conjuntos podem ser estendidas para trés ou mais conjun-
tos, reduzindo-se sempre a uma operagio com dois conjuntos.

Complementar de um Conjunto

Dado um conjunto P contido num universo E, chama-se complementar de P ao conjun-
to de elementos de E que ndo pertencem a P. Indica-se.0 complementar de P por P<.

A operagdo realizada chama-se complementagio. A regido destacada da Figura 1.7 re-
presenta o complementar de P. Em simbolos:

P'={x|xEEex¢& P)}.

Figura 1.7: Representagdo de Pe.

Exemplo 1.8

a) SeE={1,3,5,9,10} e P={1, 9}, entdo P°= {3, 5, 10}.
b) SeE=N*eP={2,4,6,8, ...} entdo P° = {1, 3,5,7, ...}.
¢) Se E=Ne P=N*entdo P° = {0}.

Diferenca de Conjuntos

Sejam P e Q dois conjuntos contidos num universo E. Chama-se diferenca P — Q o
conjunto dos elementos do universo que pertencem a P, mas ndo pertence a Q. Simbolica-
mente, temos:

P-Q={xEE|xEPex¢& Q).

A regido destacada da Figura 1.8 representa a diferenca P — Q.

Figura 1.8: Representacto de P - Q.
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Fxemplo 1.9
a) SeP={1,3,5,7}e0={5,6,9},entio P-Q={1,3,7}.
b) SeP={1,2,3,4,5}e 0={1,2,3},entioP-Q={4,5}e Q- P =0.
c) SeP={0,2,4,6,..}e0={1,3,5,7, ..},entio P—- Q= P.
Observemos que PP=E-PeP-Q=P N Q°.
Considerando conjuntos quaisquer A, B, C € um universo E, sdo validas as seguintes
propriedades:

AUAZA ¢C=E;
(P2) ANB=BNA; AUA=E;
AU B=BUA. AN AS=¢;
P3) ANBNO=ANBNC (A°) = A.
AUBUO=AUB ULC. (P7) AN(AUB)=A;
P4 ANBUO=ANBUMKNCO); AUMANB)=A.
AUBNO=AUBNAUDO. (P8) (A N B)Y =AU B
(PS) ANE=A; (A U B)* = A° N B
ANo¢=0;
AUE=E;
AU O=A.

Tais propriedades podem ser verificadas por meio do diagrama de Venn. Assim,
por exemplo, a propriedade (P3) — associativa da intersec¢dio — pode ser verificada por
meio da Figura 1.9, em que a parte (a) destaca A N (B N C) ao passo que a parte (b) destaca
ANBNC.

Figura 1.9: Verificacdo da propriedade P,.

AB v A

(a) (b)

Exemplo 1,10

Num experimento aleatério, chamamos de espago amostral (e indicamos por E) a um
conjunto de todos os resultados possiveis. No experimento do langamento de um dado e
observagio da face de cima, temos E = {1, 2, 3,4, 5, 6}.



Chamamos de evento a qualquer subconjunto de E. Assim:

0 evento ocorréncia de um nimero par é dado pelo subconjunto A = {2, 4, 6};

0 evento ocorréncia de um nimero maior que 4 é dado pelo subconjunto B = {5, 6};
o evento ocorréncia de um nimero maior que 7 é dado pelo conjunto vazio;

0 evento ocorréncia de um nimero menor que 7 é o préprio conjunto E.

O evento dado pelo conjunto vazio é denominado evento impossivel, ao passo que o
evento que coincide com E é denominado evento certo.

[ ____Exercicigs |
10. Sendo E={1,2,3,4,5,6,7,8,9},A=(1,3,5,7,9),B={2,4,6,8} e C= {1,2, 3,4, 5},
calcule:
a) AUC e) A-C i) A m) (A - B)*
b) BUC f) c-A j) ¢ n (A-CF
o ANB g) A-B k) (AU B)X o) A-B)NC
d ANC h) B-A I) Anco) p) A-O)UB-0)

11. Sejom E=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},A={1,3,5,7,9},B={0,2,4,6} e C= {9, 10}.
Obtenha os conjuntos:

a ANB d) A°N B¢ g ANnBNC
b) AUB e) AUBNM@AUO h) ANcCe
¢ BNC f) AU
12. Para os diagramas abaixo, assinale a regido correspondente:
A B A B A
A-B AN B¢ AN B¢
13. Para os diagramas abaixo, assinale a regido correspondente:
Ok c
ANB AUONB @auBnc
14. Sabendo-se que E representa o conjunto universo, determine os conjuntos:
a) EUA d oUA g) E° j) ANA
b) AUA e) ANA h) ENA k) A-¢

o) ¢ f) AU A i) E-A ) A-E



