Capitulo 5

Grupos de transformacoes

Neste capitulo sao estudadas as ac¢oes diferenciaveis de grupos de Lie. O pri-
meiro estagio nesse estudo consiste em construir uma estrutura de variedade
diferencidvel num espago homogéneo (espago quociente) G/H, onde G é um
grupo de Lie e H é um subgrupo fechado. O caso particular em que H é
subgrupo normal d& origem aos grupos quocientes, que sao também grupos
de Lie.

Uma vez feita a construcao dos espagos homogeéneos, deve-se passar ao
estudo das érbitas das agoes em geral. Uma questao bésica é a de verificar que
as Orbitas sao subvariedades imersas. Isso é feito verificando que as orbitas
sao variedades integrais maximais de uma distribuigao singular (veja apéndice
B), o que fornece a informacao adicional de que elas sdo subvariedades imersas
quase-regulares. Outra questao ¢ a de identificar cada érbita com um espago
homogéneo. No caso de agoes diferenciaveis isso significa mostrar que uma
6rbita G - x é difeomorfa ao espago quociente G/G,, onde G, é o grupo de
isotropia.

5.1 Espacos homogéneos

Sejam G é um grupo topolégico e H um subgrupo de G. Conforme foi
discutido no capitulo 2 a topologia quociente no espago homogéneo G/H é
aquela em que os abertos sdo conjuntos da forma A C G/H tal que 7! (A)
é aberto em G, onde 7 : G — G/H é a projegao canonica. Essa topologia é
Hausdorff se, e somente se, H ¢ um subgrupo fechado.

No contexto diferencidavel em que GG é um grupo de Lie, o teorema de
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108 CAPITULO 5. GRUPOS DE TRANSFORMACOES

Cartan garante que se H é fechado entao H é subgrupo de Lie. Nesse caso
existe uma estrutura de variedade diferencidvel em G/H compativel com a
topologia quociente. Essa estrutura sera construida a seguir.

Seja H um subgrupo fechado do grupo de Lie G. Denote por g e § as
algebras de Lie de G e H, respectivamente. Seja também ¢ C g um subespaco
vetorial que complementa b em g, isto é, g = e® h. As cartas em G/H serao
difeomorfismos definidos em abertos de e.

A construcao das cartas estd baseada no lema 4.14 que foi utilizado na
demonstracao do teorema do subgrupo fechado. Esse lema diz que existem
vizinhancgas da origem V C e, U C h e W C G tal que a aplicagao ¢ :
V x U — W, definida por

(Y, X) =e"e",

¢ um difeomorfismo, de tal forma que W = e"eV e tal que W N H = €Y.

No que segue sera conveniente supor que o sistema de coordenadas adap-
tado W esta contido num sistema analogo Wi, isto é, W; = e"1eV' com
ViceeU ChtalqueV C Vi elU C U;. A existéncia do novo sistema
de coordenadas pode ser garantida diminuindo as vizinhancgas de um sistema
adaptado (e mudando convenientemente as notagdes). Tomando, eventual-
mente, vizinhancas menores, pode-se supor sem perda de generalidade que
W2cCcW,eW W c W,.

Os sistemas de coordenadas adaptados satisfazem a seguinte propriedade:

Lema 5.1 Com as notacées acima sejan:V x H — G, n(Y,h) = e¥'h, a
extensao de v a 'V x H. Entdo, n é um homeomorfismo sobre e¢" H e este
conjunto € aberto em G.

Demonstragao: Em primeiro lugar, n é injetora. De fato, suponha que
e"h; = e 2h,y. Entao, e Y2e¥1 = hghfl. O primeiro membro dessa igualdade
estd em Wy, ja que W='W c W;. Como o segundo membro estd em H,
segue que

e 2" c Wi NH = eV,

isto 6, e¥1 = e¥2eX1 para algum X; € U;. Como ¢ : V; x Uy — W, é
difeomorfismo, segue que Y; = Y5 e dai que hy = hsy, isto é, n é injetora.
Portanto, n é bijetora sobre " H.

A continuidade de n é consequéncia da continuidade da aplicacao expo-
nencial juntamente com a do produto.
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Para verificar n é aplicacao aberta tome um aberto A; C V' e um aberto
Ash € H com Ay C U. Entao, n(A; x Ayh) = ¢ (A; x Ag) h. O conjunto
1 (A X Ay) é uma vizinhanga da origem pois ¢ é difeomorfismo. Portanto,

T](Al X Agh) = w(Al X Az)h

contém uma vizinhanca de h. Como toda vizinhanga de h dentro de H é da
forma Ash, isso mostra que que 7 é uma aplicagao aberta.

Por fim, eV H = e"eYH = WH. Como W ¢é aberto, conclui-se que e" H
¢é aberto em G. O

Corolério 5.2 Sejan:V x H — e"H a aplicacdo do lema anterior. Entao,
n € difeomorfismo.

Demonstragao: Dado (Y,h) € V x H, a definicao de n mostra que

dneypy = (dDh) v © dyyy

o que implica de imediato que dn é isomorfismo em todo ponto. Como 7 é
homeomorfismo, segue que essa aplicacao é de fato um difeomorfismo. O

A existéncia de sistemas de coordenadas adaptados do tipo descrito acima
fornece facilmente uma carta ao redor da origem 2o = 1- H € G/H. De fato,
seja 0 : V — G/H a aplicacao definida por

o(Y)=mn(expY)

onde 7 : G — G/H, n(g) = gH, é a projecao canoénica. O lema a seguir
mostra que o é um sistema de coordenadas de sua imagem.

Lema 5.3 Seja o a aplicagio definida acima. Entao, sua imagem o (V) é
um aberto de G/H e o :V — o (V) é um homeomorfismo.

Demonstragao: A aplicacao o é injetora. De fato, sejam Y7,Y; € V tais
que o (Y1) = o (Y3). Pela definigao de o, isto significa que e"' H = e¥2H e daf
que existem hy, hy € H tais que e¥1h; = e¥2hy. Mas, pelo lema anterior, 7 é
injetora, o que implica que Y; = Y5, garantindo que o é injetora e, portanto,
bijetora sobre sua imagem o (V).
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O conjunto o (V') coincide com 7 (eVH ) Pelo lema anterior e H é aberto
de G, o que implica que o (V') é aberto na topologia quociente.

Para verificar que o é homeomorfismo sejam A C V e B C ¢ (V') conjun-
tos relacionados por B = o (A). Entao, 7! (B) = e H, pois B = w (e).
Suponha que A seja aberto em V. Entdo, e H é aberto ja que a aplicacao
n do lema anterior é homeomorfismo. Portanto, 7! (B) é aberto se A for
aberto, isto ¢, B é aberto na topologia quociente. Isso mostra que o é uma
aplicagao aberta.

Por outro lado ¢ é continua, pois se B é aberto em G/H entdao e*H =
771 (B) é aberto em G o que implica que A é aberto em V pois 1 ¢ homeo-
morfismo entre V x H e " H. 0

Agora pode-se construir cartas ao redor dos demais pontos G/H por
translacao. De fato, para g € G defina

ogg=g00:V —go (V).

A aplicagao g : G/H — G/H induzida por g em G/H é um homeomor-
fismo. Dai que go (V') é um aberto e o, é também um homeomorfismo. Como
G/H = U,eq 90 (V), o conjunto dos homeomorfismos oy, g € G, define um
atlas em G/H.

Para verificar a diferenciabilidade desse atlas deve-se mostrar que se
go (V)N ho (V) # () entao a fungao de transi¢ao
o tooy 0, (go(V)Nhao (V) —V (5.1)

g
¢ diferencidvel. Isso é feito através da seguinte descri¢ao de o,.
Dado g € G, denote por 7, a restri¢do da projegao canénican : G — G/H
a ge”. No caso particular em que g = 1, a aplicacao 7, ¢ um homeomorfismo
entre " e o (V). Da igualdade gom = 7o E,, isto é, 7 = go w0 E,-1 segue
que
Tg=gomoFE, 1. (5.2)

Portanto,
Lema 5.4 7, é um homeomorfismo entre ge¥ e go (V).

A relacao entre 7, e o, também é dada pela igualdade (5.2). De fato, por
defini¢do de o (= 01), 01 = 7 o exp. Dai que

g0 Eyoexp=gomoexp=goo; =0, (5.3)
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Lema 5.5 Se go (V)Nho (V) # 0 entdo a fungdo de transi¢ao (5.1) é difer-
encidvel.

Demonstracao: Pela férmula para o, em (5.3) a funcdo de transicao é

dada por
1 o -1 —
o, o0p=exp  oE 10 (7Tg

loﬂ'h) thoeXp.

Para verificar a diferenciabilidade do segundo membro basta mostrar que
(7@1 omy,) ¢ diferencidvel. A demonstra¢io disso segue da férmula (5.2)
para my:

-1 _ -1 -1
m, omp=Eg10m ogohom oEy-1.

O

As aplicacoes 0, definem, portanto, um atlas diferencidvel em G/H. Além
do mais, dim G/H = dim V' = dime, portanto, dimG/H = dim G — dim H.
Em resumo, obtém-se o seguinte resultado.

Teorema 5.6 Sejam G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado.
Entao, existe uma estrutura diferencidvel em G/H com dimG/H = dim G —
dim H, que é compativel com a topologia quociente tal que a projecao canonica
7: G — G/H é uma submersado.

Demonstragao: So6 falta verificar que a projecao é uma submersao. Mas
isso segue do fato que para todo g € G, a restricao de m a vizinhanca
gW = ge" eV corresponde & projecio V x U — V. O

A estrutura diferencidvel definida neste teorema é denominada de es-
trutura quociente. As seguintes aplicagoes sao diferencidveis em relagao a
estrutura quociente:

Assim como no caso de aplicagoes continuas em relagao a topologia quo-
ciente, a diferenciabilidade em relacao a estrutura quociente também é car-
acterizada por composicao com a projecao canodnica.

Proposicao 5.7 Uma fungao f : G/H — M € diferencidvel se, e so se, form
¢ diferencidvel.

Demonstragao: Suponha que f o seja diferenciavel. Entao, sua restrigao
a um conjunto da forma ge" também é diferencidvel. Isso implica que f é
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diferenciavel nos sistemas de coordenadas e, portanto, diferenciavel. O

A partir dessa caracterizacao das aplicacoes diferenciaveis prova-se, como
no caso topolégico a diferenciabilidade da acao de G em G/H (veja a propo-
sicao 2.24).

Proposicao 5.8 Sejam G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado.
Entao,

1. Aagao ¢ : GxG/H — G/H, ¢(g,xH) = (gx) H € diferencidvel.
2. Para cada g € G a aplicagdo ¢, : G/H — G/H ¢é um difeomorfismo.

3. Se H for um subgrupo normal entio G/H €é um grupo de Lie com a
estrutura quociente.

5.2 Acoes de grupos

Os diversos conceitos e resultados desenvolvidos no estudo das agoes de gru-
pos topoldgicos continuam valendo para grupos de Lie. Em particular, uma
acao do grupo de Lie G é uma aplicacdo ¢ : G x M — M, ¢ (g,x) = gz, tal
que a aplicagao parcial g — ¢,, ¢, () = ¢ (g,2) é um homomorfismo de G
no grupo das transformacoes inversiveis de M. A ac¢do € diferencidvel se ¢
for uma aplicacao diferencidvel.

Nesse caso as aplicagoes parciais ¢, : M — M e ¢, : G — M, ¢, (v) =
o, (9) = ¢ (g, ) sao diferencidveis para todo g € G e x € M. Da igualdade
(gbg)_l = ¢,-1, segue que essas aplicagoes sao difeomorfismos, isto é, o ho-
momorfismo g +— ¢, assume valores no grupo Dif (M), dos difeomorfismos
de M. Como anteriormente o difeomorfismo ¢, ¢ denotado apenas por g.

No caso de uma acao diferencidvel o subgrupo de isotropia G, = {g €
G : gx = x} é fechado e, portanto, um subgrupo de Lie de G. Existe uma
bijegao natural entre a érbita G- x e o espago homogéneo G/G,. Adiante serd
mostrado que G - z é uma subvariedade de M e que a bijecao com G /G, é,
de fato, um difeomorfismo, quando em G/G, é considerado com a estrutura
quociente.

A algebra de Lie g, do grupo de isotropia G, é denominada de dlgebra de
isotropia em x. A algebra de Lie de um subgrupo de Lie H ¢é formada pelos
elementos X € g tais que exp (tX) € H para todo t € R. Dessa forma, a
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algebra de isotropia g, é dada por X € g tal que exp (tX)z = x para todo
t € R. Parag € G ex € M, vale a igualdade G, = gG,g™ "', o que fmplica
que ggo = Ad (g) (ga).

Como ocorre normalmente na teoria dos grupos de Lie, uma técnica fun-
damental no estudo das agoes de grupos surge com a introducao do objeto
infinitesimal correspondente.

Definicao 5.9 Sejam g uma dlgebra de Lie e M uma variedade diferencidvel.
Denote por T'(T'M) a dlgebra de Lie dos campos de vetores em M munido
do colchete de Lie. Uma ac¢ao infinitesimal de g em M € um homomorfismo

deg— T (TM).

Uma acao diferenciavel de G em M induz uma acao infinitesimal de g
da seguinte maneira: dados X € g e x € M, a curva em M definida por
t — exp (tX)x é diferencidvel. Sua derivada na origem

X (1) = 5 (exp (1X) ) g = 50 (030 (1) = (), (X).

é um vetor tangente a € M. Portanto 2 € M — X (z) € T,M define um
campo de vetores em M.
O fluxo X; de X é exatamente exp (X ) (ou melhor ¢, ,x)). De fato,

para todo x € X a curva t — exp (tX) x é uma trajetéria de X pois

& (exp (1)) =+ (exp (1 4 5) X) )y = X (exp (X)),

Por consequéncia os campos de vetores X sio completos seus fluxos exp (tX)
sao definidos globalmente, para todo ¢ € R. Além do mais, o campo invari-
ante a direita X € g e o campo associado X sao ¢, -relacionados, para todo
xr € M, pois ¢, © Eexptx = Pexprx © ¢, i8to &, ¢, faz o intercambio entre os

fluxos de X e de X. N

Do tltimo comentério segue que a aplicacdo X € g — X € I'(TM) é
uma acao infinitesimal (quando X é visto como campo invariante a direita).
De fato, como os campos X,Y € g sao ¢,-relacionados, os seus colchetes
também sao ¢,-relacionados, portanto

—_—

[X.Y] (2) = (do,), [X,Y] = [X, Y] (2).
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Proposicao 5.10 A aplicagao X € g +— Xerl (T'M) é um homomorfismo
se g € a dlgebra de Lie dos campos de vetores invariantes a direita em G.

Nesta proposi¢ao aparece o colchete de Lie entre campos invariantes a
direita em G pelo fato de que estd implicito que a acao de G em M é uma
agao a esquerda. Caso se considre agoes a direita, a mesma aplicagao X +—
X define um homomorfismo cujo dominio é a dlgebra de Lie dos campos
invariantes a esquerda. B

A translagdo dos campos X pelos elementos de G é dada pela seguinte
formula, que é bastante 1til.

e~

Proposicao 5.11 Dados g € G ¢ X € g, vale g.X = (Ad (g) X), isto €,

—_—

(d9), 1, (X (97)) = (Ad (9) X) ().

Demonstragao: Basta verificar que as translacgoes, por g, das trajetérias

—~—

de X sao trajetérias de Ad (g) X. Como o fluxo é X, = exp (tX), a translacao
da trajetéria de X que passa por g~z é

getX g1y = PHAd(9)X .

e o segundo membro é a trajetéria de Ad (¢g) X iniciada em z. O

Em notagao simplificada (como descrita na se¢ao 3.1) a férmula da proposigao
acima pode ser escrita como

—_—

9X () = gXg~' (g2,

isto ¢, ela é obtida por divisao e multiplicacao por g.
Como caso particular de acao infinitesimal, considere a acao de G em
G/H, onde H um subgrupo fechado. Nesse caso, vale a seguinte descri¢ao

de X.

Proposicao 5.12 Sejam G um grupo de Lie e H um subgrupo fechado e de-
note por m : G — G/H a proje¢io canénica. Tome X um campo invariante a
direita em G. Entao, X éa projecao de X, isto €, X e X sdo m-relacionados,
isto é, m, X = X.
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Demonstragao: De fato, 7 = ¢, onde xg O

zo

A algebra de Lie g, do grupo de isotropia G, é formada por X € g tal
que exp (tX) x = x para todo t € R. Derivando essa igualdade se vé que, em
termos da acao infinitesimal, g, é dada por

g.={X eg: X (z)=0},

isto é, g, ¢ o nicleo da aplicacio X € g — X (x) € T,M. Ja o nicleo
{X : X = 0} do homomorfismo X +— X é a dlgebra de Lie do nicleo do
homomorfismo a que define a acao.

Exemplos:

1. Considere a acao canonica de Gl(n,R) em R", (g,z) — gx. Se A €
gl(n,R) é uma matriz entao

d
Alx) = pr (etAa:)“:O = Az,

isto é, o campo de vetores A induzido pela representacao ¢ nada mais
nada menos que o campo de vetores linear em R™ definido pela matriz
A. A propriedade de homomorfismo aqui significa que o colchete de

Lie dos campos de vetores A e B é o campo linear definido pela matriz
BA — AB.

2. O exemplo anterior se generaliza para representacao de grupos: se
p: G — Gl(n,R) é uma representacao (diferenciavel) de G, entao
a aplicacdo G x R™ — R", definida por (g,z) — p(g)z define uma
acao de G em R™. A acao infinitesimal correspondente é dada por

X (z) = dp, (X)x

se X € g, a dlgebra de Lie de GG. Essa acao corresponde a representagao
infinitesimal de g.

3. Um grupo de Lie G age em si mesmo por translagoes a esquerda. Como
o fluxo de um campo invariante a direita ¢ dado por translagoes a
esquerda da exponencial, segue que X é o campo invariante a direita
correspondente a X € g.
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4. Seja ¢ : G — H um homomorfismo diferenciavel. Entao G age a
esquerda em H por (g,h) € G X H — ¢ (g) h. Da mesma forma que no
exemplo anterior, X é o campo invariante a direita em H determinado

por d¢, (X).

5. O grupo linear G = Gl(n,R) age na esfera de raio 1, S*!' C R”
(em relagao ao produto interno candnicao), através da identificacao da
esfera com o conjunto das semi-retas em R" iniciadas na origem. Uma
semi-reta intercepta S™! num tnico ponto e vice-versa um elemento
de S™! define uma semi-reta estabelecendo uma bijecao entre os dois
conjuntos.

Se r é uma semi-reta iniciada na origem e g € Gl (n,R) entao gr é uma
semi-reta, o que define a ac¢do (g,r) +— gr no conjunto das semi-retas
e, portanto, em S"1. Parax € S" ' e g € Gl(n,R) a acao é denotada
por g * x. Por definicao g * x é a interseccao com S™! do raio gerado
por gz, isto é,

onde |gz| denota a norma euclidiana. Essa agao é diferencidvel. A agao
infinitesimal correspondente é dada por

~ d d [ ex
A = — (e = — [ —— .
(I) dt (6 *ZE)|t:o dt <|et’4m|>|t:0
O céalculo desta derivada fornece
A(z) = Az — (Az, z)z,

que é o vetor tangente & S"~! em x obtido pela projecao de Ax ao longo
da semi-reta gerada por x.

6. Uma pequena alteracao no exemplo anterior fornece uma agao de Gl (n, R)
no espaco projetivo P*~! formado pelos subespacos de dimensao um de
R™. De fato, basta substituir as semi-retas pelas retas correspondentes.
Ao identificar o espaco tangente a P*~! em [x] com o espago tangente a
S~ lem x € S"!, a expressao de A coincide com a que foiapresentada
acima.
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O

Nessa altura dos acontecimentos é natural perguntar se as agoes infinites-
imais sao provenientes de acoes de grupos de Lie, no sentido em que se g
¢ uma algebra de Lie real de dimensao finita e § : g — I' (T'M) uma agao
infinitesimal de g entao existe um grupo de Lie G cuja algebra de Lie é g e
uma acao ¢ : G x M — M tal que 0 é a acao infinitesimal correspondente
a ¢. Uma condigao necessaria para que isso acontega ¢ que os campos de
vetores 6 (X), X € g, sejam completos, uma vez que os campos X obtidos de
uma acao de grupo sao campos completos. Pode-se provar que essa condicao
é suficiente, isto é, uma acao infinitesimal é integravel a uma acao global de
um grupo de Lie conexo desde que os campos de vetores correspondentes se-
jam completos'. Em particular, se M é uma variedade compacta, toda acao
infinitesimal é proveniente de uma agao global. O exemplo a seguir ilustra o
caso de uma acao infinitesimal que pode ser integrada a uma acao local, mas
nao global, pois os campos de vetores nao sao completos.

Exemplo: A imagem da aplicacao

:L’GR&—>(T)E]R2

. . 0 )
¢ a reta horizontal r que passa por ( 1 ) O conjunto das retas que passam

pela origem e cruzam r é aberto e denso na reta projetiva P!. Dessa forma, a
aplicacao acima define um mergulho de R num conjunto aberto e denso de P*.
A restri¢ao da acdo canonica de G1(2,R) a esse conjunto aberto denso define
uma agao local de G1(2,R) em R por transformagoes lineares fracionarias.
De fato, seja g x p, g € GI(2,R) e p € P! a acao na reta projetiva. Se p ¢

x a b ~ .
o subespago gerado por 1)ea=1\ . 4 entao g * p é o subespago

ar +b
cx+d |-
Se cx + d # 0 esse vetor gera o mesmo subespago que

((ax—i—b){(cx—i—d)).

gerado por

Weja R. Palais, A global formulation of the Lie theory of transitive groups, Memoirs
of AMS, 22 (1957).
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Usando a notacao
ar + b

kL= ———,
g cx+d

a aplicacao ¢ (g,x) = g * x define uma acao local de GI(2,R) em R. E claro
que ¢ nao estd definida em todo Gl (2,R) x R, porém para os valores em que
estd definida vale g x (hxx) = (gh) * x. Em todo caso ¢ estd definida nas
vizinhangas de (1,x) para todo z € R o que permite definir os campos de
vetores

d tA _
= 2 () Ly = d (0, (4)

onde ¢, ¢ a aplicagao parcial ¢, (9) = ¢(g,x). Como ¢ é a restricao de uma
acao global, A — A define uma acéo infinitesimal de gl (2,R) em R. Para
calcular A escreva

_ a [ tA a; by
a=(57) ()

~ d T + bt
Alx)=— .
<x> dt <Ct$ + dt) |t=0

Como ag =dy =1 e ¢y = dy = 0, segue que

Al(x)

Entao,

Az) =B+ (a—68)x — vz’

Esses campos de vetores estao associados as equagoes diferenciais de Ricatti
e, em geral, eles nao sao completos. O

Uma das aplicagoes da acao infinitesimal em M induzida pela acao de um
grupo de Lie G estd no estudo das érbitas de G. A razao é que as Orbitas
podem ser obtidas como as variedades integrais maximais da distribuicao
definida pela acao infinitesimal. N

Sejap: GXM —-Mef:g—T(TM),0(X)=X, aacdo infinitesimal
correspondente. Para x € M defina o subespaco Ay (z) C T, M por

Ay (z) ={X (z) e T,M : X € g}.

A aplicagao x — Ay (x) é uma distribuigdo em M. Pela prépria definicao, A,
¢ uma distribuicao diferenciavel, pois ela é gerada pelos campos de vetores
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X , X € g. Em geral, a dimensao de Ay nao constante. Por exemplo, para a
acao canoénica de Gl (n,R) em R"”, Ay se reduz a 0 na origem, enquanto que
Ag () é todo o espago tangente se x # 0. Em geral, dim Ay = dimg—dim g,
pois g, € o ntcleo da aplicacao linear X € g — X (x) € T,M.

Proposicao 5.13 A distribuicao Ay é tnvariante pela a¢ao de G, isto €,
9:Ag = Ag, ou melhor
dg:Ag (x) = Ag (g)

para todo g € G.

Demonstragao: A translacao por ¢ € G de um campo X ¢ dada pela

P

férmula g*)Af = Ad(g) X. Isso implica que para todo g € G e x € X, vale

e~

dg: (X (@) = Ad(9) X (g).

Como a distribuicao Ay é gerada pelos campos X , X € g, isso implica
que dg;Ag(x) C Ag(gz). A inclusdo contraria se obtém da mesma forma
transladando por ¢!, ao invés de g. O

Essa proposicao mostra que a distribuicio Ay é caracteristica (veja a
definigao B.8). Portanto, pelo teorema B.9 essa distribuicao é integravel.

Proposicao 5.14 A distribuicao Ay € integrdvel.

As variedades integrais dessa distribuicao fornecem as érbitas da acao de
G. Para ver isso seja I, (x) a variedade integral maximal de Ay, que passa
por x. Pelo fato da distribui¢do ser G-invariante (pela proposicao 5.13),
conclui-se que para cada g € G o conjunto gly(z) é uma variedade integral
da distribuicdo. E claro que gz € gl (z) o que implica que gl (z) C I4(gx).
Esta inclusdo nao é prépria, pois se fosse g~* (I (gx)) seria uma variedade
integral de A4, que conteria I, (x). Vale portanto a igualdade

glg(x) = I (gz) geG,xe M. (5.4)

Em particular, o lema a seguir mostra que se G é conexo entao seus elementos
preservam as variedades integrais maximais.

Lema 5.15 Com as notagoes anteriores, suponha que G seja conexo. Entao,
glg(x) = I (gx) = Iy () para todo g € G e x € M. Isto €, as variedades
integrais mazimais de Ay sao G-invariantes.
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Xk .

Demonstracao: Dado g € G escreva g = eXk.-.¢X1 e defina a curva

continua « : [0, k] — M por
at) = etHDXigXin L Xy teli—1,14.

Essa curva é uma concatenacao de trajetorias dos campos )?i, que sao tan-
gentes a Ay. Portanto a curva estd contida numa unica variedade integral
maximal de Ag. O seu ponto inicial é z e o ponto final é gz. Dai que
I (gz) = Iy (), mostrando o lema. O

A partir da invarianga do lema se obtém, no caso conexo, uma acgao
G x Ig(x) — Ig(x) sobre cada variedade integral maximal. Essas acoes
sao diferencidveis, pois as variedades integrais sao quase-regulares. Além do
mais, a 6rbita G - x estd contida em I, (). Na verdade, o seguinte resultado
mostra que G - = = I (z), obtendo uma caracterizagao das érbitas de G em
termos da agao infinitesimal.

Teorema 5.16 Suponha que G seja conexo. FEntao, para todo x € M a
orbita G-z coincide com a variedade integral mazimal I, (x) de Ay que passa
por x.

Demonstragao: A idéia é provar que as G-6rbitas sao conjuntos abertos
nas variedades integrais. Seja Xj, ..., X} uma base de g e tome y € I (z).
Defina a aplicacao

(t1, ... 1) — e eteXe

Y.
A imagem dessa aplicacao estd contida na orbita G - y. Além do mais, sua
diferencial na origem é gerada pelas derivadas parciais X; (y), que por sua
vez geram o espaco tangente Ay (y) a I (). Portanto, y estda no interior
da imagem (em relacdo a topologia intrinseca de I (z)). Isso implica que
y € (G-y)° e daf que as érbitas G - y sdo abertas em I (). Porém, o com-
plementar de uma érbita é uma uniao de érbitas. Assim, G - x é aberto e
fechado (e # () no conjunto conexo I, (), mostrando que G -z = Iy (z). O

Corolario 5.17 Em geral as orbitas dos grupos nao conexos sao unioes de
variedades integrais mazimais de A.
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Demonstragao: De fato, a orbita G - + da componente da identidade é
I, (x). Entao,

G-x:UgGo-x:UgIg(x):UIg(gx).

geG geG geG

O

O préximo objetivo é fazer a identificacao de uma érbita G-z com o espaco
homogéneo G/G,.. Conforme foi visto no capitulo 2 a aplicagao ¢, : G/G, —
G -z definida por ¢, (¢G,) = gz é bijetora. Essa aplicagao é continua e
diferencidvel em relagao a estrutura quociente, uma vez que ¢, om = ¢, onde
¢, (g) = gz é a aplicacdo parcial da agdo ¢ : G x M — M. Como a érbita
G - é uma subvariedade quase-regular, ¢, ¢ diferencidvel a valores em G - x.
Da proposigao 5.7, segue que 1, também ¢é diferenciavel.

Proposicao 5.18 A aplicagio ¢, : G/G, — G -z é um difeomorfismo.

Demonstracao: Como 1, é diferenciavel e bijetora, basta verificar que
ela ¢ um difeomorfismo local, o que é equivalente a que sua diferencial seja
bijetora em todo ponto. Como ¢, om = ¢, a imagem da diferencial da ¢ em
9G: € G/G, coincide com a imagem da diferencial (d¢,),. Pela observagao

acima esta tltima é formada pelos vetores X (gz), isto ¢, a imagem ¢ Ag(9).
Como G - x ¢é variedade integral da distribuigao, segue que di, é sobrejetora
em todo ponto. Entao, essas diferenciais sao bijetoras pois as dimensoes de
G/G, e G - x coincidem com dim G — dim G, O

Um caso particular coberto por esta proposicao ¢ o da agao transitiva,
quando existe uma unica érbita, que é a propria variedade M. Nesse caso
v, : G/G, — M é um difeomorfismo. Nesse caso os espacos tangentes
T.M, z € M, coincidem com Ay (2), o que significa que todo vetor tangente
v e T,M éda forma v =X (z) para algum X € g.

Por fim, vale o seguinte resultado sobre acoes transitivas da componente
conexa da identidade.

Proposicao 5.19 Suponha que a acao de G em M é transitiva e seja C' uma
componente conexa de M. Entdo, a restricio da acao de G a sua componente
conexa da identidade Gy € uma acao transitiva de Go em C.
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Demonstracao: Antes de mais nada, a restricao a G, de fato define
acoes nas componentes conexas de M, pois se g € Gy, entao g (C) estd
contido numa componente conexa de M, por continuidade da acao. Como
g (C) e 1(C) estao necessariamente na mesma componente conexa, segue que
g(C)cC.

Dado x € C a orbita Gyx é uma subvariedade prépria de C. Como a
acdo de G ¢é transitiva, C' C Gz, o que implica que C' C U, Go (97) (j& que
C C Uyeglgr}). No entanto, para todo g € G, Go(gr) = (9Gog™") gr =
9 (Goz), j& que Gy é subgrupo normal. Portanto, C' C ,cq g (Goz). Essa
uniao é no maximo enumeravel, uma vez que isso ocorre com a quantidade
de componentes conexas de G. Pelo teorema de categorias, segue que pelo
menos um dos conjuntos g (Goz) é aberto. Mas, eles esses conjuntos sao
difeomorfos entre si. Portanto, Gox é aberto em C o que pela proprosicao
anterior mostra que Gor = C. O

5.3 Fibrados

5.3.1 Fibrados principais

Defini¢ao 5.20 Um fibrado principal P (M, G) (ou simplesmente P — M)
se constitui de

e P o espaco total,
e M a base do fibrado e

e (G o grupo estrutural.
A relacao entre eles € dada por:

1. G age livremente a direita em P: (p,a) — pa, p € P, a € G.

2. O espaco das orbitas dessa agcao ¢ M. Isso significa que existe uma
aplicacao sobrejetora
TP — M

tal que as drbitas de G sdo os conjuntos m~{z}, v € M.



5.3. FIBRADOS 123

3. P € localmente trivial no sentido em que para todo x € M existe uma
vizinhanca U de x e uma aplicagcao bijetora

Y 7N U) — U xG,

que € da forma
¥ (p) = (7 (p), ¢ (p))

onde ¢ : 71 (U) — G é uma aplicagdo que satisfaz

¢ (pa) = ¢ (p)a (5.5)
para todop € 71 (U) ea € G.

O fibrado P — M ¢é dito fibrado topolégico se os espagos envolvidos
sao espagos topoldgicos e as aplicagoes sao continuas (e homeomorfismos
quando bijetoras). O fibrado principal é de classe C*, k > 1, se os espacos
envolvidos sdo variedades diferencidveis de classe C* (em particular G' deve
ser grupo de Lie) e as aplicacoes envolvidas sao diferencidveis de classe C*
(e difeomorfismos no caso das bije¢oes). Nesse caso a projecao m : P — M
torna-se uma submersao, pois através do difeomorfismo ¢ ela se identifica
com a projecao na primeira coordenada U x G — U.

As fibras do fibrado principal sao denotadas por P, = 7~ {z}, v € M,
ou P,=7"Yr(p)} peP.

Exemplos:

1. O produto M x G é um fibrado principal com grupo estrutural G, cuja
acao a direita é Ry, (x,g) = (z,g) h = (x, gh). Em particular, um grupo
G pode ser visto como fibrado principal em que a base se reduz a um
ponto M = {x}. Esse produto é chamado de fibrado trivial.

2. Seja M uma variedade diferenciavel e T'M seu fibrado tangente. O
fibrado fibrado das bases ou fibrado dos referenciais de M é o conjunto
BM de todas as bases de T'M. Isto é, um elemento p de BM ¢é uma
base

{fi, -, [n} (5.6)

de algum espaco tangente T, M, x € M. De forma equivalente, p €
BM pode ser visto como uma aplicac¢ao linear inversivel (referencial)
p:R*"—= T, M,z € M. Dada a aplicagao p, o conjunto

{p (61) 3 7p(€n)}7
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onde {ey,...e,} é a base canonica de R", é uma base de T, M. Vice-
versa, a base (5.6) determina a aplica¢ao p : R" — T, M dada por

p(xl)"'axn):xlfl—i_"'—’_xnfn'

A projecao BM — M associa a pR™ — T, M o ponto z € M, de tal
forma que a fibra BM, é o conjunto dos referenciais de T, M.

O grupo Gl (n,R) age a direita em BM por

(p,g) = pg=poy,

com p € BM e g € Gl(n,R). Essa agao é livre pois os elementos de
BM sao transformagoes lineares inversiveis ( pog = pseeséseg=1)e
transitiva nas fibras pois dada a transformacgao linear p : R — T, M as
demais sao da forma ¢ = pog para algum g € Gl (n,R). Essa construgao
define BM como um fibrado principal de grupo estrutural Gl (n,R) e
base M. A condicao de trivializacao local se obtém tomando cartas de
M. Através das cartas se obtém para todo x € M uma vizinhanca U
e campos de vetores X7, ..., X, definido em U (campos coordenados)
que sao linearmente independentes em todo ponto de U, esse fibrado
é localmente trivial (os campos definem segdes de BM). Essas segoes
sao suficientes para garantir que BM é localmente trivial e tem uma
estrutura de variedade diferencidvel (veja a discussao abaixo).

. Denote por By (n) o conjunto formado pelas transformagoes lineares

injetoras
p: RF — R™.

(os elementos de By (n) se identificam aos conjuntos de k elementos
linearmente independentes de R™ ou ainda as das matrizes n x k de
posto k.)

O grupo GL (k,R) age em By (n) por multiplicagdo a direita de ma-
trizes. Essa acdo é livre pois os elementos de By, (n) sdo transformagoes
lineares injetoras.

O quociente por essa agao a direita é a Grassmanniana Gry (n) dos
subespagos de dimensao k de R™. De fato, as imagens das aplicagoes
lineares em By (n) sdo subespagos de dimensao k de R™. Isso define
uma aplicacao

p € By (n) — imp € Gry (n),
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cujas fibras coincidem com as érbitas de Gl(k,R). De fato, se p e
q = pa sao dois elementos numa mesma érbita entao as imagens de p
e g coincidem. Por outro lado, se as imagens de p e ¢ coincidem entao
é possivel escrever p~1q onde p~! denota a inversa de p como aplicacao
de R* sobre sua imagem. Entao p~tq € Gl (k,R) e como q = p(p~'q),
isso mostra que dois elementos com mesma imagem estao numa mesma

érbita de Gl (k,R).

Por essa construcao, fica definido o fibrado principal B, (n) (Grg (n) , Gl (k,R))
com grupo estrutural Gl (k,R).

O fato de que esse fibrado é localmente trivial pode ser visto direta-
mente, construindo secoes locais, ou indiretamente olhando esse fibrado
como um fibrado associado do fibrado Gl (n,R) (Grg (n), P) obtido da
acao transitiva de Gl (n,R) em Gl (n).

No caso em que k = 1, a Grassmanniana é o espaco projetivo P"~1,
Nesse caso By (n) é nada mais nada menos que R" — {0} e a projegao

R™ — {O} _ Pnfl
é a identificacao canodnica das retas de R™.

4. Como variagao do exemplo anterior considere, ao invés de todas as
bases de um subespaco de dimensao k, somente as bases ortonormais
(em relagdo a um produto interno fixado em R™). Isso fornece a var-
iedade de Stiefel Sty (n) que é constituida pelos conjuntos linearmente
independentes de R™, com k elementos, que sao ortonormais. De forma
equivalente, p € Sty (n) pode ser visto como uma transformagao linear

p:RF — R®

que é uma isometria entre os produtos internos canonicos de R* e de
R™. Ou ainda, pode-se pensar p € Sty (n) como uma matriz n x k. A
condicao de ser isometria se traduz aqui pela condicao

pp=1

onde como sempre p' significa a transposta da matriz e 1 é a matriz
identidade k x k. A projecao

Stg (n) — Gry (n)
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dada pela imagem de um elemento define um fibrado principal com
grupo estrutural O (k).

No caso em que k = 1, Sty (n) é a esfera S"~! e a projegao
Sn—l _ Pn—l
¢ dada por identificacao de antipodas na esfera.

5. Seja M uma variedade e ]T{/V seu recobrimento universal. A aplicacao
canonica de recobrimento M — M define um fibrado principal cujo
grupo estrutural é o grupo fundamental de M.

O

A condicao de trivialidade local na definicao de um fibrado principal
P — M é para que P seja um feixe bem organizado de grupos (ou grupos
de Lie no caso diferencidvel).

Essa condicao também estd ligada a idéia basica da definicao de variedade
diferenciavel. Esta é feita tomando as cartas e o ponto principal é o tipo
de condigao que deve satisfazer as fungoes de mudanca de coordenadas (de
cartas, isto é, aja, ' onde a; e ay sdo cartas da variedade). Por exemplo
o grau de diferenciabilidade de uma variedade é determinado pelo grau de
diferenciabilidade dessas fungoes de mundancas de coordenadas.

De forma anéloga, um fibrado principal também pode ser definido como
uma variedade em que as func¢oes de mudanca de coordenadas pertencem
a uma determinada classe de transformacoes. Essa afirmacao estd mais ou
menos implicita na seguinte discussao:

Seja ¢ : 71 (U) — U x G uma trivializagao local como previsto na
definicao e ¢ : 771 (U) — G a segunda coordenada de 1. O conjunto

o (2, 1) € MY

¢ uma subvariedade em 77! (U) e como a primeira coordenada de 1) é a
projegao sobre M, essa subvariedade cruza cada fibra 7='{z}, z € U, em um
tnico ponto. Chame esse ponto de o (z). Entdo o : U — P é uma se¢ao
local de P, isto é, satisfaz 7 (0 (z)) = x. Por definigdo de ¢, tem-se que
¢ (0 (x)) =1 e devido a (5.5) ¢ é dada a partir de o por

¢(o(x)a)=¢(o(x))a=a



5.3. FIBRADOS 127

com a € G e portanto o (z)a percorrendo toda a fibra sobre z. Como v
é completamente determinada por ¢, ela é também determinada por o. De
forma explicita,

V(o (x)a) = (z,¢(0(x)a)) = (z,a), (5.7)

o que mostra que a existéncia da secao local garante a existéncia da triviali-
7agao.

Sejam v, : 71 (Uy) — Uy X G e by : 771 (Us) — Uy x G duas trivializagoes
locais tais que U; N Uy # (. Use as notagoes ¢, e ¢, para as segundas
coordenadas e oy e 09 para as segoes correspondentes.

Como o1 () e 09 (x) pertencem & mesma fibra, para cada x € Uy N Uy
existe 6 () € G tal que

o9 (z) =01 (2)0 ().

Isso define uma funcao 6 : Uy N Uy — G, que fornece a mudanca de coorde-
nadas v,¢; . De fato, por (5.7),

vy (x,0) = 0q (2) a

e portanto

Uity (2,a) = ¢y (02 (2) @) = ¢y (01 (2) 0 (2) @) = (2,0 (2) a)

isto é, a mudanga de coordenadas é nada mais nada menos que multiplicacao
a esquerda por 6 (z). Por essa razao a fungado 6 é chamada de func¢do de
transicdo entre as trivializagdes 1, e ¥, (nessa ordem).

A funcao de transicao fornece a mudanca de coordenadas entre duas tri-
vializagoes, mas nao as trivializacoes propriamente ditas. Apesar disso, é
possivel reconstruir o fibrado se forem dadas fungoes de transicao compativeis
da seguinte forma:

Seja 15 uma terceira trivializacao com dominio Us que intercepta U; NUs.
Denote por 6;; a fungao de transigao entre ¢, e 1, (nessa ordem). Entao

i ¢1¢51 (.73, a) = (SL’, 612 (.73) CL)
b ¢2¢§1 (xv CL) = (SL‘, 923 (x) CL)
o Y3ty (w,a) = (2,03 (2) a)



128 CAPITULO 5. GRUPOS DE TRANSFORMACOES

Compondo as duas primeiras se obtém a terceira. A composta é

by gst = gt (2,003 (x) @) = (2, 012023 (1) @) ,

que Comparada com a terceira fornece
631 (l‘) = 912 (l‘) 6)23 (I) . (58)

Assumindo essa relacao é possivel reconstruir o fibrado a partir das funcoes
de transicao.

Teorema 5.21 Sejam M uma variedade e G um grupo de Lie. Suponha
que existam aplicacoes 0 : U — G com U aberto de M de tal forma que seus
dominios cubram M e tal que para cada trés dessas aplicagoes cujos dominios
se interceptam a condi¢io (5.8) seja satisfeita. Entao, existe um inico (a
menos de isomorfismo) fibrado principal P com grupo estrutural G e com
trivializagoes com fungoes de transicao dadas pelas aplicagoes a valores em

G.

5.3.2 Fibrados associados

Os ingredientes que entram na definicao de um fibrado associado sao um
fibrado principal 7 : P — M e uma acao a esquerda do grupo estrutural G
num espaco F.

O grupo G age & direita no produto P x F por g (p,v) = (pg,g 'v), g € G
e (p,v) € Px F. Essa acao determina uma relagao de equivaléncia em P x F'
em que (p,v) ~ (q,w) se, e s6 se, existe g € G tal que ¢ = pg e w = g .
A classe de equivaléncia do par (p,v) € P x F' é denotada por p - v ou por
[p, v].

O conjunto E das classes de equivaléncia de ~ é denominado de fibrado
associado a P com fibra tipo F' e base M. Esse fibrado associado é deno-
tado por E = P xg F. As seguintes observacoes justificam a terminologia

empregada.

1. Se (p,v) ~ (q,w) entdo p e q estdo na mesma fibra de P. Portanto,
a aplicagdo 7 : P X F' — M definida por g (p-v) = 7w (p) é bem
definida, o que torna F = P Xg F' um fibrado sobre M.

As fibras de £ — M sao denotadas por E, = 7 {z}, z € M, ou
Ee =mp{ms (&)}, E=p-veE.
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2. Dado p € P os pares (p,v) e (p, w) sdo equivalentes se, e s se, v = w.
De fato, (p,v) ~ (p,w) se existe a € G tal que p = pa e w = a~'w.
Como a acao de G em P é livre, segue que a = 1 e, portanto, w = v. Em
outras palavras, fixando p € P cada classe de equivaléncia p-v € PxgF
é determinado por um tnico v € F.

3. Cada p € P determina uma bijecao
veFr—p-veE, r=m(p). (5.9)

De fato, pelo item anterior essa aplicacao é injetora. Por outro lado,
um elemento de E, tem a forma ¢ - w com ¢ € FP,. Entao, ¢ = pa,
a € G, o que implica que ¢ - w = pa - w = paa™! - aw = p - aw tem a
forma p - v, mostrando que a aplicacdo (5.9) é sobrejetora.

Normalmente se usa a mesma letra p para indicar essa bije¢ao, o que
justifica a notacao p - v para a classe de (p,v).

A bijecao do tultimo item acima significa que os elementos de P parame-
trizam as fibras do fibrado associado £ — M, isto é, cada p € P parametriza
a fibra E,, z = 7w (p) pela fibra tipo F. Dois elementos p e ¢ na mesma fibra
fornecem diferentes parametrizacoes, que mudam de acordo com a acao de
G em F. De fato, se ¢ = pa, a € G, entdao q-v = pa - v = p - av. Portanto,
a bijecao definida por ¢ se obtém daquela definida por p compondo com a
acao de a € G.

Os fibrados associados admitem trivializacoes locais herdadas das trivial-
izacoes do fibrado principal. De fato, seja x : U — P uma secao local de P.
Entéo, a aplicagio ¢, : Ux F — wp' (U) definida por (z,v) — x ()-v é uma
bijegao, o que trivializa o fibrado sobre U. Se x; é outra secao local entao na
intersecgao dos dominios das segoes vale y, () = x () a (z) com a(x) € G.
Portanto, x; (z)-v = x (z)-av e se ¢, ¢ a trivializagao correspondente a x;
entao ¢, e 1, estao relacionadas por

Uitow, (x,v) = (z,av). (5.10)

Essa aplicacao leva fibra em fibra e a aplicagao entre as fibras é proveniente
da acao de G.

No contexto dos fibrados diferencidveis nao é dificil construir uma es-
trutura de variedade diferenciavel num fibrado associado, a partir dessas
trivializagoes locais:
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Proposicao 5.22 Seja ©# : P — M wum fibrado principal diferencidvel e
suponha que acao de G em F' seja diferencidavel. Entao, P Xg F' € uma var-
iedade diferencidvel tal que a projecao 7g : P xXg F'— M € uma submersao.
Além do mais as fibras E, sao subvariedades fechadas e mergulhadas e as
parametrizacoes v € F'—p-v € E,, v = w(p), sdo difeomorfismos.

Demonstragao: De fato, tomando secoes locais x : U — P as trivializacoes
descritas acima mudam de acérdo com as aplicagoes diferenciaveis (x,v) —
(z,a(z)v). Essas trivializagoes fornecem, portanto, um atlas diferencidvel
para P x¢g F.

A projecao mg é uma submersao, pois na identificagao local do fibrado
com U x F ela se identifica a projecao na primeira coordenada. Isso mostra
que as fibras sao subvariedades fechadas e mergulhadas. Por fim, tomando
cartas locais de E como produtos do tipo U x F' se vé que as parametrizacoes
por elementos de P sao difeomorfismos. O

Exemplos:

1. Dada uma variedade diferenciavel M, com dim M = n, o fibrado das
bases BM foi construido acima, como referénciais do fibrado tangente
TM. O grupo estrutural de BM ¢é Gl (n,R). Reciprocamente, TM se
obtém de BM identificando-o como o fibrado associado BM X gi(n,r)R",
construido a partir da a¢ao linear canonica de Gl (n, R) em R". De fato,
existe uma bijecao, quase que tautoldgica, entre TM e BM X gy r) R",
que é definida, associando a classe de (p,v) € BM xR"™ o vetor tangente
p() € T,M,z = (p) (ondep: R" — T, M, vem da defini¢ao de BM).
Essa aplicacao é bem definida pelo fato de que o fibrado associado foi
construido a partir da agdo canonica de Gl (n,R) em R". De fato, se
(p,v) e (¢,w) = (pa,a 'v) pertencem & mesma classe de equivaléncia
entdo ¢ (w) = pa (a~'v) = pv.

2. A construcao acima de T'M se generaliza aos fibrados vetoriais. Seja
P (M, G) um fibrado principal e p : G — Gl (V') uma representacao de
G no espago vetorial V. Entao, G atua a esquerda em V. O fibrado
associado obtido a partir dessa acao é denotado por £ = P x, V. Este
é fibrado vetorial no sentido em que i) é composto de uma aplicagao
7w : F — M; ii) cada fibra tem estrutura de espagos vetorial (obtida
através das bije¢oes v — p - v, p € P); iii) existem trivializagoes locais
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UxV — 771 (U), que se transformam umas nas outras por aplicacoes
que levam fibras em fibras e sao lineares nas fibras, como segue da
férmula (5.10).

Se dimV < oo e P ¢ um fibrado diferenciavel entao P x, V' é uma
variedade diferenciavel. No entanto, a construcao feita acima continua
valendo para representacoes bem mais gerais que as representacoes de
dimensao finita.

Qualquer fibrado vetorial (isto é, E' — M, satisfazendo as trés condigoes
acima) pode ser construido como um fibrado associado. Isso é feito defi-
nindo o fibrado das bases BE de E — M, da mesma forma que foi feito
acima para BM, pelos isomorfismos lineares p : R* — E,, k = dim E,.
Entao, £ — M se obtém como fibrado associado de BE.

3. Se M é uma variedade diferenciavel entao os fibrados tensoriais de M
sao obtidos como fibrados associados de BM. Por exemplo, o fibrado
co-tangente T*M ¢ o fibrado associado BM X« (R™)" obtido através
da representagdo canonica dual p*: se g € Gl(n,R) e a € (R")* é um

funcional linear entao p* (¢) (a) = ao g™’

O

Dois casos particulares de fibrados associados merecem atencao especial.
Esses casos serao apresentados nas proposigoes a seguir.

Proposigao 5.23 Sejam P (M,G) um fibrado principal e G/H um espago
homogéneo de G. O subgrupo H age a direita em P. Denote por P/H o con-
gunto das drbitas dessa a¢do. Entdao, P/H se identifica ao fibrado associado
P Xa G/H

Demonstragao: Denote por g = 1H a origem de G/H. Um elemento de
P/H é uma 6rbita a direita pH, p € P. Defina a aplicacao que a pH € p/H
associa a classe p-xg € P Xg G/H. Sobre esta aplicagdo valem as seguintes
afirmacoes:

1. esta bem definida pois se ¢ = ph € pH entao q-xq = ph-x9 =p-hxg =
P To.

2. E injetora pois se ¢ - 19 = p - 7o entdo ¢ = pg e o = g 'zo. A tltima

igualdade significa que ¢g~' € H e, portanto, ¢ € H. Da primeira
igualdade segue que qH = pH.
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3. E sobrejetora pois dado ¢ -z € P x¢ G/H entdo existe g € G tal que
g o = x. Isso implica que p- 2y = q-x se p = gg~ !, mostrando que
q -  esta na imagem da aplicacao.

Em suma, pH — p-xy é uma bijecao, identificando P/H com P xoG/H.
(I

A identificacao obtida na proposi¢ao anterior se escreve em coordenadas
locais de forma bastante simples: se U x G ~ 7! (U) é uma trivializagao
local de P entao obtém-se uma acgao a direita de H em U x G, que por
defini¢ao (veja (5.5)) é dada por (z,9) h— (z,9h), z€ U, ge Geh e H. O
conjunto das érbitas em 7! (U) se identifica entdao a U x G/H. Por outro
lado, os elementos de 7' (U) podem ser escritos como (z,1) -2 com z € U e
x € G/H (pois (z,1) € U X G se identifica a um elemento de 7~ (U)). No
fibrado trivial U x G a bijegao entre P/H e P x¢ G/H ¢é dada por

(z2,gH) € (UxG)/H — (2,1)-gH € (U x G) xg G/H.

Através dessa descrigao local da identificacdo P/H ~ P xg G/H, segue de
imediato que ela é um difeomorfismo no caso de fibrados diferenciaveis.

Proposicao 5.24 Suponha que P (M,G) seja um fibrado principal e ¢ :
G — H seja um homomorfismo de grupos (de Lie). O grupo G age a esquerda
em H por (g,h) — ¢ (g) h. Denote por P x4 H o fibrado associado obtido
dessa agao. Entao, P x4 H € um fibrado principal com grupo estrutural H.

Demonstracao: Defina a agao a direita de H em P x, H por (p-h) hy =
p- (hhy). Essa agao é livre pois se p- (hhy) = p- h entao existe g € G tal que
p=pgehh = ¢ (g)f1 h. A primeira igualdade implica que g = 1. Substi-
tuindo isso na segunda igualdade, segue que hhy = h, isto é, h; = 1. Além do
mais, a a¢ao € transitiva nas fibras pois p : h € H — p-h é uma bijecao entre
H e afibra. Para concluir que essa agao a direita define P x4 H — M s6 falta
verificar as condicoes de trivializacao local. Mas, isso segue das trivializagoes
dos fibrados associados em geral.. O

5.4 Espacos homogéneos e fibrados

Seja G um grupo. Se H C G é um subgrupo entao H age a direita em G.
Essa acao é livre, as drbitas sao as classes laterais gH e o espaco das orbitas
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é G/H. No caso em que G é grupo de Lie e H é um subgrupo fechado
entao a partir da construcao feita anteriormente da estrutura de variedade
diferencidvel em G/ H, prova-se que a projecao canoénica 7 : G — G /H define
um fibrado principal diferencidvel.

Proposicao 5.25 Sejam G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado.
Entao, G — G/H € um fibrado principal com grupo estrutural H.

Demonstragao: Falta apenas verificar a condigao de trivialidade local.
Para isso serao usadas as notacoes envolvidas no teorema 5.6. Foram con-
struidas cartas locais em G /H como a restrigao de m aos conjuntos da forma
ge. Se V,denota a imagem de uma carta dessas entdao os elementos de V,
sao da forma [H com | = ge¥, Y € V. Entdo, a aplicacao [H > ge¥ é uma
secao diferenciavel de G — G/H, concluindo a demonstragao. a

Sejam G um grupo e H; C H, subgrupos de G. Entao, existe uma
aplicagao sobrejetora natural G/Hy; — G/ H,, que associa a classe lateral g Hy
a classe lateral gH,, que contém gH,. Essa aplicagao é de fato a projecao de
um fibrado associado, como mostra a seguinte construcao.

Proposicao 5.26 Sejam G um grupo de Lie e Hy C Hy subgrupos fecha-
dos de G. Entio G/Hy é um fibrado sobre G/Hy com a proje¢do candnica
G/H, — G/H,, dada por gH, — gH,. Se Hy é normal em H, entdo
G/H, — G/Hy é um fibrado principal.

Demonstragao: Pela proposicao 5.23 o fibrado associado G Xy, Hy/H;
se identifica ao quociente da acao a direita de H; em G, isto é, se identi-
fica a G/H;. Ainda pela proposi¢ao 5.23 a projecao 7 : G/H, — G/H,
leva a classe lateral a direita gH; em G/H; na projegao de g em G/Hs, isto
é, m(gH,) = gH,. Por fim, se H; é normal em H, entdo a agdo de Hy em
Hy/ Hy provém do homomorfismo canénico Hy — Hy/H;. Portanto, a ultima
afirmacao segue da proposicao 5.24. O

5.5 Exercicios

1. Sejam G um grupo de Lie conexo e H um subgrupo fechado. Seja
também K um subgrupo compacto e suponha que dim K —dim (K N H) =
dim G/H. Mostre que K age transitivamente em G/H.
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2. Dados um grupo de Lie G e dois subgrupos H, L C G com H fechado,
mostre que L tem uma drbita aberta em G/H e, se sé se, existe g € G
tal que g = h+ Ad(g) 1, onde g, h e [ sao as algebras de Lie de G, H e
L, respectivamente.

3. Prove que A é integravel, mostrando que a aplicacdo ¢, : G/H, — M,
definida por ¥, (¢H,) = gx é uma imersao, que define uma variedade
integral de A4, que passa por .

4. Sejam G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado. Mostre que
se f:G/H — M é uma submersao entao fonm : G — M também é
submersao, onde 7 : G — G/H é a projecao canonica.

5. Sejam G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado. Suponha
que H contenha um subgrupo L, que é fechado e normal em G. Mostre
que existe um difeomorfismo ¢ : G/H — (G/L) /L tal que para todo
g€ Gexe G/H, vale ¢(gx) = 7(9) ¢ (z), onde 7 : G — G/L ¢ a

projecao canonica.

6. Um “flag” de subespagos de R™ ¢ uma familia de subespagos f =
(Vi C---C Vi) de R". Dada uma sequéncia finita de inteiros r =
{ri,...,rx} com 0 <7y <--- <rp <n, denote por F" (r) o conjunto
de todos os flags f = (V3 C --- C V}) com dimV; = r;.

Mostre que Gl (n, R) age transitivamente em F” (r), estabelecendo uma
bijecao entre F” (r) com o espago homogéneo Gl (n,R) /Q, onde @ é
algum grupo de isotropia. Determine ) e mostre que () é fechado.
Conclua que F” (r) é uma variedade diferenciavel.

Mostre que os subgrupos Sl(n,R) e SO (n) agem transitivamente em
F” (r) e escreva F" (r) como espagos homogéneos Sl (n,R) /P e SO (n) /M.
Conclua que F” (r) é compacto. (Sugestao: para SO (n) use o exercicio

1)

7. Faca o mesmo que o exercicio anterior para o caso dos flags com-
plexos, isto é, formados por subespagos de C". Substitua Gl (n,R)
por Gl (n,C), Sl(n,R) por Sl(n,C) e SO (n) por SU (n).

8. Seja (§ uma base ordenada de C". A subalgebra de Borel de sl (n,C)
definida por (3 é a subalgebra bs cujos elementos sao as transformacoes
lineares, que escritas na base ( sao triangulares superiores. Denote
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por B = {bs : § é base} o conjunto das subalgebras de Borel. Mostre
que Sl(n,C) age transitivamente em B e verifique que, como espago
homogéneo, B coincide com F¢ (r) onde r = (1,2,...,n —1).

Use acoes transitivas de gupos para construir topologias e estruturas
diferenciaveis nos seguintes conjuntos:

(a) Conjunto das bases de R™.
(b) Conjunto das bases ordenadas de R"™.

(c¢) Conjunto das bases ortonormais de R™ (em relagdo a um produto
interno fixado).

(d) Conjunto dos produtos internos de R™.

(e) Conjunto das estruturas complexas em R?" (isto é, aplicacoes li-
neares J : R? — R?" tais que J? = —id).

(f) Conjunto das formas simpléticas em R?" (isto é, formas bilineares
anti-simétricas e nao degeneradas).

(g) Conjunto das formas quadréticas em R"™ de assinatura dada.

(h) Conjunto dos elementos conjugados a um elemento x de um grupo
de Lie G (isto ¢, {gzg™" : g € G}).

Sejam G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado. Mostre que
se G/H ¢ simplesmente conexo entdo H é conexo.

Seja G um grupo de Lie com &lgebra de Lie g. Duas subdlgebras
b1, b2 C gsdo ditas G-conjugadas se existe g € G tal que Ad (g) b1 = bs.
Construa uma estrutura diferenciavel no conjunto das subalgebras G-
conjugadas a uma subdlgebra de Lie h C g dada.

Dados um grupo de Lie G e H C G um subgrupo fechado, suponha que
G/H seja compacto. Denote por h a dlgebra de Lie de H e mostre que
o conjunto das subdlgebras G-conjugadas a b (veja o exercicio anterior)
é compacto.

Este exercicio apresenta um caso em que a decomposicao do lema 5.1
é global. Seja G = Gl (n,R) e K = O (n). Denote por ¢ o espaco das
matrizes simétricas n x n. Mostre que a aplicagao ¥ : e x K — G
dada por ¢ (X,k) = Xk é um difeomorfismo. Faca o mesmo com
G =Sl(n,R) e K =S50 (n).
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P

Use a férmula ¢, X = (Ad (¢) X) para mostrar, diretamente a partir da
definicao de colchete de Lie, que a aplicagao X — X é um homomor-

fismo de algebras de Lie, isto ¢, [X,Y] = [X, Y].

Descreva as orbitas das representagoes adjunta e co-adjunta do grupo
de Heisenberg, isto é, o grupo das matrizes 3 x 3 da forma

1
0
0

O~ 8
— < W

Descreva as drbitas da representagao adjunta do grupo Sl (2, R).

Seja G um grupo de Lie com &lgebra de Lie g e denote por g* o dual
de g. Considere a representagao co-adjunta de G em g*. Tome a € g*
e verifique que a dlgebra de isotropia da orbita G - a de a é dada por

go={X €g:ao0ad(X)=0}.

Fixando a € g* defina a forma bilinear anti-simétrica w, (X,Y) =
alX,Y], X,Y € g. Mostre que se ¢ C g é um subespago complementar
a ga, isto é, g = ¢ @ g,, entao a restricao de w, a ¢ é nao degenerada
(isto é, se w, (X,Y) = 0 para todo Y € e entdo X = 0). Conclua que
as orbitas da representagao co-adjunta tém dimensao par.

Sejam G um grupo de Lie e ¢ : G — G um automorfismo de G. Mostre
que o conjunto dos pontos fixos H = {z € G : ¢(z) = z} é um
subgrupo de Lie de G.

Suponha, por outro lado, que ¢ é involutiva, isto é, ¢* = id e considere
a aplicacdo tH € G/H — x¢ (z7') € G. Mostre que essa aplicagio é
uma imersao injetora.

Seja G x M — M uma acao analitica do grupo de Lie G (analitico) na
variedade analitica conexa M. Denote por £ o maximo das dimensoes
das orbitas de G. Mostre que o conjunto dos pontos z € M tais que
dim (G - z) = k é um conjunto aberto e denso de M.

Mostre que se G x M — M é uma acao diferenciavel do grupo de Lie
G na variedade diferencidvel M entao a funcao = — dim (G - x) é semi-
continua inferiormente, isto ¢, para todo b € R o conjunto {z € M :
dim (G - x) > b} ¢é aberto.
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Dada uma acao diferencidvel G x M — M do grupo de Lie G na
variedade diferencidvel M, seja G - x uma Orbita de G. Verifique que
o fecho G -z é um conjunto G-invariante e, portanto, uma unido de
G-6rbitas. Mostre que, para todo y € G - z, sua 6rbita G - y satisfaz
dim (G -y) < dim (G - z).

Seja G x M — M uma acao diferenciavel do grupo de Lie G na var-
iedade diferenciavel M. Defina em M a relacao de equivaléncia dada
pelas G-érbitas: = ~ y se, e s6 se, y = gx para algum g € G. As-
suma que a agao de G é livre e construa, no espago das érbitas M/ ~;,
uma estrutura de variedade diferenciavel, cuja topologia é a topologia
quociente e tal que a projegao canénica M — M/ ~ é uma submersao.

Dada uma acao diferenciavel G x M — M tome x € M e seja G, o
grupo de isotropia. Mostre que a aplicagao g € G, — (dg), é uma rep-
resentagao de G, em T, M. Encontre sua representacao infinitesimal,
em termos dos campos X (para isso use o exercicio 3 do apéndice A).

Sejam G um grupo de Lie e H; C H, subgrupos fechados. Mostre
que se G/Hy e Hy/H; sdo compactos entao G/H; é compacto. Faga o
mesmo substituindo “compacto” por “conexo”.

Dados um grupo de Lie G e um subgrupo fechado I' C GG suponha que
p: I' = H seja um homomorfismo diferencidavel no grupo de Lie H.
A partir do fibrado principal G — G/T, construa, como na proposicao
5.24, o fibrado principal G x, H sobre G /I". Mostre que se p se estende
a um homomorfismo diferencidvel G — H entao G x, H ¢ um fibrado
trivial.



