SNeWsGGH

kel T

FAIGEeY 8.2  Verifique se a correspondéncia dada por

flxy= %3 para =1,2¢e 3

pode ser a distribuigio de probabilidade de alzuma varidvel aleatdria.

Soluciio Substituindo x=1, 2 ¢ 3 em ‘i’;?'. obtemos f(1) = —fg Ff(2) = % e f(3) = f‘g. Como nenhum

desses valores € negativo ou maior doque |, e como sua soma é

.i + i 4+ E =1
LR
a funcdio dada pode ser a distribuiciio de probabilidade de alguma varidvel aleatdria. |

B ~ DISTRIBUICAO BINOMIAL

Existem muitos problemas aplicados em que estamos interessados na probabilidade de que um
evento v ocorrer x vezes a cada n tentativas. Por exemplo, podemos estar interessados na proba-
bilidade de obter 45 respostas a 400 questiondrios distribuidos como parie de um estudo sociold-
gico, a probabilidade de 5 em 12 ratos sobreviverem por determinado prazo apis a injegiio de
uma substincia cancerigena, a probabilidade de 45 em 300 motoristas retidos numa barreira de
trinsito estarem usando seus cintos de seguranga, ou a probabilidade de 66 em 200 telespectado-
res entrevistados por um servigo de medicio de audiéncia lembrarem quais produtos foram anun-
ciados num determinado programa. Utilizando a linguagem dos jogos de azar, poderiamos dizer,
em cada um desses exemplos, que estamos interessados na probabilidade de obter “x sucessos em
n provas’” ou, em oulras palavras, “x sucessos e n — x fracassos em » tentativas.”
MNos problemas que estudaremos nesta segiio, faremos sempre as seguintes hipdteses:

Ha um nimero fixo de provas.
A probabilidade de sucesso ¢ a mesma em cada prova.
As provas sio todas independentes.

Asgsim, a teoria que desenvolveremos nio se aplica, por exemplo, ao ndmero de vestidos gue uma
mulher pode experimentar antes de comprar um (em que o niimero de provas ndo ¢ lixo), ou se
verificarmos a cada hora se o trdfego estd congestionado em certo cruzamento (em que a proba-
bilidade de “sucesso™ nido ¢ constanie), ou se estivermos interessados no nimero de vezes que
uma pessoa votou no candidato de um certo partido nas cinco dltimas eleigdes presidenciais (em
que as provas nio sio independentes).

No que segue, vamos conseguir estabelecer uma férmula para resolver os problemas que ve-
rificam as condigoes indicadas anteriormente. Se p e | — p sio as probabilidades de um sucesso e
de um fracasso numa dada prova qualguer, entdo a probabilidade de obter x sucessos ¢ i — x fra-
cassos numa determinada ordem € p'(1 = pY' ", Claramente, nesse produto de p com (1 - p) hi
um fator p para cada sucesso e um fator 1 — p para cada fracasso e os x fatores p e 0s n — x fatores
1 = p siio todos multiplicados entre si em decorréncia da generalizagio da regra especial de mul-
tiplicacdo para dois ou mais eventos independentes. Como essa probabilidade se aplica a qualquer
ponto do espaco amostral que represente x sucessos € n - x fracassos (em alguma ordem determi-
nada), ¢ suficiente contar quantos desses pontos hi e multiplicar esse niimero por p'(1 = p)' ",
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el . it

Claramente, 0 ndmero de mangiras em que podemos escolher as x provas em que devem ocorrer

0% SUCessos ¢ (” ) ¢ assim chegamos ao resultado seguinte:
4

A probabilidade de obter x sucessos em n provas independentes ¢

DistriBuicAo fa)= (;) BT = b B iR
BINOMIAL

onde p é a probabilidade constante de sucesso em cada prova.

Costuma-se dizer agui que o nimero de sucessos em n provas ¢ uma varidvel aleatdria com a dis-
tribui¢ao binomial de probabilidade ou, simplesmente, com a distribuiciio binomial. A distri-
buigio binomial € assim denominada porque, parax =0, 1, 2... ., e n, 05 valores das probabilida-
des sio 08 lermos sucessivos da expansiio binomial de [(1 - p) + p]'.

EXEMPLO : Verifigue que a fdrmula dada no Exemplo 8.1 para a probabilidade de obter x caras em guatro
langamentos de uma moeda equilibrada €, de fato, a férmula da distribuiciio binomial comn =
dep= 3
Solugdo Fazendon=4ep= % na farmula da distribuiciio binomial, obtemos
()
4 -I X -I -1'—.1' 4 1 4 X
ro=(2)G) (-2) =()G) =%
parax=10, 1, 2, 3 e 4. Isso ¢ precisamente a formula dada no Exemplo 8.1, |
EXEMPLO EF Se a probabilidade de um eleitor qualquer (escolhido aleatoriamente na relagiio oficial) votar em

determinada eleigiio for de 0,70, qual € a probabilidade de dois dentre cinco eleitores da lista vo-
tarcm na cleigio?

Solucdio Substitvindox=2,n=5,p=070¢ ( 5 ) = 10 na Grmula da distribuiciio binomial, oblemos
2

f@)= (g) (0,7003(1 — 0,702 = 1040, 700300, 30y = 0,132 |

Damos, a seguir, um exemplo em que calculamos todas as probabilidades de uma distribuigio bi-
nomial,

B 8.5 A probabilidade de que uma pessoa fazendo compras num certo supermercado aproveite uma
promogio especial de sorvete € de 0,30. Determine as probabilidades de que dentre seis pessoas
fazendo compras nesse supermercado, haja 0, 1, 2, 3, 4. 5 ou as 6 aproveitando a promogio. Tam-
bém eshoce um histograma desta distribuigio de probabilidade.

Solucdio  Admitindo que a escolha seja aleatéria, substituimos n = 6, p = 0,30 e, respectivamente, x=0, 1,
2,3, 4, 5 e 6 na fdrmula da distribuiciio binomial, obtendo:
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Figura 8.2
Histograma da dis-
tribuigiio binomial
comn=he
p=030.

£0) = ( g ) (0,300°(0,70)° = 0,118
Fl) = (']5) (0.30)1(0.70)° = 0,303
il 4
f2r= ( 2) (0,30°(0,70)" = 0,324
i3 = (g) (0,300 (0,70)° = 0,185
s =(§) 03040707 =0.060
£S5 = (g) (0,30)°(0,70)" = 0,010
£(6) = ( g ) (0,30)°(0,70)" = 0,001

todos valores arredondados até a terceira casa decimal. A Figura 8.2 mostra o histograma dessa

distribuigio.

Mo caso de o leltor nfio gostar muito de sorvete e niio se interessar particularmente nos hibi-
tos de compra pessoais, vamos salientar a importincia da distribuicdo binomial como um mode-
lo estatistico. Os resultados do exemplo precedente aplicam-se também ao caso de ser de 0,30 a
probabilidade de uma pilha de relégio durar dois anos sob condighes normais e quisermos saber
as probabilidades de que, dentre seis dessas pilhas, 0,1, 2, 3, 4, 5 ou as 6 durarem dois anos sob
condicies normais: se houver uma probabilidade de 0,30 de um ladriio ser preso e levado a julga-

0324
(.303
0185
0,118
|_0.060
\‘"u*“nln*j 0,001
0 1 2 3 4 5 fi
Mimero de pessoas que aproveitam
4 promocio especial
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mento ¢ quisermos saber as probabilidades de que, dentre seis ladrdes, 0, 1, 2, 3, 4, 5 ou 0s 6 se-
rem presos ¢ levados a julzamento; se houver uma probabilidade de 0,30 de um chefe de familia
possuir pelo menos uma apdlice de seguro de vida e quisermos saber as probabilidades de que,
dentre seis chefes de familia, 0, 1,2, 3. 4, 5 ou os 6 possuirem pelo menos uma apdlice de segu-
ro de vida; ou se houver uma probabilidade de 0,30 de uma pessoa com uma certa doenga viver
por mais dex anos ¢ quisermos saber as probabilidades de que, dentre seis pessoas com essa doen-
ga, 0, 1, 2, 3,4, 5 ou as 6 viverem por mais dez anos. O argumento que apresentamos agui € exa-
tamente como o utilizado na Segiio 1.2, em que tentamos incutir no leitor o senso da generalida-
de das téenicas estatisticas.

Ma prilica, raramente s¢ caleulam as probabilidades binomiais por substituigio direta na [ér-
mula. As vezes utilizamos aproximagdes como as que serdo estudadas mais adiante neste capitu-
lo e no Capitulo 9, ¢ as vezes utilizamos tabelas especiais como a Tabela V ao final deste livro,
Atualmente, a fonte mais comum de probabilidades binomiais 530 os aplicativos de computador.
Mo [inal deste capitulo, relacionamos algumas referéncias para tabelas binomiais detalhadas em
formato de liveo (embora estejam caindo em desuso).

A Tabela V estd limitada 3s probabilidades binomiais paran=2 aié n =20 ¢ p=0.05: 0,1;
0.2; 0,3: 0.4 0.5; 0,6; 0,7; 0.8; 0,9 ¢ (0,95, wodas arredondadas awé a terceira casa decimal, Os va-
lores omitidos na Tabela V sfo todos menores do que 0,0005 ¢, portanto, arredondados para 0.000
alé a terceira casa decimal.

ALY 8.6 A probabilidade de um eclipse lunar ser ocultado por nuvens num observatério perto de Sao Pau-
lo ¢ de 0,60. Use a Tabela V para encontrar as probabilidades de

(a) no mdximo trés dentre dex eclipses lunares serem ocultados por nuvens naquele local;
(b) no minimo sete dentre dex eclipses lunares serem ocultados por nuvens naguele Tocal.

Solucdio (a) Paran=10e¢p = 0,60, as entradas na Tabela V correspondentes a x= 0, 1, 2 ¢ 3 siio 0,000;
0.002; 0,011 e 0.042. Assim, a probabilidade de no mdximo trés dentre dez eclipses lunares
serem ocultados por nuvens naquele local € de aproximadamente

0,000 + 0,002 + 0,011 + 0,042 = 0,055

O resultado € somente aproximado porgue as entradas na Tabela V estdo todas arredondadas
alé a terceira casa decimal.

(b) Paran = 10e p=10,60, as entradas na Tabela V correspondentesa r=7, 8, 9 e 10sd0 0,215;
0,121; 0.040 e 0,006. Assim, a probabilidade de no minimo sete dentre dez eclipses lunares
serem ocultados por nuvens naguele local € de aproximadamente

0,215 + 0,121 + 0,040 + 0,006 = 0,382 |

Foi possivel utilizar a Tabela V nesse exemplo pois p = (L60 € um dos poucos valores para os
quais a Tabela V fornece probabilidades binomiais. Se a probabilidade tivesse sido, digamos, 0,51
ou 0,63 de um eclipse lunar ser ocultado por nuvens num determinado local, precisariamos usar
uma das tabelas mais detalhadas listadas & pigina 213, ou um computador, como no exemplo a
seguir ou, como dltimo recurso, a formula da distribui¢io binomial.

EXEMPLO [§ Com referéncia ao Exemplo 8.6, suponha que a probabilidade de um eclipse lunar ser ocultado
por nuvens num certo observatGrio € de 0,63, Use a tabela fornecida por computador na Figura
8.6 para refazer o Exemplo 8.6 com p = 0,63 no lugar de 0,60,
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SolucGo (a) Paran = 10¢ p =063, as entradas na tabela de computador na Figura 8.3 correspondentes a
r=0, 1. 2 e 3 siio 0,0000; 0,0008; 0,0063 ¢ 0,0285. Assim, a probabilidade de no médximo trés
dentre dez eclipses lunares serem ocultados por nuvens naguele local é de aproximadamente

0,0000 + 00008 + 0,0063 + 0,0285 = 0,0356

Observe que essa resposta também aparece na parte inferior do material impresso na Figura
8.3. Ela € a probabilidade acumulada debaixo da legenda P(X <= x) correspondente a x =
3,00.

(b) Paran = 10¢ p =063, as entradas na tabela de computador na Figura 8.3 correspondentes a
r=T7,8.9¢ 10 580 0,2394; 0,1529; 0,0578 ¢ 0,0098, Assim, a probabilidade de no minimo
sete dentre dexz eclipses lunares serem ocultados por nuvens naguele local € de

0.2394 + 10,1529 + 0,0578 + 0,0098 = 0,4399

Novamente, a resposta pode ser lida na parte inferior do material impresso. Ela € 1 menos a
entrada correspondente a x = 6 na coluna P(X <= 1), a saber, 1 —0,5400 = 00,4600, E claro que
a pequena diferenga entre 0,4599 ¢ 0,4600 ¢ devida ao arredondamento, =

Quando observamos um valor de uma varidvel aleatdria com distribui¢iio binomial como, por
exemplo, quando observamos o niimero de caras em 25 langamentos de uma moeda, ou o niime-
ro de sementes (de um pacote com 24 sementes) que germinam, ou o ndmero de estudantes (den-

Funciio Densidade de Probabilidade

Binomial with n = 10 and p = 0.630000

3 Bl X = x}
.00 0.0000
1.0 0. 0008
200 0.0063
3.00 0.0285
&.00 0.0849
5.00 0.1734
&.00 0. 2461
700 0.2394
8.00 0.1529
G, 00 0.0578

10,00 0.0098

Fungiio Distribui¢io Cumulativa

Bipomial with n = 10 and p = 0.630000

H B X Lm )

0.00 0. 0000

1.00 0.0009

2.00 0.0071

3.00 0.0356

4 .00 0.1205

5.00 0.2939

&.00 05400

Figura 8.3 700 0.7794
2.00 0.9323

Impressiio de 5 00 0. 9902
computador para 10.00 1.0000

o Exemplo 8.7,
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tre 200 entrevistados) que sio contra uma alteragio nas taxas escolares, ou o ndmero de aciden-
tes automoebilisticos (dentre 20 investigados) cavsados por embriagues do motorista, dizemos que
cilamos exiraindo uma amostra de uma populaciio binomial. Essa ierminologia é largamente
utilizada em Estatistica.

SOIDIOYIXT —

F

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

8.7

85

&
Em cada caso, determine se os valores dados podem ser valores de uma distribuigio de
probabilidade de alguma varidvel aleatdria que pode tomar os valores 1, 2 e 3, explicando
SU4s resposlas:

{20 A)=052f2)=026¢f3)=032;

(b} A1)=0,18,£2)=0,02¢f3)=100;

(€) fi=¥f2)=1ef3)=EL.

Em cada caso, determine se os valores dados podem ser valores de uma distribuigao de
probabilidade de alguma varidvel aleatdria que pode tomar os valores 1, 2, 3 ¢ 4. explican-
do suas respostas:

(a) fil)=020,/2)=080,f3)=020¢f(4)=-0,20;

(by M1)=0725, fi2)=0.17.fi3)=039¢ fld)=0,19;

(©) ih=&A)=5f3)=Fefid) =2

Em cada caso, determine se pode servir como a distribuicio de probabilidade de alguma
varidvel aleatdria:

(@) fixy=4 parax=1,2,3,456,7;

(b) g(¥)=4. paray=0,1,2,3.4,56,7,8,9;

(€) fix)=%E parax=1,2,3,4

Em cada caso. determine se pode servir como a distribuigiio de probabilidade de alguma
varidvel aleatdria:

(a) fix)=%4,parax=0,1,23,4,5;
(b) M(z)=3%.paraz=0,1,2,3,4
(©) fiv)="5 paray=1,2,3,4,5.

Em determinada cidade, as despesas médicas sio consideradas como responsdveis por
75% de todas as [aléncias pessoais. Use a [drmula para a distribuigiio binomial para cal-
cular a probabilidade de as despesas médicas serem apontadas como responsdveis por
duas das préximas trés faléncias pessoais naquela cidade.

Use a férmula da distribui¢iio binomial para caleular a probabilidade de quatro de seis to-
mateiros morrerem uma geada se a probabilidade de qualquer uma dessas plantas sobre-
viver a uma geada € de 0,30, Também confira a sua resposta na Tabela V.

Um médico sabe por experiéncia que 10% dos pacientes para os quais ele prescreve um
certo medicamento contra pressao alta terd efeitos colaterais indesejdveis. Use a fdrmula
da distribui¢io binomial para calcular a probabilidade de nenhum de quatro pacientes pa-
ra os quais ele prescreve o medicamento ter efeitos colaterais indesejaveis: Também con-
fira a sua resposta na Tabela V.

Tem sido alegado que 80% de todos os acidentes industriais podem ser evitados dando es-
trita atengiio s normas de seguranga. Se for assim, encontre a probabilidade de que qua-
tro dentre seis acidentes industriais possam ser assim evitados, usando

{a) a férmula da distribuigio binomial;

(b} aTabelaV.
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8.9

810

8.11

§.12

8.13

514

8.15

A experiéncia mostra que 30% dos langamentos de foguete de uma base da NASA foram
adiados em virlude do mau tempo. Use a Tabela V para determinar as probabilidades de
que em dez langamentos de logucie daguela base

{(a) nomédximo ués sejam adiados em virlude do mau tempo;

(b) no minimo seis sejam adiados em virtude do mau tempo.

Um estudo mostra que, de todas as melancias embaladas por uma cooperativa agricola,
U3% estdo maduras e prontas para comer. Encontre as probabilidades de que entre 20 me-
lancias embaladas pela cooperativa

(a) nomdximo 16 esiejam maduras e prontas para comer;

{b) todas elas esiejam maduras ¢ prontas para comer.

Um estudo mostra que em 60% dos casos de divireio requeridos num certo municipio, a
incompatibilidade € apontada como causa. Encontre as probabilidades de que entre 15 ca-
sos de divdreios requeridos naguele municipio

(a) no mdximo cinco apontem a incompatibilidade como causa;

{(b) de oito a onze apontem a incompatibilidade como causa;

{c) nominime onze apontem a incompatibilidade como causa.

Um distribuidor de comida congelada alega que 80% de seus pratos prontos contém pe-

lo menos 100 gramas de carne de galinha. Para verificar a alegagio, um servigo de prote-

¢ao ao consumidor decide examinar dez desses pratos prontos e rejeitar a alegagao a me-

nos que em pelo menos sete deles forem encontradas, pelo menos, 100 gramas de carne

de galinha. Encontre as probabilidades de o servigo de proteciio ao consumidor cometer

o erro de

(a) rejeitar a alegagio mesmo que ela seja verdadeira;

{b) nio rejeitar a alegagiio quando na realidade apenas 70% dos pratos prontos contém
pelo menos 100 gramas de carne de frango.

Uma engenheira de controle de qualidade deseja verificar se, de acordo com as especifi-

cacdes, 90% dos produtos embarcados estiio em perleitas condigdes de funcionamenio.

Para tanto, ela seleciona 12 itens ao acaso de cada lote pronto para o embarque e aprova o

lote somente se todos os 12 estio em perfeitas condigies de [uncionamento. Se um ou

mais ilens nio estio em perleitas condighes de Tuncionamento, ¢la submele o lote inteiro

a uma inspecio completa. Encontre as probabilidades de ela cometer o erro de

(a) reter um lote para inspegiio completa, mesmo que 909% dos itens estejam em perfei-
tas condigoes de funcionamento;

(b} liberar um lote, mesmo que apenas 80% dos ilens esicjam em perfeitas condigtes de
[uncionamento:

(e} liberar um lote, mesmo que apenas 70% dos ilens estejam em perfeitas condi¢hes de
luncionamento.

Um estudo mosira que 70% de todos os pacientes que chegam numa certa clinica preci-

sam esperar pelo menos 15 minutos para ver seu médico. Encontre as probabilidades de

que, dentre dez pacientes que chegam nessa clinica, 0, 1, 2, 3,..., ou [0 precisam esperar

pelo menos 15 minutos para ver seu médico, e esboce um histograma dessa distribuicio
de probabilidade.

Use a Figura 8.3 para determinar a probabilidade de que uma varidvel aleatdria de distri-
buicdo binomial com n = 10 e p = (L63 tome um valor menor do que cinco usando

{a) as probabilidades binomiais;

{b) as probabilidades acumuladas.
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8.16 Use a Figura 8.3 para determinar a probabilidade de que uma varidvel aleatdria de distri-
buigio binomial com s = 10 e p = (L63 tome um valor maior do que oito usando
(a) as probabilidades binomiais;
(b) as probabilidades acumuladas.

8.17 Em algumas situaches em que se aplicaria a distribuigiio binomial, podemos estar interes-
sados na probabilidade de o primeiro sucesso ocorrer em determinada tentativa. Para que
1550 ocorra na x-€sima tentativa, deve ser precedida por x - | fracassos, cuja probabilida-
de éde (1-p)™', e decorre que a probabilidade de o primeiro sucesso ocorrer na x-ésima
tentativa é

fx)y=pd—py"' pam x=1,2234,...

Essa distribui¢ao ¢ denominada distribuicao geométrica (porque seus valores sucessivos
constituem uma progressio geoméirica) ¢ deve ser observado que hd uma infinidade enu-
merivel de possibilidades.® Usando a fdrmula, constatamos, por exemplo, gue para joga-
das repetidas de um dado equilibrado, a probabilidade de o primeiro 6 ocorrer na quinta
Jjogadaé

1531 @25
‘a(a) = 5~ 080

{(a) Ao gravar um comercial de televisiio, a probabilidade de um ator infantil acenar sua
fala em uma tomada arbitrdria € 0,40, Qual € a probabilidade de que esse ator infan-
til acerte sua fala pela primeira vez na quarta tomada?

(b) Suponhamos que haja uma probabilidade de 0,25 de que uma pessoa qualquer acre-
dite num rumor sobre a vida particular de certo politico. Qual € a probabilidade de
que a quinta pessoa a ouvir o ramor s¢ja a primeira a acreditar nele?

{(¢) A probabilidade de uma erianga contrair uma doenca contagiosa 4 qual estd exposta,
¢é de 0,70. Qual € a probabilidade de a werceira crianca exposta i doenga ser a primei-
ra a contrai-la?

B A DISTRIBUICAO HIPERGECMETRICA

Mo Exercicio 6.62, introduzimos os lermos “amostragem com reposi¢ao’” e “amostragem sem re-
posicdio™ em relaciio a cartas extraidas de um baralho. Para levar essa distingio para mais além,
ressaltamos que a distribuig@io binomial se aplica quando extraimos amostras com reposigdo e as
provas sio todas independentes, mas gue ndio s¢ aplica quando a amostragem € sem reposi¢iio.
Para introduzir uma distribui¢iio de probabilidade aplicivel ao caso de amostragem sem reposi-
¢iio, consideremos o exemplo seguinte: uma floricultura envia limoeires de nés anos em lotes de
24 e, quando eles chegam ao destino, um inspetor seleciona ao acaso trés de cada lote. Se essas
trés drvores estdo sauddveis, todo o lote € aceito; caso contrdrio, as outras 21 drvores do lote tam-
bém s@o inspecionadas. Como um lote pode ser aceiio sem inspegao adicional, mesme que haja
muitas drvores em mds condicdes, esse procedimento de inspecao envolve um risco considerdvel.
Para ilustrar a magnitude do risco, vamos supor que, na realidade, 6 das 24 drvores estejam em
miis condigbes e determinemos a probabilidade de que um lote inteiro seja, mesmo assim, aceilo

# De acordo com a formulagio no Capitulo 6. os postulados de Probabilidade aplicam-se somente quando o espago amostral € fini-
to. Quiando o espago amostral € infinito enumerdvel, como ocorre agui, o terceiro postulado deve ser modificado de acordo. Isso se-
ri explicado 3 pagina 201,
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sem inspegiio adicional. Isso significa que devemos encontrar a probabilidade de trés sucessos
{drvores sauddveis) em trés provas (drvores inspecionadas) e poderiamos ser tentados a areumen-
lar que, como 18 das 24 drvores no lote estdo sauddveis, a probabilidade ¢ de E = % que alguma
delas esteja sauddvel e, portanto, a probabilidade procurada ¢

FO) = (2) (%)1(1 o %)M —0.42

Esse resultado, obtido com a férmula da distribuigiio binomial, seria correto se a amostragem fos-
SC COM reposigio, mas nio ¢ isso gue ocorre em problemas reais de inspegiio por amostragem. Pa-
ra obtermos a resposta correta de nosso problema quando a amostragem ¢ sem reposigio, deve-

mos raciocingr como segue: hd um total de (24) = 2.024 maneiras de escolher trés das 24 drvo-

res, e todas elas sio equiproviveis em virtude da hipdtese de que a selegiio € aleatdria. Entre es-

tas, hi( 138 ) = 816 maneiras de selecionar trés das 18 drvores sauddveis e decorre, portanto. que

a probabilidade procurada é % =0.40.

Para generalizar o méiodo agui utilizado, suponha que devamos escolher n objetos de um
conjunto em que a objetos s3o de um tipo (sucessos) ¢ b objetos sdo de outro tipo (fracassos), que
A amosiragem seja sem reposicdo, e que estejamos interessados na probabilidade de obter x su-
cessos e i = x lracassos. Arcumentando como anteriormente, vemos que € possivel escolher n ob-

. : : a+b X
jetos do conjunto total com a + & objetos de i maneiras, ¢ que x dos a sucessos ¢ i — x dos

: i a b :
b fracassos podem ser escolhidos de (.r ) -(" " ) maneiras. Decorre que, na amostragem sem

reposiciio, a probabilidade de “x sucessos em # provas™ é

DistriBuicAo (a) ( b )

HIPER- fay= =
GEOMETRICA (“ + )

L

parax =0, 1,2,....0un

onde x nfio pode exceder a ¢ n — x nfio pode exceder b, Essa ¢ a fdrmula da distribuicioe hiper-
geométrica.

Os dois préximos exemplos ilustram o uso da distribuicdo hipergeométrica em problemas em
(U Lomamaos uma amosiragem sem i‘f.‘-]'!['lﬁllﬂ'ﬁﬂ,

FAF0Eel 8.8 Um funciondrio da expedi¢io deveria remeter 6 de 15 pacotes por via expressa para a Europa,
mas ele acaba misturando todos e aleatoriamente manda 6 dos pacotes por via expressa para a Eu-
ropa. Qual € a probabilidade de que apenas trés dos pacotes que deveriam ir por via expressa si-
gam realmente por via expressa?

Solucdio  Substituindo a =6, b =9, 1 =6 ¢ x = 3 na [6rmula da distribui¢iio hipergeométrica, obtemos

(ﬁ)( 9 )

3/\6-3 2054

f@& = (m) = o 0,336 [ |
]
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EXEMPLO EB Das 16 ambulincias de um servigo de ambuliincias, cinco emitem uma quantidade excessiva de
poluentes. Se oilo das ambul@ncias sio escolhidas ao acaso para inspegio, qual é a probabilidade
de gue essa amostra inclua pelo menos trés das ambulincias que emitem uma quantidade exces-
siva de poluentes?

Solucdo A probabilidade que devemos enconirar € £(3) + f{4) + f(5), onde cada parcela dessa soma € um
valor da distribuigéio hipergeométrica com a =35, b = 11 e n = 8. Substituindo essas quantidades.
juntamente com x = 3, 4 e 5 na formula da distribuigio hipergeoméirica, obtemos

5 :
3 10 Mz:[!,},'i?

fO) ==—r6N = 1280
8
(3)-(%)
a)'la) 5.3
Sy = AT = S 0,128
8
(3)-(5)
5 z
3 = < = Lo =2 0,013

16 T 12870
8

¢ a probabilidade de que a amostra va incluir pelo menos trés das ambulincias que emitem uma
guantidade excessiva de poluentes é
0,359 4+ 0,128 + 0,013 = 0,500

Esse resultado sugere que a inspegilo talvez devesse incluir mais do que oito das ambuliincias ¢
deixamos a cargo do leitor mostrar no Exercicio 8.18 que a probabilidade de pegar pelo menos
trés das ambuliincias que emitem uma quantidade excessiva de poluentes teria sido de 0,76 se a
inspegio tivesse incluido dez das ambuliincias, C

Mo inicie desta segiio, demos um exemplo em gque & distribui¢do binomial foi usada erronea-
mente em lugar da distribuicio hipergeométrica. O erro, contudo, foi bastante pequeno (0,42 em
vez de 0.40) e, na pritica, a distribuigiio binomial ¢ usada seguidamente para aproximar a distri-
buigiio hipergeoméirica. De modo geral, essa aproximacio € considerada satisfatGria desde que n
ndo exceda 5 por cento de a + b, isto €, se

n = (0.05)a + b)

As vantagens principais da aproximagio sfio que existem tabelas muito mais extensas da distri-
buigio binomial do que da hipergeoméirica e que. das duas férmulas, a da distribuiciio binomial
¢ mais ficil de usar, ou seja, 08 cdleulos binomiais geralmente siio menos complicados., Ohserve
tambdém que a distribuigio binomial € descrita por dois parimetros (n ¢ p), enguanto gue a distri-
buigiio hipergeomélrica requer trés (a, b e n).

SN 8.10 Numa prisio federal, 120 dos 300 internos estio cumprindo pena por crimes relacionados com
drogas. Se oito dos internos devem ser escolhidos a0 acaso para comparecerem perante um comi-
1€ legislativo, qual € a probabilidade de que trés dentre os oito escolhidos estejam cumprindo pe-
na por crimes relacionados com drogas?
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Solucdo Comon =8, a+b=300e 8 ¢ menos do gue (0,05)(300) = 15, podemos usar a aproximagdo bi-
nomial da distribuigio hipergeoméirica. Pela Tabela V, obtemos que paran=8, p= % =040¢
a =3, a probabilidade procurada € de 0,279, Com cdlculos bastante extensos, poderiamos mos-
trar que o erro dessa aproximagio ¢ de apenas 0,003, =

8.18 No Exemplo 8.9, indicamos que, se dez das ambulincias tivessem sido inspecionadas, en-
tdo a probabilidade de pegar pelo menos trés das que emitem uma quantidade excessiva de
poluentes teria sido de 0,76, Verifique essa probabilidade.

8.19 Denire os 14 mecinicos de uma revendedora, dez fizeram curso de treinamento na Fibri-
ca. Se irés dos mecdnicos sdo escolhidos ao acaso para um trabalho especial, encontre as
probabilidades de

{a) todos trés terem feito curso de treinamento na fibrica;
(b) somenie dois deles terem feito curso de treinamento na fAbrica.

#

8.200 Dentre 20 painéis solares apresentados numa exposiciio, 12 sio do tipo de placa plana e
08 outros sio do tipo concentrador. Se uma pessoa que visita a exposicio escolher ao aca-
50 seis paindis para verificar, qual ¢ a probabilidade de wés deles serem do tipo de placa
plana?

SOIDIDYIXT —

8.21 Dentre 12 candidatos do sexo masculino a um emprego nos correios, nove tém esposas
que trabalham. Se dois dos candidatos sio escolhidos ao acaso para um exame mais deti-
do, quais siio as probabilidades de
{a) nenhum dos dois ter esposa que trabalha;

(b} apenas um ler esposa que trabalha;
{c) ambos lerem esposas que trabalham?

8.22 Um inspetor allandegdrio resolve inspecionar 3 de 16 carregamentos que chegam de Ca-
racas por via adrea. Se a escolha € aleatdria e se cinco dos carregamentos contém contra-
bando, qual € a probabilidade de que o inspetor apanhe
(a) nenhum dos carregamentos com contrabando;

(b) somente um dos carregamentos com contrabando;
(¢) dois dos carregamentos com contrabando;
(d) os s dos carregamentos com contrabando?

8.23 Em cada caso, verifique se ¢ satisfeita a condi¢iio para aproximacio da distribui¢io hiper-
geomélrica pela distribui¢io binomial:
(a) a=140b=060en=12;
(b} a=220,b=280en=20;
() a=250,b=390¢n=230;
(d) a=220,6=220¢en=25.

8.24 Um embarque de 250 bombas de piscina coniém quatro bombas com pequenos defeitos.
Se cinco delas forem escolhidas ao acaso para mandar para uma revenda de piscinas e
componenies, use a aproximagio binomial da distribuiciio hipergeoméirica para enconirar
a probabilidade de que elas incluirdo uma bomba com pequeno defeito,

8.25 Com referéncia ao Exercicio 8.24, encontre o erro dessa aproximagio binomial da distri-
buigao hipergeoméirica.

E 8.26  Dentre os 200 empregados de uma firma, 120 s3o membros de um sindicato, ao passo gue
os outros nfio sio. Se seis dos empregados 530 escolhidos por sorteio para servir no comi-
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t¢ administrativo do fundo de pensiio, encontre a probabilidade de que trés deles serem
membros do sindicato, ao passo que 03 outros nio sio, usando

{a) a fdrmula para a distribuigio hiperseométrica;

(b) a distribui¢io binomial com % = (,60 e n = 6 como uma aproximagio.

I ~ DISTRIBUICAO DE POISSON

Quando n ¢ grande e p ¢ pequeno, as probabilidades binomiais costumam ser aproximadas por
meio da [Grmula

APROXIMACAO (np)~ - e

DE POBSOPE ff.tﬁ:—T para x=0,1,23,...
PARAA

DISTRIBUICAC

BINOMIAL

gue € uma forma especial da distribuiciio de Poisson, assim designada em homenagem ao
matemdtico e fisico francés 8. D, Poisson (178 1=1840). Nessa fdrmula, o ndmero irracional
e=2.T1828... € a base do sistema dos logaritmos naturais, e os valores necessdrios de ¢ ™ podem
ser obtidos da Tabela X1 no final do livro. Observe também que. como no Exercicio 8.17. nos de-
paramos aqui com uma varidvel aleatdria que pode tomar uma infinidade enumerdvel de valores
(a saber, tantos valores quantos sio os nimeros inteiros). Correspondentemente, o terceiro postu-
lado de Probabilidade deve ser modificado de modo que, para qualquer segiiéncia de eventos mu-
tuamente excludentes A, A,, A,, ..., a probabilidade de ocorréncia de um deles €

P(AJUAUA3U ) = P(A)) + P(A2) + P(A3) +--

- dificil dar condigbes precisas sob as quais podemos usar a aproximagio de Poisson da distri-
buigio binomial, ou seja, explicar precisamente o gue queremos dizer com “quando n € grande e p é
pequenc”, Embora outros livros possam dar regras empiricas menos rigorosas, preferimos uma rela-
tiva seguranga ¢ usaremos a aproximagdo de Poisson para a distribuigiio binomial somente quando

n=100 & np<10

Para termos uma idéia sobre a precisio da aproximagio binomial pela aproximagio de Pois-
son, consideremos os impressos de computador da Figura 8.4, que mostram. uma ao lado da
outra, as probabilidades binomiais com n = 150 ¢ p = 0,05 ¢ as probabilidades de Poisson com
np = 150(0,05) = 7.5. [Comparando as probabilidades nas colunas encabecadas por P(X = x), ve-
mos que a maior diferenga, correspondente ax =8, 60,1410 -0,1373 = 0,0037.]

Ma Figura 8.4, o programa MINITAB se refere ds distribuigtes de probabilidade como fun-
goes de densidade probabilistica (probability density function). Além disso, o pardmetro dessa
forma especial da distribuiciio de Poisson € o produto np, que aqui € “mu” ¢ denotado por g, co-
mo serd explicado na Segiio 8.7.

Os dois exemplos a seguir ilustram a aproximagio de Poisson da distribuicio binomial,

AN 8.11  Sabe-se por experiéncia que 2% dos livros encadernados em certa grifica apresentam defeitos de
encadernagio. Use a aproximacio de Poisson da distribuigio binomial para encontrar a probabi-
lidade de que cinco apresentem deleitos de encadernagio. num lote de 400 livros encadernados
nessa grifica,
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Funciie Densidade de Probabilidade Probabilidade Densidade de Probabilidade
Binomial with n™ 150 and p ™ D.05300000 Podsson with mu = 7.50000

® BL XK= %) * Bl X = x)

[ O, 0005 0. 00 00006

1.00 o,0036 1.00 00041

2. 00 G004l Z.00 0.0156

3. 00 0, 0366 3 .00 0.03589

4.00 o, 0708 &.00 0.0729

5. 00 0. i088 5.00 LR L 2

6,00 0.1384 &.00 01367

1.00 G.14089 7000 0. 1465

8.00 o, IALD 8. 00 0.1373

00 0117 9o 01144

10,60 o, 0BE9 Lo .00 0,.0858

11.00 o, 0582 LE. 50 0,0585

12,00 o, 0555 12,00 0.0366

13,00 00198 L300 0.,0311

14.00 0, 0002 L&, 00 0.0113

e 15.00 O, 00ES L5 .08 0.0057
Figura !,“"4 - 16,00 0.0022 L6, 50 a.0026
A aproximagio de 17.10 0. 0009 17.00 0.0012
: 18. 0G0 0, 0003 1800 00005
p?'gn",df' 19. 00 o.o00t 19.00 0, 0002
distribuigiio 2000 00000 20.00 O G001
binomial. 21500 0, 0000 21.00 [Tl o]

Selucie Como n =400 = 100 ¢ np = 400(0,02) = 8 < 10, as condicdes para a aproximagiio estio satisfei-
tas. Assim, substituindo np = 8, ¢ * =0,00033546 (da Tabela XI1) ¢ x = 5 na férmula da distribui-
gio de Poisson, oblemos

8% e~ (32.768)(0,00033546)
51 120

F(8) = = 0,0916 =

Os registros mostram que hd uma probabilidade de 0,00006 de um pnew de um carro furar duran-
te a travessia de um certo winel. Utilize a aproximaciio de Poisson para a distribuigiio binomial pa-
ra encontrar a probabilidade de que ao menos 2 dentre 10,000 carros tenham um pneu furado du-
rante a travessia daquele inel.

Solucdie Como n = 10.000 = 100 ¢ np = 10.000(0,00006) = 0,6 < 10, as condi¢des para a aproximacio es-
tio satisfeitas. Em ver de somar as probabilidades para x = 2. 3, 4...., subtrairemos de | as proba-
bilidades para x =0 e x = 1. Assim, substituindo ap = 0.6, & " (da Tabela XII) e, respectivamen-
te, x=0¢ex =1 na férmula da distribuicio de Poisson, obtemos

(0,60 - =™ 1(0,5488)

fly= o1 i = (.54538
G e (0,6)(0,54
fy=2 2 SO0 09
e, finalmente, 1 — (05488 + 0.3293)=0,1219. [}

Ma prética, as probabilidades de Poisson (os valores da distribuiciio de Poisson) raramente
sdo calculadas por substituigio direta na fdrmula da distribuicio de Poisson ou usando uma tabe-
la especial. Essas tarefas podem ser simplificadas enormemente usando um computador. Por
exemplo, se tivéssemos utilizado os resultados de computador da Figura 8.5 no exemplo prece-
dente, teriamos obtido diretamente 1 - 08781 =0,1219, onde 0,8781 € o valor correspondente a
1= 1,00 na coluna de cabecalho P(X <=x).
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Fungao Densidade de Probabilidade Fungiio Distribuigio Cumulativa

Poissonm with mu = 0.600000 Poisson with mu = 0.600000
® B = % B{ X <= )
0. 00 0.5488 0.00 0. 5488
Fisnra 8.5 1.00 0.3293 1.00 0.8781
I' b e 2.00 0.0088 2.00 0.9769
mpressdo de com- 1.00 0.0198 3.00 0. 9966
putador para a dis- &_00 0.0030 4.00 0.99%95
iribuigiio de Pois- 5.00 0.0004 5.00 1.0000
son com np = 0,60 &.00 0.0000 .00 1.0000

Em alguns casos, as distribuigdes hipergeométricas podem ser aproximadas por uma distri-
buigiio binomial que pode, por sua vez, ser aproximada por uma distribuigiio de Poisson. Consi-
deremos o exemplo seguinte.

ZATHER 8.13  Uma auditoria em 2002 examinou 4.000 faturas de vendas de uma loja de departamentos, ¢ncon-
trando 28 Faturas com erros. Agora um perito-contador quer investigar a auditoria vollando a con-
ferir uma amostra aleatdria de 150 das 4.000 Faturas. Em particular, ele gostaria de saber a proba-
bilidade de encontrar duas faturas com erros nessas 150 faturas.

Soluco Esse problema pede a utilizacio da probabilidade hipergeométrica, com x = 2, a = 28, b= 4.000
- 28 =13.972 ¢ n = 150, mas como 150 = 0,05(4.000) = 200, podemos usar a aproximagio bi-
nomial da distribuigio hipergeométrica, Além disso, como esta € a distribuicio binomial com
n =150 ¢ p=28/4.000 = 0,007, para os quais n = 100 ¢ pp = 150 (0,007) = 1,05 < 10, pademos
aproximd-la pela distribuicao de Poisson com np= 1,05, Assim, podemos aproximar a probabili-
dade hipergeomdéirica original pela probabilidade de Poisson com x = 2 e np = 1.05. Logo

1,05%- ¢=M0%  1,1025(0,349938)

fl2y= Tl = >

=10,1929

1AK%

onde o valor de e foi obtido com uma calculadora estatistica. [ |

Como hid muitas situagdes em que n ou a + & sio grandes, a distribuigiio de Poisson fornece
aproximagies muito dteis. Também observe que a distribuigio de Poisson envolve apenas um pa-
rametro, np, engquanto a distribuicio binomial envolve dois, n e p. e a distribuicio hipergeométri-
caenvolve trés, a. ben.

A distribuigiio de Poisson tem muitas aplicagdes importantes que niio apresentam ligagio di-
reta com a distribuigio binomial. Nesses casos, np ¢ substituido pelo parimetro A (letra grega mi-
ntiscula lambda) e a probabilidade de obter x sucessos € calculada pela férmula

Distriguicio e Rt
DE PG'SSDN _r{-’li 7 fara x O L VI

onde A € interpretado como o ndmero esperado, ou médio, de sucessos, como serd explicado no
iltimo pardgrafo da Segiio 8.7.

Essa férmula se aplica a muitas situagies em que podemos esperar um nimero fixo de “su-
cessos” por unidade de tempo (ou por qualquer outro tipo de unidade), digamos, quando um ban-
co espera receber seis cheques sem cobertura por dia, quando sio esperados 1,6 acidentes por dia
em um cruzamento perigoso, quando sdo esperadas oito azeitonas numa pizza média portuguesa,
guando esperamos 5,0 imperfeigdes em uma pega de tecido, ou gquando se podem esperar 0,03 re-
clamagdes por passageiro em uma companhia adrea, e assim por diante,
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Soluc@io

EXEMPLO ERE

Solucdo

Dado que um banco recebe em média & = 6 cheques sem cobertura por dia, qual é a probabilida-
de de receber quatro cheques sem cobertura em um dia qualquer?
Substituindo x = 4 ¢ & = 6 na [Srmula precedente da distribuigio de Poisson, oblemos

60 1.206(0,002479)
i 24

fidy= =(,133%

onde o valor de e " foi obtido da Tabela XI1. (=

Se podemos antecipar A = 5,06 imperfeigdes por pega de um determinado material de cortina, qual
¢ a probabilidade de uma pega conter x = 3 imperfeigdes?
Substituindo x = 3 ¢ & = 5.6 na {dormula precedente da distribuicio de Poisson, obiemos

5,6 e  175,616(0,003698)
3! = [

F(3) = == (), 1082

onde o valor de ¢ ** foi obtido da Tabela X11. =]

SOIDIOYIXT —

,

&
8.27 Verifique. em cada caso, se os valores de s ¢ p satisfazem a regra empirica dada 4 pagina
201 para wilizagiio da aproximagio de Poisson da distribuigiio binomial:
(@) n=250ep=
(b) n=400ep=4:
(c) n=9e¢ps= ilﬁ
8.28 Verifique, em cada caso, se os valores de n ¢ p satisfazem a regra empirica dada & pdgina
201 para wilizagdo da aproximagio de Poisson da distribui¢io binomial:
(a) n=3000¢p=001;
(b) n=600ep=002;
(c) n=T75ep=0,1.

8.29  Umadministrador de hospital, baseado em sua experiéncia, sabe que 5% de todos pacien-
tes admitidos devem ser colocados em tratamento intensivo imediatamente. Use esse da-
do para estimar a probabilidade de que entre 120 pacientes novos admitidos, trés tenham
que ser postos em tratamento intensivo imediatamente.

8.30  Se 3% das pessoas que visitam um apartamento decorado de um prédio em construciio estio
seriamente interessadas em comprar um apartamento do prédio, qual é a probabilidade de
Poisson de que dentre 180 pessoas gue visitam um apartamento decorado de um prédio em
construgio, cinco estejam seriamente interessadas em comprar um apartamento do prédio?

8.31 Suponha que 5% de todos os motoristas habilitados de uma certa cidade se envolvem em
pelo menos um acidente de carro num dado ano. Use a formula da distribuigio de Poisson
para aproximar a probabilidade de que, dentre 150 motoristas habilitados daquela cidade,
no miximo dois se envolvam em, pelo menos, um acidente num ano dado?

8.32 Use a Figura 8.4 para
{a) conferir o resultado obtido no Exercicio 8.31;
{(b) encontrar o erro dessa aproximagio de Poisson;
{c) encontrar o erro percentual dessa aproximagio de Poisson,
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8.33 A distribuigiio hipergeométrica com n = 120, a = 50 ¢ b = 3.150 pode ser aproximada por
uma distribuigio de Poisson?

8.34 A quantidade de reclamacdes encaminhadas por dia a uma lavanderia a seco ¢ uma varid-
vel aleatdria de distribuigfio de Poisson com A = 3.2, Encontre as probabilidades de que,
num dado dia, sejam encaminhadas i lavanderia
(a) somenie duas reclamagdes:

(b} no mdximo duas reclamagoes.

8.35 O ndmero de guebras mensais do tipo de computador utilizado num escritério ¢ uma va-
ridgvel aleatdria de distribuigiio de Poisson com A = |,6. Encontre as probabilidades de que
esse lipo de computador vi funcionar durante um més
{a) sem quebrar;

(b) com apenas uma quebra;
{c} com duas quebras.

@ 8.36 Com referéncia ao Exercicio 8.35, suponha que o escritdrio tenha quatro daqueles computa-
dores. Qual € a probabilidade de que todos quatro computadores funcionariio durante um més
sem quebrar? Qual hipdtese deve ser imposta para poder determinar essa probabilidade?

B ~ DISTRIBUICAO MULTINOMIAL

Uma generalizacio importante da distribui¢io binomial ocorre quando hd mais de dois resulta-
dos possiveis em cada prova, as probabilidades dos viirios resultados permanecem as mesmas pa-
ra cada prova e as provas sio todas independentes. E o caso, por exemplo, guando jogamos um
dado repetidamente, em que cada prova tem seis resultados possiveis; quando estudanies sio per-
guntados se gostam de um nove disco, ndo gostam, ou sio indiferentes; ou quando um inspetor
do Ministério de Agricultura classilica a carne como de primeira, especial, ou de segunda.

se hi & resuliados possiveis para cada prova e suas probabilidades sao p,, p., . . ., e p,, pode
ser mostrado que a probabilidade de x, resultados do primeiro tipo, x, resultados do segundo ti-
po..... € X, resultados do k-ésimo tipo, em # tentativas, é dado por

DISI'RLBUH:_:EO n! _
MULTINOMIAL e .x,t:”; P

2 X
-+t Py

Esta distribuigiio ¢ denominada distribuigiio multinomial.

FATIREeN 8.16 A rede de TV aberta de uma grande cidade tem 30% da audiéncia nas noites de sexta-feira, um
canal local tem 20%, a TV a cabo tem 40% e 10% assistem a videocassetes. Qual ¢ a probabili-
dade de que, entre sete espectadores de televisio selecionados aleatoriamente naquela cidade nu-
ma noite de sexta-feira, dois estejam assistindo 3 TV aberta, um esteja assistindo ao canal local,
dois estejam vendo TV a cabo ¢ um esteja assistindo a um videocassete?

53'1};59 Substitwindon =7, x, =3, x;= 1L, x,=2, x,= 1, p, =030, p, =020, p, =040 ¢ p, = 0,10 na fér-
mula da distribuigdo multinomial, obtemos

1
TR T (0,307 (0,200 (0,4012(0,10)' = 0,036

arredondado até a terceira casa. B
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*8.37 Um carro sendo testado num posto de inspegiio estadual tem uma probabilidade de 0,70
de ser aprovado na primeira tentativa, uma probabilidade de 0,20 de ser aprovado na se-
sunda tentativa, ¢ uma probabilidade de (L 10 de ser aprovado na terceira tentativa. Qual €
a probabilidade de que dentre dez carros sendo testados, seis sejam aprovados na primei-
ra tentativa, trés sejam aprovados na segunda ¢ um seja aprovado na terceira?

*8.38 De acordo com a teoria mendeliana da hereditariedade, se cruzamos plantas com semen-
tes amarelas redondas com plantas com sementes verdes estriadas, entdo as probabilida-
des de oblermos uma planta que produza sementes amarelas redondas, sementes amarelas
estriadas, sementes verdes redondas ou sementes verdes estriadas, sio, respectivamente,
de 1. &. 7 € 7. Qual ¢ a probabilidade de que, dentre nove plantas assim obtidas, haja
qualro que produzam sementes amarelas redondas, duas que produzam sementes amare-
las estriadas, trés que produzam sementes verdes redondas e nenhuma que produza se-
mentes verdes estriadas?

#

SOIDIOYIX3

#8.39  Sio de 0.60; 0,20; 0,10 e 0,10 as probabilidades de que o formuldrio para declaracio de
rendimento seja preenchido corretamente: que contenha somente erros que beneficiam o
contribuinte; que contenha somente erros que beneficiam o fisco; € que contenha ambos
tipos de erros. Qual ¢ a probabilidade de que dentre dez tais formulirios, selecionados ao
acaso para uma auditoria, sele estejam preenchidos corretamente, um contenha somenite
erros gque beneficiam o contribuinte, um que contenha somente erros que beneficiam o fis-
co e um gue contenha ambos tipos de erros?

BB ~ MEDIA DE UMA DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE

Cuando, no Exemplo 7.6, mostramos que a agéneia de uma companhia aérea num cerlo agroporto
pode esperar receber 2,75 reclamagtes sobre extravio de bagagem, chegamos aquele resultado
usando a formula de uma esperanga matemdtica, a saber, somando os produtos obtidos pela multi-
plicagiio de 0, 1, 2, 3, . . . pelas probabilidades correspondentes de a agéncia receber 0, 1,2, 3, . ..
reclamagoes sobre extravios de bagagem num dia qualquer dado. Aqui, o nlimero de reclamagtes é
uma varidvel aleatdria, e 2,75 € seu valor esperado.

Se aplicarmos o0 mesmo argumenio ao primeiro exemplo dado na Se¢lio 8.2, constatamos
que, em conjunto, os dois vendedores podem esperar vender

000,44y + 100,200 + 2(0,18) + 3(0,18) = 1.10

dos caminhoes. Nesse caso, a quantidade de caminhdes vendidos é uma varidvel aleatériae 1,10
¢ seu valor esperado.

Conforme explicamos no Capitulo 7, as esperangas malematicas devem ser interpretadas co-
mo médias, e costumamos referir-nos ao valor esperado de uma varidvel aleatdria como sua mé-
dia, ou como a média de sua distribuicio de probabilidade. Em geral, se uma varidivel aleatd-
ria assume os valores x,, x,, x5, . . .. oux, com as probabilidades f(x,). £(x,). f (), . .. e flx). sen
valor esperado &

xp - flogd 4 xpe fles)+xs- Fixa) 44 - flag)

¢, na nolagiio sigma, escrevemos

MEpia DE UMA - .
3 = x fix)

DISTRIBUICAQ DE 2

PROBABILIDADE
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Tal como a média de uma populagio, a média de uma distribuigiio de probabilidade ¢ denotada
pela letra grega mindscula w (mu). A notagio ¢ a mesma, pois, conforme salientamos em relagiio
a distribuigiio binomial, guando observamos um valor de uma varidvel aleatéria, referimo-nos &
sua distribui¢do como a populagio da qual estamos extraindo uma amostra, Por exemplo, o his-
tograma da Figura 8.2 & pigina 192 pode ser encarado como a populagio da qual estamos extrain-
do uma amostra guando observamos um valor de uma varidvel aleatdria tendo a distribuigiio bi-
nomial com n = 6e p=030.

BN 8.17  Encontre a média da segunda distribui¢iio de probabilidade da Segiio 8.2, a que se refere ao nd-
mero de pontos obtidos na jogada de um dado equilibrado.

Solucdio Como as probabilidades de obter 1, 2, 3. 4, 5 ou 6 siio todas iguais a 1;. obtemos

p=1-1+2-1+3.1+4-1+5-1+6-1 =31 |

FEFEE 8.18 Com referéncia ao Exemplo 8.5, encontre o nimero médio de pessoas. dentre seis que estejam fa-
zendo compras no supermercado, que aproveitardo a promogiio especial.

SolucGo Substituindo x=0, 1, 2, 3. 4. 5 ¢ 6 e as probabilidades da pdgina 192 na férmula de u, oblemas

st = 0(0,118) + 1(0,303) + 2(0,324) + 3(0,185
+4(0,060) + 5(0,010) + 6(0,001)
= 1.802 =

Quando uma varidvel aleatGria pode assumir muitos valores distintos, o cdlculo de u pode tornar-
se bastante laborioso. Por exemplo, se quisermos saber quantas pessoas podemos esperar que con-
tribuam para um fundo beneficente, quando se solicita contribuigio a 2.000 pessoas ¢ hid uma pro-
babilidade de (0,40 de que qualquer uma delas v dar uma contribuigiio. poderfamos pensar em cal-
cular as 2.001 probabilidades correspondentes a 0, 1. 2. 3, ..., 1.999 ou 2.000 dos que dio uma
contribuigiio ¢ entiie substituir na férmula de ¢, Nao pensariamos muito a respeito dessa opeiio ¢,
em vez disso, poderiamos argumentar que, no final das contas, 40% das pessoas darfio uma contri-
buigiio, 405 de 2.000 sio 800 ¢, portanto, podemos esperar que 300 das 2.000 pessoas déem uma
contribuigdo. Analogamente, ¢ uma moeda equilibrada ¢ jogada 1.000 veres, poderiamos argu-
mentar que, no final das contas, aparecerd cara em 50% das vezes ¢, portanto, podemos esperar
1.OGKND.50) = 500 caras. Esses dois resultados estio corretos; ambos problemas dizem respeito a
varidveis aleatdrias com distribuigtes binomiais e pode ser mostrado que, em geral,

Mépia bE uma e
DISTRIBUICAQ
BINOMIAL

Em palavras, a média de uma distribui¢fio binomial € simplesmente o produto do ndmero de pro-
vas pela probabilidade de sucesso numa prova individual.

FATUHEeR 8,19 Com referéncia ao Exemplo 8.5, use a formula da média de uma distribuigio binomial para en-
contrar o nimero médio de pessoas, dentre seis que estio fazendo compras no supermercado, que
se pode esperar que aproveitem a promogao especial.
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Solucie Como estamos tratando com a distribuicio binomial com n =6 ¢ p= 0,30, obtemos u = 6(0.30) =
180, A pequena diferenga entre os valores obtidos aqui e no Exemplo 8.18 ¢ devida ao arredon-
damento das probabilidades usadas no Exemplo 8.18 até a terceira casa decimal. [ |

E importante lembrar que a férmula g = »n - p se aplica somenie a distribuigoes binomiais. Pa-
ra outras distribuigtes, hi outras férmulas; por exemplo, para a distribui¢io hipergeoméirica, a
[Brmula da média é

Meoia DE UMA L
DISTRIBUICAD a+b
HIPER-

GEOMETRICA

AT

AT N 8.20 Dentre doze Gnibus escolares, cinco tém freios gastos. Se seis desses doze onibus escolares forem
escolhidos ao acaso para uma inspegiio, quantos podemos esperar que tenham freios gastos?

Solugiio Como estamos fazendo uma amostragem sem reposigio, aqui temos uma distribuiciio hipergeo-
métrica com a =35, b= T e n = 6. Substituindo esses valores na férmula especial da média de uma
distribui¢iio hipergeométrica, oblemos

65
=—=25
i T
Isso niio deveria constituir uma surpresa: selecionamos metade dos onibus escolares para a inspe-
¢io e, portanto, podemos esperar que metade dos que tém freios gastos tenha sido incluida na
amostra. B

A média da distribuigiio de Poisson com pardmetro A também & A = p ¢ isso estd de acordo
com o que sugerimos anteriormente, a saber, que A deve ser interpretado como uma média. A de-
dugiio de todas essas férmulas especiais pode ser encontrada em livros de Estatistica Matemdtica.

I © DESVIO-PADRAO DE UMA DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE

No Capitulo 4, vimos que as medidas de tendéncia mais usadas sdo a varidncia ¢ sua raiz quadra-
da, o desvio-padrio, gue medem a variabilidade através da média dos quadrados dos desvios em
relagdo & média. Para as distribuicties de probabilidade. medimos a variabilidade quase da mesma
maneira, mas em lugar de tomarmos a média dos guadrados dos desvios da média, determinamos
scus valores esperados. Em geral, se uma varidvel aleatdria assume os valores x,, 1. x.. . . oux,
com as probabilidades f(x,), f(x:), f(x3), . . . e flx), e se a média dessa distribuigio de probabi-
lidade € w, entdio o8 desvios da média sBox, — 0, — WX, — i, .., e X — 4, ¢ 0 valor esperado de
seus guadrados &

(1 = )P F O + (X2 = ) fxa) oo Qg = )% f(2)

Assim, na notagio ), escrevemos

V ARIANCIA

DE UMA
DISTRIBUICAO DE
PROBABILIDADE

ot = (x = w)? fix)
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gue designamos como a variineia da varidvel aleatéria ou a variincia de sua distribuicio de
probabilidade. Como na segiio precedente, ¢ pela mesma razio, denotamos essa deserigio de
uma distribuigiio de probabilidade com o mesmo simbolo do gue o da descrigiio correspondente
de uma populagiio. Da mesma forma que a raiz quadrada da varidncia de uma amosira, a raiz qua-
drada da variiineia de uma populagio € uma importante medida de wend@neia, que designamos co-
mo o desvio-padrao populacional.

TN 8.21  Com referéncia ao Exemplo 8.5, encontre o desvio-padriio do nimero de pessoas, dentre seis que
estio fazendo compras no supermercado, que aproveitario a promogiio especial.

SolucGo No Exemplo 8.19, mostramos que g = 1,80 para essa varidvel aleatéria, de modo que podemos
dispor os cdlculos como segue:

Onadrado
Niiniera de Desvie da der dlesvio
pessoas Probabilidade médic da média {x — ;.1]2 fix)
0 0118 —-1.8 3,24 0,38232
1 0,303 —0,8 0,64 (0,19392
2 0.324 02 0,04 001296
3 0,185 1.2 1,44 1.26640
4 0,060 2.2 4.84 (,29040
5 0,010 32 10,24 (L10240
6 0,001 42 17.64 001764

o = 126604

Os valores na coluna da direita foram obtidos multiplicando os quadrados dos desvios da média por
suas probabilidades, ¢ o total dessa coluna € a varidincia da distribuigiio. Assim, o desvio-padrio é

o =+1,26604 = 1,13

arredondado até a segunda casa decimal. 8

Meste exemplo, os cdleulos foram Faceis, embora pudéssemos té-los simplificado usando a
féormula reduzida

ot = ¥ ) = i

Teria sido ainda mais ficil usar a fdrmula da variiincia de uma distribuigiio binomial, a saber

Vammmg DA ot = np(l - p)
DISTRIBUICAC
BINOMIAL

Mo Exemplo 8.21, em que tivemos n = 6 ¢ p = 0,30, isso forneceria o= G030, T = 1.26e
o= 1,12, A diferenga entre os resultados obtidos agui e anteriormente € devida a arredonda-
mento. Se tivéssemos extraido a raiz quadrada com uma casa decimal a mais, a diferenga entre
os resultados teria sido de apenas 0,003,

O desvio-padrio de uma distribuigio de probabilidade, falando intuitivamente, mede o tama-
nho esperado das flutuagdes ao acaso de uma varidvel aleatdria correspondente. Quando o € pe-
queno, existe uma alta probabilidade de que resulte um valor proximo da média; quando o€ gran-
de, € mais provivel que resulte bem afastado da média. Essa idéia importante € expressa formal-
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mente pelo teorema de Tehebichey, que ol introduzido na Segio 4.3, em relagiio a dados numé-
ricos. Para distribuigées de probabilidade, o tcorema de Techebichey pode ser enunciado como se-
gue:

TEDREMP& DE A probabilidade de wma varidvel aleatdria tomar um valor a menos de k desvios-padrio de

TCHEBICHEV gualguer um dos dois lados da média € pelo menos 1 - ;:*:

Assim, a probabilidade de obter um valor a menos de dois desvios-padrio da média (um valor en-
tre u—2ce p+ 20) € de pelo menos 1 - EI‘ = % a probabilidade de obter um valor a menos de
cinco desvios-padrio da média (um valor enire g - 5oe p + 50) € de pelo menos | - ?E: = % a2

assim por diante. Observe que, na formulagio desse leorema, a frase “a menos de & desvios-pa-
driio da média” ndio inclui os valores extremos u—koe p + ko

SA0EEeN 8.22 A quantidade de chamadas telefdnicas recebidas por um servigo de atendimento entre as 9 e as 10
horas da manhi ¢ uma varidvel aleatdria cuja distribuigiio tem a média g= 27,5 ¢ o desvio padriio
=32 0 que oteorema de Tehebichey, com &= 3, nos diz sobre o ndmero de chamadas telefé-
nicas que o servi¢o de atendimento pode esperar receber entre as 9 e as 10 horas da manha?

Solucio Comou-30=275-33.2=179¢ u+30=27.5+3(3.2) = 37.1, podemos garantir com uma
probabilidade de pelo menos 1 - i'f = 5. ou de aproximadamente 0.89, que o servigo de atendi-

mento vd receber entre 17,9 ¢ 37,1 chamadas telefonicas, ou seja, qualgquer quantidade entre 18 ¢
37 chamadas telefOnicas.

BT 8.23 O que o teorema de Tchebichev, com k = 5, pode nos dizer sobre o niimero de caras e, portanto,
sobre a proporgio de caras que podemos obter em 400 jogadas de uma moeda equilibrada?

Solucéio  Aqui estamos tratando de uma varidvel aleatéria que tem uma distribuicio binomial com n = 400

g p=0,50, de modo que p = 400(0,50) = 200 ¢ o= /400(0,50)(0.50) = 10. Como u - 50=200
=5 10=150¢ pu+ 50=200+5- 10 = 250, podemos garantir com uma probabilidade de pelo

4 - ;
menos | — gl: = %—5 = 0,96 que vamos obter entre 150 e 250 caras ou que a proporgio de caras vai

ficar entre :—%g =0,375¢ %’ =0.6235. L

Para continuar com esle exemplo. no Exercicio 8.53 pede-se ao leitor mostrar que, para n =
10.000 jogadas de uma moeda equilibrada, hd uma probabilidade de pelo menos 0,96 de a pro-
porcio de caras estar entre (0,475 e 0,525 e que. para 1.000.0H0 de jogadas de uma moeda equili-
brada, hd uma probabilidade de, pelo menos, 0,96 de a proporgio de caras estar entre 0.4975 e
0,5025. Tudo isso fornece justificativa para a lei dos grandes ndmeros, introduzida no Capitulo 5
em relagiio A interpretagiio freqiiencial da probabilidade.
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L
840 Suponhamos que as probabilidades de que 1, 2, 3 ou 4 novos medicamentos para reduzir
a taxa de colesterol sejam aprovados pelo Ministério da Saide no préximo ano sejam de
0.40: 0.30; 0,20 ¢ 0,10, respectivamente.
{(a) Use a l[érmula que define a média de uma distribuicio de probabilidade para encon-
rar a média dessa distribuigiio.
{b) Use a [Grmula que define a varidncia de uma distribuigiio de probabilidade para en-
contrar a variincia dessa distribuigio.

8.41 Em geral, vale a pena simplificar os cdlculos da varidincia populacional ou do desvio-pa-
driio populacional usando uma férmula para caleular . Como a utilizada para a variin-
cia amostral, tem a vantagem de nio precisar trabalhar com os desvios da média, Use es-
sa formula de calcular para refazer a parte (b) do Exercicio 8.40.

#

SOIDIDYIXT —

8.42 Sob condi¢dies bastante normais, as probabilidades de que, num dado ano, 0. 1.2, 3ou 4
furactes atinjam a ilha caribenha de Martinica siio de 0,20; 0,50; 0,10; 0,10 ¢ 0,10, respec-
tivamente. Encontre a média ¢ a varidncia dessa distribuigfio de probabilidade.

8.43 Um estudo mostra que 27% de todos pacientes que chegam a uma certa clinica precisam
esperar, no minimo, meia hora para serem atendidos pelo seu médico. Use as probabili-
dades da Figura 8.6 para calcular ¢ e ¢ para o nimero de pacientes, dentre 18 que che-
gam a essa clinica, que devem esperar pelo menos meia hora para serem atendidos pelo
seu médico.

8.44 Na Segio 8.2, mostramos que as probabilidades de obter 0, 1, 2, 3 ou 4 caras em quatro joga-

: i A G T S o : . 2
das de uma moeda equilibrada sdo i, 3. &+ & © 1z respectivamente. Use a férmula que de

fine gt e o para encontrar a média ¢ o desvio-padriio dessa distribuigiio de probabilidade.

8.45 Refaca o Exercicio 8.44 usando as fdrmulas especiais da média ¢ do desvio-padrio de
uma distribuicio binomial,

846 Se 80% de certos aparelhos de video funcionario bem durante os 90 dias de garantia de
fibrica, encontre a média ¢ o desvio-padrio do nimero desses aparelhos de video que fun-
cionariio bem durante os 90 dias de garantia de fibrica usando
(a) aTabelaV, a férmula que define p e a férmula para calcular o’

(b} as formulas especiais da média e do desvio-padrio de uma distribuigio binomial.

Fung¢io Densidade de Probabilidade
Binomial with o = 18 and p = 0.270000
® P X = )
.40 0.0035
1.00 0.0231
200 §.0725
300 0.1431
.00 0.1985
5.00 02055
6.00 0.1647
100 0. 10ks
B.00 0.0531
8.00 0.0218
Figura 8.6 10.400 0.0073
=4 11 J L - A
Impressio de com- {é:gg ggg;z
putador para o 13.00 0.0001
Exercicio 8.43, LA00 4-Gah
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8.47

8.48

8.50

8.51

8.52

8.53

Encontre a média ¢ o desvio-padrio de cada uma das seguintes varidveis aleatdrias bino-

miais:

(a) o nidmero de caras obtidas em 484 jogadas de uma moeda equilibrada;

{b) o nimero de 3 obtidos em 720 langamentos de um dado equilibrado;

(c) o ndmero de pessoas que, dentre as 600 convidadas, pode-se esperar que compare-
gam & inauguracio de uma nova agéncia de um banco. quando a probabilidade de que
um convidado qualquer vd comparecer € de 0,30.

{d) o ndmero de pegas defeituosas numa amostra de 600 partes fabricadas automatica-
mente, quando a probabilidade de uma pega qualquer estar defeituosa é de 0,04;

(¢) o nidmero de alunos, dentre 800 entrevistados. que niio gostam da refeicio servida no
refeitdrio da universidade, guando a probabilidade de um deles ndo gostar da comi-
da € de 0,65,

Um estudo mostra que 60% toda correspondéncia de primeira classe entre duas cidades do
Rio Grande do Sul € entregue dentro de 48 horas. Encontre a média ¢ a varidincia do ni-
mero de tais cartas, dentre oito, que sdo entregues dentro de 48 horas vsando

(a) aTabelaV, a férmula que define g e a férmula para calcular o,

(b) as fdrmulas especiais da média e do desvio-padrio de uma distribuicio binomial.

No Exemplo 8.9, que trata da varidvel aleatéria com uma distribuigao hipergeométrica
coma =35, b= 11en=8 mostramos que as probabilidades de que vi assumir os valores
3, 4 e 5sdode 0,359, 0,128 e 0,013, respectivamente. Como pode ser verificado facilmen-
le, as probabilidades de 0. 1 ou 2 sucessos sdo de 0.013, 0,128 ¢ (1,359, respectivamente,
Use todas essas probabilidades para calcular a média dessa distribuigio hipergeoméirica,
Também use a [Grmula especial da média de uma distribuicio hipergeomélrica para con-
ferir o resultado obtido.

Numa cidade do nordeste, o ndimero de dias em que a temperatura passa dos 42 graus €
uma varidvel aleatdria, com p= 138 ¢ o= 9. 0 que o teorema de Tehebichey, com k = 4,
nos diz sobre o nimere de dias em que a temperatura passa dos 42 graus naquela cidade
num dado ano?

Se o nimero de raios gama emitidos por segundo por uma certa substincia radiativa ¢ uma
varidvel aleatéria com distribuicio de Poisson com A = 2,3, as probabilidades de que a
substincia vi emitir 0, 1, 2, 3. 4, 5, 6. 7. 8 ou 9 raios gama num dado segundo sdo, respec-
tivamente. de 0,082; 0,205; 0,256; 0.214; 0.134; 0,067; 0,028; 0,010; 0.003 e 0,001. Cal-
cule a média e use o resultado para verificar a fdrmula especial g = h para uma varidvel
aleatdria com distribuigéio de Poisson com o parimetro A.

Dentre oito professores de uma faculdade que estio sendo considerados para uma promo-

ciio, quatro tém titulo de Doutor ¢ quatro nio tém.

{a) Secquatro dos oito professores sio escolhidos ao acaso, encontre as probabilidades de
que 0, 1, 2, 3 ou todos os 4 terem o titulo de Doutor.

{b) Use os resultados da parte (a) para determinar a média dessa distribuigao de probabi-
lidade.

(c) Usea Brmula especial da média de uma distribuicio hipergeomélrica para conferir
o resultado da parte (b).

Use o teorema de Techebichev para mostrar que hi vma probabilidade de 0,96, no minimo,

de que

(a) em 10.000 langamentos de uma moeda equilibrada, a proporgio de caras fique entre
0,475 ¢ 0,525;

(b) em 1.000.000 de langamentos de uma moeda equilibrada, a propergiio de caras fique
entre 0.4975 ¢ 0,5025.
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8.10 P EFERENCIAS
|

Ul grande quantidade de informagdo sobre as virias distribuicdes de probabilidade podent ser encontradas em

Hasmimes, M. A, L. and Peacock, J. B.. Sratistical Distributions, London: Butterworth & Company
(Publishers) Lid., 1975,

Tabrelas mais detalladas de probabilidades binomiais podem ser enconlradas em

Rowic, H. G, 50- 100 Binowial Tables. New York: John Wiley & Sons. Inc., 1953,
Tables of the Binpmial Probability Distribution, Nattenal Burveau of Standards Applied Mathemartics
Series No. 6. Washington, D.C.: U5, Government Printing Office, 1950,

e nma tabela detalhada de probabilidades de Poisson & dada em

Movima, E. C., Poisson's Exponentiad Binomial Limir. Princeton, N.JL: D. Van Nostrand Company,
Inc., 1947,

Com a ampla disponibilidade de programas de computador para probabilidades binomiais e de Poisson, € pounce
proveivel gue as tabelas mencionadas acima venham a ser ampliadas on atvalizadas,
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$ espagos amostrais continuos ¢ as varidveis aleatérias continuas ocorrem quando

lidamos com grandezas que sio medidas numa escala continua, por exemplo, quan-

do medimos a velocidade do vento ou de um carro, a quantidade de dlcool na cor-
rente sangiiinea de uma pessoa, o peso liquido de um pacote de lasagna congelada, ou a
guantidade de alcatrdio num cigarro. Em situagtes como essas, sempre exisie um continue @
de possibilidades. mas na pritica nao nos resta outra escolha que nio seja arredondar as me-
didas para o inteiro mais proximo ou para algumas casas decimais. Assim, se dissermos gue
num certo dia a emperatura maxima em Porto Alegre foi de 38 gravs. arredondada até o grau
mais proximo, isso significa que a temperatura poderia ter sido qualquer vma entre 37,5 ¢ 38,5,
Analogamente, se dissermos que um certo avido voava a 1100 metres, arredondados até os 100
metros mais proximos, isso significa que sua altitude poderia ter sido gualguer uma entre 1.050 ¢
1. 150 metros. Precisamos nos lembrar disso quando perguntamos pelas probabilidades referen-
tes a varidveis continuas. Em outras palavras, associamos probabilidades a intervalos ou regides
de um espago amostral, ¢ ndo a pontos individuais, Por exemplo, podemos querer saber a proba-
bilidade de que, num dade momento, um carro esteja correndo a uma velocidade entre 80 ¢ 85
km/h. ¢ nio que esteja correndo a exatamente 277 = 84,82300167... kmvh. Analogamente, pode-
mos guerer saber se um pacote de alimento congelado pesa pelo menos 195 gramas e ndio que pe-
se exatamente /38,5 = 196,21416873... gramas,

Mesie capitulo, vemos como determinar ¢ manusear probabilidades relativas a varidveis alea-
tdrias continuas. O lugar dos histogramas € ocupado por curvas continuas, como na Figura 9.1 e
podemos considerd-las como curvas que estdo aproximadas por histogramas com intervalos de
classe menores ¢ menores. Depois de uma introdugiio geral s distribuigbes continuas na Seciio
9.1, dedicamos o restante deste capitulo A distribuiciio normal, fundamental para a maior parte
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Figura 9.1
Curva de distribui-
¢lio continua,

das téenicas “arroz com feijao™ da Estatistica moderna. Discutem-se vdrias aplicagdes da distri-
buigiio normal nas Segiies 9.4 € 9.5, ¢ segue-se o material opcional da Seciio 9.3, em que nos ocu-
pamos de um método para decidir se os dados observados seguem o padrio geral da distribuigao
normal.

Bl DiSTRIBUICGES CONTINUAS

Nos histogramas vistos até agora, as freqiiéncias, percentagens, proporgtes ou probabilidades
eram representadas pelas alturas os retingulos, ou por suas dreas, No caso continuo, também re-
presentamos probabilidades por dreas, nao por dreas de retingulos, mas por dreas sob curvas con-
tinuas. Isso & ilustrado pela Figura 9.2, em que o diagrama & esquerda mostra um histograma da
distribuigiio de probabilidade de uma varidvel aleatdria disereta que toma apenas os valores 0, 1,
2, ...e 10. A probabilidade de que vi tomar o valor 3, por exemplo, é dada pela drea do retiingu-
lo levemente colorido, e a probabilidade de que vi tomar um valor maior do que ou igual a 8 ¢ da-
da pela soma das dreas dos trés retingulos coloridos mais fortemente. O diagrama a direita na Fi-
gura 9.2 refere-se a uma varidvel aleatéria continua que pode tomar qualquer valor no intervalo
de 0 a 10. A probabilidade de que v tomar um valor no intervalo de 2,5 a 3.5, por exemplo, € da-
da pela drea da regido levemente colorida sob a curva, e a probabilidade de que vi tomar um va-
lor maior do que ou igual a 8 ¢ dada pela drea colorida mais fortemente sob a curva.

As curvas continuas, como a mostrada a direita na Figura 9.2, sdo grificos de funges deno-
minadas densidades de probabilidade ou, informalmente, distribuices continuas. O termo
“densidade de probabilidade™ tem origem na Fisica, em que 03 lermos “peso” e “densidade™ sio
empregados praticamente da mesma forma com gue usamos os termos “probabilidade” e “densi-
dade de probabilidade™ em Estatistica. Conforme mostra a Figura 9.3, as densidades de probabi-
lidade se caracterizam pelo fato de que a drea sob a curva entre dois valores quaisquer a e b
di a probabilidade de uma varidvel aleatiria com essa distribuicio continua tomar um va-
lor no intervalodea a b.

|—_
Figura 9.2
Histograma de uma
distribuigiio de pro-
babilidade e grifico
de uma distribuicio - |
continu, a1 2 3 43567 8910




SNeWsGGH

216 EsTaTiSTICA APUCADA

Figura 9.3
Distribuicio
continu, 2 3

Observe na Figura 9.1 que, quando a e b estio muito proximos, também estdo muito proximas i
altura da curva e a altura do retingulo cuja base € o intervalo de a a b. Assim, a drea sob a curva
de a a b ¢ quase igual  do retdngulo correspondente.

Decorre que os valores de uma distribuigio continua devem ser ndo-negativos e que a drea to-
tal sob a curva, que representa a cerleza de que uma varidvel deve tomar um de seus valores, €
sempre igual a 1. Por outro lado, contrastando com as duas regras i pdgina 142, nio hd exigéncia
de que os valores de uma distribuiciio continua sejam menores do que ou iguaisa 1.

EXEMPLO KA Verifique que flx) = § pode ser a densidade de probabilidade de uma varidvel aleatdria definida
sobre o intervalode v =0ax=4.

SolucGo A primeira condigdo ¢ verilicada, pois % ¢ ndo-negalivo (positivo ou nulo) para qualquer valor de
a1 nointervalo de 0 a 4. No que diz respeito & segunda condiciio, pode-se ver na Figura 9.4 que a
drea tolal sobacurvade x=0ax =4 ¢ a drea de um trifingulo cuja base € 4 e cujaaltura é % = %

A fdrmula vsual da drea de um tridngolo di o valor % o El = | exigido da densidade. |

Com referéncia ao Exemplo 9.1, encontre as probabilidades de uma varidvel aleatdria com a den-
sidade de probabilidade dada vi tomar um valor

(a) menor do que 2;
(b) menor do que ou igual a 2.

Solucéio (a) A probabilidade ¢ dada pela drea do trifingulo delimitado pela reta tracejada x = 2. Sua base
é?.suuullumé%z %.esuu;‘ir&aé %Eézi

(b) A probabilidade € a mesma que a da parte (a). a saber, ;'; B

Figura 9.4
Diagrama para os
Exemplos 9.1 e 9.2,

el e e e e e e
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Este exemplo tlustra o fato importante de gue, no caso continuo, a probabilidade de que uma
varidvel aleatdria v tomar um valor especifico € zero. No nosso exemplo, hd uma probabilidade
zero de que a varidvel aleatdria iome o valor 2, e com isso queremos dizer exafamente 2, ndo in-
cluindo valores vizinhos como 19999998 ou 20000001 .

Uma conseqiiéncia de mediciio (em vés de contagem) € que devemos atribuir probabilidade
zero a qualguer resultado especifico. Alirmamos gue hd uma probabilidade zero de um individuo
ter um peso de exatamente 65,87 kg ou de um cavalo terminar uma corrida em exatamente 58,442
segundos. Observe, contudo, que mesmo que cada resultado particular tenha probabilidade zero,
o processo ainda assim produz um valor (quer possamos, ou nfio, medi-1o com um instrumento de
alta precisiio); assim, eventos com probabilidade zero niio 86 podem. como devem ocorrer, quan-
do estamos lidando com varidveis aleatérias (continuas) medidas.

As deserigiies estatisticas de distribuighes continuas sio tio importantes como as descrighes
de distribuigdes de probabilidade ou como as descrigdes de distribuigies de dados observados,
mas a maioria delas, inclusive a média ¢ o desvio-padriio, ndo podem ser definidas sem usar o
Célculo, Informalmente, entretanto, podemos sempre ver distribui¢dics continuas como sendo
aproximadas por histogramas de distribuigies de probabilidade (ver Figura 9.1), cuja média ¢
desvio-padrio sabemos calcular. Entdo, s¢ escolhermos histogramas com classes cada vez mais
estreitas, as médias ¢ os desvios-padriio das distribui¢tes de probabilidade correspondentes se
aproximardo cada vez mais da média e do desvio-padrio da distribuigiio continua. Na realidade,
a média ¢ o desvio-padrio de uma distribuicio continua medem as mesmas propriedades que a
miédia ¢ o desvio-padrao de wma distribuicio de probabilidade, a saber, o valor esperado de uma
varidvel aleatdria tendo a distribuic@o dada ¢ a raiz quadrada dos valores esperados dos quadra-
dos dos desvios da média. Mais intitivamente, a média g de uma distribuicio continua € uma
medida do seu centro, ou meio, ¢ o desvio-padriio o de uma distribuiciio continua € uma medida
de sua dispersiio, ou espalhamento.

B ~ DISTRIBUICAO NORMAL

Entre as muitas distribui¢des continuas diferentes usadas em Estatistica, a mais importante ¢ a
distribuicao normal, cujo estudo remonta a pesquisas desenvolvidas no séeulo XVIII sobre os
erros de mensuragiio. Conslalou-se que as discreplincias entre repetidas medigdes da mesma gran-
deza fisica apresentavam um grau surpreendente de regularidade. A distribuiciio das diserepin-
cias podia ser aproximada de perto por uma curva continua, conhecida como a “curva normal dos
erros” e atribuida as leis do acaso. A equacio matemitica desse tipo de curva é

)

para — o0 < x < oo, onde e ¢ o ndmero irracional 2,71828 . . ., que jd encontramoes & pigina 201
no estudo da distribuigiio de Poisson. Demos essa equagio apenas para salientar algumas carac-
teristicas essenciais da distribuiciio normal; ela nfio serd utilizada em nossos cileulos,

0 grifico de uma distribui¢iio normal € uma curva em forma de sino que se prolonga inde-
finidamente em ambas dire¢Ges. Embora isso ndo seja visivel num desenho pequeno como o da
Figura 9.5, a curva se aproxima cada vez mais do eixo horizontal, sem jamais tocd-lo, por mais
afastados que estejamos de um dos dois lados da média, Felizmente, quase nunca € preciso pro-
longar muito as caudas de uma distribui¢io normal. porque a drea sob a curva a mais de quatro
ou cinco desvios-padriio a contar da média € desprezivel para a maioria dos fins priticos. (Ver
Exercicio 9, 15.)

floy=

a2m
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Figura 9.5
Curva da distribui-
¢ao normal.

Uma caracteristica importante das distribuigdes normais, visivel na equagio precedente, é
que elas dependem apenas das duas quantidades pe o que sio, na realidade, a média ¢ o desvio-
padriio. Em outras palavras, hi uma, e $6 uma, distribui¢io normal com uma dada média g e um
dado desvio-padrio o. A Figura 9.6 mostra que obteremos curvas diferentes, dependendo dos va-
lores de p e o. Em cima, véem-se duas curvas normais com médias diferentes, mas desvios-pa-
driio iguais; a curva i direita tem uma média maior, No cenirg, lemos duas curvas normais com
mesma média, mas desvios-padriio diferentes; a mais baixa e achatada tem um desvio-padrio
maior. Embaixo vemos duas curvas normais com médias e desvios-padriio diferentes,

Em todo nosso wrabalho com distribuigGes normais, estaremos interessados apenas nas dreas
sob suas curvas, as chamadas dreas sob a curva normal gue, na pritica, se encontram em tabelas
como a Tabela [ no fim do livro. Como € fisicamente impossivel, mas também desnecessirio, cons-
truir tabelas separadas de dreas sob as curvas normais para todos os pares imagindveis de valores de
p e . tabelamos essas dreas apenas para a distribuicio normal com g = 0 e o= 1. denominada dis-
tribuigao normal padrio. Podemos, entiio, obter dreas sob qualquer curva normal através de uma
mudanga de escala (ver Figura 9.7) que transforma as unidades de medigtes da escala ariginal, ou
escala x, em unidades padronizadas, escores padronizados ou escores z, por meio da férmula

Fipura 9.6
Trés pares de distri-
buigdes normais.
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Figura 9.7 _

L : A L escala x
Mudanca de escala p-3o p-20 p-o pAe p+lo piio
para unidades pa- - _ i - i - ) 4
dronizadas, =3 -2 -1 0 1 2 Sl
UN!D,&.DES g X
PADRONIZADAS o

Mesta nova escala, a escala z, um valor de z nos diz apenas a quantos desvios-padrio o valor cor-
respondente de v estd acima ou abaixo da média de sua distribuicio.

(s valores na Tabela I sfo as dreas sob a curva normal padrdo entre a médiaz =0 e 2= 0,00;
0,015 0,02; .. ;3,08 ¢ 3,09 e também z = 4.00, z = 5,00 ¢ z = 6,00. Em outras palavras, os valores
da Tabela I s&o dreas normalizadas como a da regido colorida da Figura 9.8,

A Tabela I n@io tem entradas correspondenies a valores negativos de z, 05 quais sfio desneces-
sdrios em vinude da simetria de qualquer curva normal em torno de sua média. Isso decorre da
equagio i pagina 217, que permanece inalterada quando substituimos - (x — y) por x — . Espe-
cificamente, f{u — a) = f(u + a), significando que ohtemos o mesmo valor para f (x) quando per-
corremos a distdncia x para a esquerda ou para a direita de u.

Figura 9.8
Areas tabeladas da
curva normal. 0

L

Encontre a drea sob a curva normal padrio entre z=— 1,20 z=0.

Como pode ser visto na Figura 9.9, adrcasobacurvaentrez=—120ez=0¢ igual A dreasoba
curvaentre 2 =0e z = 1,20. Portanto, procuramos o valor correspondente a 2 = 1,20 na Tabela L ¢
obtemos 0,3849, H

As questdes que envolvem dreas sob distribuigdes normais surgem em virios contextos, e a
capacidade de encontrar rapidamente gualguer drea desejada pode ser muito Gtil. Embora a tabe-
la dé& somente dreas entre 2 = 0 e valores positivos selecionados de z, ndo rare precisamos encon-
trar dreas & esquerda ou i direita de valores dados de z, positivos ou negativos, ou entio dreas en-
tre dois valores dados de z. Isso ndio € dificil, desde que lembremos exatamente quais dreas estiio
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0,3849 10,3849
Figura 9.9
Diagrama para o )
Exemplo 9.3, -120 0 1.20 =

representadas pelas entradas na Tabela I, e que nio esquegamos que a distribuigio normal padrio
é simétrica em torno de z = 0, de modo que a idrea sob a curva 3 esquerda de z = 0 e a drea sob a
curva & direita de z = 0 siio ambas iguais a 0.5000.

FAIEe] 9.4  Encontre a drea sob a curva normal padriio
(a) & esquerda de z=0.94;
(b) idireitade z =-0.65;
(c) adircitade z=1,76:
(d) i esquerdade z=-1085;
(e) enrez=087ez=1.28;
(f) entrez=-03dez=062.

Solugéio Para cada uma das seis partes, observe o diagrama correspondente na Figura 9.10.

(a) A dreaa esquerda de z = (0,94 € igual a 0,5000 mais o valor da Tabela I correspondente a z
= 0,94, ou 0,5000 + 0,3264 = (,8264,

(b) A dread direita de z == 0,65 € 0,5000 mais o valor da Tabela I correspondente a z = 0,65, ou
0,5000 + 0,2422 = 0,7422,

() A dread direita de z= 1,76 € 0,5000 menos o valor da Tabela [ correspondente a z= 1,76, ou
0,5000 + 04608 = 0,0392.

(d) A drea 4 esquerda de z = — 0.85 € 0,5000 menos o valor da Tabela [ correspondente a
z= 10,85, ou 0,5000 - 0,3023 = 0.1977.

(e) A dreaentrez=087¢z=128¢adiferenga entre os valores da Tabela | correspondentes a z
=087 cz=1.28 ou 03997 - 03078 = 00,0919,

() A drea entre £ =— 034 ¢ z = 0,62 € a soma dos valores da Tabela I correspondentes a
=034 2=0,62, 0u0,1331 + 0,2324 = 0,3655. |

Em ambos os exemplos precedentes, lidamos diretamenie com a distribuigdo normal padriio,
Consideremos agora um exemplo em que g ¢ onio sdo O e 1, o que nos obriga a transformar pri-
meiro para unidades padronizadas.

EXEMPLO KB Se uma varidvel aleatdria tem a distribuicio normal com pu= 10 ¢ o= 5, qual & a probabilidade de
gue vil tomar um valor no intervalo de 12 a 157
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(a)
05000 0.5000
(c)
i 0 1,76 -0.85 0 }
0.1331
00,2324

(e) 0,3078
Figura 9.10 10,0919
Diagrama para o
Exemplo 9.4, 0 087 1.28 0340 0.6

SolucGio A probabilidade ¢ dada pela drea da regifio colorida da Figura 9.11. Transformando x = 12 ¢
x= 15 em unidades padronizadas, obtemos

12 - 10 15 =10
g= 3 =040 e z= 3 =

¢ como os valores correspondentes na Tabela 1 sdo 0,1554 ¢ 0,3413, a probabilidade procurada é
(hb3413 = 0,1554 = 00,1859, E

Se z, denota o valor de z para o qual a drea sob a curva normal padrio 4 sua direita € igual a ¢ (le-
tra grega alfa mindscula), encontre

(a) zoo: {b) zops.

Solugéio Para ambas as partes, veja o diagrama da Figura 9,12,

{1.1554
"\
0.1859
Figura .11
Diagrama para o 0 1012 15 20

Exemplo 9.5, =040 ;=100
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Figura 9.12
Diagrama para o
Exemplo 9.6, 0

o

(a) Como z,,, corresponde a uma entrada de 0.5000 = 0,0100 = 04900 na Tabela [, procuramos
o valor mais préoximo de 0.4900 e encontramos 00,4901, que corresponde a z = 2,33: assim, Lo-
Mamaos g, = 2,33,

(b) Como z,,,; corresponde a uma entrada de 0,5000 - 0,0500 = 04500 na Tabela I, procuramos
o valor mais proximo de 0.4500 ¢ encontramos 0,4495 ¢ 0,4505, que correspondem a 2= 1.64
ez = 1,65: assim, lomamos z,,,, = 1.6435.

A Tabela Também nos permite verificar a observaciio 3 pagina Y0 de que, para distribuigbes
de fregiiéncia com a forma geral da seciio transversal de um sino, cerca de 68% dos valores estiio
a menos de um desvio-padrio da média, cerca de 95% estio a menos de dois desvios-padrio da
média, e cerca de 99.7% estio a menos de (rés desvios-padrao da média. Essas percentagens apli-
cam-se a distribuigdes de fregiiéneia com a forma geral de uma distribuigio normal, ¢ o leitor po-
de verificd-las nas trés primeiras partes do Exercicio 9.15. As outras duas partes daquele exerci-
cio mostram que, embora as duas “caudas” se prolonguem indefinidamente em ambas as dire-
gies, a drea sob a curva normal padifio adireitade z=4ouz=5 cudesquerdade =4 ouz=
=3, € desprezivel.

Embora este capitulo seja dedicado A distribui¢io normal, € sua importdncia niio pode ser ne-
zada, seria um erro grave pensar que a distribuicio nermal € a dnica distribuicio continua que in-
teressa ao estado da Estatistica. No Capitulo 11 ¢ em capitulos subsegiientes, vamos encontrar ou-
tras distribui¢tes continuas que desempenham papéis importantes em problemas de inferéncia es-
tatistica.

9.1  Explique, em cada caso, por que a equagio dada nio serve como a densidade de probabi-
lidade de uma variavel aleatéria definida sobre o intervalo de 1 a 4:
(a) fla)=025;
(b) f(x)= 3 (4x-T).

9.2  Explique. em cada caso, por que a equagio dada ndo serve como a densidade de probabi-
lidade de uma varidvel aleatéria definida sobre o intervalo de 0 a 5:

(a) fOx)=q5(x—4)

(b) f(x)= g5 (x+ 1)

9.3 A Figura 9.13 mostra o grifico de uma distribuiciio uniforme, a saber, a de uma varidvel
aleatdria que toma um valor constante num intervalo de x dado. Encontre as probabilida-
des de que essa varidvel va tomar
(a) um valor menor do que 6;

(b} o valor6;

(c) um valor entre 3.5 ¢ 6,8,

&+

SOIDIDYIXT —
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J)=§

Figura 9.13
Diagrama para o
Exercicio 9.3, 1

X

R e e e

6 7 8 9 10

wlk
Ll
h -

94  Suponha que uma varidvel aleatéria tenha distribuigao uniforme (ver Exercicio 9.3) no in-
tervalo de 50 a 80. Encontre as probabilidades de que vi tomar um valor
{a) de 6l ai0;
(b) menor do que 50;
(¢) maior do que 73;
(d) entre 35 ¢ 45.

95  AFigura9.14 mostra o grifico da distribuicio de uma varidvel aleatdria continua defini-
da nos valores do intervalo continuo de — 1 a 1. Encontre as probabilidades de que essa va-
ridvel aleatdria v tomar um valor

(a) entre ji e l;
(b} entre -08¢ 04,
{c) menor do que 0,65.

9.6  Em cada caso que envolve dreas sob a curva normal padriio, decida se a primeira drea é
maior, se a segunda drea € maior, ou se as duas dreas sfo iguais:
(a) adread dircitade z=1.5oua dread direitade z=2;
(b} adread esquerda de z=— 1.5 ou a drea d esquerda de z=-2;
(c) adreaddircitadez=1ouadreadesquerdadez=-1.5;
(d) adreaddireita de z =2 ou a drea i esquerda de z = -2;
(¢) adreaddireitadez=-2,50uadread dirgitade z=- 1,5;
(N adreadesquerdade z=00uadread direitade z=-0.1;
(g) adreaddireitade z=00u adrea i esquerda de z= (0
(h) adread direitade z=~ 1.4 ouadread esquerdade z=-14.

9.7  Em cada caso que envolve dreas sob a curva normal padriio, decida se a primeira drea é
maior, s¢ a segunda drea ¢ maior, ou se as duas dreas sfo iguais:
(a) adreaentrez=0¢z=13ouadreaentrez=0¢cz=1;
(b} adreaentrez==02e¢z=020uadreaenirez==04¢z=04;
(c}) adreaentrez=0.153ez=1S5ouadrcaenrez=0ez=3;
{dy adreacnirez=02¢cz=030uadreaenirez=12e¢z=13;

Figura9.14
Diagrama para o
Exercicio 9.5, -1 1] 1
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9.8

9.9

9.10

9.11

9.12

9.13

(¢)
()
(g)

adreaentre z==lez==050uadreaenrez=03¢z=1;
a drea d esquerda de z =— 1,5 ou a drea & esquerda de z=-0,5;
adrcaecnirez==-lcz=15onadrcacnrez=-15cz=1.

Encontre a drea sob a curva normal padriio que fica

{a)
ib)
(c)
(d)
()
()

entre z=0¢ z=0.87;
enlre s =—1.66¢z2=0;
i direita de z = 0.48;
adireitade z=-0,27;

A esquerdade 2= 1,30;
desquerdade z=-0,79.

Encontre a drea sob a curva normal padriio que fica

{a)
{b)
(e)

entrez=045ez=1,23;
entrez=—1,15ez= 185
entrez=—135¢ez=048.

Encontre a direa sob a curva normal padriio que fica
{ayentre z=—077ez=07T:

(b}
(c)
(d)

i direitade z=— 1,39,
a esquerda de z = 0,27;
entrez= 1,69 ¢z=233

Em cada caso que envolve dreas sob a curva normal com g = 115, decida se a primeira
drea € maior, se a segunda drea ¢ maior, ou se as duas dreas sdo iguais;

{a)
(b}
(c)

adrea i direita de 135 ou a drea i esquerda de 85;
adreaentre 103 ¢ 127 ouadreaentre 115 139;
a drea i direita de 105 ou a drea i esquerda de 125,

Em cada caso que envolve varidveis aleatdrias com distribuigtes normais, decida se a pri-
meira probabilidade ¢ maior, se a segunda probabilidade ¢ maior, ou se as duas probabili-
dades sio iguais:

(a)

(b)

{c)

(d)

a probabilidade de que uma varidivel aleatdria de distribuigio normal com p=50¢
= 10 vi tomar um valor menor do que 60, ou a probabilidade de que uma varidvel
alealdria de distribuigiio normal com g = 500 ¢ o= 100 vd tomar um valor menor do
que 600;

a probabilidade de que uma varidivel aleatéria de distribuiciio normal com g=40¢
=5 vi lomar um valor maior do que 40, ou a probabilidade de que uma varidvel
aleatdria de distribuigio normal com u = 50 ¢ o= 5 vi tomar um valor maior do
que 40,

a probabilidade de que uma varidvel aleatdria de distribuicdo normal com u=50¢
g= 10 vi tomar um valor menor do gue 60, ou a probabilidade de que uma varid-
vel aleatdria de distribuicio normal com e = 50 ¢ o= 20 vi tomar um valor menor
do que 60;

a probabilidade de que uma varidvel aleatéria de distribuigao normal com pu= 1{0e =35
vil tomar um valor maior do que 1 1{), ou a probabilidade de que uma varidvel aleatdria de
distribui¢iio normal com g = 108 ¢ o= 5 vi tomar um valor maior do que 110,

Encontre z se a drea sob a curva normal padrio

(a)
(b)
{c)
(d)

entre O e z é 0.4788;

i esquerda de z €0,83635;
entre — z e 2 € 0,.8584;

i esquerda de z € 0,3409.
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9.14 Encontre z se a drea sob a curva normal padriio
(a) entre Dezé01480;
(b} & direita de z é 0,7324;
{¢) Adireiladez¢0,1225;
(d) entre-zezE&0,9328,

9.15 Enconire a drea sob a curva normal padrio enire - z e z, se

{a) z=1;
(b} z=2;
(¢) 2=3;
(d) z=4
(&) z=3.
9.16 Com z,, definido como no Exemplo 9.6, verifique que

() Zyme=1.96:
() 2yps = 2,575,

9.17 Se uma varidivel aleatdria tem a distribuigiio normal com p = 82,0 e o= 4.8, encontre a
probabilidade de que ela v tomar um valor
(a) menor do que 89.2;
(b) maior do que 78.4;
(c) entre 83,2 ¢ 88,0
(d) entre 73.6¢ 90,4,

9.18 Dada uma curva normal com pe = 36,3 ¢ o= 8,1, encontre a drea sob a curva entre 31,6 ¢
40.1.

9.19 Uma distribuigiio normal tem a média p = 62.4. Encontre scu desvio-padrdo se 20% da
drea sob a curva estio a direita de 79,2,

9.20 Uma varidvel aleatdria tem uma distribuicio normal com o= 10. Se a probabilidade de
que ela v tomar um valor menor do que 82,5 ¢ 0.8212, qual € a probabilidade de que ela
vi tomar um valor maior do que 58,37

9.21 Uma outra distribuigio continua, denominada distribuicio exponencial, tem muitas
aplicagfes importantes. Se uma varidvel aleatdria tem uma distribuigdo exponencial com
média . a probabilidade de que ela vi tomar um valor entre 0 e um valor nio-negativo
de x qualquer é | = e (ver Figura 9.15). Aqui, ¢ € o ndimero irracional que aparece tam-
bém na formula da distribuigio normal. Muitas caleuladoras t€m teclas para o cilculo de
expressoes de forma ¢, e valores selecionados podem ser obtidos na Tabela XI1. En-

contre a probabilidade de que uma varidvel aleatdria com distribui¢iio exponencial com
média g = 10 vd tomar um valor

Figura 9.15
Distribuigiio expo-
nencial,
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{a) menor do que 4;
(b)) entre 5¢9;
(¢) maior do que 16.

9.22 A duragfio de certo componente eletrdnico ¢ uma varidvel aleatdria que tem distribuiciio
exponencial com média p = 2.000 horas. Use a fdrmula do Exercicio 9.2 1 para encontrar
as probabilidades de que vm tal componente dure
(a) nomdximo 2.400 horas;

(b  no minimo 1.600 horas;
(¢} entre 1.800 e 2.200 horas.

9.23 De acordo com uma pesquisa médica, o tempo entre ocorréncias sucessivas de uma
doenga tropical rara ¢ uma varidvel aleatdria que tem distribuic@o exponencial com mé-
dia g = 120 dias. Encontre as probabilidades de que o tempo entre ocorréncias sucessi-
vas da doenga
{a) exceda 240 dias;

(b} exceda 360 dias,
(¢) sejainferior a 60 dias.

9.24 Naregido em torno de uma falha geolégica, o tempo entre tremores secundarios posterio-
res a um terremoto € uma varidvel aleatdria que tem distribuigiio exponencial com = 36
horas. Encontre as probabilidades de que o tempo entre tremores secunddrios sucessivos
(a) sejainferior a 18 horas;

(b) exceda 72 horas;
{c) figue entre 36 ¢ 108 horas.

BB VERIFICACAO DA NORMALIDADE

Em muitos dos procedimentos que discutiremos em capitulos subsegiientes, suporemos que
nossos dados vém de populagdes normais, ou seja, que lidamos com valores de varidveis alea-
torias que ém distribuigdes normais. Por muitos anos, essa hipdtese era verificada com o uso
de um tipo especial de papel de grifico, denominado papel de probabilidade normal ou pa-
pel de probabilidade aritmética. Tal papel de grifico podia ser encontrado na maioria das pa-
pelarias, livrarias de universidade ou em lojas especializadas de material de escritério. Hoje em
diz, esse papel passou a ser uma curiosidade, sendo dificil se encontrar, pois o trabalho de ve-
rificar a normalidade tem sido feito por computadores (com aplicativos estatisticos especiais)
e outras ferramentas. Como jd indicamos virias vezes, os computadores com aplicatives apro-
priados ou algum outro reécurso teenoldgico podem ser muito dieis em Estatistica, mas nenhu-
ma dessas ferramentas € essencial para usar este livro. Por isso esta se¢lio estd marcada como
opcional com o aslerisco,

Ma realidade, os grificos mosirados nas Figuras 9.16 ¢ 9.17 compartilham as escalas do
papel de probabilidade normal. Os eixos horizontais, usados para os valores da varidvel alea-
tdria. a mesma em ambos diagramas, 18m escalas ordindrias com subdivisfes iguais. Por ou-
tro lado, a escala nos eixos verticais estd marcada de tal modo que o grifico de qualquer dis-
tribui¢io normal cumulativa fica uma linha reta. [sso ¢ precisamente como julgamos a “nor-
malidade” de qualquer conjunto de dados. Se o padrio obtido de nossos dados € aproximada-
mente o de uma linha reta, estamos justificados para concluir que os dados provém de uma
populacio normal.

A Figura 9.16-d4 um exemplo de um grifico de probabilidade normal obtido com o uso
de um computador e o aplicativo MINITAB. A Figura 9.17 faz o mesmo com o uso de uma cal-
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Teste de normalidade
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Gréfico de probabi- 001 ===~ t - - m =t b

lidade normal obti- "o R T S A ] A |

do com computador ! | i } { i
MINITAB. Veiculos cruzando

culadora grafica. Qualguer um desses dois grificos de probabilidade normal poderia servir co-
mo procedimento preliminar para estimar, digamos, a durabilidade de uma nova tinta para pin-
tar as linhas divisdrias de trifego das rodovias. Ocorre que o procedimento estatistico utiliza-
do pelo drzio governamental que trata da manutengio das rodovias para julgar a durabilidade
de tal tinta 56 funciona quando seus dados constituem uma amostra de uma populagio normal,
Portanto, esse 6rgio pintou linhas em rodovias com trifego pesado em oito locais diferentes e
constatou que a pintura se deteriora depois de ter sido cruzada por 14,26; 16,78; 13.65; 11,53;
12,64; 13,37; 15,60 ¢ 14,94 milhdes de veiculos. Entdo, digitando esses dados em seu compu-
tador e seguindo as instrugdes de seu aplicativo MINITAB para um gréfico de probabilidade
normal, obtiveram o griifico de probabilidade normal mostrado na Figura 9,16, Como pode ser
ohservado, 0s oito pontos estdo muito proximos de uma linha reta; com certeza suficientemen-
te proximos para concluir que os dados constituem uma amostra de uma populacdo normal,
Num nivel menos subjetivo, poderiamos continuar com um dos muitos procedimentos para tes-
tar a normalidade de um conjunto de dados amostrais. As informagdes para viirios desses pro-
cedimentos, dos quais ndo necessitamos, foram omitidos da janela de MINITAB exibida na Fi-
gura 9.16

As calculadoras grificas geram griificos de probabilidade de uma maneira um pouco diferen-
te do gréifico gerado por MINITAB da Figura 9.16. O grifico exibido na Figura 9.17 se refere aos
mesmos dados, mas a teoria subjacente ¢ oulra. Novamente, a linearidade do grilico ¢ um sinal
de normalidade, ou seja, indica que os dados siio valores de wma varidvel aleatdria com uma dis-
tribui¢do normal ou muito préxima da normal.

[ - ]
. a
Fipura 0.17 L L i Fﬂ-ﬂ-——hl—-ﬂ
Grifico de probabi-  |* i g
lidade normal ohti- .
do com uma caleu- .
tadora grifica T1- -

#3Plus. =
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Q % *9.25  Use um aplicativo computacional apropriado ou uma calculadora grifica para produzir um
grifico de probabilidade normal para os dados de ocupagio de quartos de hotel & pdgina
28. Esses dados podem ser interpretados como sendo os valores de uma varidvel aleatdria
com uma distribuigiio normal?

E % #9.26  Use um aplicativo computacional apropriado ou uma calculadora gréifica para produzir um
grafico de probabilidade normal para os dados do Exercicio 2.22 & pdgina 33, referente ao
nimero de cirurgias feitas num hospital durante 80 semanas. Esscs dados podem ser inter-
pretados como sendo os valores de uma varidvel aleatdria com uma distribui¢io normal?

E % #9.27 Use um aplicativo computacional apropriado ou uma calculadora gréifica para produzir um
grifico de probabilidade normal para os dados do Exercicio 2.42 4 pdgina 41, referente
aos comprimentos das raizes de 120 plantinhas. Esses dados podem ser interpretados co-
mo sendo 0s valores de uma varidvel aleatdria com uma distribuigiio normal?

SOIDIOYIXS

H % *9,28 Use um aplicativo computacional apropriado ou uma calculadora gréfica para produzir
um grifico de probabilidade normal para os dades do Exercicio 2.36 4 pdgina 40, refe-
rente ds percentagens de encolhimento de espécimes de cerfimica plistica. Esses dados
podem ser interpretados como sendo os valores de uma varidvel alealéria com uma dis-
tribuigio normal?

=] % #9.29 Use um aplicativo computacional apropriado ou uma calculadora gréifica para produzir
um grifico de probabilidade normal para os comprimentos das 60 trutas marinhas que
constituem o primeiro conjunto de dados da Se¢fio 2.1, 4 pdgina 26. Esses dados podem
ser interpretados como sendo os valores de uma varidvel aleatéria com uma distribuigiio
normal?

B ~PUCACOES DA DISTRIBUICAO NORMAL

Consideremos, agora, alzumas aplicagdes em que podemos supor, em cada caso, que as varidveis
aleatdrias sob consideraciio 1&m distribuigfes normais ou podem ser muito bem aproximados por
distribuigdes normais. As aplicagdes mais diretas das distribuicées normais ocorrem quando nos
5o dados os valores de ambos seus parimetros, we @ Como jd indicamos 2 pigina 217 em rela-
g0 d equagdo da curva normal, esses dois parimetros especificam completamente a distribuicio
normal, ou seja, a drea sob a curva normal pode ser determinada convertendo para unidades pa-
dronizadas e entdio utilizando a Tabela I no final do livro, No que segue ilustramos esse tipo de
aplicagio.

FAINATeY 9.7  Scaquantidade de radiagio cosmica a que uma pessoa estd exposta enquanto atravessar o territério
dos Estados Unidos de avido ¢ uma varidvel aleatdria de distribuigio normal com g =435 mrem ¢
o= (1,59 mrem. encontre as probabilidades de que uma pessoa num tal voo esieja exposta a
(a) mais de 5,00 mrem de radiagiio cosmica;

(b) alguma quantidade de 3,00 a 4,00 mrem de radiagiio césmica,

Solugdo (a) Essa probabilidade ¢ dada pela drea da regifio colorida sob a curva do diagrama no topo da
Figura 9.18, a saber, a drea sob a curva a direita de

5,00 — 4,35
L = UIT = I...]ﬂ'
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Como a entrada na Tabela I correspondente a z = 1,10 € 0,3643, vemos que a probabilidade
de que uma pessoa esteja exposta a mais de 5,00 mrem de radiagio cosmica num tal vio &
(0,5000 — 0,3646 = (L1357 ou, aproximadamenie, (0, 14,

(b) Essa probabilidade ¢ dada pela drea da regido colorida sob a curva do diagrama na base da
Figura 9.18, a saber, a drea sob a curva i direita de

3,00 -4,35 4,00 — 4,35
=——— =320 y =————— == (1,59
ST T
Como as entradas na Tabela [ correspondente a z = 2,29 ¢ z = 0,59 siio, respectivamente,
(,4890 ¢ 0,2224, vemos que a probabilidade de que uma pessoa esteja exposta a alguma
quantidade de 3,00 a 4,00 mrem de radiagao cosmica num tal vio € 0.4890 - 0,2224 = 0,2666
o, aproximadamente, 0,27, B

Embora a distribuigiio normal seja uma distribuigdo continua que € aplicivel a varidveis alea-
térias continuas, muitas vezes ela € usada para aproximar distribuigoes de varidveis aleatdrias dis-
cretas, gque podem tomar apenas um ndmero finito de valores, ou tantos valores quantos sio os in-
teiros positivos. Para tanto, devemos usar a correcio de continuidade ilustrada no exemplo se-
guinte. Além disso, esse exemplo é novamente uma aplicagiio com dados valores (na verdade, es-
timados) da média e do desvio-padrio.

SN 9.8 Num estudo de comportamento agressivo, constatou-se que um conjunto de camundongos bran-
cos do sexo masculino, quando retornaram ao grupo em que viviam apds quatro semanas de iso-
lamento, envelveram-se numa média de 18,6 brigas nos primeiros cinco minutoes, com desvio-pa-
drdo de 3,3 brigas. Se puder ser admitido que a distribuigfio dessa varidvel aleatdria (o nimero de
brigas em que um tal camundongo se envolve nas condigdes enunciadas) pode ser muito bem
aproximada por uma distribuicio normal, qual € a probabilidade de que um tal camundongo vi se
envolver em pelo menos 15 brigas nos primeiros cinco minutos?

(L3643
0,1357
mrcm
435 5,00
z=110
02224
0.2666
Figura 9.18
¥ mrem
Diagrama para o 300 4,00 4,35

Exemplo 9.7, 2=-229 :=-059
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Solucéio A resposta ¢ dada pela drea da regifio colorida sob a curva na Figura 9.19, a saber, pela drea sob
a curva @ direita de 14,5, e nido de 15, A razio disso € que o ndmero de brigas ¢ um ndmero intei-
ro. Portanto, se quisermos aproximar a distribuicfio dessa varidvel aleatdria por uma distribuigio
normal, devemos “espalhar” seus valores ao longo de uma escala continua ¢, para tanto, represen-
tamos cada ndmero inteiro & pelo intervalo de & — % até k + % Por exemplo, 5 ¢ representado pe-
lo intervalo de 4.5 a 5,5, 10€ representado pelo intervale de 9.5 a 10,5, 20 € representado pelo in-
tervalo de 19,5 a 20,5, ¢ a probabilidade de 15 ou mais € dada pela drea sob a curva a direita de
14.5. Consequentemente, oblemos

14,5 18,6
i= 3_.3 2z 1,24
e segue pela Tabela 1 que a drea da regifio colorida sob a curva na Figura 9.19, ou seja, a probabi-
lidade de que um tal camundongo vi se envolver em pelo menos 15 brigas nos primeiros cinco
minutos, ¢ de 0,5000 + 0,3925 = 0,8925 ou, aproximadamente, 0,89, O

Um pouco mais dificeis sdo as aplicagdes em que somente ¢ dado um dos dois parimetros u
¢ & além de um valor de x e da drea sob a curva i sua esquerda ou direita, O gue segue ilustra es-
se lipo de aplicagio com dados valores de oe de x, bem como da drea sob a curva i esquerda des-
se valor de .

EXEMPLO KR A guantidade efetiva de massa de rejunte que uma médquina deposila em sacos de 6 quilogramas
varia de saco para saco, e pode ser considerada uma varidvel aleatdria normal com desvio-padrio
de 0,04 quilogramas. Se apenas 2% dos sacos podem conter menos do que 6 quilogramas de mas-
sa de rejunte, qual deve ser a quantidade média a ser depositada nesses sacos?

Soluco  Aqui temos dado o= 0,04, x = 6,00, uma drea sob a curva normal (a da regidio colorida na Figu-
ra 9.20) e devemos encontrar . O valor de z para o qual a entrada na Tabela [ estd mais proximo
de 0,5000 = 0,0200 = 0,4800 ¢ z = 2,05, que corresponde a 0,4798, de modo que

6,00 =
0,04

Entiio, resolvendo em p, oblemos 6,00 = g = =2,05(0,04) = 0,082 e u = 6,00 + 0,082 = 6,082 ou,
aproximadamente, 6,08, A quantidade média a ser depositada deve ser de 6,08 quilogramas. [l

=205 =

Todos os exemplos desta sec@io trataram de varidveis aleatorias com distribuicdes normais, ou
distribuigtes que podem ser muito bem aproximadas por curvas normais. Quando observamos
um valor {ou valores) de uma varidvel aleatdria tendo uma distribuigio normal, podemos dizer
que estamos extraindo uma amostra de uma populacio normal, o que ¢ consisiente com a ter-
minologia introduzida ao final da Segiio 8.3.

0,3925 0.5000

1‘" '
Fipura 9.19 Meimern

Diagrama para o 145 186 de brigas
Exemplo 9.8, z==1.24
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Figura 9.20 Quilogramas de
Diagrama para o .00 7 massa de rejunie
Exemplo 9.9, z==205

B A APROXIMAGCAO NORMAL DA DISTRIBUICAO BINOMIAL

A distribuicio normal fornece uma aproximagcio bastante boa da distribuicio binomial quando n,
o nlimero de provas, ¢ grande e p, a probabilidade de sucesso numa prova individual, estd proxi-
ma de % A Figura 9.21 mostra 0s histogramas das distribuicGes binomiais com p = % en=2.5,
10 e 25, e pode ser observado que, com i erescente, essas distribuicdes tendem para o padriio si-
métrico em forma de sino da distribuigao normal. Na verdade, as distribuigdes normais com a mé-
dia g = np ¢ o desvio-padrio o= /np(1 — p) podem, muitas vezes, ser usadas para aproximar

probabilidades binomiais, quando n ndo ¢ tao grande e p € bastante diferente de % Como “nao é
tfio grande” e ¢ bastante diferente”™ niio sdo expressies muilo precisas, vamos enunciar a seguin-
le regra empirica:

E considerada pritica segura utilizar a aproximacio normal da distribui¢do binomial
somente quando np e n(1 - p) forem ambos maiores do que 5; simbolicamente, quando

np=Senl=—pl=5

A Figura 921 mostra claramente como o formato da distribuiciio binomial tende ao formato
de uma distribuigiio normal ¢ chama a atengdo para o fato de que estamos aproximando a distri-
buigiio de uma varidvel alealdria discreta (de fato, uma varidvel aleatdria finita) com a distribui-
¢iio de uma varidavel que € continua. Isso foi antecipado na solugiio do Exemplo 9.8, em que in-
troduzimos a comegao de continuidade de espalhar cada nimero inteiro £ ao longo do intervalo
continuo de k- L aé k + L.

Use a distribui¢iio normal para aproximar a probabilidade binomial de obter 6 caras ¢ 10 coroas
em 16 lancamentos de uma moeda equilibrada, ¢ compare o resultade com o valor corresponden-
te na Tabela V.

Figura 9.21
Distribuicio bino- =) L _.d B

mialoom;a*:%. n n=5 n=10 n=125

(]

[}
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Soluciio Comn=16¢p= 1, verificamos quenp = 16+ 3 =8¢ n(1 - p) = 16(1 - 3) = 8 sio ambos maiores
do que 5 e, portanto, que a aproximagio normal estd justificada. A aproximagiio normal i probabi-
lidade de & caras e 10 coroas ¢ dada pela drea da regifio colorida seb a curva na Figura 9.22, com

6 caras representadas pelo intervalo de 5.5 até 6,5, Como u=16- ;s =8¢ 0=,/16- % . % =2, ob-

szl
2
lemos

em unidades padronizadas para x = 5.5 e v = 6,3, As entradas comrespondentes az=1,25ez=0,75
na Tabela [ sio 0,3944 ¢ 0,2734 ¢, portanto, obiemos 0,3944 - 02734 =0, 1210 para a aproxima-
¢iio normal da probabilidade binomial de obter 6 caras ¢ 10 coroas em 16 langamentos de uma
moeda equilibrada. Como o valor correspondente na Tabela V € 0,122, segue que o erro percen-

tual & J551 - 100% = 0.82%. =

A aproximagio normal a distribui¢io binomial € de grande valia quando, sem ela, as proba-
bilidades binomiais individuais teriam de ser calculadas para muitos valores de x. Isso ocorre no
exemplo a seguir, em que lerfamos que determinar e somar as probabilidades individuais para 9,
10, 11, ..., 148, 149 ¢ 150 sucessos em 150 provas, a menos que usdssemos diretamente algum
tipo de aproximagiio para obter a probabilidades de pelo menos 9 sucessos em 150 provas, diga-
mos, em termos de alguma drea de curva normal.

Al D

AT 9.11  Suponhamos que 5% dos tijolos crus despachados por um fabricante apresentem ligeiros defei-
tos. Use a aproximagio normal da distribuigiio binomial para aproximar a probabilidade de que
dentre 150 tijolos crus despachados pelo fabricante, pelo menos nove apresentem ligeiros defei-
tos. Também utilize o impresso de computador da Figura 8.4 4 pdgina 202 para calcular o erro e
o erro percentual desta aproximagio.

SolucGo Como 150(0,05) = 7,5 ¢ 150(1 —0,05) = 142.5 sio ambos maiores do que 3, estd satisfeita a re-
gra empirica que autoriza o uso da aproximagdo normal a distribui¢do binomial. De acordo
com a corregio de continuidade explicada a pdgina 230, representamos 9 dos tijolos pelo inter-
valo de 8,5 a 9,5: assim, devemos determinar a regidio colorida sob a curva na Figura 9.23. Co-

mo g = 150(0,05) = 7,5 ¢ o= 15000,05)(0,95) == 2,67, obtemos

_85-15

=Sy 0¥

em unidades padronizadas para x = 8.5, A entrada correspondente na Tabela I ¢ 00,1443 ¢, portan-
to, oblemos 05000 — 0, 1443 = 0,3557 para a aproximagio normal da probabilidade de que pelo

02734

01210

Figura 9.22 NI
Diagrama para o 55 65 8 de caras
Exemplo 9.10. z=-125F z=-073
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Figura 9.23
Diagrama para o = __ Nimero
Exemplo 911, 75 83 de tijolos

menos 9 dos tijolos crus apresentardo ligeiros defeitos. Como o impresso da Figura 8.4 mosira que
a probabilidade binomial correspondente € 0,1171 + 0,0869 + 0,0582 + . -« + 0,000]1 = 0,3361, ve-
rificamos que o erro da nossa aproximagio € 0,3557 — 0,336] = 0,0196 ou, aproximadamente,

0,02. O erro percentual correspondente ¢ 2228 5,8%. =

O erro percentual obtido nesse exemplo € um pouco substancial e serve para alertar que sa-
tisfazer a regra empirica da pagina 231 nfio necessariamente garante que obtenhamos uma boa
aproximagdo. Por exemplo, se p é muilo pequeno e se quisermos aproximar a probabilidade de
um valor gque ndo estd muito proximo da média, a aproximacio poderd ser bastante pobre, mes-
mo se a regra empirica da pigina 231 tiver sido satisleita. Conforme o leitor € convidado a veri-
ficar no Exercicio 9.53, se quiséssemos aproximar a probabilidade de haver apenas um tijolo com
um ligeiro defeito dentre os 150 despachados pelo fabricante, o erro percentual teria sido maior
do que 100%. Como ndo estamos esperando que o leitor se transforme instantaneamente num pe-
rito do uso da aproximagio normal & distribuiciio binomial, adicionamos gue essa aproximacio
foi apresentada aqui principalmente porque ela serd necessdria em capitulos subseqiientes para
inferéncias relativas a proporgoes de grandes amostras.

o
9.30 O tempo necessdrio para montar wima estante “ficil de montar” de uma Fibrica de mdveis é
uma varidvel aleatdria de distribuiciio normal com w = 17,40 minutos ¢ o= 2,20 minutos,
Qual € a probabilidades de que esse tipo de estante possa ser montada por uma pessoa em
{a) menos do que 19,0 minutos;
(b) em algum tempo entre 12.0 ¢ 15.0 minutos?

9.31 Com referéncia ao Exercicio 9,30, para qual intervalo de tempo a probabilidade de que
uma tal montagem possa ser concluida ¢ de 0.207

&

9.32 A redugio do consumo de oxigénio de uma pessoa durante periodos de meditag@o trans-
cendental pode ser considerada como uma varidvel aleatdria de distribuigiio normal com
=386 cm por minutoe o=6.5 em’ por minulo. Encontre as probabilidades de que, du-
rante um pericdo de meditagio ranscendental, o consumo de oxigénio de uma pessoa so-
fra uma redugiio de
(a) pelo menos 33,4 em’ por minulo;

(b) nomédximo 34.7 em’ por minuto.

SOIDIDYIXT o——

9.33  Asuvas dos cachos de certa cepa criados num vinhedo pesam em média 18.2 gramas com
desvie-padrio de 1,2 gramas. Supondo que a distribuigiio do peso dessas uvas tem aproxi-
madamente o formato de uma distribuiciio normal, qual ¢ a percentagem das uvas que pesa
{a) pelomenos 16.1 gramas;

{b) mais do que 17,3 gramas;
(¢} algum peso entre 16,7 ¢ 18,8 gramas?
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9.34  Com referéneia ao Exercicio 9.33, encontre o peso acima do qual podemos esperar que es-
tejam B0% das uvas mais pesadas?

9.35 Um montador necessita de molas helicoidais que suportem uma carga de pelo menos 20,0
kef. Dentre dois fornecedores, o Fornecedor A pode garantir molas que, em média, supor-
tlam uma carga de 24,5 kgf com desvio-padriio de 2,1 kgf, enquanio gue o Fornecedor B
pode garantir molas que. em média, suporiam uma carga de 23,3 kgt com desvio-padrio
de 1.6 kel Supondo que as distribuigtes dessas cargas possam ser aproximadas com dis-
tribuiges normais, determine qual dos dois fornecedores pode garantir ao montador a me-
nor percentagem de molas insatisfatdrias.

936 Os comprimentos de zangdes adultos de uma certa variedade t&m uma média de 1,96 cm
com desvio-padrio de 0,08 em. Supondo que a distribuigiio desses comprimentos tenha
aproximadamente o formato de uma distribuicao normal, encontre a percentagem desses
zangoes que (Em pelo menos 2.0 cm de comprimenio.

9.37 Com referéncia ao Exercicio 9.36, encontre o comprimento acima do qual podemos espe-
rar que estejam os 5% zangdes mais compridos.

9.38 Em 1945, depois da Segunda Guerra Mundial, todos soldados dos EUA receberam uma pon-
tuagio baseada em tempo de servigo, ndmero de condecoragdes. ndmero de confrontos, ete.
Supondo que a distribuigiio desses pontos possa ser muito bem aproximada por uma distri-
buigio normal com p = 63 ¢ = 20, quantos soldados de wm exéreito de 8.000,000 seriam
dispensados se fossem dispensados wodos soldades com mais do que 79,0 pontos? (Os dados
sio corfesia do Departamento de Matem:tica da Academia Militar dos EUA.)

9.39 A distribuigiio dos QI de 4.000 funciondrios de uma firma grande tem uma média de
104.5, desvio-padriio de 13,9 ¢ seu formato € aproximadamente o de uma distribuiciio nor-
mal. Sabendo que um certo servigo requer um QI minimo de 95 e entedia os de QI acima
de 110, quantos dos funciondrios dessa firma poderiam ser indicados para fazer esse ser-
vigo se o nico critério fosse o Q17 (Use correciio de comtinuidade.)

9.40 O ndmero de reclamagoes didrias numa loja de departamentos tem uma distribuicao apro-
ximadamente normal com g = 25,8, Também, as chances sio de 4 para 1 de que num dia
gualquer ocorram 18 reclamages.

(a) Qual ¢ o desvio-padrio dessa distribuigio normal?
(b} Qual ¢ a probabilidade de que ocorram pelo menos 30 reclamagdes num dado dia?

941 O namero anual mundial de terremotos € uma varidvel aleardria com wma distribuiciio
aproximadamente normal de g = 20,8, Qual ¢ o desvio-padriio dessa distribuigiio se a pro-
babilidade de gue ocorram pelo menos 18 terremotos ¢ de 0,707

9.42 Sabe-se que o nimero de ligaghes externas para fora de um escritdrio entre as 15¢ as 17
horas ¢ uma varidvel aleatdria (ou muito préximo de uma) com uma média de 338. Se a
probabilidade de que ocorram mais do que 400 ligagoes ¢ de 0,06, qual ¢ a probabilidade
de que ocorram menos do que 300 ligagdes?

9.43 Uma varidvel aleatéria tem uma distribuigio normal com o= 4,0. Se a probabilidade de
que essa varidvel tome um valor menor do que 82,6 € de 09713, qual € a probabilidade de
essa varidvel va tomar um valor entre 70,0 e 80,07

9.44 Um aluno pretende responder um teste de questSes do tipo verdadeiro ou falso usando o
resultado de langamentos de uma moeda. Qual € a probabilidade de que o aluno acerte pe-
lo menos 12 de o = 20 guestdes usando
(a) aaproximagio normal i distribuicio binomial com n =20 ¢ p = 0,50;

(b) aTabelaV?
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9.45 Com referénecia ao Exercicio 9.44, encontre a percentagem de erro da aproximagiio.

946 Verifigue, em cada caso. se estiio satisfeitas as condigbes para a aproximagio normal da
distribuic@o binomial:
() n=3ep=45
(b) n=T75ep=0,10;
(c) n=50ep=008.

9.47  Verifigue, em cada caso, se estdo satisfeitas as condigdes para a aproximacio normal da
distribuigiio binomial:
(a) n=150¢p=005;
(b) n=060ep=092;
(¢) n=120ep=4.

9.48 Os registros mostram que 80% dos fregueses de um restaurante pagam com cartiio de eré-
dito. Use a aproximagio normal da distribuigiio binomial para encontrar a probabilidade de
que pelo menos 170 dentre 200 fregueses do restaurante paguem com cartio de crédito,

9.49 A probabilidade de que uma nuvem borrifada com iodeto de prata deixe de apresentar um
crescimento espetacular & de 0,26, Use a aproximag@o normal da distribuigiio binomial pa-
ra encontrar a probabilidade de que entre 30 nuvens borrifadas com iodeto de prata
(a) nomdximo 8 deixem de apresentar um crescimento espetacular;

(b) somenie 8 deixem de apresentar um crescimento espetacular.

9.50 Com referéneia ao Exercicio 9.49, use a tabela impressa por MINITAB mostrado na Figu-
ra 9.24 para encontrar o erro percentual em ambas partes daguele exercicio,

9.51 Estudos mostram que 22% de todos pacientes que tomam um certo antibiotico ficam com
dor de cabega. Use a aproximacio normal da distribuiciio binomial para encontrar a pro-
babilidade de que entre 50 pacientes tomando este antibidtico
{a) pelomenos 10 viio ficar com dor de cabeca;

(b) no méximo 15 vao ficar com dor de cabega.

Funcio Densidade de Probabilidade
Binomial with n = 30 and p = 0.260000
s B{X = =)
0.00 0.0001
1.00 0.0013
2.00 0.0064
3.00 0.0210
4,00 0.0499
5.00 0.0911
6.00 0.1334
700 0.1606
8.00 0.1623
9.00 0.1394
10.00 0.1028
11.00 Q.0657
- 12.00 0.0365
Figura 9.24 13.00 0.0178
Distribuigio 14.00 0, 0076
binomial com 15.00 0.0028
n=30¢p=0,26. 1600 9.0009
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Figura 9.25
Distribuiciio
binomial com
n=5ep=022

9.52 Com referéneia ao Exercicio 9.51, use o impresso mostrado na Figura 9.25 para encontrar
o ¢rro percentual em ambas partes dagquele exercicio,

9.53  Use o impresso da Figura 8.4 para mostrar que se utilizarmos a aproximagio normal da
probabilidade binomial com x = 1. n = 1530 ¢ p = 0,05, entdio o erro percentual ¢ de cerca

de 117%.

9.54 Use adistribuigio normal para aproximar a probabilidade de que pelo menos 55 dentre 90
pessoas que cruzam o Atlintico de avido venham a sentir os efeitos da diferenga de fuso
hordrio durante, pelo menos, 24 horas, se € de 0,70 a probabilidade de que uma pessoa
qualguer cruzando o Atlintico num avido vi sentir o efeito da diferenga de fuso hordrio
durante, pelo menos, 24 horas.

Use uma calculadora grifica ou os dados fornecidos por computador da distribuigiio binomial
com i =90 ¢ p = 0,70 para encontrar o erro percentual da aproximagio do Exercicio 9.54.

5.00
6.00
7.00
8.00
9.00
10.00
11.00
12.00
13.00
14.00
15.00
16.00
17.00
18.00
19.00
20.00

Fungao Distribuicio Cumulativa
Binomial with n = 50 and p = ©.220000
x P(X <= x)

0233
L0555
1126
1991
3130
L4448
.5799
L7037
.8058
.8819
3335
9653
.9832
. 9925
0.9959
0.9988

COoODooOoODOoOoDoOoCD

9.6 I ISTA DE TERMOS-CHAVE [com indicacdo das paginas de suas definicoes)

[

Amostragem de uma populagio normal, 230
Aproximagio normal da distribuigiio bino-

mial, 231
Area sob a curva normal, 218
Corregiio de continuidade, 229
Densidade de probabilidade, 2135
Distribuigio continua, 214,215
Distribuicdo exponencial, 225
Distribuiciio normal, 214, 217
Distribuigiio normal padrio, 218

Distribuicdo uniforme, 222

Erro percentual, 232

Escores padronizados, 218

Escoresz, 218

#*Gréfico de probabilidade normal, 226
*Papel de probabilidade aritmética, 226
*Papel de probabilidade normal, 226
Populagio normal. 226

Unidades padronizadas, 218

Waridvel aleatdria continua, 214
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maior parte do trabalho em Estatistica tem por objetivo fazer generalizaghes sensa-
tas, baseadas em amostras, sobre as populagdes das quais provém as amostras. Repa-
na palavra “sensata”, pois nfio ¢ uma questio Fcil de responder quando e sob quais
circunstancias as amostras permitem tais generalizagtes. Por exemplo, se quiséssemos esti-
mar o valor médio dos gastos de uma pessoa durante suas férias, tomariamos como amostra @
os valores gastos por passageiros de primeira classe de avites de longo percurso; tentarfa-
mos gstimar o preco médio de produtos hortigranjeiros baseados somente no prego de aspar-
20s [rescos; ou tentariamos prever as lemperaturas de janeiro no Recife baseando-nos nas empe-
raturas de janeiro na Antdrtica? Obviamente que nio, mas exatamentie quais pessoas de [érias,
quais produtos hortigranjeiros, e guais temperaturas de janeiro deveriamos incluir em nossas
amostras nao € intwitivamente claro nem, de modo algum, evidente,

Ma maioria dos métodos estudados no restante deste livro, supomos que as amostras com
as quais lidamos sdo as que se denominam amostras aleatorias. Damos tanta énfase as amos-
tras aleatdrias, definidas e estudadas na Segdo 10.1 porque elas permitem generalizagGes vili-
das, ou 16gicas. Como veremos, entrelanto, a amostragem alcatdria nem sempre € vidivel, ou se-
quer desejivel, ¢ alguns procedimentos alternativos de amostragem sio mencionados nas Se-
goes 10.2 até 10.5.

MNa Segiio 10.6 introduzimos o conceito relacionado de distribuicio amestral, que nos diz
como as quantidades determinadas de amostras variam de uma para outra amostra. Finalmente,
nas Segdes 10.7 até 10.9, vemos como tais variagGes aleatdrias podem ser medidas, previstas e
talvez até controladas.
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Rl A MOSTRAGEM ALEATORIA

Na Se¢iio 3.1, izemos uma distingiio entre populagdes ¢ amostras, alirmando que uma populagio con-
siste em todas as observagdes concebivelmente possiveis (ou hipoteticamente possivers) de um deter-
minado fendmeno, enquanto uma amostra € simplesmente parte de uma populagio. No que segue,
distinguiremos ainda entre dois tipos de populagies, as populagies finitas ¢ as populagoes infinitas.

Uma populagiio finita consiste em um ndmero finito, ou fixo, de elementos, medidas ou ob-
servagies. Exemplos de populagies finitas sio os pesos liquidos das 3.000 latas de tinta de um
certo lote de produgio, os escores obtidos por todos os candidatos no vestibular de inverno de
2004 de uma certa universidade, as 52 cartas dilerentes num baralho comum e o registro didrio
das lemperaturas miximas num posto meteoroldgico durante os anos de 1995 a 1999,

Por ouiro lado, uma populagio ¢ infinita s¢ contém, pelo menos hipoteticamente, uma guantida-
de infinita de elemenios. Esse seria o caso, por exemplo, quando observamos os valores de uma va-
ridvel aleatdria continua, digamos, quando medimos repetidamente o ponto de ebuligio de um com-
posto de silicone. Também € o caso quando observamos os totais obtidos em repetidas jogadas de um
par de dados e quando lomamos amostras com reposicio de uma populagio finita. Nao hi limite pa-
ta o nimero de vezes que podemos medir o ponto de ebulicio de um composto de silicone, ndo hi li-
mile para o nimero de vezes que podemos jogar um par de dados, e nio hi limite para o nimero de
vezes que podemos extrair um elemento de uma populagio e repd-lo antes de extrair o seguinte.

Para apresentar a idéia de amostragem aleatéria de uma populagio finita, vejamos primei-
ro quantas amostras diferentes de tamanho i podem ser extraidas de uma populagio finita de ta-
manho N. Recorrendo & regra i pdgina 117 para encontrar o niimero de combinagdes de n obje-

N
tos tomados r de cada vez, vemos que, com uma troca de letras, a resposta ¢ ( nl-

FATa0e] 10.1  Quantas amostras de tamanho n diferentes podem ser extraidas de uma populagio finita de tama-

nho N, se
(ayn=2eN=12;
(byn=3eN=307
SolucGo (a) Hi ( 122) = % = 66 amostras diferentes.
(b) Hi ( 3{}) = w = 19.600 amostras diferentes,

N i o
Com base no resultado de que hé( y | amostras de tamanho n diferentes numa populagio fi-

nita de tamanho N, vamos dar a seguinte definigio de uma amostra aleatdria (is vezes lambém
denominada amostra aleatdria simples) de uma populagio finita:

Uma amostra de tamanho n extraida de uma populagiio finita de tamanho N é aleatéria

N
se & escolhida de tal modo que cada uma das( & ) amostras possiveis tem a mesma

probabilidade Fla'j de serem escolhida,
[
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Por exemplo, se uma populagiio consiste nos N = 5 elementos a, b, ¢, d e e (que podem ser as ren-

das anuais de cinco pessoas, os pesos de cinco vacas, ou cinco modelos diferentes de avides), hd ( 3

= 10 amostras possiveis de tamanho n = 3. Essas amostrar consistem nos elementos abe, abd, abe,
acd, ace, ade, bed, bee, bde ¢ cde. Se escolhermos uma dessas amostras de al maneira que cada uma

tenha a probabilidade ilﬁ de ser escolhida, dizemos que essa amostra & uma amostra aleatoria,

Em seguida vem o problema de como as amostras aleatdrias sio efetivamente extraidas na
prética. Numa situagio simples como a que acabamos de escrever, poderiamos escrever cada uma
das 10 amostras num pedacinho de papel, colocd-los num chapéu, misturd-los totalmente e entiio
tirar um sem olhar. Mo entanto, obviamente isso seria impraticdvel numa situagio real mais com-
plexa, em que n e N, ou apenas N, sdo grandes. Por exemplo, para n =4 e N = 100, tlerfamos de

3{! ) = 3.921.225 pedacinhos de papel.

Felizmente, ¢ possivel extrair uma amostra aleatdria de uma populagiio linita sem relacionar
todas as amosiras possiveis, ¢ mencionamos isso apenas para enflatizar que a escolha de uma
amostra aleatdria deve depender completamente do acaso. Em vez de listar todas as amostras pos-
siveis, podemos escrever cada um dos N elementos da populagiio finita num pedacinho de papel,
¢ extrair i deles, um de cada vez, sem reposiciio, certificando-nos de que, em cada uma das extra-
gies sucessivas, todos os clementos restantes da populaciio tenham a mesma chance de serem es-

2 1
escrever e extrair um dentre (

colhidos. E ficil de mostrar matematicamente que isso também leva 2 probabilidade Frj' para ca-
]

da amosira possivel. Por exemplo, para extrair uma amosira aleatdria de n = 12 de N = 138 locais
de escavagio arqueoldgica, poderfamos escrever os ndmeros 1, 2, 3, .. ., 137 ¢ 138 em 138 peda-
cinhos de papel, misturi-los completamente (digamos, no chapéu proverbial) e entdo extrair 12,
um de cada vez, sem reposigiio, sem espiar.

Mesmo um procedimento simples como esse pode ser ainda mais simplificado. Hoje em dia, a
maneira mais simples de tomar uma amosira aleatdria de uma populagao finita € basear a selegio em
nimeros aleatdrios gerados por meio de caleuladoras estatisticas ou computadores. Por exemplo, a
caleuladora HP 218 STAT/MATH fornece nimeros aleatdrios de quatro digitos de tal modo que ca-
da nimero de quatro digitos entre 0000 ¢ 9999 tem a probabilidade de 0,0001. Para evitar a possibi-
lidade de obter os mesmos nidmeros aleatdrios em aplicages diferentes, podemos dar a “semente™
para a caleuladora, digitando um nimero de quatro digitos arbitririo com o qual comegar a operagio,

USR] 10.2 Com referéneia aos locais de escavagao arqueoldgica mencionados anteriormente, que supomos
terem sido numerados de 001 a 138, use uma caleuladora estatistica para gerar uma amostra alea-
tria de n = 12 desses locais.

Solucdo  Usando somente os trés primeiros digitos dos ndmeros aleatdérios de quatro digitos gerados, omi-
tindo 000 ¢ os maiores do que 138, e também omitindo qualguer nimero que ji tenha sido sele-
cionado, obtemos 041, 021, 079, 084, 016, 108, 029, 003, 100, 046, 136 ¢ 075. Os locais de esca-
vagiio arqueoldgica associados com esses niimeros constituem wma amostra aleatdria. =

Inteiros Aleatirios 1-138

Figura 10.1
Amosira gerada com Cl G2 C4 Cs Cé
computador para o 1 24 131 113 127
Exemplo 10.2. 2 57 52 7 13 1 64

2|3
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Se quiséssemos usar um computador, em vez de uma caleuladora estatistica, no Exemplo
10.2, um aplicativo como MINITAB paoderia ter fornecido um resultado como o mostrado na Fi-
gura 10.1. O que mostramos nessa [igura consiste nos locais de escavagiio arquenldgica associa-
dos com os nimeros 24, 131, 69, 113, 127, 5, 57, 52, 7. 13, 11 e 64. (Os outros nimeros na figu-
ra sio simplesmente as linhas ¢ colunas da planilha em que o aplicativo colocou os dados.)

Ha poucas décadas, as amostras aleatdrias eram geradas quase que exclusivamente usando ni-
meros aleatdrios publicados em tabelas. Tais tabelas consistiam em pdginas e mais paginas de nada
mais do que os digitos 0, 1, 2, 3. .. ., 8 ¢ 9 arranjados em linhas ¢ colunas. Essas tabelas eram cons-
truidas usando dados de censos, expansiies decimais de ndmeros irracionais, tabelas de logaritmos,
resultados de loterias e outras colegfes de nimeros. Havia até alguns procedimentos aritméticos, co-
mo o em gue se comegava com um nidmero de trés ou quatro digitos, se elevava o nlimero ao qua-
drado, e entdo se tomavam os triés ou quatro digitos do meio para comegar a segiiéneia de digitos
aleatdrios. Entdo, repetidamente se elevava esse nimero ao quadrado e se repetia o processo. Nos
dllimos anos esses métodos foram substituidos por méiodos computacionais que geravam labelas
de ndmeros aleatdrios ¢ até esses métodos agora foram substituidos por métodos como o que utili-
zamos no Exemplo 10.2, em que geramos nossos proprios ndmeros aleatorios.

Mesmo assim, como a tecnologia necessiria pode nfio estar sempre & méo, ilustramos aqui
como utilizar uma tabela publicada de mimeros aleatérios. Para isso, vamos utilizar a Figura 10.2,
que consiste em uma pdgina reproduzida do livro intitulado Tables of 105,000 Random Decimal
Digits. publicado em 1949 pela Interstate Commerce Comission do Bureau of Transport Econo-
mics and Statistics, em Washington, D.C.

FAFZEeY 10.3  Repita o Exemplo 10.2, lendo os nimeros de trés digitos da Figura 10.2, com as mesmas restri-
goes que as dadas na solugiio do Exemplo 10.2. Use as colunas de nimero 11, 12 ¢ 13, comegan-
do na linha de mimero 6 ¢ descendo pela pdgina. Se necessdrio, continue com as colunas 16, 17
¢ 18, também comegando com a linha 6 ¢ descendo pela pagina,

Solugéio  Novamente omitindo o mimero 000 e todos niimeros maiores do que 138 e tomando cuidado pa-
ra nio escolher valor algum mais de uma vez, pode ser facilmente verificado que os nimeros
aleatdrios que obtemos para a amostra sdo 007, 012, 031, 135, 114, 120,047, 124,070, 009, 118
e 094, Assim, a amostra consiste nos locais de escavagio arqueoldgica de ndmeros 7, 12, 31, 135,
114, 120,47, 124,79,9, 118 ¢ 94. E

Quando os itens estio ordenados segundo listas numeradas, € fhcil extrair amosiras aleatdrias
utilizando caleuladoras, computadores ou tabelas de nimeros aleatérios. Infelizmente, contudo,
hi muitas situagdes em gque € impossivel proceder da maneira que acabamos de descrever. Por
exemplo, se quisermos utilizar uma amostra para estimar a média do didmetro externo de milha-
res de mancais embalados num grande engradado, ou se quisermos estimar a altura média das ar-
vores de uma floresta, seria impossivel numerar os mancais ou as drvores, escolher nGmeros alea-
tirios ¢ entdo localizar ¢ medir 05 mancais ou drvores correspondentes, Nessas ¢ em muitas ou-
tras situagdes andlogas, tudo que podemos fazer € proceder de acordo com a definigio do dicio-
nério da palavra “aleatdrio”, a saber, “casualmente, sem objetivo ou proposite”. Isto €, nio deve-
mos selecionar ou rejeitar qualquer elemento de uma populagio em razio de sua aparéncia ser ti-
pica ou ndio, nem lampouco devemos lfavorecer ou desprezar qualquer parcela de uma populagiio
em raziio de ser acessivel ou nilo, ¢ assim por diante. Com algumas reservas, tais amostras sio co-
mumente consideradas como se fossem, na realidade, amostras aleatdrias.

Até agui abordamos a amostragem aleatdria apenas em relacdo a populagGes finitas. Para po-
pulagdes infinitas, dizemos gue

Uma amostra de tamanho n de uma populagiio infinita € aleatdria se consiste em valores
de varidveis aleatérias independentes gque tém a mesma distribuicio.
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Fipura 10.2
Exemplo de pdgina
com digitos
aleatdrios,

Q4620
G947
27459
01603
(0615

83844
(G626
Sn760
4416
61560

22693
43413
09224
67625
B6HT4

54548
73236
15220
16151
43635

30193
37430
88312
QRO95
51734

BRA9E
31865
40300
(2760
TR4S0

S0252
oTe2e
(O30
36670
45140
36764
14351
81276

35524
TH852

11861
G769
0064
03126
0657

13800
9R135
(8313
QT4
33273

27963
60775
53523
23156
13552

0942
10042
63348
29934
106

35089
59744
&30

12349

49505
Be16T
66319

84249

42776
45246
QT
SB159
20849

41755

08852
28625
26245

a6911
GOT2H
396013

13553

86132
71381
(KI835
86088

1009
39500
17700
92602

THH90
42870
99293
83965
61993

96478
73181
63110
89223
06392

74857
93629
24049
00755
38076

72594
01275
S0566
03142

62515
49728
13543
36954
58084

Baall
11400
12088
04700
F98

56216
13066
27528
10476
91763

G293
47761
87507
#5799
94911

12463
28133
G335

329

31915
07050
17450
94400
41043

T5133
48578

62732
88407

21559
43264
57106
43429
31437

52419
37609
11559
(9418
32135

(4252
71326
49965
74733
54952

GIN3
03381
14071
03891
#0903

37635
20986
86937
00443
679K

BOES2
65711
B4648
410
73117

T3817
#1472
Had4i
T6200
13318

28385
HR269
BT174
59254
13758

23510
73324
18030
T6075
05686

60436
29036
13595
83161
GO3

19246
56895
2865
05353
T0385

68713
57215
20793
14230
19096

237191
01382
(4851
63558
91579

13193
4059
50148
35313
55431

51362
43996
TOT94
13168
O0880

17748
41699
TH580
32988
33047

QB693
44806
1257
21795
64741

Q4242
6145
42446
24654
23937

32050
06732
63124
08317
15630

28491
GHETO
TT457
54330
17301

8097
04232
91683
44662
45863

47830

37457
G2BAT
G670

60249
45114
18280

26023

33005
10396
95154
34016

73122
01041
31553
82899

4863
11732
95205
10194
03577

15728
15592
9555
KEHAE]
64336
32063
28152

7
0740

52052
27510
48061
27324
29970

03845
826563

22406
10975

44926
50604

50433
75971

63010
21906
59377
G683
75917

B30
20245
14039
22610
BI076

6936
g1827
72852
18671
62603

77364
BR474
T48GT
B89

54859
17173
T2895
94917
62599

94741
71357
75520
58070
95103

45233
39087
27067
26400
16866

240K
33761
w412
72723
Q5877

11507
61729
11339
26253
90129

Como salientamos em relagdo as distribuicdes binomial e normal. € a essa “"mesma” distribuicio
gue nos referimos como a populagdo da qual estamos éxtraindo uma amostra, Além disso, por
“independente” queremos dizer que a probabilidade relativa a qualquer uma das varidveis aleatd-
rias ¢ a mesma, independentemente de quais valores podem ter sido observados para as outras va-

ridveis aleatdrias,
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Por exemplo, se obtemos 2, 5, 1,3, 6,4, 4, 5, 2, 4, | ¢ 2 em doze jogadas de um dado, esses
nimeros constiluem uma amostra aleatdria se 3o valores de varidveis alealénas independentes
com a mesma distribuigio de probabilidade

1
Fix)= E para x=1,2,3. 4 50u6

Como outro exemplo de amostra aleatdria de uma populacdo infinita, suponhamos que oito estu-
dantes tenham obtido as seguintes medigies do ponte de ebulicio de um composto de silicio:
136, 153, 170, 148, 157, 152, 143 e 150 graus Celsius. De acordo com a definigio, esses valores
constituem uma amostra aleatdria se forem valores de varidveis aleatdrias independentes com a
mesma distribuigiio, digamos. a distribuigiio normal com u= 152 ¢ o= 0. Para julgar se esse é
realmente o caso, teriamos de averiguar, enire oultras coisas, se as téenicas de medida adotadas
pelos oito estudantes sio igualmente precisas (de modo que o seja 0 mesmo para cada uma das
varidveis aleatdrias) e se ndo hd colaboragio (que poderia tornar dependentes as varidveis aleato-
rias). Na pritica, niio € tarefa facil julgar se um conjunto de dados pode ser encarado como uma
amostra aleatdria e vollaremos a esse assunto com maior detalhe no Capitulo 18,

SOIDIOYIXT —

#

L

10.1  Quantas amostras diferentes de tamanho n = 2 podem ser extraidas de uma populagio fi-
nita de tamanho
(a) N=06; (¢} N=32;
(b) N=20;: (dN=757

1.2 Quantas amostras diferentes de tamanho n = 3 podem ser extraidas de uma populagio fi-
nita de tamanho
fa) N=8§; (c) W =30,
(b) N=26: (d)N=407

10.3  Qual € a probabilidade de cada amostra possivel se extraimos uma amostra aleatdria de ta-
manho n = 4 de uma populagio finita de tamanho
(a) N=12;
(b) N=207

10.4 Qual € a probabilidade de cada amostra possivel se extraimos uma amostra aleatdria de ta-
manho n = 6 de uma populacio finita de tamanho
(a) N=I1{;
(by N=157

10.5 Liste as (§)= 20 amostras possiveis ¢ tamanho i = 3 que podem ser exiraidas de uma po-

pulagiio finita cujos elementos sio denotados porw, v, w, x, v e 2.

10.6 Com referéncia ao Exercicio 10.5, qual € a probabilidade de que uma amostra aleatdria v
incluir os elementos denotados por n?

10.7  Com referéncia ao Exercicio 10.5, qual € a probabilidade de que uma amostra aleatdria va
incluir os elementos denotados por w e v?

10.8 Uma livraria de campus universitirio mantém em estoque sete livros diferentes de histo-
ria da arte, oferecendo um desconto de 10% na compra de quaisquer trés deles. De quan-
tas escolhas diferentes dispoe um cliente?

10.9  Uma pessoa plangjando uma viagem aos EUA tem amigos em Los Angeles, San Francis-
co, Chicago, Mova York e Boston. Se ela escolhe trés dessas cidades ao acaso, quais sio as
probabilidades
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(a) de cada uma das selegdes possiveis;
(b) de gue aselegiio va incluir San Francisco;
(¢) de que aselegio vd incluir San Francisco ¢ Chicago?

10.10 Uma organizagiio quer incluir 6 dos 50 estados norte-americanos numa pesquisa de mer-
cado. Se os estados fossem numerados 01, 02, 03,..., 49 ¢ 50 em ordem alfabética ¢ se a
organizagao usasse as colunas 6 ¢ 7 e descesse a pdgina comegando na linha 3 da tabela na
Figura 10.2, quais estados seriam incluidos na pesquisa? Uma lista gque associa ndmeros
aos elementos de uma populagdo para fins de obtengiio de uma amostragem € denomina-
da uma estrutura amostral. Para este exercicio, tal lista pode ser obtida da lista de prefi-
%05 nacionais de um catdlogo telefonico.

10.11 Uma hematologista deseja conferir novamente uma amostra de n = 10 dos 653 espécimes
de sangue analisados em seu laboratério num determinado més. Em seus registros, esses
espécimes de sangue estiio numerados 3250, 3251, 3252, . . . 3901 ¢ 3902 Quais espéci-
mes ela selecionaria se usasse as colunas 21, 22 ¢ 23 e descesse a pagina comegando na li-
nha 16 da tabela na Figura 10.27 (Como todos niimeros comegam com 3, esse digito pode
ser omitido na selegio da amosira.)

E % 10.12 Use wma calculadora estatistica, uma calculadora grafica ou um computador para refazer
o Exercicio 1011,

10.13 Ao longo de duas semanas, a segio de calgados de uma loja de departamentos registrou
trezentas vendas, com respectivas notas fiscais numeradas de 251 a 5350, Se um auditor
quisesse conferir n = 12 dessas notas fiscais selecionadas ao acaso, quais ele conferiria se
escolhesse as colunas 18, 19 e 20 e descesse pelas colunas comegando na linha do alto da
tabela na Figura 10.27

=] % 10.14 Use uma calculadora estatistica, uma calculadora grifica ou um computador para refazer
o Exercicio 10.13.

E % 10.15 Um assessor da prefeitura deseja reavaliar uma amostra aleatéria de 50 das 7.964 residén-
cias unifamiliares do municipio e ele pede sua ajuda na selegio da amostra. Primeiro, vo-
¢t cria uma estrutura amoestral atribuindo a essas residéncias os ndmeros 0001, 0002,
0003, .. .. 7963 ¢ 7964, ¢ entilo usa as quatro primeiras colunas da tabela na Figura 10.2,
descendo pela pdgina a partir da linha do alto, continuando com as proximas quatro colu-
nas, também descendo pela pdgina a partir da linha do alto. Em termos da numeragiio,
quais residéneias seriam selecionadas dessa maneira?

g 10.16 Use um computador para refazer o Exercicio 10.15.

10.17 Na pdgina 240, dissemos que s¢ pode extrair uma amostra aleatéria de uma populagio fi-
nita sem listar todas as amostras possiveis; em vez disso, simplesmente numeramos (ou
etiquetamos) 0s N elementos da populagio finita ¢ entiio extraimos n deles, um de cada
vez, sem reposigao, certificando-nos de que, em cada uma das extragtes sucessivas, todos
os elementos restantes da populacio tenham a mesma probabilidade de serem escolhidos.
Confira isso para o exemplo a pdgina 240, em que tratamos de amostras aleatdrias de a-
manho n = 3 da populagio finita que consiste nos elementos a, b. ¢, d ¢ e, mostrando gue
a probabilidade de que uma amostra particular seja escolhida por esse método (digamos,
a amostra bee) €, como antes, 1.

10.18 Com o mesmo tipo de argumento que o do Exercicio 10.17, verifique que cada amostra
aleatdria possivel de tamanho n = 3, extraida, um elemento de cada vez. de uma popula-
100 ) 1

¢io finita de tamanho N = 100, tem a probabilidade i/ ( 3 )T 6100
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10.19 Com o mesmo tipo de argumento gue o do Exercicio 10,17, verifigue que cada amostra
alcatdria possivel de tamanho n, extraida, wm elemento de cada veg, de uma populagio fi-

nita de tamanho N, tem a probabilidade 1 / ( ':r )

BEEER PLANEJAMENTO DE AMOSTRAS

() dinico tipo de amostras que estudamos até agora siio as amostras aleatdrias, e sequer considera-
mos a possibilidade de que, sob cerlas circunstiincias, possa haver amostras melhores (isto €, mais
ficeis de serem obtidas, mais baratas ou mais informativas) do que as amostras aleatdrias e tampou-
co entramos em detalhes sobre o que deve ser feito quando a amostragem aleatdria for impossivel.
Na verdade, hd muitas outras maneiras de extrair uma amostra de uma populagio, € existe uma ex-
tensa literatura dedicada ao assunto de plangjamenio de procedimentos de amosiragem.

Em Estatistica, um planejamento de amostra ¢ um plano definido, completamente determi-
nado antes da coleta de gquaisquer dados, de obter uma amostra de uma dada populagiio. Assim, o
plano para extrair uma amosira aleatdria simples de tamanho 12 das 247 farmdcias de uma cida-
de. utilizando uma tabela de nidmeros aleatdrios de uma maneira predeterminada, constitui um
planejamento de amostra. Nas trés secdes seguintes, discutiremos alguns plangjamentos de amos-
tras gue se aplicam especialmente a operagdes de larga escala, levantamentos e semelhantes, e
costumamos denominar esse material amostragem por levantamento. A secio foi marcada co-
mo opeional ndo por que nio ¢ importante. Todo o assunto de amostragem por levantamento ra-
ramente € coberto em disciplinas introdutdrias gerais de Estatistica, simplesmente por que nao ha
tempo suficiente no tipo de disciplina para a qual foi projetado este livro.

BEREE M OSTRAGEM SISTEMATICA

Em alguns casos, a maneira mais pratica de se extrair uma amosira consiste em selecionar, digamos,
cada 20° nome de uma lista, cada 12" casa de um lado de uma rua, cada 50° pega que sai de uma
linha de montagem, e assim por diante. Isso € o que se denomina amostragem sistematica, ¢ um
elemento de aleatoriedade pode ser introduzido nesse tipo de amostragem, utilizando-se niimeros
aleatdrios para escolher a unidade com que se comega. Embora uma amostra sistemilica possa
nio ser uma amostra aleatdria de acordo com a definig@o, muitas vezes € razodvel tralar as amos-
tras sistemiticas como se fossem amosiras aleatorias; na verdade, em alguns casos, as amostras
sistemiticas de fato apresentam vma melhora em relagio is amostras aleatdrias simples, pois as
amoesiras se dispersam mais uniformemente sobre toda a populagio,

O perigo real da amostragem sistemética reside na possivel presenga de periodicidades ocultas.
Por exemplo, se inspeciondssemos cada 40" peca produzida por determinada maquina, os resultado
seriam enganosos se, em virtde de um falha regularmente recorrente, toda 10¥ peca produzida pe-
la mdquina apresentasse defeito. Também, a amostragem sistematica poderia produzir resultados
tendenciosos, se entrevistdssemos os moradores de cada 12* casa ao longo de certa rua ¢ aconteces-
se que toda 12" casa ao longo dessa rua fosse justamente uma casa de esquina de dois lotes.

BN ~\OSTRAGEM ESTRATIFICADA

Se dispusermos de dados sobre a composigio de uma populagio, ¢ isto € relevante para nossa pes-
guisa, poderemos eventualmente melhorar uma amostragem aleatdria mediante estratificacio.
Trata-se de um processo que consiste em estratificar (ou dividir) a populagio em um certo nime-
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ro de subpopulagtes que ndio se sobrepiem, chamadas estratos ou camadas, ¢ entdo extrair uma
amostra de cada estralo. Se os elementos selecionados em cada estralo constituirem amostras alea-
tdrias simples, entdio o processo global — estratilicagio scouida de amosiragem aleatdria — ¢ deno-
minado amostragem aleatéria estratificada (simples).

Suponha, por exemplo, que gueiramos estimar o peso médio de quatro pessoas com base em
uma amostra de tamanho 2, ¢ que os pesos (desconhecidos) das quatre pessoas sejam 1135, 135,
185 ¢ 205 libras (lembre que uma libra equivale a um pouco menos do que meio quilograma). As-
sim, o peso médio gue queremos estimar €

1154+ 135 + 185 + 205
M=
4

= 160 libras

: il 4 ;
Se extrairmos uma amostra aleatoria de tamanho 2 dessa populagio, as (2 = b amostras possi-

veis 540 115e 135, 115e 185, 115 ¢ 205, 135 185, 135 e 205 e 185 ¢ 205, ¢ as médias corres-
pondentes sdo 125, 150, 160, 160, 170 e 195. Observe que, como cada uma dessas amostras tem
probabilidade 1, as probabilidades so 1+ 5 € 1 de que nosso erro (a diferenga entre a média amos-
tral e g = 160) seja (), 10 ou 35.

Suponhamos, agora, que saibamos que duas dessas pessoas sdo homens e duas 530 mulheres,
¢ suponha que os pesos (desconhecidos) dos homens sejam 185 ¢ 205 libras, enquanto que os pe-
sos (desconhecidos) das mulheres sejam 115 ¢ 135 libras, Estratificando nossa amostra (por se-
xo) e escolhendo aleatoriamenic um dos dois homens ¢ uma das duas mulheres, vemos que ha
apenas quatro amostras estratificadas, 115 e 185, 115 ¢ 205, 135 ¢ 185 ¢ 135 ¢ 205. As médias
dessas amostras sdo 150, 160, 160 e 170, e agora as probabilidades sio de % @ % de que nosso er-
ro seja 0 ou 10. E claro que a estratificagiio melhorou enormemente nossa chance de obter uma
boa (precisa) estimativa do peso médio das quatro pessoas. Veja, entretanto, o Exercicio 10,24,

Essencialmente, o objetivo de estratificar ¢ formar os estratos de tal modo que haja alguma
relagiio entre o fato de estar em determinado estrato ¢ a resposta procurada no estudo estatistico,
e que, dentro de cada estrato, haja tanta homogeneidade (uniformidade) quanto possivel. Em nos-
so exemiplo existe essa conexio entre sexo ¢ peso, e hd muito menos variabilidade de peso dentro
de cada um dos dois grupos do que dentro da populagio como um todo,

Mo exemplo precedente, utilizamos uma alocagio proporeional, o que significa que os tama-
nhos das amostras dos diferentes estratos sio proporcionais aos tamanhos dos estratos. Em geral, se
dividirmos uma populagio de tamanho N em £ estratos de tamanhos N, N,, . . ., e N, e extrairmos uma
amostra de tamanho n, do primeiro estrato, uma amostra de tamanho n, do segundo estrato, . . ., ¢ uma
amostra de tamanho n, do &-ésimo estrato, dizemos que a alocagio € proporcional se

m na ny

MM TR

ou se essas razdes sdo @o aproximadamente iguais quanto possivel. No exemplo relativo aos pe-
sos, tinhamos N, =2, N, =2, n, = L e n; = |, de forma que

¢ a alocagdo foi, de fato, proporcional.
Como pode ser facilmente verificado, uma alocagiio € proporcional se

TAMANHOS DE "
AMOSTRA PARA m=ton parai=12,...ck
ALOCACAO

PROPORCIONAL
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onde n = n, +n, + - -+ 0, ¢ o tamanho total da amostra. Quando necessdrio, utilizamos os intei-
ros mais proximos dos valores dados por essa fdrmula,

FATNNESY 10.4 Deve-se extrair uma amostra estratificada de tamanho n = 60 de uma populagio de tamanho N =
4.000, que consista em trés estratos de tamanhos N, = 2.000, N, = 1.200 e N, = 800. Para que a
alocacio seja proporcional, qual deve ser o tamanho da amostra a ser extraida de cada estrato?

SolucGo  Substituindo na férmula, oblemos

2.000 1.200
u|=x—-—-[=ﬂﬂ=3ﬂ Jig=z“-“"[[-ﬁﬂ=|3
<
200
ny = goos - 60.=12 E

Este exemplo ilustra a alocacio proporcional, mas € precisoe acrescentar que existem outras ma-
neiras de alocar porgdes de uma amostra a estratos diferentes. Uma delas, denominada alocacio
dtima, ¢ descrita no Exercicio 10.29. Ela leva em cona ndo sé o tamanho dos estratos, como na
alocag@o proporcional, mas também a variabilidade (de qualquer que seja a caracteristica de in-
teresse) dentro dos esiratos.

Além disso, estratificar ndo estd limitado a uma dnica varidvel de classificacio, ou caracte-
ristica e, muitas vezes, as populagdes sio estratificadas de acordo com virias caracteristicas. Por
exemplo, numa pesquisa no dmbito de todo sistema escolar, projetada para determinar a atitude
dos estudantes em relagdo a, digamos, um novo plano de pagamentos, um sistema estadual de 17
faculdades poderia estratificar sua amosira ndo s6 em relagiio a essas faculdades, mas também em
relagfio aos conceitos dos alunos por turma, ao seu $exo ¢ ao seu curso, Assim, parte da amostra
seria alocada s mulheres calouras na faculdade A cursando Engenharia, outra parte aos alunos
homens do segundoe ano da laculdade L fazendo curso de Letras, e assim por diante. Até certo
ponto, uma estratificagiio como essa, denominada estratificagio cruzada, aumenta a precisio
(confiabiliclade) das estimativas e outras generalizagdes, e € utilizada amplamente, particularmen-
te em amosiragem de opinido ¢ pesquisa de mercado.

Ma amostragem estratificada, o cusio da exiragio de amosiras aleatdrias dos estratos indi-
viduais €, muitas vezes, tio elevado que o3 entrevistadores simplesmente recebem quotas a se-
rem preenchidas dos diferentes estratos, com poucas restrigdes (se houver alguma) sobre como
devem ser preenchidas. Por exemplo, na determinacio da atitude dos eleitores em relagio a
uma ampliaciio da assisténcia média a pessoas idosas, um entrevistador que trabalha em deter-
minada drea pode ser instruido a entrevistar 6 homens com menos de 30 anos de idade que tra-
balhem por conta prépria e que tenham casa propria, 10 mulheres assalariadas na faixa etdria
dos 45 aos 60 anos que vivem em apartamentos, 3 homens aposentados de mais de 60 anos que
vivem casas alugadas, e assim por diante, deixando a critério do entrevistador a efetiva escolha
dos individuos. Isto € o que se denomina amostragem por quotas, ¢ ¢ um processo convenien-
te, relativamente barato e, por vezes, necessdrio, mas da maneira pela qual € muitas vezes pos-
to em prdtica, as amostras resultantes ndo tém as caracteristicas essenciais de amostras aleats-
rias. Na auséneia de qualquer controle sobre suas escolhas, os entrevistadores tendem natural-
mente a selecionar individuos mais imediatamente disponiveis, como pessoas que trabalham no
mesmo edificio, fazem compras no mesmo supermercado, ou talvez residam na mesma grande
drea. As amostras por quoltas sio, portanto, essencialmente amostras de julgamento, e as in-
feréncias baseadas em tais amostras geralmente niio se prestam a qualquer tipo de avaliagio es-
tatistica formal.
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R AMOSTRAGEM POR CONGLOMERADO

Para ilustrar um outro tipo importante de amostragem. suponhamos que uma grande fundacio quei-
ra estudar a variagio dos padrées de despesas de familias na drea de Salvador. Ao tentar completar
um cronograma para entrevistar 1.200 familias, a fundagiio constata que a amostragem aleatdria
simples ¢ praticamente impossivel, pois ndo hd disponibilidade de listas adequadas e o custo de con-
tatar as familias espalhacdas numa drea grande (com possiveis retornos devido a ndo encontrar nin-
guém em casa) € muito elevado. Uma forma de extrair uma amostra nessa situagio consiste em di-
vidir a drea total de interesse em diversas dreas menores, sem sobreposiciio, digamos, em guartei-
roes. Selecionam-se, entdo, aleatoriamente alguns desses quarieirdes, com a amostra final consis-
tindo em todas as familias (ou uma amostra delas) residentes nesses quarteirdes.

Nesse tipo de amostragem, denominado amostragem por conglomerado, a populagio total
¢ dividida em virias subdivisdes relativamente pequenas, e algumas dessas subdivisfes, ou con-
glomerados, sfio selecionadas aleatoriamente para integrarem a amostra global. Se os conglome-
rados forem subdivistes geogrificas, como no exemplo precedente, esse tipo de amostragem €
também denominado amostragem por drea. Para dar um outro exemplo de amostragem por con-
glomerado, suponhamos gque o pro-reitor de graduacio de uma universidade deseje saber o que
os alunos que fregiientam diretdrios académicos pensam sobre um novo regulamento. Ele pode
obter uma amostra por conglomerado entrevistando alguns ou todos os alunos de virios direid-
rios académicos escolhidos aleatoriamente.

Embora as estimativas baseadas em amostras por conglomerado em geral nio sejam 130 con-
fidveis quanto as baseadas em amostras aleawdrias simples de mesmo tamanho (ver Exercicio
10.28), muitas vezes elas sfio mais confidveis por custo unitdrio. Voltando i pesquisa das despe-
sas familiares na drea de Salvador, € ficil ver que € possivel extrair, pelo mesmo custo, uma amos-
tra por conglomerado de tamanho correspondente a vérias amosiras aleatGrias simples. E muito
mais barato visitar ¢ entrevistar familias que vivem préximas em conglomerados do que familias
selecionadas aleatoriamente numa grande drea.

Na pritica, num mesmo estudo podemos perfeitamente usar virios dos métodos de amostra-
gem estudados. Por exemplo, se 0s estatisticos do governo quiserem estudar a atitude dos profes-
sores do ensino fundamental em relagiio a certos programas federais, podem comegar estratifican-
do o pais por estados ou alguma outra subdivisio geogrifica, Para extrair uma amosira de cada
estrato, eles podem, entdo, usar a amostragem por conglomerado, subdividindo cada estrato em
virias parles geogriificas menores (digamos, distritos escolares) ¢, finalmente, utilizar a amostra-
gem aleatdria simples ou sistemitica para selecionar uma amostra de professores do ensino fun-
damental dentro de cada conglomerado.

10,20 A seguir estio as percentagens de pessoas com 25 anos de idade ou mais com alguma for-
magio superior, mas sem tulo, nos 50 estados norte-americanos, listados em ordem alfa-
bética por estado, como revela o censo dos EUA de 1990;

168 276 254 166 226 240 159 1569 194 170
20,1 242 194 166 170 21,9 152 172 161 186
158 204 19,0 169 184 221 21,1 258 180 155
20,9 157 168 205 17,0 21,3 250 12,9 150 158
188 169 21,1 27,9 147 185 25.0 132 16,7 242

&

Relacione as dez amostras sistemdticas possiveis de tamanho n = 5 que podem ser extrai-
das dessa lista, partindo de um dos primeiros dez nimeros da primeira linha e entiio 1o-
mando cada décimo ndmero na lista.

SOIDIDYIXT —
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#*10.21 Com referéneia ao Exercicio 10.20, liste as cinco amostras sistemiiticas possiveis de tama-
nho n = 10 que podem ser extraidas dessa lista comegando com um dos primeiros cinco
nimeros da primeira linha e entiio tomando cada quinte nidmero da lista.

#10.22 A seguir estio os nimeros relativos ao volume mensal de correio adreo (em milhdes de to-
neladas) transportada em rotas domésticas dos EUA durante um periodo de quatro anos:

67 62 75 67 T0O 68 64 0O 66 T3 T3 97
76 73 80 78 T8 T2 75 75 73 83 76 108
B4 78 Bo B5S B1 78 78 75 78 B6 Te 111
79 77T 87 B4 82 7T T 7T 80 84 T8 117

Relacione as seis amostras sistemiticas possiveis de tamanho n = 8 que podem ser extral-
das dessa lista comecando com um dos seis primeiros ndmeros da primeira linha e entio
tomando cada sexio ndmero.

*10.23 Se uma das seis amostras sistemiticas do Exercicio 10.23 for escolhida aleatoriamente pa-
ra estimar o volume médio mensal de correio, explique por que existe um sério risco de se
obter um resultado muito enganador,

*10.24 Para ceneralizar o exemplo 4 pigina 246, suponha que queiramos estimar o peso médio de
seis pessoas, cujos pesos (desconhecidos) sdo 115, 125, 135, 185, 195 e 203 libras.

{a) Relacione todas as amostras aleatdrias possiveis de tamanho 2 que podem ser extrai-
das dessa populagio, calcule suas médias e determine a probabilidade de que a média
de uma tal amostra vi diferir por mais de 5 de 160, o peso médio real das seis pessoas.

(b} Suponha que os trés primeiros pesos sejam de mulheres e gue os outros trés sejam de
homens. Relacione todas as amostras estratificadas possiveis de tamanho 2 gue po-
dem ser extraidas escolhendo aleatoriamente uma das trés mulheres e um dos trés ho-
mens, caleule suas médias e determine a probabilidade de que a média de tal amos-
tra vil diferir por mais de 5 de 160, o peso médio real das seis pessoas,

(c) Suponha que trés das pessoas, aquelas com pesos 125, 135 ¢ 185 libras, tenham me-
nos de 25 anos de idade, enquanto que as restantes tenham mais do que 25 anos de
idade. Relacione todas as amostras estratificadas possiveis de tamanho 2 que podem
ser extraidas escolhendo aleatoriamente uma das trés pessoas mais jovens e uma das
trés mais velhas, caleule suas médias ¢ determine a probabilidade de que a média de
tal amostra vd diferir por mais de 5 de 160, o peso médio real das seis pessoas,

(d) Compare os resultados das partes (a), (b) ¢ (¢).

#10.25 Baseando-se em seus volumes de vendas, 9 de 12 revendedores de automdveis zero quild-
metro de uma cidade estdio classificados como sendo pequenos, ¢ as oulros Weés como sen-
do grandes. Quantas amostras estratificadas diferentes de quatro desses revendedores de
automdveis zero quildmetro podemos escolher, se
(a) ametade da amostra deve ser alocada a cada um dos estratos:

(b) aalocagio deve ser proporcional?

#10.26 Dentre 36 pessoas escolhidas para as secretarias de um municipio, 18 sio advogados, 12
sio executivos de firmas e 6 sdo professores. Quantas amostras estratificadas diferentes de
seis dessas pessoas podemos escolher, se
{a) um tergo da amostra deve ser atribuido a cada um dos esiratos;

(b} aalocagiio deve ser proporcional?

#10.27 Uma amostra de tamanho n = 40 deve ser extraida de uma populagio de tamanho &V = 1.000,
que consiste em quatro estratos de tamanhos &, = 250, N, = 600, N, = 100 ¢ N, =50. Sc a
alocagio deve ser proporcional, qual deve ser o tamanho da amostra a ser extraida de cada
um dos quatro estratos?
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#*10.28 Com referéncia & parte (b) do Exercicio 10.24, relacione todas as amostras por conglo-
merado possiveis de lamanho 2 gue podem ser extraidas escolhendo aleatoriamente
duas das trés mulheres ou dois dos wrés homens, calcule suas médias ¢ determine a pro-
babilidade de que a média de tal amostra vi diferir por mais de 5 de 160, o peso médio
real das seis pessoas. Compare essa probabilidade com aguelas obtidas nas partes (a) ¢
(b) do Exercicio 10.24. O que isso mostra quanio aos méritos relativos da amostragem
aleatdria simples, da amostragem estratilicada e da amostiragem por conglomerado na
sitwacio dada?

10,29 Naamostragem estratificada com alocagio proporcional, a importincia das diferencas en-
tre os tamanhos dos estratos ¢ levada em conta fazendo os estratos maiores contribuirem
com um nimero relativamente maior de elementos para a amostra, No entanto, os estratos
niio diferem somente em tamanho, mas também em variabilidade ¢, portanto, pareceria ra-
zodvel tomar amostras maiores de extralos mais varidveis, ¢ amosiras menores de estratos
menos varidveis. Denotandoe por g, @, . . ., ¢ g, 0s desvios-padrio dos & estratos, pode-
mos levar em conta tanto as diferengas nos tamanhos dos estratos quanto as diferengas na
variabilidade dos mesmos, exigindo que

o Hz g
Nigy Moy Neoy

_—

Os tamanhos das amostras para esse tipo de alocagdo, denominada alocagio dtima, sio
dados pela [rmula

o n- Ny

- N + Mooz 4 -0 4= Nypan

ny

parai=1, 2, ..., ¢k, onde, s¢ necessdrio, arredondamos para o inleiro mais proximo,

(a) Deve-se extrair uma amostra de tamanho o = 100 de uma populagio que consiste em
dois estratos para os quais N, = 10,000, N, = 30.000, N, = 45 ¢ ¢, = 60. Para obter
uma alocagiio dtima, qual € o tamanho da amostra que deve ser extraida de cada um
dos dois eslratos?

(b) Deve-se extrair uma amosira de tamanho 1 = 84 de uma populagio que consiste em
trés estratos para os quais N, = 3.000, N, = 2.000, M, =3.000, g, = 15, o, = 1Be o, =
3. Para obter uma alocagiio 6tima, qual ¢ o tamanho da amosira que deve ser extraida
de cada um dos irés estratos?

B O'sTRIBUICOES AMOSTRAIS

A média amostral, a mediana amostral ¢ o desvio-padrio amostral sio exemplos de varidveis
aleatdrias cujos valores variam de amostra a amostra. Suas distribuigGes, que refletem tais varia-
goes aleatdrias, desempenham papel lundamental na inferéneia estatistica, ¢ sio denominadas
distribuictes amostrais. Neste capitulo, enfocamos principalmente a média amostral ¢ sua dis-
tribui¢do amostral mas, em alguns dos exercicios as piginas 261-262, ¢ em capitulos posteriores,
vamos considerar também as distribuighes amostrais de oulras estatisticas.

Para dar um exemplo de uma distribuigio amostral, vamos construir a da mdédia de uma
amostra aleatdria de tamanho = 2 extraida, sem reposigiio. de uma populagio linita de tamanho
N =5, cujos elementos sio os ndmeros 3, 5, 7, 9 ¢ 11. A média dessa populagio ¢

_ 345474941
= : =
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¢ seu desvio-padrio ¢

= 5 — T2 — T2 iy _m2
H=J{3 TRt G=TR 4+ 5?} FO-TP+AI-T _ o

G2 = 5
Se tomamos, agora, uma amostra aleatdria de tamanho n = 2 dessa populagiio, existem 2 )= 10

possibilidades 3¢ 5,3¢7,3e9,3e11,5¢7,5¢9,5¢11,7¢9,7¢ 11 ¢9e 1. Suas médias siio
4,56,7,6,7.8. 8, 9¢ 10 ¢, como a amostragem ¢ aleatdria, cada um desses dex valores tem a

probahilidade %. Assim, chegamos i seguinte distribuiciio amostral da média:

x Probabilidade

V-SRI R - TR i %
= &l= Sl Sl Sl 5= =

10

A Figura 10.3 mostra um histograma dessa distribui¢do,
Um exame dessa distribuigio amostral revela algumas informagdes apropriadas sobre as va-
riagtes ao acaso da média de uma amostra aleatdria de tamanho # = 2 de uma dada populagio fi-

nita. Por exemplo, vemos que a probabilidade ¢ de .% de que uma média amostral va diferir por |
ou menos da média populacional g =7, ¢ que a probabilidade é de l—"':] de que uma média amostral
v diferir por 2 ou menos da média populacional g= 7. O primeiro caso corresponde a ¥ = 6, 7 ou
8, ¢ 0 segundo caso corresponde a ¥ = 3, 6, 7, 8 ou 9. Assim, se ndo conhecéssemos a média da
populacio dada e se guiséssemos estimd-la com uma amostra aleatdria de tamanho n = 2, isso nos
daria uma idéia do tamanho potencial de nosso erro.

Podemos obter informagio adicional dul sobre essa disirnibuigio amostral da média calculando
sua média e seu desvio-padriio, denotados, respectivamente, por g ¢ .. Aqui, o indice ¥ ¢ usado
para distinguir entre os parimetros da distribuicio amostral e os da populagio original. Usando no-
vamente as definiges de média e de desvio-padrio de uma distribuigio de probabilidade, obtemos

1 1 2 2 Z 1 1
e e e B gl g P e
T it T et B T T T i T R T
=7
2
10
i : 8
10 10
Figura 1.3
Distribuicio amos- %

tral da média. 4 5 6 7 & 9 10
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1 2

I O e )3 2. 1 2, 2 2
4-T m + (5=Ty¥ m+{6 Ty 11:++fT = m
+(8— ?F-—+|:-.;r ?;2~—+un - _m

:3

de forma que o, = V3. Observe que, pelo menos para este exemplo,

U, a média da distribuigiio amostral de ¥, é igual a i1, a média da populagio;

a,, 0 desvio-padrao da distribui¢io amostral de ¥, ¢ menor do que o, 0 desvio-padrio
populacional.

Essas relagfes sio de importiincia fundamental, e voltaremos a elas na Secio 10.7.

Para ilustrar o conceito de distribuigio amostral, tomamos uma amostra muito pequena, de
tamanho n = 2, de uma populagio finila muito pequena, de tamanho N = 5, mas seria dificil re-
produzir esse método para construir uma distribuicio amostral da média de uma amostra aleatd-
ria grande de uma populagio grande. Por exemplo, para n = [0e N = 100, terfamos de relacionar
mais do que 17 trilhdes de amostras.

Para termos alguma idéia da distribuigiio amostral da média de uma amostra um pouco maior
de uma populagio finita grande, langaremos mao de uma simulagio por computador. Em ou-
tras palavras, deixaremos para um computador a 1arefa de extrair repetidas amostras de uma da-
da populagio, determinar suas médias e descrever de virias maneiras a distribuicio dessas mé-
dias. Isso nos dard alguma idéia sobre a forma global e sobre algumas das caracteristicas essen-
ciais da auténtica distribuiciao amostral da média para amostras aleatdrias extraidas do tamanho
dado da populagio dada.

Sem um computador, podemos imaginar a simulagio como segue: em primeiro lugar, escre-
vermos os némeros de 1 a 1.000 em 1.000 pedacinhos de papel (ou fichas de piquer, pequenas
bolinhas, ou o que quer que se preste a extrair amostras aleatdrias). Entdo extraimos, sem reposi-
g0, uma amosira aleatdria de tamanho n = 15 dessa populagio ¢ registramos seus valores. Reco-
locamos a amostra antes de extrair a proxima e repetimos esse processo até que tenhamos obtido
100 amostras aleatdrias.

A populaciio com que estamos tratando agui € denominada distribuicio inteira (também di-
ta distribuicao discreta uniforme), em que cada inteiro de 1 até N tem a probabilidade % Usan-
do as férmulas para a soma e a soma dos quadrados dos inteiros de 1 a N, ¢ ficil mostrar que a

média e o desvio-padriio dessa distribuiciio sio 4 = ’“” eo= .,,u' . Para N = 1.000, seus va-
lores sdo u = 500.5 ¢ o= 288,67, arredondados até a %“I]I‘ltl.i casa dcctmal

Ma verdade, usando um pacote computacional adequado, como MINITAB 13, neste caso, ob-
temos o impresso mostrado na Figura 10.4. O computador seguiu as instrugoes de gerar 100
amosiras aleatdrias de tamanho # = 13, cada uma sem reposigio, mas repondo cada amosira en-
tes de extrair a proxima.

Como pode ser visto na Figura 10.4, a distribuiciio de 100 médias amostrais ¢ bastante simé-
trica ¢ em forma de sino. Ma verdade, o padrao global segue de perto o de uma curva normal. O
computador também nos diz {ver Figura 10.5) que a média das 100 médias amostrais ¢ 502,40 ¢
que sew desvio-padriio € 75,64, De acordo com a relagiio indicada anteriormente, a média das 100
médias amostrais € muito parecida com a média populacional, e seu desvio-padriio € (muito) me-
nos do que o da populagio.
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Figura 10.4
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tral da média,

mrrea——r

Histograma das Medias, com Curva Normal

2{‘-
A

B2 K
3

104
Z

i L_———rﬁlé =

300 400 500 600 700 800
Midin

B © ERRO-PADRAO DA MEDIA

Meépia pa
DISTRIBUICAO
AMOSTRAL DE &

Figura L5
Descrigdo da distri-
buigao amostral.

Na maioria das situagbes préticas, nfio podemos proceder como nas duas exemplificagies da
secio 1006, Ou seja, nde podemos enumerar todas as amostras possivels ou simular uma dis-
tribuigiio amosiral a fim de julzar quiio préxima uma média amosiral estd da média da popu-
lagio da qual provém a amostra. Felizmenie, entretanto, em geral podemos obter a informa-
¢do da qual necessitamos de teoremas, que expressam fatos essenciais sobre distribuigbes
amostrais da média. Um desses leoremas ¢ abordado nesta se¢iio ¢ o outro serd desenvolvido
na Segio 10.8.

O primeiro desses dois teoremas expressa formalmente o que descobrimos em ambos os
exemplos da seciio precedente, ou seja, que a média da distribuicio amostral de ¥ € igual 4 média
da populagio da qual provém a amostra, ¢ o desvio-padrio da distribuigiio amostral de ¥ é menor
do que o desvio-padrio daquela populagio. Podemos reformuli-lo como segue: para amostras
aleatérias de tamanho n extraidas de uma populagio com a média g e o desvio-padrio o, a distri-
buicio amostral de ¥ tem média

My = H
Estatistica Descritiva: Médias
Variable M Mean Median TrMean StDev S3E Mean
Means 100 50% . 4d 4597 .47 501.15 Th.64 7.56
Variable Minimum Maximum Ql Q3
Means 307 .93 750.93 461,68 540,75
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—

¢ o desvio-padrio

& N=n
Ju YN =1

ErropaDRAO oo B
DA MEDIA Ve

on o=

dependendo de a populagio ser infinita ou finita de tamanho N,

Costumamos referir-nos a @; como o erro-padrio da média, sendo que a expressao “pa-
dridio” é empregada no sentido de uma média, como em “desvio-padrio”. Seu papel ¢ fundamen-
tal na Estatistica, pois mede a extensiio da flutuagao ou variagio esperada das médias amosirais,
em fungiio do acaso. Se @, € pequeno, hi boas chances de a média de uma amostra estar praxima
da média da populacio: se o, € grande, € mais provivel gue obtenhamos uma média amostral
consideravelmente diferente da média da populagio.

Podemos ver o que determina o tamanho de o a partir das duas formulas precedentes. Am-
bas as férmulas (para populagGes infinitas e finitas) mostram que o, cresce quando a variabilida-
de da populagio aumenta, ¢ decresce quando o tamanho da populacio aumenta. Na realidade, ¢
diretamente proporcional a ore inversamente proporcional 2 raiz quadrada de n. (Para populagbes

finitas, decresce ainda mais rapidamente por virtude do n que aparece em /5=F.)

ISR 10.5  Quando extraimos uma amostra aleatéria de uma populagio infinita, o que acontece com o erro-
padrio da média e, portanto, com o erro que poderiamos esperar quando utilizamos a média da
amosira para estimar a média da populagio, se o tamanho da amostra é
(a) aumentado de 30 para 200,

(b) diminuido de 360 para 407

Solucéio (a) A razfio dos dois erros-padriio é

i 50 fﬁﬁ' \ﬁ_l
;=

¢ quando n ¢ quadruplicado, o erro-padric da média € reduzido, mas apenas dividido por 2.

(b) A razdo dos dois erros padriio ¢

o a0

¢ quando n € dividido por 9, o erro padrio da média ¢ aumentado, mas apenas muliipli;idu
por 3.

; f M= o - ; &
O fator y/ %=y na segunda férmula para . ¢ denominado fator de corregio para popu-
lagio finita. porque, sem ele. as duas férmulas para o (para populagdes infinitas e finitas) sdo
iguais. Na pritica. omitimos esse fator, a menos gue a amostra constitua pelo menos 5% da

populagio, pois, de outra forma, tal fator estd tio proximo de | que quase ndo influi no valor
de ..

2 10.6 Encontre o valor do fator de corregio para populagiio finita para N = 10.000 e n = 100.
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..............

Soluc@io  Substituindo N = 10.000 ¢ n = 100 na férmula do fator de corregio para populagio finita, obte-
mos

N=—n 10.000 = 100

N—1 "y Toooo—1 _ 9%

¢ esse valor estd tdo proximo de | que o fator de corregiio pode ser omitido para fins praticos,

Ji que enunciamos as [Grmulas para o erro-padrao da média sem prova, veriliquemos a que
se refere a populagdes finitas usando os resultados das duas exemplificagdes da Secao 10.6.

FAEEeY 10.7 Com referéncia ao exemplificado & pdgina 250, em que tinhamos N=5,n=2¢ o= V8, verifi-
que que a segunda das duas férmulas para o fornece o= V3, ou seja, o valor que obtivemos 2 pé-
gina 252,

Solucdio  Substituindo N = 5. n = 2 ¢ o=+/8, na segunda das duas formulas para o, obtemos

V8 J5-12 -.f”f,i
ﬂ.‘:’ﬁ's_l 'V'Ir_ .

EXEMPLO J 0.8 Com referéncia i simulagio por computador da Figura 10.4, onde tinhamos N= .00, n=15¢
o= 288.67, que valor poderiamos ter esperado para o desvio-padriio das 100 médias amostrais?

Solugdo Substituindo N = 1.000, n = 15 e o= 288.67 na segunda das duas férmulas para o, obtemos

288,67 [1.000 - 15
&= ' = 7401
15 LO00 =1

e 1550 estd bem proximo de 75,64, que € o valor realmente obtido na simulaciio por cnmpulaﬂm
da Figura 10.5. B

B © TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

Cuando wiilizamos uma média amostral para estimar a média de uma populagiio, as incertezas so-
bre o erro potencial podem ser expressas de virias maneiras. Se soubéssemos a distribuigio
amostral exata da média, o que, € claro, nunca sabemos, poderiamos proceder como na primeira
exemplificacdo da Secio 10,6 ¢ calcular as probabilidades associadas com erros de diversos ta-
manhos. Uma outra coisa que raramente, ou nunca, fazemos € usar o teorema de Tchebichev e
afirmar, com uma probabilidade de pelo menos | - E!f que a média de uma amostra aleatdria di-
ferird da média da populagioe correspondente por menos do que & - o

AN 10.9  Usando o teorema de Tchebichev com k = 2, o que podemos dizer sobre o tamanho potencial de
nosso erro, se utilizarmos uma amostra aleatdria de tamanho n = 64 para estimar a média de uma
populagio infinita com o = 207
Soluciio Substituindo # = 64 ¢ o= 20 na férmula apropriada do erro-padrie da média, obiemos

=15

e

oy =
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e sezue que podemos afirmar, com uma probabilidade de pelo menos - 51: = (.75, que o erro se-
t4 inferior ak - - = 2(2.5) = 5. |

A importincia desse exemplo € que ele mostra como podemos fazer afirmagdes probabilisti-
cas exatas sobre o erre polencial quando estimamos a média de uma populagdo. O problema com
o uso do teorema de Tehebichey € que “pelo menos 0,75 ndo nos diz o suficiente quando na rea-
lidade aquela probabilidade pode ser, digamos, 0,998, ou mesmo 0,999, Enquanto o teorema de
Tchebichey estabelece uma conexdo I6gica entre os erros ¢ as probabilidades que podem ser co-
metidos, exisie um oulre teorema matemdtico que, em muitas circunstincias, nos permite fazer
afirmagoes probabilisticas muito mais fortes sobre tais erros potenciais.

Esse teorema, que € o segundo dos dois teoremas mencionados & pdgina 253, € denominado
o teorema do limite central ¢, informalmente, afirma que para grandes amosiras, a distribuigio
amostral da média pode ser muito bem aproximada por uma distribuicio normal. Lembrando gue
na Se¢iio 10.7 vimos gue

—

iy = € L4

=

T Vn

para amostras aleatdrias de populagées infinitas, podemos, entiio, dizer formalmente que

TEQ@EN}A {_:'D Se X & a média de uma amostra aleardria de ramanho n de wma populagde infinita com a
LIMITE CENTRAL média p e o desvio-padrde o e se n € grande, entio

_¥-u

S i

tem aproximadamente a distribuicdo normal padréo.

Esse teorema € de importdncia fundamental em Estatistica, pois justifica a aplicagio de mé-
todos da curva normal a uma ampla gama de problemas; esse teorema se aplica a populagies in-
finitas ¢ também a populagoes finitas quando n, embora grande, constitui uma porgio pequena da
populagio. Nao podemos dizer precisamente quio grande n deve ser para que possamos aplicar
o teorema do limite central mas, a menos que a distribuicio da populagio tenha um formato mui-
to rare, em geral, n = 30 € considerado suficientemente grande. Quando a prépria populagdo da
qual estamos extraindo amostras tem aproximadamente o formato de uma curva normal, a distri-
buigio amostral da média pode ser aproximada muito bem com uma distribuigio normal, inde-
pendentemente do tamanho de .

O teorema do limite central também pode ser usado para populagdes finitas, mas ¢ bastante
complicado dar uma descrigiio precisa das situagdes em que isso € possivel. A utilizagio adequa-
da mais comum € o caso em que » € grande enquanto §; € pequeno.

Vejamos, agora, qual probabilidade tomard o lugar de “pelo menos (0,757 se utilizarmos o
teorema do limite central, em vez do teorema de Tehebichev, no Exemplo 10,9,

FAF0EeR 10.10 Usando o teorema do limite central, qual € a probabilidade de o erro ser inferior a 5 quando usa-
mos a média de uma amosira aleatéria de tamanho i = 64 para estimar a média de uma popula-
giio infinita com o= 207

Solugo A probabilidade ¢ dada pela drea da regido colorida sob a curva na Figura 10.6, ou seja, pela drea
sob a curva normal padrio entre
=3
e e—— - i} i= _—5 =z 2
20/v64 20/+/64
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Como a entrada na Tabela 1 correspondente a z = 2,00 € 04772, a probabilidade procurada é
(b ATT2 + 04772 = 09544, Assim, a alirmagiao de que a probabilidade € de “pelo menos (0,757 €
substituida pela afirmagio muito mais forie de que a probabilidade ¢ da ordem de 0,95, [ |

BB A.GUMAS CONSIDERACOES ADICIONAIS

MNas Secoes 10.6 até 10,8, nosso objetivo principal foi introduzir o conceito de uma distribuicio
amostral, ¢ a que escelhemos como ilustragdo foi a distribuigio amostral da média. Devemos dei-
xar claro, entretanto, que, em lugar da média, poderiamos ter utilizado a mediana, o desvio-pa-
drio, ou alguma outra estatistica, e estudado suas Mutuagtes aleatdrias. No que diz respeito 4 1eo-
ria envolvida, isso teria exigido uma férmula diferente para o desvio-padrio e uma teoria andlo-
ga. ainda que diferente, ao teorema do limite central.

Por exemplo, para grandes amostras de populagtes continuas, o erro-padrio da mediana ¢
aproximadamente

a
=123 —
a, 23 o
onde n é o tamanho da amostra e o € o desvio-padriio populacional. Note que a comparagio das
formulas
a o
O = — g o;=125-—
x ﬁ E u"ﬁ

reflete o fato de que a média € geralmente mais confidvel do que a mediana (isto €, ela tende a nos
expor a erros menores) quando estimamos a média de uma populagio simétrica. Para populagoes
siméiricas, as médias das distribuictes amostrais de ¥ ¢ ¥ siio ambas iguais & média populacional g

FANIIEY 10.11  Quiio grande precisamos tomar uma amosira aleatdria para que sua média seja uma estimativa tio
confidvel da média de uma populagio continua siméirica quanto a mediana de uma amosira alea-
téria de tamanho n = 2007

Solucdo Igualando as duas férmulas do erro padrio e substituindo st = 200 na férmula do erro padriio da

mediana, oblemos
a i

— =125 —

Jn 200
gue, resolvida em relagiio a n, dd n = 128, Assim, para o ohjetivo proposto, a média de uma amos-
tra aleatéria de tamanho n = 128 € tao “boa™ quanto a mediana de uma amostra aleatéria de tama-
nho n =200, B

04772 04772

Figura 1.6
Diagrama para o [T i g+
Exemplo 10.10. (z=-2) (z=2)
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Além disso. um ponto que vale a pena enfatizar ¢ que as exemplificacdes da Segiio 1006 fo-
ram utilizadas como recurso diditico, projetadas para transmitir a idéia de uma distribuigiio
amosiral, mas elas nfo refletem o que fazemos na pritica. Na pritica, raramente podemos rela-
cionar todas as amostras possiveis ¢ ¢ comum basearmos uma inferéneia numa Gnica amostra, ¢
niio em 100 amostras. No Capitulo 11 ¢ em capilulos subseqiicntes, abordaremos em maior pro-
[undidade o problema de iraduzir a teoria sobre distribuigbes amostrais em mélodos de avaliar os
mdritos ¢ as deficiéneias de processos estalisticos.

Um outro ponto que vale a pena enfatizar se refere a /n que aparece no denominador das fir-
mulas do erro-padriio da média. E claro que, quando n se torna cada vez maior, nossas generaliza-
giies estarfio sujeitas a erros cada vez menores, mas a /n nas férmulas do erro-padriio da média
nos diz que o ganho em confiabilidade ndo ¢ proporcional ao aumento no tamanho da amostra, Co-
mo vimos, quadruplicar o tamanho da amostra apenas duplica a confiabilidade de uma média
amostral como uma estimativa da média de uma populagio. Na realidade. para quadruplicar a con-
fabilidade, deverfamos multiplicar por 16 o tamanho da amostra. Usando a linguagem dos econo-
mistas, essa relagio entre confliabilidade e tamanho da amosira indica que ha diminui¢io de lueros
com um aumento do tamanho da amostra, Raramente compensa trabalhar com amostras extrema-
mente grandes.

&

10.30 Suponha que na exemplificagiio & pigina 245, em que extraimos, sem reposigio, amostras
aleatdrias de tamanho n = 2 da populaciio finita cujos elementos sdo os nimeros 3, 5,7, 9
¢ 11, a extragio tivesse sido feita com reposicio.

(a) Relacione as 25 amostras ordenadas que podem ser exiraidas com reposiciio da po-
pulagio dada e calcule suas médias. {Aqui, “ordenada™ significa que 3 ¢ 7 ¢ uma
amosira diferente de 7 ¢ 3.)

{b) Supondo que a amostragem ¢ aleatdria, a saber, que cada uma das amostras orde-
nadas da parte (a) tenha a probabilidade %, construa a distribuigio amostral da mé-
dia para amostras aleatérias de tamanho i = 2 extraidas, com reposiciio, da popula-
¢do dada.

&

10.31 Com referéncia ao Exercicio 10.30, encontre as probabilidades de que a média de uma
amostra aleatdria de tamanho i = 2 extraida, com reposicio. da populacao dada, seja dife-
rente de g =7 por
(a) | oumenos;

(b) nomdximo 2.

SOIDIDYIXT —

10.32 Caleule o desvio-padrao da distribuigio amostral obtida na parte (b) do Exercicio 10.30 ¢
verifique o resultado substituindo n = 2 ¢ o= /8 na férmula do erro-padriio & pagina 254.

10.33 Uma populagio finita consiste nos N = 8 elementos 12, 12, 12, 12, 12, 14, 20 ¢ 42. Como
pode ser facilmente verificado, a média dessa populacio € g = 17 e seu desvio-padrio é

o= +/96 = 4 /6.
: 8 - ;
{a) Relacione as (2) amositras possiveis de tamanho n = 2 que podem ser extraidas, sem

3
reposigio, dessa populagio finita. [Suegestdo: em (2) = [0 dessas amostras, ambos

os valores sfio iguais a 12.]
{b) Calcule a média de cada uma das amostras obtidas na parte (a).
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(¢} Atribuindo a cada uma das amostras obtidas na parte (a) a probabilidade a—_; consirua
a distribuigao amostral da média para amostras aleatdrias de tamanho n = 2 extraidas,
sem reposicio, da populagio dada.

{d) Encontre a média ¢ o desvio-padrio da distribuicio amostral da média obtida na par-
e (c).

10.34 Use a formula do erro padriio & pigina 254 para conferir o resultado na parte (d) do Exer-
cicio 10,33,

10.35 Quando extraimos amostras de uma populagio infinita, o que acontece com o erro-padrio
da média quando o tamanho da amostra ¢
(a) avmentado de 30 para 1240;
(b)  diminuido de 245 para 57

10.36 Quando extraimos amostras de uma populagio infinita, o que acontece com o erro-padrao
da média quando o tamanho da amostra ¢
(a) diminuido de 1000 para 10;
(b)  aumentado de 80 para 3007

10.37 Qual ¢ o valor do fator de corregiio para populagiio finita quando
(@) N=200en=10
(b) N=300en=25;
(¢) N=5.000¢n=100?7

10,38 Mostre que se a média de uma amostra aleatdria de tamanho » ¢ usada para estimar a mé-
dia de uma populagio infinita com desvio-padrio oe n € grande. entdo hd uma chance
meio a meio de que a magnitude do erro seja menor do que

a
4745 . —
0 =

E costume designar essa quantidade como o erro provivel da média: hoje em dia, ¢ usa-

da principalmente em aplicagtes militares.

{a) Seuma amostra aleatéria de tamanho n = 64 ¢ extraida de uma populagio infinita
com o= 24.8, qual € o erro provivel da média?

(b} Se uma amostra aleatdria de tamanho n = 144 € extraida de uma populagio muito
grande {consistindo, digamos, nas multas pagas por virias infragtes de (rifego num
certo estado em 1999) com o= 219,12 unidades monetdrias, qual € o erro provivel
da média? Explique seu significado.

10.39 Na exemplificaciio A pigina 246, comparamos amostras estratificadas de uma populacio
de quatro pesos com amostras alcatdrias comuns de mesmo lamanho.

(a) Atribuindo a cada uma das amostras aleatérias da pagina 246 a probabilidade £. mos-
tre que a média ¢ o desvio-padrio dessa distribuigio amostral da média sio i, = 160
e F= 21 f'[].

(b} Atribuindo a cada uma das amostras aleatdrias da pdgina 246 a probabilidade §, mos-
tre que a média e o desvio-padriio dessa distribuigio amostral da média sfio . = 160
e =1,1.

10.40 A média de uma amostra aleatdria de tamanho i = 36 & usada para estimar a média de uma
populagio infinita com desvio-padrio o= 9. O que pode ser dito sobre a probabilidade de
o erro dessa estimativa ser menor do que 4,5, se aplicarmos
(a) o teorema de Tehebichey:

(b) o teorema do limite central?
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10.41 A média de uma amostra aleatéria de tamanho n = 25 ¢ usada para ¢stimar o intervalo de
tempo médio durante o gual uma pessoa com mais de 65 anos de idade consegue se con-
centrar. Sabendo que o desvio-padriio dessa populagio € o= 2.4 minulos, o gue pode ser
afirmado sobre a probabilidade de o erro da estimativa ser menor do que 1.2 minutos, se
aplicarmos
(a) o leorema de Tehebichev:

(b) o teorema do limite central?

10,42 A média de uma amostra aleatdria de tamanho n = 100 serd utilizada para estimar a pro-
ducio média didria de leite num rebanho muito grande de vacas leiteiras. Sabendo que o
desvio-padrio dessa populaciio € o= 3.6 litros, o que pode ser afirmado sobre a probabi-
lidade de o erro da estimativa ser
{a) maior do que 0,72 litros;

(b) menor do que 0,45 litros?

10.43 Se as medigdes da gravidade especifica de uma lata de metal podem ser consideradas co-
mo uma amostra aleatdria de uma populagiio normal com desvio-padrio o= 0,025 uni-
dades de medigiio, qual € a probabilidade de a média de vma amostra aleatéria de tama-
nho n = 16 estar errada em, no maximo, 0,01 unidades de medigio?

10.44 Verifique que a média de uma amostra aleatéria de tamanho n = 256 ¢ uma estimativa tio
confidvel da média de uma populagiio continua simétrica quanto a mediana de uma amos-
tra aleatdria de tamanho n = 400,

10.45 Qudo grande deve ser uma amostra aleatGria para que sua mediana seja uma estimativa tio
confidvel da média de uma populacio continua simétrica quanto a média de uma amostra
aleatdria de tamanho n = 1447

R \OTA TECNICA (SIMULACAQ)

A simulagio tornece uma das maneiras mais efetivas de ilustrar e, conseglientemente, de ensinar,
alguns dos conceitos basicos da Estatistica. Ela serve para demonstrar a validade da teoria quan-
do as provas matemdticas rigorosas estio além dos pré-requisitos deste livro.

Também, como veremos em capitulos que seguem, a avaliagdio e a interpretagiio de téeni-
cas estatisticas freglientemente exigiriio que imaginemos o que aconteceria se 0s experimentos
fossem repetidos um grande niimero de vezes. Como, na maioria das vezes, tais repetigiies nio
$d0 nem priticas nem vidveis, podemos recorrer, em vez disso, a simulagies, preferivelmente
com ¢ uso de computadores. A simulagdo tem importincia, também, no desenvolvimento da
teoria estatistica, pois hd situagdes em que a simulagio ¢ mais ficil do que uma andlise mate-
mitica detalhada.

As simulagoes de amostras aleatdrias também podem ser feitas usando tabelas de ndmeros
aleatdrios, mas para 0 uso nos exercicios a sepuir, apresentamos na Figura 10.7 quarenta amos-
tras aleatdrias simuladas por computador, cada uma delas consistindo em n = 5 valores de uma
varidvel aleatdria com distribuigiio de Poisson com b = 16, e portanto g = 16 e o= 4. (O leitor po-
de imaginar esses niimeros como dados referentes ao ndmero de chamadas de emergéncia que um
servigo de ambulincias recebe numa tarde, o nimero de ligagGes que uma operadora recebe du-
rante um intervalo de dez minutos, ou o ntimero de panfletos de propaganda que um motorista re-
cehe num certo sinal de trinsito.)
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#*10.46 Cada linha na Figura 10.7 constitui uma amostra aleatéria de tamanho n = 5 de uma popu-
lagiio de Poisson com A = 16, ¢ portantocom = 16 ¢ o= 4,
{a) Calcule as médias das 40 amostras na Figura 10.7.

I':'I (b) Calcule a média e o desvio-padrao das 40 médias obtidas na parte (a) ¢ compare os
S< resultados com os correspondentes valores esperados a partir da teoria da Se¢iio 10.7.
T #10.47 Determine as medianas das 40 amostras mostradas na Figura 10,7, calcule seu desvio-pa-
ﬁ driio e compare o resultado com o correspondente valor esperado a partir da teoria da Se-
4 ciio 10.9.
)
O Amostras Simuladas de Poisson comn =35
w MIE > Random 40 cl-g5:
SUBC» Poisson 16.
MTE > Print ¢l-eS.
Row
- G 15 (i 19 11
2 16 15 19 14 1%
3 L4 20 11 22 19
& 14 20 17 22 14
5 21 11 13 18 15
& 13 11 13 15 12
7 14 12 14 17 10
2 L7 13 25 17 20
9 23 14 1a i3 21
10 15 12 16 11 14
11 21 12 19 14 14
12 20 22 15 19 17
L3 23 13 8 16 21
14 15 19 18 12 18
15 17 23 20 11 3]
L6 18 16 16 21 22
17 20 19 21 17 ]
18 19 17 11 14 1%
19 12 18 14 16 14
20 11 14 11 12 26
21 17 16 11 11 ¥
22 1> 16 16 149 18
23 16 12 18 16 15
24 20 19 23 14 14
25 19 18 16 24 13
26 13 18 14 17 25
27 16 17 18 14 22
28 15 17 11 15 13
29 23 12 13 13 le
30 15 28 11 14 11
31 14 13 18 7 16
32 1% 17 11 16 13
33 13 14 16 12 7
34 25 14 8 15 15
35 12 17 12 12 13
Figura 107 v 20 4 1 18 1
Simulagio por ;! 13 19 19 15 17
computador de da- 39 12 14 11 19 14
dos de Poisson. 40 L4 9 17 24 18
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*10.48 No Exercicio 11.35 apresentaremos uma maneira de estimar o desvio-padrio populacio-
nal em termos da amplitude (maior valor menos menor valor). Com esse propdsito, a am-
plitude ¢ dividida por uma constante. que depende do tamanho da amostra; por exemplo,
dividimos por 2,33 para n = 5. Uma outra maneira de dizer isso € que para amostras de (a-
manho n = 5, a média da distribuiciio amostral da amplitude ¢ 2,330, Para verilicar isso,
determine as amplitudes das 40 amosiras mostradas na Figura 10.7 ¢ entao calcule sua mé-
dia. Isso ¢ uma estimativa da média da distribuigio amostral e, como o tamanho da amos-
traé n =3, dividindo-a por 2,33 fornece uma estimativa para o, que se sabe ser igual a 4.
Encontre o erro percentual dessa estimativa,

#*10.49 Nas pdginas 87/88 explicamos que a divisdo por n — | nas formulas do desvio-padriao amos-
tral e da varidncia amostral serve para tornar s~ um estimador ndo tendencioso para o, ou
seja, para fazer a média da distribuigiio amostral de s igual a o, Para verificar isso, encon-
tre a média das varidncias das 40 amostras na Figura 10.7, que sio 26,0: 4,3; 20,7; 12,8;
16,3; 2.2: 6,8; 19,8: 6.3; 4.3; 14,5;5.7; 41.5; 8,3; 24.2; 7.8; 23.2: 12.0; 10,0;: 40,7; 12,2; 2.7
4,8; 15,5; 16,5; 22,3; 8.8; 5,.2: 20,3; 49.5; 17,5: 10,2; 4,3; 37,3;4,7: 23,5; 6,2, 6,2: 95 ¢
31,3. Como & ¢ sabidamente igual a 16, caleule o erro percentual dessa estimativa,

10,11 I ISTA DE TERMOS-CHAVE [com indicacao das paginas de suas definictes)

.=
#Alocagiio dlima, 247, 250 Distribuigiio discreta uniforme, 252
Alocagio proporcional, 246 Distribuigio inteira, 252
Amostra aleatdria, 238, 239 *Erro provivel da média, 259
Amosira aleatdria simples, 239 Erro-padriio da média, 254
Amostragem aleatdria (simples) estratificada, Erro-padriio da mediana, 257

246 *Estratificagio, 245
Amostragem aleatoria de uma populagdo fini-  *Estratificacio cruzada, 247

ta, 239 *Estratos, 246
* Amostragem estratificada, 245 Estrutura amostral, 244
*Amostragem por drea, 248 Fator de corre¢iio para populagio [inita, 254
*Amostragem por conglomerado, 248 Nimeros aleatdrios, 240
FAmostragem por colas, 247 *Planejamento de amostra, 245
*Amostragem por julgamento, 247 Populagio finita, 239
Amostragem por levantamento, 245 Populacio infinita, 239
*Amostragem sistemdtica, 245 Simulacio por computador, 252
Distribuigio amostral, 238 Teorema do limite central, 256

10.12 REFERENCIAS
| |

Dentre g muitas tabelas publicadas de mimenos aleardrios, wma das mais largamente atilizadas ¢

Raxe Corroramion, A Million Random Digits wirh 100,000 Normal Deviares, Mew York: Macmillan
Publishing Co.. Inc., third printing, 1996,

Tambdm existem cafeuladoras programedas para gerar mimeros aleatdrios g ¢ vazogvehnente fGcil programar
i conmpiador para gue permita ao usudrio gerar seus proprios miimeros aleatdrios. Um dos muitos artigos a
respeite desse assunto £ o seguinte

KimerLivg, C., “Generate Your Own Random Numbers™, Marhenaiics Teacher, February 1984,
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Marerial interessante sobre ¢ infcio do desenvolvimento de tabelas de nitmeres aleardrios pode ser encontrado
et

BesnerT, 1. D, Randemness, Cambridge, Mass.: Harvard University Press, 1998,

Consegitencias das vdvias formidas de ervo-padrdo e formudacdes (e provas) mais gevais do tearema do limite
centeal podem ser encontradas na maioria dos liveos diddticos de Estatistica matemdiica. Tude gue & tipo de
informeagdo sobve amosiragem ¢ dada em

CocHraN, W. G.. Sampling Techrigues, 3rd ed. New York: John Wiley & Sons, Inc., 1977,

SCHAFFER, R. L., MEspENHALL, W, and O, L., Elementary Survey Sanypling., 4th ed. Boston: PWS-
Kent Publishing Co., 1990,

Stomm, M, L. Sampling in g Nueshell, New York: Simon and Schuster, 1973,
WiLLiams, W, H., A Sampder on Sampling. New York: John Wiley & Sons, Inc., 1978,
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FXERC]CJOS DE REVISAO PARA OS CAPITULOS 8, 9 E 10
[ —

R91 Dentre |8 trabalhadores num piquete de grevistas, dez sio homens e oito sdo mulheres.
Se uma equipe de TV selecionar aleatoriamente quatro deles para serem filmados, qual é
a probabilidade de que vi incluir
(a) somente homens:
(b) dois homens e duas mulheres?

R.92 Encontre a drea sob a curva normal padriio que estid
(a) Aaesquerdadez=1,65;
(b) & esquerda de z =-0,44;
(¢) entrez=1,15¢cz= 185
(d) entre z==066¢ =066,

R.93 Encontre z, sabendo que o= 02709,

R.94 Um agente alfandegdrio quer inspecionar 12 de 875 volumes listados no manifesto da
carga de um navio. Quais volumes (por niimeros) o agente alfandegdrio inspecionard se
ele usar as colunas 28, 29 e 30 e descer pela pdgina a partir da sexta linha da tabela na Fi-
gura 10.27

R.95  Verifique, em cada caso, se estd satisfeita a condigfio para a aproximagiio binomial da dis-
tribuigiio hipergeométrica:
{a) a=40,b=160en=358;
by a=100,h=60en=10;
(¢} a=068,0=82en=12;

R.96 Se aquantidade de tempo que um turista permanece no interior de uma catedral € uma va-
ridvel aleatdria de distribuigiio normal com p =234 minutos ¢ o= 6,8 minutos, encontre
a probabilidade de que o turista vi permanecer
(a) pelomenos 15 minutos;
(b} algum tempo entre 20 ¢ 30 minutos.

R.97 Qual € a probabilidade de cada amostra possivel se sfio extraidas amostras aleatdrias de
tamanho r = & de uma populagiio finita de tamanho N = 457

*R.O8 A probabilidade de que um certo jogadoer de basquete va converter um lance livee qual-
quer em cesta ¢ de 0,36, Qual € a probabilidade de gue o primeiro lance livee que ele vi
converler em cesta seja
(a) seu sezundo lance livre;

{b) seu quinto lance livre?
(Sugestao: Use a férmula da distribuigiio geométrica.)
R.9%  Enconire a média da distribuicio binomial com s = 8 ¢ p = 0,40, usando
{a) aTabelaV e aformula que define g
{b) a férmula especial para a média de uma distribuigfio binomial.

R.100 Use a distribuigiio normal para aproximar a distribui¢io binomial de que pelo menos 25

dentre 60 picadas de abelha causem algum desconforto, se a probabilidade é de 0,48 de
que uma picada de abelha qualquer vi causar algum desconforto.

R.101 Verifigue, em cada caso. se estio salisfeitas as condigBes para a aproximacio de Poisson
da distribuigio binomial:
(@) n=180ep=4§
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(b) n=480¢p=:
(¢) n=515¢ep=5

R.102 Sabe-se que 6% de todos os ratos silo portadores de determinada doenca. Se examinarmos
uma amostra aleatdria de 120 ratos, estaremos satisfazendo a condicio exigida para wili-
zar a aproximagio de Poisson & distribuigio binomial? Caso estejamos, use a distribuigio
de Poisson para aproximar a probabilidade de que somente 5 dos ratos sejam portadores
da doenga,

R.103 Uma varidvel aleatéria tem uma distribuicio normal com o= 4.0. Se hd uma probabilida-
de de 0,9713 de que essa varidvel assuma um valor menor do que 82,6, qual &€ a probabi-
lidade de que ela va assumir um valor entre 70,0 ¢ 80,07

R.104 Transforme as 40 amostras na Figura 10.7 em 20 amostras de tamanho = 10 combinando
as amostras | ¢ 2, as amostras 3 e 4, . . ., ¢ as amostras 39 ¢ 40. Caleule a média de cada uma
dessas 20 amostras ¢ determine sua média e seu desvie-padrio. Compare os resuliados com
os valores que poderiamos esperar obler de acordo com o leorema & pigina 253/254.

R.105 Um pequeno navio de cruzeiro tem cabines externas de luxo, cabines externas normais e
cabines internas, e as probabilidades de que um agente de viagens vi receber pedidos de
reservas para a primeira, a segunda e a terceira dessas categorias siio de 0,30, 0,60 ¢ 0,10,
Se um agente de viagens receber pedidos de nove reservas, gual € a probabilidade de que
guatro deles sejam para as cabinas externas de luxo. guatro para as cabines externas nor-
mais e um para uma cabine interna?

R.106 Num certo bairro, o tempo de que uma ambuldncia leva para atender um chamado pode
ser considerado uma varidvel aleatdria de distribuicio normal com p= 5.8 minutos ¢ des-
vio padrio o= 1.2 minutos. Qual € a probabilidade de que uma ambuliincia vi levar no
maximo 8,0 minutos para atender uma chamada?

R.107 Um certo zooldgico tem uma cole¢do grande de tamanduds, com cinco machos e guatro
fémeas. Se um veterindrio escolher ao acaso trés deles para examinar, quais sfio as proba-
hilidades de que
{a) nenhum deles scja fEmea;

(b) dois deles sejam (Emeas?

R.108 Alega-se que

{a) seotamanho da amostra ¢ aumentado em 44%, entdo o erro-padriio da média € re-
duzido em 20%:;

{b) se o erro-padriio da média deve ser reduzido em 20%. entiio o tamanho da amosira
deve ser aumentado em 56,25%.

Qual dessas duas afirmagdes € verdadeira e qual ¢ falsa?

R.109 A Figura R.4 mostra a densidade de probabilidade de uma varidvel aleatoria continua de-

finida no intervalo de 0 a 3.

(a) Verifique que a drea total sob a curva éiguala 1.

(b) Encontre a probabilidade de que a varidvel aleatdria va tomar um valor maior do gue 1.5,
*R.110 Suponha que gueiramos encontrar a probabilidade de que uma varidvel aleatdria de dis-

tribuicio hipergeométrica com n = 14, a = 180 ¢ b = 120 vii tomar o valor x = 5.

(a) Verifigue que a distribuicio binomial com n = 14 ¢ p = s = 2 pode ser usada pa-

ra aproximar ¢ssa distribuicio hipergeoméirica,
{b) Verifique que a distribuicio normal com g =np = 14 - % =84ec=pl—p) =

JTHU.B)0.E) = 1.83 pode ser usada para aproximar a distribuigiio binomial da parte (a).
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el

Fipura R.4 1 2 3
Diagrama para o
Exercicio R.109,

{¢) Use adistribuigiio normal com g = 8.4 e o= 1,83 para aproximar a probabilidade hi-
pergeomélricacomxy =5 n= 14, a=180e b = 120.

R.111 O tempo que um eletricista leva para consertar um ventilador de teto pode ser tratado co-
mo uma varidvel aleatdria de distribuigio normal com pr= 24,55 minutos ¢ o= 3,16 mi-
nutos. Encontre a probabilidade de que um eletricista leve algum tempo entre 20,00 e
30,00 minutos para consertar um ventilador de teto.

R.112 Quantas amostras diferentes de tamanho
{a) n=23 podem ser extraidas dentre NV = 14 revistas diferentes da sala de espera de um
consultério médico?

{b) n =35 podem ser extraidas para um comprador em potencial dentre N = 24 casas &
venda num ¢erio bairre da periferia?

R.113 Um grupo de 300 pessoas sorteadas para um jiri inclui apenas 30 pessoas com idade in-
ferior a 25 anos. Para um caso especifico relacionado a narcéticos, o jiri de 12 realmen-
te selecionado do grupo nido incluiv pessoa alguma com idade inferior a 235 anos. O jovem
advogado de defesa queixou-se de que este jori de 12 ndo ¢ representativo. Ele argumen-
tou que a probabilidade de que um dos jurados tenha idade inferior a 25 anos deve ser
mutitas vezes a probabilidade de que nenhum deles tenha idade inferior a 25 anos.

{a) Encontre a razio dessas duas probabilidades, usando a distribuigiio hipergeoméirica,
(b) Encontre a razio dessas duas probabilidades, usando a distribui¢io binomial como
aproximagio,
E % R.114 Durante uma noite de sexta-feira, 50 motos de wele-entrega de uma rede de farmicias per-
correram

232 267 21,5 238 191 223 274 224 206 2335
16,5 222 21.9 144 256 230 234 21.2 168 284
M5 215 226 198 205 27 163 189 240 213
222 M8 175 180 214 225 206 17,7 159 225
267 2.3 45 193 254 0.0 165 21,1 238 205

quildmetros. Use um computador ou uma caleuladora grifica para conlerir se esses dados
podem ser considerados como os valores de uma varidvel aleatdria de distribuigiio normal.

R.115 Utilizando a parte superior do impresso na Figura R.5. encontre as probabilidades de que
uma varidvel aleatdria de distribuiciio de Poisson com & = 1.6 vi tomar
{a) uwm valor menor do gue 3;
(b) owvalor3, 4ous;
{¢) um valor maior do que 4.

R.116 Repita o Exercicio R, 115 usando a parte inferior do impresso na Figura R.5, a saber, as
probabilidades cumulativas,
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R.117 Use a parte superior da Figura R.5 para calcular a média da distribuigio de Poisson com
k= 1,6 verificando. assim, a [drmula u = i
R.118 Use a parte superior da Figura R.5 e a férmula de caleulo 4 pagina 199 para caleular a va-
riancia da distribuiciio de Poisson com 2 = 1,6 verificando, assim, a férmula of = A,
R.119 Qual é o fator de corregiio para populagio finita se
(a) N=120ecn=30;
(b} N=400en =307
R.120 Determine, em eada caso, se as seguintes fungdes podem ser distribuigdes de probabi-
lidade (definidas, em cada caso, para os valores dados de x) e explique suas respostas:
(a) f(x)=fparax=0,1,2,3,4,56¢7;
(b) fxy=%5 parax=1,2,3¢4;
€} flx)= I_‘izl'j-ﬂ parax=23,4¢e5.
R.121 O nidmero de flores num cacto raro ¢ uma varidvel aleatéria de distribuig¢io de Poisson
com A= 2,3. Qual ¢ a probabilidade de que tal planta v ter
{a) nenhuma flor:
(b) pelo menos duas flores?

R.122 As probabilidades de que 0, 1, 2, 3, 4 ou 5 dos pacientes de um médico peguem a gripe
durante a semana de férias de fim de ano do médico siio, respectivamente, de (1.22; 0.34;
0.24; 0,13;: 0,06 e 0,01.

(a) Encontre a média dessa distribuicio de probabilidade.

Fung@io Densidade de Probabilidade

Poisson with mu = 1.60000

¥ P{ X=x)

0,00 0.2019
1.00 0.3230
2.00 0.2584
.00 0.1378
4 .00 0.0551
5,00 0.0176
.00 Q.0047
R ) 0.0011
8.00 0.0002
4.00 00000

Fungiio Distribuicio Comulativa
Poisson with mu = 1.560000

x P{ X €=:1x )

Q.00 0, 2019
1.00 0. 5249
2.00 0,734
3.00 0.9212
{00 0.9763
- - 5 .00 0. 9940
Figura R.5 &.00 0.9987
Distribuigio de 7.00 0.20997
Poisson com .00 1.0000
S 00 1.0000

=16
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{b) Use a férmula de cdleulo para determinar a varifincia dessa distribuiciio de probabi-
lidade.

*R.123 Dentre 80 pessoas entrevistadas para ocuparem certos empregos nuima reparticiio pabli-
ca, 40 sdo casadas, 20 sfio solteiras, 10 divarciadas e 10 vidvas, De quantas maneiras po-
demos extrair dessas pessoas entrevistadas uma amostra estratificada de 10 por cento se:
(a) um quarto da amosira deve ser alocado a cada grupo;

(b) aalocagio deve ser proporcional?

R.124 Use a aproximacio normal da distribuicio binomial para aproximar as probabilidades de
uma varidvel aleatdria de distribuicio binomial com n = 18 e p = 0.27 tomar um valor
(a) menor do que 6:
{b) entrede§;
{c) maior do que 6.

R.125 Use a parte superior da Figura R.6 para determinar as probabilidades de que uma varii-
vel aleatdria de distribuigio binomial com n = 12 e p = 0,46 vi tomar
{a) ovaloré, 7oud;
(b) um valor maior do que ou igual a 9,

Fungio Densidade de Probabilidade

Binomial with n = 12 and p = 0.460000

4 BEE= =)

0.00 0.0006
1.00 0.00863
200 0.0294
3.00 2.0836
4.00 0.1602
5.00 0.2184
6.00 Q.2171
7.0 D.1585
8.00 0.0844
9.00 0.0319
10.00 0.0082
11.00 0.0013
12,00 0.0001

Funciio Distribuicio Cumulativa

Binemial with n = 12 and p = 0.460000

¥ B (X L= x)

.00 0.0006
.00 0.0069
2.00 0.0363
3.00 0.1199
§.00 0.2802
5.00 0, 4986
& 00 O 7157
7.00 0.8742
Figura R 500  0.9905
Distribuu;iﬂ bino- 10.00 0.0088
mialcomn=12¢ 11.00 0.9999
p=1046. 12.00 1.0000
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R.126 Use a parte inferior da Figura R.6 para repetir o Exercicio R.125.
R.127 Verifique. em cada caso. se estiio satisfeitas as condicdes para a aproximaciio normal da
distribuic@o binomial:
(a) uzi‘iep:%;
(b) n=105¢ep=:
(€) n=210ep=q;
(d) n=40e¢p=095.
R.128 Qual ¢é a probabilidade de cada amostra possivel se sio extraidas amostras aleatérias de

tamanho n = 3 de uma populagiio finita de tamanho N = 707

R.129 Dentre 12 moedas do império, sete sfio auténticas, és sio falsificagtes banhadas em ou-
ro e as duas restantes sio lalsificagtes em bronze puro. Se um comprador leigo escolher
trés dessas moedas, qual € a probabilidade de que ele pegue uma de cada tipo?

R.130 Encontre a média da distribuiciio binomial com n =9 ¢ p = 0,40, usando

{a) aTabelaV e a férmula que define
{b) a férmula especial para a média de uma distribui¢io binomial.
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s problemas de inferéncia estatistica tradicionalmente tem sido classilicados como

problemas de estimativa, em que tentamos determinar (dentro de limites razodveis)

s valores de parimetros populacionais: ou como testes de hipéteses. em que acei-
tamos ou rejeitamos afirmagdes sobre os parfimetros ou formas de populages: ou ainda pro-
blemas de previsiio, em que prevemos valores futuros de varidveis aleatdrias. Em cadaca- @
50, as inferéncias sfo bascadas em dados amostrais, embora em alguns métodos, os assim
denominados métodos bayesianos, ndo tratados neste livro, as inferéncias também siio ba-
seadas em informagio colateral efou julgamentos subjetivos, Nesie capilulo, enfocamos os pro-
blemas de estimativa, Os lestes de hipdteses sao tratados em capilulos subseqiientes, e os proble-
mas de previsio sdo estudados nos Capitulos 16 ¢ 17.

Os problemas de estimativas sio ficeis de exemplilicar porque surgem praticamente em
qualquer lugar, na ciéncia, na administragio ¢ na vida cotidiana, Em ¢iéncia, um psicdlogo pode
querer determinar o tempo médio de reagiio de um adulto a um estimulo visual; em adminisira-
¢io, um sindicalista pode querer saber quanta variabilidade existe no tempo que os operirios fi-
liados ao sindicato levam para chegar ao trabalho; ¢ na vida cotidiana, podemos querer descobrir
qual ¢ a percentagem de lodos acidentes envolvendo um dnico carro-causados por cansago do mo-
torista. Nesses wrés exemplos, o problema do psicdlogo diz respeito a uma média populacional, o
problema do sindicalista diz respeito a uma medida de variagio (1alvez um desvio-padrio). e nos-
so problema de vida cotidiana aborda uma percentagem. Conceitvalmente, todos esses problemas
sao tratados da mesma maneira, mas ha diferengas nos métodos especilicos que 530 utilizados. Os
métodos de estimar médias populacionais ccupam as Segdes 11.1 e 11.2; os relacionados a me-
digdes da variabilidade sio tratados na Secfio 1 1.3 e os relacionados a estimativas de percenta-
gens (também de proporgies e probabilidades) sio discutidos na Secio 11.4,
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Para ilustrar alguns dos problemas com que nos deparamos quando estimamos a média de uma
populagiio a partir de dados amostrais, vamos recorrer a um estudo em que planejadores indus-
triais procuram determinar o wempo médio que um adulto leva para montar um bringuedo que &
“facil de montar”, Com uma amostra alcatdria, eles obiém os dados seguintes (em minutos) para
36 pessoas que montaram o brinquedo:

17 13 18 19 17 21 29 22 16 28

21 15 26 23 24 20 8 17 17 21

32 18 25 22 16 10 20 22 19 14

30 22 12 24 28 11

A média dessa amostra ¢ ¥ = 19,9 minutos e, na auséncia de qualquer outra informacio, podemos
tomar esse nimero como uma estimativa de g, o “verdadeiro” tempo médio que um adulto leva
para montar aquele brinquedo,

Esse tipo de estimativa é denominado estimativa pontual, pois consiste em um tnico nime-
ro, ou um Gnico ponto na escala dos nimeros reais, Embora se trate da forma mais comum de ex-
pressar eslimativas, ela deixa margem para nidio poucas questdes. O nidmero em si ndio nos diz em
quanta informagiio se baseia a estimativa, nem tampouco nos informa sobre o tamanho possivel do
erro. E, naturalmente, devemos esperar um erre. Isso deveria ter ficado claro de nossa discussio da
distribuigio amostral da média no Capitulo 10, em que vimos que as Mutuacoes aleatorias da mé-
dia (e, conseqiientemente, sua confiabilidade como estimativa de ) dependem de duas coisas: do
tamanho da amostra ¢ do tamanho do desvio-padrdo populacional &, Assim, poderiamos suple-
meniar a estimativa, ¥ = 19,9 minutos, com a informagiio de que se trata da média de uma amosira
aleatdria de tamanho n = 36, cujo desvio-padrio € 5 = 5,73 minutos. Embora isso ndo nos dé o va-
lor efetivo de @, o desvio-padriio amostral pode servir como uma estimativa desse parimetro.

Muitas veres, os relatérios clentilicos apresentam as médias amostrais dessa maneira, junta-
mente com os valores de # ¢ 5, mas isso ndo fornece um quadro coerente aos leitores do relatdrio,
a menos que eles tenham algum treinamento formal em Estatistica. Para levar isso em conla, uti-
lizamos a teoria das Segoes 10.7 ¢ 10.8 ¢ a defini¢io no Exemplo 9.6, segundo as quais 7, € tal
que a drea A sua direita sob a curva normal padrio € « e, portanto, a drea sob a curva normal pa-
draoentre — 2, € 2,5 € igual a | — . Levando em conta que, para amostras aleatdrias grandes de
populagies infinitas, a distribuigio amosiral da média ¢ aproximadamente uma distribuiciio nor-
mal com . =pe .= f; vemos, pela Figura 11,1, que € de 1 — & a probabilidade de que a mé-
dia de uma amostra aleatdria grande de uma populagéo infinita va diferir da média populacional
por no midximo 2, - ?a; Em outras palavras,

Quando utilizamos ¥ como uma estimativa de g, a probabilidade é 1 - & de que essa
estimativa va diferir para um ou para o outro lado por, no méiximo

Erro MAXIMO -
DE ESTIMATIVA Vit

Esse resultado € aplicdvel se n for grande, » 2 30, e a populagiio for infinita (ou suficientemente
grande para ndo ser preciso aplicar o fator de correciio para populagao finita). Os dois valores
mais comumente usados, embora ndo necessariamente, para | — o sdio 0,95 € 0,99, ¢ os valores
correspondentes de 042 sio (1,025 e 0,005. Conforme foi solicitado ao leitor mostrar no Exercicio
9.16, temos 205 € Zgpas = 2,375,
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Figura 11.1 A
Distribuicio amos-

i B oz
tral da média. "

=i

AT 11,1 Um grupo de técnicos em eficiéncia pretende utilizar a média de uma amostra aleatdria de tama-
nho i1 = 150 para estimar a aptidio meciinica média (avaliada por cerio teste padronizado) dos
operdrios da linha de montagem de uma grande inddsiria. Se, com base na experiéncia, os téeni-
cos podem supor que o = 6.2 para tais dados, o que podem eles afirmar. com uma probabilidade
de 0,99, sobre o erro midximo de sua estimativa?

SolucGio Substitnindo n = 150, 0= 6.2 ¢ 7, . = 2,575 na [6rmula de E, temos

6,2
E=2515 —== 130

+ 150
Assim, 0s écnicos em eficiéncia podem alirmar, com 0,99 de probabilidade, que seu erro serd de,
no maximo, 1,30. =

Suponhamos, agora, que os téenicos coletem efetivamente os dados necessdrios para que ob-
tenham ¥ = 69,5, Podem eles ainda afirmar, com 0,99 de probabilidade, que o erro de sua estima-
tiva €, no mdximo, 1.307 Afinal de contas, ¥ = 69,5 difere de i, a média populacional, por no md-
ximo 1,30, ou ndo. ¢ os enicos ndo @m comao saber se ¢ um ou o outre. Na verdade, eles podem
lazer essa afirmagio, mas deve ficar entendido que a probabilidade de 0,99 se aplica ao mérodo
utilizado (obtengio dos dados amosirais e utilizacio da fdrmula de £), e nio diretamenie ao pro-
blema particular que estd sendo tratado.

Para fazer essa distingdio, tornou-se praxe usar agui a palavra confianga, em vez de “proba-
bilidade™.

Em geral, fazemos afirmages probabilisticas sobre valores futuros de varidveis aleatérias
(digamos, o erro potencial de uma estimativa) e afirmacdes de confianga, assim que os
dados tenham sido ebtidos.

Consegiientemente. em nosso exemplo, dirfamos que os téenicos em eficiéncia podem ter uma
confianga de 99% em que o erro de sua estimativa, X = 69,5, seja de 1,30, no médximo.

O uso da férmula de E para o erro médximo envolve uma complicagiio. Precisamos saber o va-
lor do desvio-padriio populacional e isso s6 ocorre raramente. Assim, podemos substitui-lo por
um palpite plausivel e, sendo conservativos, podemos ser levados a sobrestimar o erro, Alternati-
vamente, podemos substituir & com uma estimativa, comumente o desvio-padriio amostral 5. Em
geral, isso € considerado razodvel, desde que o tamanho da amostra seja suficientemente grande,
e com isso queremos dizer, novamente, n = 30,
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Com referéncia ao exemplificado na pdgina 271, o que podemos afirmar, com 95% de confianga,
sobre o erro mdximo. se tomarmos X = 19.9 minutos como uma estimativa do tempo médio que
um adulto leva para montar o dado tipo de brinquedo?

Solucdo  Substituindo n = 36, 5 = 5,73 no lugar de &, € z,,,; = 1,96 na férmula de E. vemos que é possivel
afirmar, com 95% de confianga, que o erro &, no miximo,

5,73
E=196- ._3. a2 1LBT minuto

V36

Maturalmente. o erro € de, no mdximo, 1,87 minuto. ou ndio, e ndo sabemos qual € o caso, mas s¢
livéssemos que apostar, uma aposta equilibrada de que o erro € no médximo, de 1LET minuto, se-
ria de 95 contra 5 (ou 19 contra 1). [ |

Pode-se aplicar a férmula de E também para determinar o tamanho da amosira que ¢ neces-
sdrio para atingir um grau de precisio desejado. Suponha que queiramos utilizar a média de uma
amostra aleatdria grande para estimar a média de uma populagio, e gue pretendamos ser capazes
de afirmar, com | — e de probabilidade, que o erro dessa estimativa ndo excederd uma quantida-
de pré-determinada E. Como anteriormente, escrevemos E=z,_, - ‘f:‘, e, resolvendo essa equagio
em i, oblemos

TAmMANHO DA |
AMOSTRA PARA n=|=02]
ESTIMAR -

ALY 11.3 A diretora de uma faculdade pretende utilizar a média de uma amostra aleatdria para estimar o
tempo médio que os alunos gastam para ir de uma sala de aula a outra, ¢ ela quer ser capaz de afir-
mar com .95 de probabilidade que seu erro serd de no méximo 0,30 minuto. Se, por estudos an-
teriores, ela sabe que € razodvel supor o= 1,50 minuto, qual ¢ o tamanho da amostra de que ela
necessita?

Solucdo  Substitvindo E = 0,30, o= 1,50 ¢ z, .. = 1,96 na férmula de n, obtemos

1,96 1,50 \°

n= (ﬂ—"iﬂ) = 04

que arredondamos até o inteiro mais proximo, 97. Assim, € requerida uma amostra aleatéria de
tamanho n = 97 para a estimativa. (Note gue o tratamento teria sido o mesmo se tivéssemos dito
“ela quer ser capaz de afirmar com 95% de confianga que seu erro £, no midximo, de 0,30 minu-
", em vez de “ela quer ser capaz de afirmar com 0,93 de probabilidade gue seu erro serd de no
médximo 0,30 minuto”. Tudo depende de quando a afirmativa € feita, antes ou depois de ela cole-
tar os dados.) [ §

Como pode ser visto na férmula para it ¢ também no Exemplo 11.3, esse método tem o mes-
mo inconveniente que a férmula para E, ou seja, que precisamos saber (pelo menos aproximada-
mente) o valor do desvio-padrio populacional, o Por esse motivo, 4s veres comegamos com uma
amosira relalivamente pequena ¢ entdo usamos seu desvio-padriio para ver se serdo necessirios
mais dados.

Vamos, agora, introduzir uma maneira diferente de apresentar uma média amostral juntamen-
te com uma avaliagio do erro que poderiamos cometer se a utilizdssemos para estimar a média da
populacdo da qual provém a amostra. Tal como na pigina 271, lancamos mio do fato de que. pa-



SNeWsGGH

274  EstatisTiCA APUCADA

ra amostras aleatdrias grandes de populagdes infinitas, a distnibui¢io amostral da média € aproxi-
. - o . . s o
madamente uma distribui¢ao normal com a média g, = g e desvio padrio o, = 7. de forma que
X -y

T

¢ um valor de uma varidvel aleatdria que tem aproximadamente a distribuigiio normal padriio. Co-
mo hd uma probabilidade de | — @ de que uma varidvel aleatdria com essa distribuicio v assu-
mir um valor entre -z . € 2., & saber, que

=Zafl = L% Tan2

podemos substituir nessa desigualdade a expressiio precedente de z ¢ obter
e
“Zafl = m = Zaf2

Agora, se multiplicarmos cada termo por of,/n,, subtrairmos ¥ de cada termo e, finalmente, mul-
tiplicarmos cada termo por —1, obteremos

s @ - L

-r'i':ufi‘ﬁ = -"3'-1""3&!_.'1"':",-'?
[Como multiplicamos por =1, tivemos que reverter os sinais das desigualdades, como € sempre o
caso guando multiplicamos as expressoes em ambos lados de uma desigualdade por um ndmero
negativo. Por exemplo, enquanto 4 ¢ maior do que (estd 4 direita de) 3, -4 € menor do que (estd &
esquerda de) —3.] O resultado que acabamos de obter também pode ser escrito como

|NTERVALO DE B e R R A
CONFIANCA o Vit
PARA i

e podemos afirmar, com probabilidade | = ez, que ela seri satisfeita por qualquer amostra dada,
Em outras palavras, podemos afiirmar com (1 — e} 1 00% de confianga que o intervalode X -z, -
% ax+zp: % determinado a partir de uma amostra aleatoria grande, contém a média popula-
cional que estamos procurando estimar. Quando o € desconhecido ¢ 1 €, no minimo, 30, substi-
tuimos o pelo desvio-padrio amostral 5.

Um intervalo como esse ¢ denominado intervalo de confianga, suas extremidades sao os li-
mites de confianga, ¢ | — aou (1 — &) 100% € denominado o grau de confianga. Como anterior-
mente, os valores mais usados para o grau de contianca sio 0,95 e 0,99 (ou 95% ¢ 999}, e 05 va-
lores correspondentes de z,, sio 1,96 ¢ 2.575. Ao contririo do gue ocorre com as estimativas pon-
luais, as estimativas dadas sob forma de intervalo de confianga sio chamadas estimativas inter-
valares. Elas tém a vantagem de niio exigir maiores elaboragtes sobre sua confiabilidade. Esta é
garantida, indiretamente, por sua amplitude ¢ pelo grau de confianga.

Como n deve ser grande para justificar a aproximagio normal da distribuicdo amostral da mé-
dia, denominamos um intervalo ealculado por meio da férmula precedente como um intervalo de
confianca de grandes amostras para u. Também ¢ denominado intervalo z, por ser baseado na
estatistica z que tem a distribuicio normal padrio.

Com referéncia ao Exemplo 11.1, no qual tinhamos n = 150 ¢ o= 6,2, use a informagao adicio-
nal de que os téenicos em eficiéncia obtiveram a média amosiral ¥ = 64,5 para calcular um inter-
valo de 95% de confianga para a aptiddo mecéinica média dos operdrios da linha de montagem da
dada indistria.
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Solucdio  Substituindo n = 150, o= 6.2, ¥ = 69.5 ¢ 2,5 = 1.96 na férmula do intervalo de confianga, obtemos

6.2 B2
B0 =06 e gy OIS L B
Jiso ! J150

685 < pn =705

onde os limites de confianga foram arredondados até a primeira casa decimal. E claro que a afir-
magio de que o intervalo de 68.5 a 70.5 contém o verdadeiro escore médio de aptidio mecinica
dos operdrios da linha de montagem da dada inddstria € ou verdadeira ou falsa e niio se sabe se é
verdadeira ou falsa, mas podemos ter 95% de confianga em que seja verdadeira. Por qué? Porque
o método que usamos funciona 95% das veres. Dito de outra forma, o intervalo pode conter, ou
nio, i, mas, se livéssemos que apostar, uma aposta equilibrada de que o intervalo contém, seria
de 95 contra 5 (ou 19 contra 1). |

Se quisdssemos construir um intervalo de 99% de confianca no Exemplo 1 1.4, deveriamos
tomar 2,575 no lugar de 1,96 para z_,, ¢ obteriamos 68,2 < u < 70.8. O intervalo de 99% de con-
fianga € mais amplo do que o intervalo de 95% de confianga, indo de 68,2 a 70,8 em vez de ir de
68,5 a 70,5, assim ilustrando o fato importante de que

Quando aumentamos o grau de confianca, o intervalo de confianca se torna mais amplo,
dando-nos, assim, menos informagio sobre a grandeza que estamos procurando estimar.

Na verdade. podemos dizer que, “gquanto mais seguros quisermos ficar, de menos coisas podemos
estar seguros”.

IR cSTIMATIVA DE MEDIAS (o DESCONHECIDO)

Na Segao 11,1, admitimos que as amostras fossem suficientemente grandes, n = 30, para poder-
mos aproximar a distribuicio amostral da média por uma distribui¢io normal ¢, quando necessd-
rio, substituir o por 5. Para estabelecer mélodos correspondentes que se apliguem em geral quan-
do o7 é desconhecido, precisamos supor que as populagtes das quais estamos extraindo amostras
tenham aproximadamente a forma de distribuigtes normais. Podemos, entiio, basear nossos mé-
lodos na estatistica ¢ dada por

F=p

BN

I m—

que & um valor de uma varidvel aleatdria com a distribuiciio £. Mais especilicamente, essa distribui-
¢io ¢ denominada a distribuigio ¢ de Student, ou distribuicio de Student, porgue foi estabeleci-
da originalmente por um estatistico, W, 8. Gosset, que publicava seus trabalhos sob o pseuddnimo
de “Student” (“estudante”, em inglés). Conforme mosira a Figura 11.2, a forma dessa distribuigiio
continua ¢ muito semelhante 3 da distribuicio normal padrio, tendo, como esta, a forma de um si-
no e sendo simétrica em relagfio i média zero. A forma exata da distribuiciio f depende de um parii-
metro denominado mimero de graus de liberdade. ou simplesmente. graus de liberdade. o qual,
para 0s métodos desta se¢iio, ¢ igual a n — 1. o tamanho da amostra menos 1.

Para a distribuigio normal padriio, definimos z,, de tal forma que a fdrea sob a curva a sua di-
reita seja igual a 2 ¢, porlanto, a drea sob a curva entre -z € 2, seja igual a 1 — e Como se vit
na Figura 11.3, os valores correspondentes para a distnbuigiio f s8o —f , ¢ £, . Como esses valo-
res dependem de 2 — 1, o nlimero de graus de liberdade. eles devem ser oblidos numa tabela es-
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Fipura 11.2
Distribuigio normal
padrio e distribui-
GO 1,

Distribuiciio normal padrio
===~ Distribuicdio r (4 graus de liberdade)

pecial, como a Tabela I no final do livro, ou talvez, num computador. A Tabela 11 contém, entre
outros, os valores de 1, .. e £, de 1 a 30 graus de liberdade e alguns valores selecionados de
graus de liberdade maiores. Como pode ser visto, £, .c € 1,40 Aproximam os valores correspon-
dentes da distribuiciio normal padriio quando o ndmero de graus de liberdade se torna grande.

Procedendo como nas pdginas 273/274, podemos afirmar com probabilidade 1 — o de que
uma varidvel aleatdria com distribui¢do ¢ v assumir um valor entre —f_, € £ . isto €, que

—lgp =1 = dyp

Entdo, substituindo isso na desigualdade da expressio de £ & pigina 275, oblemos
X—J

s

€ 05 MESMOoS Passos que usamos nas piginas 274 ¢ 275 fornecem o seguinte intervalo de confian-
Ca para p

=gz = 7

INTERVALO DE e
CONFIANCA a

PARA u (o

DESCONHECIDO)

SE

O grau de confianga € | — ¢ ¢ a tnica diferenga entre esse intervalo de confianga e o intervalo z
com s substituido por o é que 1, toma o lugar de z_,. Esse intervalo de confianga para u costu-
ma ser denominado intervalo £ e, como a maioria das tabelas da distribuigio ¢ diio os valores de
I» somente para um ndmero pequeno de graus de liberdade. também € conhecido como um in-

-

ol al2
Figura 11.3 i {
Distribuigdo r. iz 0 Lo




SNeWsGGH

Capituio 11 PrOBLEMAS DE EsTimanive. 277

tervalo de confianca para pequenas amostras de g Hoje em dia. os computadores e outros re-
cursos tecnoldgicos fornecem os valores de 7, para centenas de graus de liberdade, de modo que
essa distingdo nio é mais relevante,

Deve ser lembrado, entretanto, que para o intervalo f existe a hipdtese adicional de que a
amostra ienha sido exiraida de uma populagio normal, ou pelo menos de uma populagio que te-
nha aproximadamente o formato de uma distribuigio normal. Isso ¢ importante e serd discutido
mais nos dois exemplos que seguem,

Mo Exemplo 1 1.5 receberemos somente os valores de n, ¥ e 5. mas nio os dados originais. de
modo que realmente ndo hd como conferir a “normalidade”™ da populagdo na amostra. Tudo que
podemos fazer nesse caso ¢ esperar pelo melhor. No Exemplo 11.6 receberemos os proprios da-
dos, de modo que, agora, poderemos formar um grifico de probabilidade normal (ver Se¢do 9.3)
para julgar se € razodvel interpretar os dados como uma amostra de uma populagio normal. Isso
requererd o uso de tecnologias apropriadas (aplicativos de computador ou calculadora grifica)
mas hd procedimentos alternativos que costumam ser ensinados somente em disciplinas mais
avangadas de Estatistica,

SUAEEeN 11.5 Durante a exccugio de determinada tarefa sob condiges simuladas de imponderabilidade, a mé-
dia da taxa de batimentos cardiacos de 12 astronautas aumentou em 27,33 batimentos por minu-
Lo, com desvio-padrio de 4,28 batimentos por minuto. Construa um intervalo de 99% de ¢conlian-
¢a para o verdadeiro aumento médio da taxa de batimentos cardiacos dos astronautas no desem-
penho daquela tarefa (nas mesmas condig@es enunciadas).

Solugiio Como jd observamos anteriormente, sem os préprios dados nfio hd como julgar a normalidade da
populagio estudada, Mesmo assim, deixando claro que o resultado estd sujeito i validagio da su-
posiciio, procedemos como segue. Substituindon =12, ¥ =2733, s =428 e 1. = 3.106 (a en-
trada na Tabela Il para 12 = 1 = 11 graus de liberdade) na férmula do intervalo ¢, obtemos

2
2733 = 3,106 % =t = 2733+ 3106 -

J12

¢, portanto,
2349 = ¢ < 31,17

batimentos por minuio. [ ]

Mo Exemplo 11.6 a seguir vamos nos referir & exemplificagiio na Seglio 9.3, em que jd veri-
ficamos que os dados podem ser tratados como uma amostra aleatdria de uma populagio normal.
Maguela ilusiragio, que tratava da durabilidade de uma tinta utilizada pelo érgio governamental
que trata da manutengiio das rodovias para pintar as linhas divisdrias de trdfego.

AN 11.6 A pdgina 227, mostramos que nos oito locais a pintura deteriorou-se depois de ter sido cruzada
por 14.26; 16,78; 13.65; 11,53: 12,64; 13,37: 15,60 ¢ 14,94 milhGes de veiculos, ¢ que esses sio
os dados para os quais os grificos de probabilidade normal das Figuras 9.16 ¢ 9.17 mostraram
que podem ser tratados como uma amostra aleatéria de uma populagio normal. Todos esses nid-
meros estdo arredondados até a segunda casa decimal, bem como sua média ¥ = 14,10 e seu des-
vio-padriio 5 = 1,67 milhdes de veiculos. Caleule um intervalo de 95% de confianga para a média
da populagiio considerada.

SolugGe Substitnindo ¥ = 14,10, 5= 1,67, n =8 e 1,,,s= 2,365 para 8 — | = 7 graus de liberdade na férmu-
la do intervalo 1, obtemos



SNeWsGGH

278  EstatisTiCa APUCADA

1,67 1.67
1410 - 2365 - — =t = 14,10+ 23065 .
V8 V8
12,70 < ¢ = 15,50
milhdes de veiculos cruzando. |

Esse resultado € o intervalo de 95% de confianga desejado para o valor médio do trifego (ni-
mero de veiculos que cruzam) que a tinta pode suportar antes de se deteriorar. Novamente, ndo
podemos afirmar com certeza se o intervalo de 12.70 milhdes a 15,50 milhdes contém o verda-
deire ndmero médio de veifculos que a tinta pode suportar antes de se deteriorar, mas 95 contra 5
seria uma aposia equilibrada de que vai se deteriorar. Essas chances se baseiam no fato de que o
método utilizado, o de extrair uma amostra aleatéria de uma populagio normal e aplicar a férmu-
la anteriormente dada, funciona em 95% das vezes.

O método usado anteriormente para determinar o erro maximo que corremos com (1 = @) 100%
de confianga, quando vsamos uma média amostral para estimar a média de vma populagio, ¢ facil-
mente adaptado a problemas em que o é desconhecido, desde gue a populagio amosirada tenha
aproximadamente a forma de uma distribuigio normal. Tudo que precisamos fazer € substituir s no
lugar de et no lugar de 7, na férmula do erro médximo a pagina 271.

[2AFHEeR 11.7  Com referéncia ao Exemplo 11,5, suponha que ¥ = 27,33 esteja sendo usada como uma estima-
tiva do verdadeiro aumento médio da taxa de batimentos cardiacos de astronautas no desempe-
nho da tarefa dada, O que pode ser dito sobre o erro médximo do aumenio médio com 99% de con-
fianga?

Soluciio Substituindo s = 4,28, n = 12 ¢ 1,45 = 3,106 (a entrada na Tabela 1T para 12 — 1 = 11 graus de li-
berdade) na férmula modificada de E, obtemos

¥ 4.
Bt = 3106 2 nya4

W V12

Assim, se usarmos ¥ = 27,33 batimentos por minuto como estimativa do verdadeiro aumento mé-
dio dataxa de batimentos cardiacos dos astronautas no desempenho da tarefa dada (sob as condi-
¢oes indicadas), podemos atirmar, com 99% de confianga. que nosso erro €, no maximo, de 3,84
batimentos por minuto. |

&

11.1  Um estudo feito por um oficial de uma divisdo de veiculos blindados mosirou que numa
amosira aleatdria de n = 40 dias, a divisdo possuia, em média, 1.126 veiculos em condi-
goes operacionais. Sabendo que o= 135 para tais dados, o que esse oficial pode afirmar
com 95% de confianga sobre o erro maximo se ele utilizar ¥ = 1.126 como uma estimati-
va do verdadeiro ndmero médio didrio de veiculos que essa divisao de veiculos blindados
possui em condighes operacionais?

1.2 Com referéneia ao Exercicio 11.1, construa um intervalo de 99% de confianga para o ver-
dadeiro niimero médio didrio de veiculos que essa divisdo de velculos blindados possui
em condigiies operacionais.

&,

11.3  Um estudo sobre o crescimento anual de certo tipo de orquideas mostrou que (sob condi-
gies controladas) uma amostra aleatdria de n = 40 dessas orquideas cresceu uma média de
32,5 mm por ano. Sabendo gue o= 3,2 mm para tais dados, o que podemos concluir com
99% de confianga sobre o erro midximo se ¥ = 35 mm for usado como uma estimativa do

SOIDIDYIX e—
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verdadeiro crescimento anual médio desse tipo de orquidea (sob as condigies controladas
dadas)?

11.4 Com referéncia ao Exercicio 11.3, construa um intervalo de 98% de confianga para o ver-
dadeiro crescimento anual médio desse tipo de orguidea,

11.5  Num estudo de custos de seguro contra colisio de automdveis, uma amostra de n = 35
consertos de colisoes frontais contra um muro a uma velocidade especifica teve um custo
médio de 1.438 unidades monetdrias. Sabendo que o= 269 unidades monetdrias para es-
ses dados, o que pode ser dito com 98% de confianca sobre o erro médximo se ¥ = 1.438
unidades monetdrias for usado comoe uma estimativa do custo médio de tais consertos?
Também consirua um intervalo de 90% de conlianga para o custo médio de tais conserios.

11.6 O que acontece com o erro-padriio da média quando o tamanho da amostra € reduzido de
288 para 327

11.7 Umaamostra aleatdria de tamanho 64 deve ser extraida de uma populacio que € suficien-
temente grande para ser tratada como sendo infinita. Sabendo que a média e o desvio-pa-
drdo dessa populagdo sdo u = 23,5 e o= 3,3, encontre a probabilidade de que a média des-
sa amostra vi cair entre 23,0 ¢ 24,0,

11.8  Antes de apresentar sua proposta, um empreiteiro quer ter 95% de confianga em que scu
erro maxime nfio ¢ maior do que 6 minutos, ao tomar a média de uma amostra aleatéria
para estimar o tempo médio necessirio para o endurecimento de certo lipo de tijolo cru.
Qual deve ser o tamanho da amostra que ele necessita se ele puder admitir que o= 22 mi-
nutos € o tempo gue tais tjolos levam para endurecer?

11.9 Deseja-se estimar o nidmero médio de horas de voo continuo que um certo modelo de
avido leva até precisar de consertos, Se pudermos supor que o= 138 horas para esses da-
dos, qual deve ser o tamanho da amostra que precisamos para poder afirmar com uma pro-
babilidade de 0,99 que o erro da média amostral ¢ no méximo de 40 horas?

11.10 Antes de comprar um grande lote de carne de porco mofida, um salsicheiro quer “ter cer-
teza’ de que seu erro nie ¢ maior do que 2,5 gramas ae usar a média de uma amostra alea-
tdria para estimar o real conteddo de gordura por quilo. Se o desvio-padido do conteiddo
de gordura ¢ sabidamente de 7,7 gramas por guilo, quantas amostras de um quilo ele ne-
cessila se ele interpreta “ter ceneza™ por ter 95% de confianga.

11.11 Refaga o Exercicio 11.10 trocando “ter certeza”™ por ter 99% de confianca.

11.12 Quando uma amosira compreende uma porgio razodvel de uma populagio finita, devemos
usar a férmula do erro-padrio & pdgina 254 e, portanto, para determinar o erro midximo de-

vemos usar a farmula
T N=n
E=zipn:—: | ——
R AN

Tomando uma amostra aleatdria de n = 200 dentre N = 800 conias fraudulenias, uma peri-
ta-contadora investigando uma companhia de energia descobriu que as quantias devidas
tinham uma média de 48,15 unidades monetdrias com desvio-padrio de 6,19 unidades
monetirias. Usando s = 6,19 unidades monetdrias como estimativa de o, o que ela pode
afirmar com 95% de confianga sobre o erro médximo se utilizar 48,15 como uma estimati-
va da quantidade devida por todas as 800 contas fraudulentas?

11.13 Um computador € programado para dar valores de uma varidvel aleatéria com uma distri-
buigiio normal, da qual 6 o programador conhece a média e o desvio-padrio. Pede-se a
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11.14

11.15

11.16

11.17

cada um de 30 alunos que use o computador para simular uma amostra aleatoria de tama-
nho i = 5 ¢ utilizd-la para construir em seguida um intervalo de 90% de confianca para g
Os resultados obtidos pelos alunos séio os seguintes:

6.30 < n = 8.26, 6,50 < ¢ = 772, 6,93 < = 801,
6.60 < = 800, 6,51 = p = 7.51. 6.82 = o < B.66,
T2 < < 8,11, 6,94 < u < 764, 0,24 < i < 726,
6,87 = p =817, 6,77 = u < 8,13, 6,14 = p = 6,82,
683 < i = 793, 6,66 < o = 8,10, 6.73 < jp < 749,
641 < u < 7.67, 6,76 < j1 = 7,57, 6,97 = . = 747,
601 = 0 =743, T.15 < =789, 6,87 < = 781,
T35 < <799 6,60 =y < 8,16, 6,47 < 1 < 781,
T01 < < 8,33, 6,97 <yt < 755, 6,50 < < 748,
713 <= n = 803, 739 < <= 8,01, 5.98 < = 768,

{a) Quanios desses 30 intervalos de confianga poderiamos esperar que contivessem a
verdadeira média da populagiio amostrada?

(b) Considerando que o computador foi programado de forma que ¢ = 7,30, quantos dos
intervalos de confianga realmente contém a média da populagio amostrada? Discuta
o resultado,

Com referéncia ao Exemplo 1 L4, em que usamos i = 150, = 69,5 e o= 6,2, suponha que

tivéssemos pedido um intervalo de 97% de conlanga.

{a) Encontre o valor de z,,, pela Tabela L.

(b) Use o valorde z,,,; obtido na parte (a) para calcular um intervalo z de 979% para a ap-
tiddo mecinica média dos operirios da linha de montagem da dada inddstria.

Mum estudo da poluigiio do ar numa certa drea do centro, um téenico da Agéncia de Pro-

tecio do Meio Ambiente obieve uma média de 2,34 microgramas de matéria orginica so-

livel em benzeno suspensa no ar, com desvio-padrio de 0,48 microgramas para uma
amostra de tamanho n = 9. Supondoe que a populagio amostrada € normal,

(a) construa um intervalo de 95% de conlianga para a média dessa populagio;

{b) ©que o téenico pode assegurar com 99% de confianga sobre o erro maximo se ¥ =
2,34 microgramas por metro ¢iibico for usado como uma estimativa da média dessa
populagao?

Um servigo de testes de produtos de consumo quer estudar o nivel de ruido de wm novo as-

pirador de pd. Medindo o nivel de ruido de i = 12 desses aparelhos, obiém os seguinies

dados, em decibéis: 74,0: 78.6; 76.8; 75,5: 73.8: 75.6: 77.3; 75.8: 73,9; 70,2: 81,0e 73.9.

(a) Use um grifico de probabilidade normal para verificar se € razodvel tratar esses da-
dos como uma amostra de uma populagiio normal.

{b) Construa um intervalo de 95% de confianga para o nivel de ruido médio de tais aspi-
radores de pd.

Uma amostra aleatdria de n =9 pedagos de cabo de manilha (para uso maritimo) tem uma
resisténeia & ruptura média de 41,250 kgl ¢ um desvio-padrio de 1.527 kel Supondo gue
¢ razodvel tratar esses dados como uma amostra de uma populagio normal, o que pode ser
afirmado com 95% de conlianga sobre o erro mdximo se ¥ = 41,250 ket for usado como
uma estimativa da resisténcia i ruptura média desses cabos?

11.18 Com referéncia ao Exercicio 11,17, construa um intervalo de 98% de confianga para a re-

11.19

sisténcia a ruptura média dos cabos dados.

Use a Tabela Il para encontrar
(a) I para 13 graus de liberdade:
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(b) 1,00 para 18 graus de hiberdade:
(C) Iy para 22 graus de liberdade:
(d) 1,0 para 15 graus de liberdade.

11.20 Dez mancais fabricados por determinado processo iém um didimetro médio de 0,406 cm
com desvio-padriio de 0,003 cm. Construa um intervalo de 99% de conlianga para o did-
metro médie de mancais fabricados por esse processo. Suponha que ¢ normal a populagio
da qual loi extraida a amostra.

11.21 As medidas da eficiéncia térmica de n = 15 midquinas a diesel fabricadas por uma empre-
sa renomada sdo as seguintes: 30,7; 35.0; 34.9; 33,6; 28.7; 32.1; 29.0: 31.4: 31.,7; 31.8;
336:29,7:33.4;: 28,2 ¢ 31,6
(a) Use um grifico de probabilidade normal para verificar se ¢ razodvel tratar esses da-

dos como uma amostra de uma populagio normal.
{b) Construa um intervalo de 999 de confianga para a eficiéncia térmica média de tais
mdquinas a diesel.

11.22 Cinco recipientes de um solvente comercial selecionados aleatoriamente de um lote de
producio grande, pesaram 19,5; 19.3; 20,0: 19,0 ¢ 19,7 quilogramas. Supondo que esses
dados podem ser vistos como uma amostra de uma populagio normal, construa um inter-
valo 1 de 99% o peso médio dos recipientes de solvente do lote de produgiio.

11.23 Na digitacio de um texto, um autor cometeu 10, 11, 14, 8. 12, 17, 9,12, 15 ¢ 12 erros nu-
ma amostra aleatéria de dez paginas. Supondo que € razodvel aproximar a populagio da
qual foi extraida essa amostra por uma distribuigiio normal, construa um intervalo de 98%
de confianga para o ntimero médio de tais erros que 0 autor comete por pdgina.

11.24 Com referéncia av Exercicio 11.23, mude o grau de confianga para (0,93 e use um aplica-
tive de computador ou uma calculadora grifica para refazer o exercicio.

11.25 Em seie estagdes climdticas na Serra do Mar, o nivel de precipitagio duranie uma lempes-
tade de verfio foi medido em 1,2; 1.4: 1.8; 2,0: 1.5; 1,2 ¢ 1,4 cm. Supondo que € razodvel
tratar esses dados como uma amostra aleatdria de uma populagio normal, construa um in-
tervalo de 953% de conlianga para o nivel de precipitagio médio na Serra do Mar durante
aquela tempestade de verio.

11.26 Use um aplicativo de computador ou uma calculadora grifica para refazer o Exercicio
11.25 com o grau de confianca alterado para 0.98.

11.27 Durante uma visita rotineira a um presidio, uma dentista constata que 12 detentos, esco-
Ihidos aleatoriamente, necessitam de 2,3,6. 1.4,2.4,5,0, 3, 5 e | obturagdes. Se ela su-
puser que esses dados constituem uma amostra de uma populagio que pode ser muito bem
aproximada por uma distribuigio normal, o que ela pode afirmar com 99% de confianga
sobre o erro mdximo cometido usando a média dessa amostra como uma estimativa do nid-
mero médio de obturagdes de que os detentos desse presidio grande necessitam.

B CSTIMATIVA DE DESVIOS-PADRAO

ALE agui neste capitulo, estivemos aprendendo como julgar o erro mdximo na estimativa da mé-
dia de uma populagiio e como consiruir um intervalo de confianga para a média populacional. Es-
sas Iéenicas sao importantes, peis seguidamente fazemos inferéncias sobre médias. mas ainda
mais importante ¢ o fato de que os conceitos nos quais elas se basciam podem ser traduzidos pa-
ra outros pardmetros populacionais.



