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Prefacio

Muitas das atuais teorias matemdticas surgiram da Ciéncia
Aplicada, e s6 depois adquiriram aquele aspecto axiomdtico e
abstrato que tanto dificulla o seu aprendizado.

V. 1. Arnold

A teoria das funcoes de uma variavel complexa é uma extensao natural
da teoria das funcoes reais, e é de importancia fundamental, tanto em
matematica pura como nas aplicacoes. Trata-se, pois, de disciplina
mandatéria nos curriculos de matematica, fisica e diversos ramos da
engenharia, sobretudo eletronica e aeronautica.

O presente livro foi escrito com vistas a atender as necessidades dos
estudantes desses varios cursos. Os pré-requisitos sao minimos: apenas
um curso de céalculo, cobrindo derivadas e integrais, seqiiéncias e séries
infinitas. O pouco que se requer de derivadas parciais, integrais de linha
e integrais duplas pode ser suprido num curso concomitante de calculo
de varias variaveis.

A énfase da exposic¢ao esta no desenvolvimento dos métodos e técni-
cas da teoria. O formalismo e o rigor sdo reduzidos a um minimo, como
convém num primeiro curso, para facilitar o aprendizado, decorréncia
natural do que diz Arnold, eminente matematico russo da atualidade.

Insistimos em que o texto é apropriado tanto a matematicos aplicados,
fisicos e engenheiros, como a estudantes que pretendam se dedicar a
matematica em si, como carreira de ensino ou pesquisa. De fato, as ne-
cessidades de todos esses alunos sdo as mesmas: eles precisam adquirir
familiaridade com a férmula de Cauchy e suas conseqiiéncias, com as
séries de Taylor e de Laurent, com o calculo de residuos e aplicacoes. S6
depois é que estarao preparados para apreciar devidamente um tratamen-
to rigoroso do teorema de Cauchy-Goursat ou estudar tépicos especiais
da teoria.

Os cinco primeiros capitulos cabem muito bem num curso de um se-
mestre. O Capitulo 5, sobre singularidades isoladas e calculo de residuos,
completa o que pode ser considerado conteido minimo de um curso
introdutério.

O Capitulo 7 versa sobre dindmica dos fluidos e aerodinamica, e € in-
dependente do Capitulo 6, sobre continuacao analitica. Sem nos esten-
dermos muito num assunto que pode rapidamente tornar-se bastante
técnico, logramos, todavia, chegar as idéias centrais da teoria de Kutta-
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Joukovski, apresentando, inclusive, o cdlculo da forca de levantamento
que se exerce numa asa de aviao. O tratamento que fazemos é direto e
completo, abordando uma aplicac¢ao de largo alcance e que certamente
ha de interessar ao leitor curioso.

No Capitulo 6 apresentamos os resultados mais importantes sobre
continuacao analitica, no¢oes elementares das superficies de Riemann
e propriedades da funcao gama. O Capitulo 8 é dedicado a representa-
¢ao conforme, com algumas aplicagdes a teoria do potencial e a eletros-
tatica. Aqui o leitor vera que varias passagens do Capitulo 7 sio exem-
plos de representacio conforme; e que esses topicos puderam ser apre-
sentados nesse capitulo sem necessidade de desenvolver toda a teoria
da representacio conforme.

Escrito primeiramente em 1974, o livro teve uma segunda edlcéo em
1990, e agora esta terceira edi¢ao, com a maior revisao feita, o maior
acrésci.mo de matéria nova, tanto exemplos e exercicios como os tépi-
cos dos Capitulos 6 e 8.

Queremos, por fim, agradecer aos dirigentes e aos dedicados funcio-
narios da LTC Editora pelo continuado interesse e apoio ao nosso trabalho.

Geraldo Avila
Brasilia, janeiro de 2000
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Capitulo 1

NUMEROS COMPLEXOS

NECESSIDADE DOS NUMEROS COMPLEXOS

Os nimeros complexos sao comumente estudados nos cursos de Algebra, ou
em cursos que tratam das construgoes numeéricas, ai incluidos os nimeros in-
teiros, racionais e reais. Vamos fazer aqui uma apresentacao desses nimeros,
mais do ponto de vista pratico, sem maiores preocupacoes com os detalhes
da teoria.

Como se sabe, as raizes de uma equagao do 22 grau,

az’ +bzx+c=0,

sao dadas pela conhecida férmula:

—b+ Vb? — 4dac
GES :
2a

Obtemos, efetivamente, duas raizes, quando o discriminante b?> — 4ac é
positivo e apenas uma se ele for nulo.

Quando o discriminante é negativo, a férmula acima nao conduz a ne-
nhuma raiz real. Neste caso, o trinémio az? + bx + ¢ é sempre diferente
de zero, qualquer que seja o valor real que se atribua a x. Por exemplo, se
tentarmos resolver a equagao

2?2 —6z+13 =0,

somos levados a

L_6£v36-4-1-13 _6+v-16

2 2 .




2 Capitulo 1: Numeros complexos

que nao representa nimero real algum. No entanto, se operarmos formal-
mente, como se y/—1 fosse um nimero, obteremos:

i 6:1:\/;6(—1) :6:|:42\/—1 BT

ou seja, ¥’ = 3+2v/—1 e z” = 3—2+y/—1. Vamos substituir esses “ntimeros”
na equagao original para verificar se eles sdo realmente raizes. Ao fazermos
isto, devemos tratar o simbolo v/—1 como se ele fosse mesmo um ntimero;
em particular, seu quadrado deve ser —1: (y/—1)? = —1. Teremos:

()P -6 + B=3+2/=T) 63 +2v-1)+13
=9412¢/-1+4+4(—1)—18—12v/-1+13=0.

Do mesmo modo, verificamos que z” também é raiz.

Numeros complexos

Dessas consideracoes segue-se que € possivel resolver a equacao do 22 grau
mesmo no caso em que b> — 4ac < 0, se operarmos com o simbolo i = /—1
como se fosse um niimero'. Ele deve ter a propriedade de que i = —1 e
deve operar ao lado dos ntimeros reais com as mesmas leis formais que regem
estes nimeros. Somos assim levados a introduzir os nidmeros complexos

como sendo os numeros da forma a + bi, como

2 5 2
- T R R 7, R RS, P §
3 2 V5
O novo elemento ¢ = y/—1 é chamado unidade imagindria; a é chamado de
parte real e b de parte imagindria do nimero complexo a + bi.

!Na verdade, a motivacio maior para a aceitacio dos niimeros complexos ocorreu no
século XVI, quando os matemaéticos descobriram a férmula geral de resolugao de equagoes
do 32 grau. Aplicada & equacio z® — 15z — 4 = 0, essa férmula se reduz a

=32+ 1ly/~1— ¥/ -84 114/~1

Sabendo que xz = 4 é raiz, percebeu-se que as raizes cibicas ai indicadas devem ser
(2 ++v/—1) e (=2 + v/—1), respectivamente, o que se comprova elevando-as ao cubo e
operando formalmente. Como tal procedimentos permitia obter a raiz z = 4 pela férmula,
ficou evidente que tal interpretagdo deveria ser aceita. Portanto, os nimeros complexos
entraram na Matematica pela equacao do 32 grau, ndo do 29.
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Vemos assim que, ao introduzirmos os nimeros complexos, devemos
definir adigdo e multiplicagdo de maneira que permanecam validas as pro-
priedades associativa, comutativa e distributiva que essas operagoes pos-
suem quando referidas aos nimeros reais. Assim, os niimeros complexos
ficam determinados pelas seguintes regras:

i =-—1; ai=1a;

a+bi = c+ di significa a =c, b =d;
(@a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+ d)i;
(a 4+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad+ be)i.

O leitor deve notar que a definicdo de multiplicagdo é motivada pelo que
obteriamos operando formalmente, assim:

(a + bi)(c + di) = ac + adi + bic + bidi = (ac — bd) + (ad + bc)s.
Vejamos alguns exemplos de operagoes com niimeros complexos:
(=5 + 7)) + (3 — 121) = —2 — 53;
(1-59)(34+2:) =(3+10) +(2—15)s =13 — 13i = 13(1 — 1);
1 1 1
2 —=—1V50 | = - —iv100 = = — 10s.
\/_<\/_1§ Z\/—) 3 1V 100 3 1

A subtragao de nimeros complexos é definida em termos da adicdo e do
oposto de um nimero. O oposto de z = z+iy é o nimero —z = (—z)+i(—y).
Dados entao z1 = z1 + 1y; € 22 = x2 + iy2, definimos:

2] — .= (331 = 332) + i(yl e y2)-

Os reais como subcorpo dos complexos

Observe que os nimeros complexos da forma a + 70 se comportam, com
relacao a adigdo e & multiplicagdo, do mesmo modo que os nimeros reais
a; em outras palavras, fazendo corresponder o nimero complexo a + i0 ao
nimero real a, entdo & soma a+ b correspondera (a + b) +140, que é 0 mesmo
que (a + i0) + (b + i0); e ao produto ab corresponderd ab + i0, que é o
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mesmo que (a+10)(b+10). Isso quer dizer que somar e multiplicar niimeros
reais equivale, pela correspondéncia a — a + i0, a somar e multiplicar,
respectivamente, os niimeros complexos correspondentes, o que nos permite
identificar o ntiimero real a com o nimero complexo a + 30, ja que, do ponto
de vista da adicao e da multiplicagdo, seu comportamento é o mesmo. Deste
modo, os nimeros complexos se apresentam como uma extensao natural dos
numeros reais.

O plano complexo

Dado o numero complexo z = x + iy, sua parte real z é denotada por
Re z, e sua parte tmagindria y, por Imz. O plano complexo é o conjunto
das representacoes de todos os nimeros complexos z = x + iy pelos pontos
P = (z, y) do plano. E conveniente identificar o nimero complexo z = z—+iy
com o ponto P = (z, y), o que é possivel através das seguintes definicoes:

(a, b) = (¢, d) significa a =c, b=d;
(a, b)+ (¢, d) = (a+ ¢, b+ d);
(a, b)(c, d) = (ac — bd, ad + bc).

E facil ver entdo que a = (a, 0) e i = (0, 1).

-

Y
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A representacdo dos niimeros complexos por pontos do plano é muito
util e de uso freqgiiente. Por meio dela, o nimero complexo z = x + iy é
identificado com o ponto (z, y), ou com o vetor Oz de componentes x e ¥
(Fig. 1.1). As conhecidas regras do paralelogramo para a soma e subtragéo
de vetores se aplicam, entdo, no caso de soma e subtracdo de numeros
complexos (Figs. 1.2 e 1.3).

Fig. 1.3
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Médulo e complexo conjugado

Definimos o mddulo, valor absoluto ou norma de um nimero complexo z =
z + iy como sendo o nlimero nio-negativo |z| = /22 + y2. Como se V&, ele
é a distancia do ponto z a origem.

O complexo conjugado de z = = + iy é definido como sendo Z = = — ¢y.
A Fig. 1.4 ilustra exemplos de complexos conjugados.

Fig. 1.4

Em termos do médulo e do conjugado, temos:
7z = (z +iy)(z —iy) = (2® +v°) +i(—zy +yz) = 2> +¢°,
isto é, 2z = |2|?. Esta propriedade permite calcular o quociente z = 21 /22
de dois nimeros complexos z; e z3, 22 # 0, que é definido pela condigao
zz9 = z1. Para isso, basta multiplicar o numerador e o denominador pelo
complexo conjugado do denominador. Exemplos:
=344 (SBi1LA2) =55
1-2i  (1-2)(1+2i) 12422
Em geral, com 2; = 71 + 1y; € 22 = z2 + iy2, temos:

2 _zaZ _ 0%+ iy + (122 — 21y)

29 29Z2 T3 + y2

=-1-i.

Deixamos ao leitor a tarefa de provar as seguintes propriedades:

A o z2—7Z
2l =1z Rez=21%; Imz=2_2%
lz| = |Z] ez - mz 7
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dk A [ICHERT i3, SR & St 21 Z1
21t 22 =21 +22; 2122 = Z122; S e
29 22

Esta ultima segue da penitltima e da definicdo de quociente:

zz9 = 21; logo, ZZ3 =7Z;, donde Z=

§[|>§|

EXERCICIOS

Reduza a forma a + bi cada uma das expressoes dadas nos Exercs. 1 a 11.

1. (3+58) + (=2 +1). 2. (—34+4i)—(1-2). 3. (V3-2i)—i[2—i(v/3+4)].

; ; T e . BT
4. (3—5i)(—2— 4). 5. (1+3)(-g+3). 6 @Gi-1(3+5)
7. 7—21'(2—?51). 8. (2+ 3i)%. 9. (4= 2i)°.
10. (1+14)? 11. 1+ 2+ 3i® +44° + 5i* + 6i°.

N

12. Mostre que Z i" =1, 1+ 1, i ou zero, conforme o resto da divisdo de N por 4 seja
n=0
zero, 1, 2 ou 3, respectivamente.

13. Mostre que (z +iy)* = 2® — y° + 2izy.
14. Mostre que (z —iy)® = 22 —y* — 2izy.
15. Mostre que (z +iy)*(z —iy)® = (z* +y*)*.
16. Mostre que (z + iy)" (z — iy)" = (2 + y*)".

Reduza a forma a + bi cada uma das expressoes dadas nos Exercs. 17 a 27.

1 1 1+ 8o
e, e 18. ; 19. : . [nd 1L
2+3i A% S el
Sl gy i g A= gi d=%
141 1—1 i—1 V2
1 144
25. . 960 Lo HELT, 27, (1= i)(v/3+4).

] ==
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Nos Exercs. 28 a 32, represente graficamente os ntimeros complexos 21, 22, 2122 €
21 / 29.
1—i 1+iv3 V3+i
" = 4 = —. 29. = . = :
28. z1 =3+4i, 2z 573 9. 24 5 ) 5
144 : : )
30. o = 7 =1414V3. 8l. 21 =1+2i, % =2—1i.
32. 21 =3—i, 2 =3—1i/2
33. Mostre que Re[—i(2 — 3i)?] = —12.
gLtk
34. Mostre que —Z\/—i =k
V2+i
1-iv3)%,  2(1+2/3
35. Mostre que Im[( - “/—) ] = A+ \/_)
=2 5
141t
36. Mostre que % = cos 260 + isen 26.
37. Dados dois nimeros complexos « e 3, prove que
oo+ BI” +la — BI* = 2lal® +2|6]".
Faga um gréfico e obtenha a seguinte interpretacdo geométrica: a soma dos quadrados
dos lados de um paralelogramo ¢é igual a soma dos quadrados das diagonais.
38. Dados trés vértices de um paralelogramo pelos nimeros complexos z1, 22 e z3, deter-
mine o vértice z; oposto a zz. Faga um grafico.
39. Prove que o produto de dois nimeros complexos é zero se e somente se um dos fatores
se anula.
40. O Teorema Fundamental da Algebra afirma que todo polinémio com coeficientes com-

plexos possui uma raiz (real ou complexa). Prove, como coroldrio, que todo polinémio
P(z) de grau n possui n raizes, contadas as multiplicidades; e sendo a1, ..., a, essas
raizes, entdo P(z) se escreve P(z) = a(z — a1)...(x — o). Prove também que se o
polinémio tem coeficientes reais, e se o é uma raiz complexa, entdo @ também é raiz.

REPRESENTACAO POLAR

Considerando a representagdo geométrica de um nimero complexo z # 0,
chama-se argumento de z o angulo 6 formado pelo eixo Oz e o vetor Oz (Fig.
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1.5). Como em Trigonometria, os angulos sao aqui orientados: consideramos
positivo o sentido de percurso oposto ao dos ponteiros do relégio.

O argumento de z s6 pode ser definido quando z # 0; mesmo nesta
hipétese, o argumento s6 fica determinado a menos de miiltiplos inteiros de
27r. Como = = |z|cosf e y = |z|senf, temos a seguinte representacdo de z,
conhecida como representacao polar ou representacao trigonométrica:

z=r(cosf +isenf), r=|z|;

r e 8 sdo designados as coordenadas polares de z.

1zl

Y

Fig. 1.5
Formulas do produto e do quociente

De posse da representacdo polar, vamos deduzir uma regra muito conve-
niente para a multiplicacao. Sejam

z1 =ri(cosf; +isenfi) e 29 =ry(cosby + isenbsy)
dois nimeros complexos quaisquer. Entao,

2129 = rira(cosf; +isenb)(cosby + i senbsy)

= riro[(cos b cosfy — senbysenfy) + i (sen b cos by + cos by sen Bs)],
isto &,
2129 = r172[cos(01 + o) + i (sen(f; + 62)].

Vemos assim que o produto de dois nimeros complexos é o nmimero cujo
mdodulo é o produto dos modulos dos fatores e cujo argumento é a soma dos
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argumentos dos fatores (Fig. 1.6). Observe que os tridangulos de vértices 0,
1, z1 e 0, 29, 2122 s@o semelhantes, o que facilita a constru¢ao do produto
2129 a partir dos dados 0, 1, e 2.

Fig. 1.6

Vamos deduzir resultado andlogo para a divisdo. Como

1 - cosf — isenf
cosf +isenf  (cosf + isenf)(cosd — isenf)

= cosf —isend,

temos:
21 ry cosf; +isenf; 1 : ;
e it : = —(cosfy +isenf)(cosfy — isen b
29 r9 cosfy + isen by 7‘2( : 1) % FRenty)
T
= ;i [(cos 6 cos @2 + sen fysen B2) + i (sen By cos @2 — cos 0y sen 6s)].
5
Portanto,

i S0 2 cos(6y — 62) + sen(f; — 67)],
z9 T

isto é, para dividir nimeros complexos basta fazer o quociente dos mddulos e
a diferenca dos argumentos (Fig. 1.7). Também aqui, como no caso do pro-
duto, a construgao do quociente € facilitada pela semelhanga dos tridngulos
de vértices 0, 1, z1/22 € 0, 29, 21.
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\j

Formula de De Moivre

A férmula de multiplicagao acima estende-se para um nimero qualquer de
fatores. Sendo
zy==r;{cos By isenly )y o==11,2, 1.0 m,
teremos:
2129 ...2n, =T1T2...To[cos(61 + 02 + ...+ 6,) +isen(0; + 02+ ...+ 6,)].

A demonstracao deste fato é simples e fica a cargo do leitor. Em particular,
quando todos os fatores sdo iguais e de médulo unitario, obtemos a férmula
seguinte, chamada férmula de De Moivre:

(cosf + isenf)" = cosnf + i sennb.

Esta férmula é valida também para expoentes negativos. De fato,

1 ik
(cosf +isenf)”  cosnb + isennd
= cosnf — isennf = cos(—nb) + isen (—nb).

(cos@ +isenf)™" =

EXERCICIOS

Nos Exercs. 1 a 12, determine o argumento dos nimeros complexos dados, escreva esses
nimeros na forma polar e represente-os geometricamente.
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1. z2=—-2+2. 2. z=1+i/3.
7 5 1

4. z= . i e = I,

i (1+i) 4 =1 -3
—3+3i i

BN 2=

V3—i

11. z= -3 — 2i.

zZ = %
1+iV3

10. z = =1 4-3.

3. z=—V3+i.
6. z=-1—1.
9. z=1+4 2.
12. z=4—3.

Nos Exercs. 13 a 18, reduza os nimeros z; e 22 a forma polar e determine as formas
polares de z1z» e z1/z2. Represente esses quatro nimeros num gréfico.

3—iv3

21=v3+43i, 2= 5

13.

15. z1=1—14, 22 =—1+4+1iV/3.

) z =12 2 — 2+"%

14, z3 =144, 2z =+3+1.

16. z1=—1—14, z2=—1—1iV/3.

1855 =179, 20 = —1+2.

19. Prove que se |z1]| = |22] = |z3] =1 e z1 + 22 + 23 = 0, entdo 21, 22 € 23 s30 0s vértices
de um tridngulo eqiiilatero inscrito no circulo unitario de centro na origem. Faga um

grafico.

20. Prove que

c0s30 = cos® @ — 3cosfsen’f e

sen 36 = —sen® 0 + 3 cos” fsen f.

21. Obtenha férmulas andlogas as do exercicio anterior para cos 46 e sen 46.

22. Prove, de um modo geral, que

cosnd = cos"f— n—(n—2_—1)
= P(cosé, senf),
sennf = mncos" '@senf —

= @(cosb, senb),

nn—1)n-2) ,
6

— 2
cos” %fsen’ 0 +...

cos™ 3 sen®6 + . ..

onde P e @ sao polinémios convenientes, homogéneos e de grau n nas duas varidveis

cosf e senf.

RESPOSTAS E SUGESTOES

B i 3
1. 2= Zﬁ(cosT + isen T)

2 z=2(cos§+isen-§).
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Y S 5T 1 ATF, | s 5
3 z:2(cos?+zsen?). 4. z=m(cosT+zsenT).

9. z=+/5(cosf +isend), onde § = arccos(1/v5), 0< 8 < /2.

12. z=/17(cosf + isenf), onde § = arccos(4/v17), —7m/2 < 6 < 0.

20. Desenvolva (cos 8 + isen §)® pela férmula do binémio e pela férmula de De Moivre.

PROPRIEDADES DO VALOR ABSOLUTO
As seguintes propriedades sao de verificagdo imediata:

220, lz2l=0s2=0;

|zl = | —2l; |Rez| <|z|, [Imz|< |z
A propriedade
|2122] = |21 |22
segue da seguinte observagdo: |z122|> = (2122)(Z1Z2) = (21%1)(22%2) =

|21/?|22|2. Menos trivial é a desigualdade do tridngulo,
|21 + 22| < |21] + |22, (L1)

assim chamada por exprimir propriedade geométrica bem conhecida: a soma
dos comprimentos de dois lados de um triangulo € maior ou igual ao com-
primento do terceiro lado (Fig. 1.8). Para demonstra-la, observemos que

i+ 22 = (14 2)(F1 +%) =271 + 2% + (1% + Z122)
= |l + |z + 2122 + 7122 = |21|* + |22/* + 2Re(2122)
< |zl + |22)? + 2|21 %

21| + |22|* + 2|21 |2

(21| + |22]).

|

Il
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Daqui segue a desigualdade desejada por uma simples extracao de raiz.

|/

Fig. 1.8

Como | — z2| = |22|, vale também a desigualdade
|21 — 22| < a1] + |22],

pois
|21 — 22| = |21 + (—22)| < |21] + | = 22| = |z1| + |-

Uma terceira desigualdade muito importante é a seguinte:
21| = |22| < |21 + 2. (1.2)
Para demonstra-la, basta observar que
|21 = |(21 + 22 — 22| < |21 + 22| + |22].

Obtém-se daqui o resultado desejado subtraindo |z2| do primeiro e tltimo
membros.
Trocando z; com 2z em (1.2), obtemos também a desigualdade

|22] = |21] < |21 + 22| (1.3)

Pondo agora |z1|—|22| = a, as desigualdades (1.2) e (1.3) podem ser escritas,
respectivamente, a < |21 + 22| e —a < |z; + 29|, donde segue-se que
la| < |z1 + 22|, ou seja,

[21] = |z2| | < |21 + 2o].
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EXERCICIOS
> 5 (V3+i(1—3i =
1. Mostre que == & —— =2y
1 ! ‘L\/“ 7 Lo}
2. Demonstre, por indugio, a desizualdade seguinte. = intecprete o resultado grafica-
mente.
|21+ 22+ ot Zn]| £ nj—|2r —.ii— |zl

3. Supondo ser |z2| > |z3|. prove que

l ) 15 5| . e i 3] < |z1]
-2 |22 = |23l z2 -z 22| = |za|

Prove que |2| < |z +ly| € V2|:. onde z =z - i}

Prove que |zi|—|z2] < |21 — 22]. quaisquer que sej:> os nimeros complexos z; e z;.
Prove que, se vale a desigualdads do exercicio anterar, eriao |2y £ z2| < |z | + |22
quaisquer que sejam os numeros z; e z2: 15sto €. a Z=sigualdade do triangulo (1.1) é
=quivalente a (1.2) ou (1.3).

Sendo z # 0, mostre que Rez = :| se e somente s¢ = > (.
Ttilize o resultado anterior com : = =3 para pri—zr qu=. sendo 23 # 0 e z2 # 0.
=ntéo a igualdade vale em (1.1 se e som:ente se 73 = argz:, a menos de um

miltiplo inteiro de 2. Interpret: este resutado ge:=stric:zmente.

RAIZES n-ESIMAS

Diz-se que um niimero z é raiz n-ésima de um Z:do mumero complexo a se
z" = a. Como veremos logo a seguir. um nime:3 coraplexo (# 0) possul n
raizes distintas. Para isso, consideremos o niims:3 daco a # 0 em sua forma
polar: a = r(cosf + isenf); e -epresentemos. ~:mbém em forma polar, a
raiz que desejamos encontrar: : = p(cos p — is:2 »). Utilizando a férmula
de De Moivre, a equacao 2" = ¢ assume a form.: segizinte:

o (cosnp +isenng) = r(cost —isen@).

Como a igualdade de nimeros complexos rezier & igualdade das partes
reais e das partes imaginarias, separadamente. czvemas ter

plcosnp=rcosf e p'senn:=rszend.
Estas equagdes, por sua vez, equivalem a

pr=r. ng=04 2k
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onde k é um inteiro. Daqui segue-se que p é a raiz n-ésima positiva de r,

e 0+ 2k 0+ 2k
z= YYo= Q/?(cosTw-+isenT7r>. (1.4)
Esta féormula produz n raizes distintas, quando a k se atribuem os valores
k=0,1,...,n — 1. Como é fécil ver, qualquer outro valor atribuido a k

conduz a uma raiz ja obtida com um dos valores acima, precisamente aquele
que é o resto da divisdo de k por n. Vemos, assim, que um numero complexo

a # 0 possui n raizes n-ésimas zg, 21,..., Z,—1, todas com o mesmo médulo
p = {/|a| (Fig. 1.9) e com argumentos
0 - 2kxw
or=—+—, k=0,1,...,n—-1

n T

Zn =
Fig. 1.9
Raizes da unidade

No caso particular a = 1, o angulo £ assume o valor zero e a férmula (1.4)

se reduz a
2T ey & 2km
z=|cos— +1sen —
n n

que sao as raizes n-ésimas da unidade. Pondo
2% .. . 27
W = cos — +18en —,
n n

e utilizando a férmula de De Moivre, vemos que as raizes n-ésimas da
unidade sao dadas por



Capitulo 1: Niimeros complexos 17

Observe que, representadas no plano complexo, essas raizes sao os
vértices de um poligono regular de n lados. A Fig. 1.10 ilustra as raizes da
unidade no caso n = 6. Aqui,

7r+, T 1+_\/§
w=coS—+15en — = — + 1 —

3 3 2 Dl
w2=—w, w3=—1, w4=—w, W=w
uz J
w3

1
w? w®

Fig. 1.10

A férmula (1.4) pode ser escrita assim:
(9 : 0)( 2k 2k7r>
z2=%¥r(—+isen— || cos — +isen — |,
n n n n
ou seja,
Qacitis oeif E
a={l/Fcos;+zsenE @ k=101 0, ne—1

Esta expressao nos diz que as raizes n-ésimas de um nimero complexo
nao nulo podem ser obtidas como o produto de uma de suas raizes particu-
lares,

20 = {'/F(cos§+iseng>
n n

pelas raizes n-ésimas da unidade, 1, w, ..., w" L.
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Como exemplo, seja determinar as raizes ctibicas do nimero a = 8. Uma

delas é zy = 2. As raizes cibicas da unidade sdo dadas por 1, w, w?, sendo
que agora
200l 27 1 +/3
w = cos? +zsen? Ty +27.

Logo, as raizes cubicas de 8 sdo (Fig. 1.11):

1
Polilty ol =2(—§+2'§) EPREWIPN -1

4 4 1 3
Z9 = 2w? = 2(003% +isen§> = 2(—— —z£> =—1-—1iV3.

Fig. 1.11

Raizes primitivas

Chama-se raiz n-ésima primitiva da unidade qualquer raiz n-ésima z # 1
tal que n é o menor inteiro positivo tal que z" = 1. E claro que, qualquer
que seja n,
20 T
W = cos — +1sen —
n n
é raiz primitiva. Ela é a primeira raiz primitiva que ocorre quando percorre-
mos o circulo unitario no sentido anti-horério a partir da unidade real. Mas
pode nao ser a unica raiz primitiva; por exemplo, no caso das raizes triplas
da unidade, como vimos h& pouco, w é raiz primitiva, mas w? também é.

J4 no caso das raizes séxtuplas, w e w® sdo raizes primitivas, enquanto w?,
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w® e w* nao o sdo. Veja o Exerc. 22 adiante para uma caracterizacio das

raizes primitivas.

Observacao. O processo de cdlculo de raizes, utilizando a repre-
sentagao trigonomeétrica, é de cardter geral; mas nem sempre é o mais con-
veniente. Por exemplo, no cédlculo da raiz quadrada do numero —7 — 244, é
mais facil proceder assim:

V—7—-24i =z +iy, donde z*—1y?+ 2izy=—T7— 24i.

Mas isto equivale a

2% — 3 ==7, ay=—12.

Resolvendo esta tiltima equagdo em relagdo a x e substituindo na primeira,
obtemos uma equacio quadratica para y2, cuja solucio é 3? = 16 (como y
é real, y> > 0). Logo, y = +4 e = = F3. Finalmente,

V=T —24i = +(3 — 4i).

EXERCICIOS

Calcule as raizes dos niimeros complexos dados nos Exercs. 1 a 8 e faca a representagao
grafica correspondente.

e, 2. (1332, 3. V2. 4. /=20,
b 3. 6. V=i 7. Al EHe, T =1 Sy

Usando o procedimento descrito na Observacao acima, calcule as raizes indicadas nos
Exercs. 9 a 11.

9. =5-12i. 10. /3444 11. /1 +2iV6.

12. Decomponha o polinémio P(x) = z* + 1 em fatores do 22 grau com coeficientes reais.

13. Faca o mesmo com o polinémio P(z) = z* +9.

Nos Exercs. 14 a 21, decomponha cada polinémio dado em um produto de fatores
do 12 grau.
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14. P(z) =2° —64. 15. P(z) = 2%+ 64. 16. P(z) =32 —i.

17. P(z) =52 +8. 18. P(z)=2"—2z+2. 19. P(z) =22 +z+1.
20. P(z) = 2> — (1 +i)z 4+ 5i.

21. P(z)=2z"—(1-14)2* —i.

22. Prove que w = cos(2kw/n) + isen (2kw/n) é raiz n-ésima primitiva da unidade se e
somente se k e n forem primos entre si. Em consequéncia, sendo n > 2, as raizes
primitivas sdo sempre em niimero maior do que 1; e exatamente n— 1 se n for nimero
primo.

23. Prove que se w = cos(2kn/n) + isen (2km/n) é raiz n-ésima primitiva da unidade,
entdo as n raizes n-ésimas da unidade sio dadas por 1, w, w?,..., w" "L,

24. Prove que 1 +w +w’ +...+w" ! =0, onde w é qualquer raiz n-ésima da unidade,
diferente de 1.

25. Prove que
B e SR e e
Gii—1

onde w é qualquer raiz n-ésima da unidade, diferente de 1.

RESPOSTAS, SUGESTOES E SOLUCOES

1, 1*;‘/5 8 L 3. 1+i. 4 1—i.
g, SHEEE ) G amie o G
4 V8 V8
12. Pondo w = (1 +1)/+/2, temos:
P(z) = z'-=(2®—i)(z? +4) = (2° - w¥)(® - F°)

[(z = )z +w)ll(z - @) (z + @]
[(z —w)(z - D)][(z + w)(z +@)]
= (2 —V2+1)(z* +V2+1).

II

25. Seja S a referida soma. Entao,

8= M fatw® 4w ) e wlld B0k 36 ot =1

w(S — nw™ ).
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A EXPONENCIAL

Admitimos que o leitor tenha familiaridade com as fungoées trigonométricas,
a constante de Euler e e a funcio exponencial e*, conceitos estes que sdo
estudados nos cursos de Calculo. Lembramos, em particular, os desenvolvi-
mentos dessas fungoes em séries de MacLaurin, validos para todos os valores
reais da varidvel x:

Sl g2 o
= g (b Vi E,
Z:jn i tsar i (1.5)
5 ( l)n 2n $2 4 6 :
COBE = Z T —1—5!-+Efa+..., (1.6)
o0 2n+1 3 5 7
== (=1 =t g B
senm_zm—x—é—!—+ﬁ—ﬁ+..“ (17)

A constante de Euler e, que é um nimero irracional compreendido entre
2e3 (e~ 2,71828...), é dada pela série

que se obtém de (1.5) com z = 1.

Vamos tomar o desenvolvimento (1.5) como base para definir e* com z
complexo. Se e” ja tivesse significado para z complexo, e o desenvolvimento
(1.5) fosse vélido neste caso, entao terfamos, com y real,

' c o g P it = ) - b, (in)”
T
R A e R i b o e S
2 3 4 3 6 7
= 1+z'y—y z£+£+z£—£—zi+...

2! 3 3 51 7 6l !

itindo ainda que seja possivel rearrumar os termos desta série, pondo
tos os termos reais e separadamente os termos imagindrios, obtemos:

2] 4 6 3 5 T
I [ S S T L S
= (1 TR R )H(y T T e L
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ou seja, em vista de (1.6) e (1.7),
e = cosy + iseny. (1.8)

Essas consideractes, que sdo puramente formais, nao estabelecem a
relagido (1.8), mas servem como motivagao para definirmos a fungio ex-
ponencial. Fazemos isso tomando a relagdo (1.8) como ponto de partida;
ela é aqui usada para definir a exponencial no caso de expoente puramente
imaginario iy. Por outro lado, a definicio da exponencial no caso de um
expoente qualquer z = z + iy é feita de maneira a manter a propriedade
aditiva da exponencial real:

=iy 6.7;1 :L‘g

e €

Definimos, entao, a exponencial e*, para um nimero complexo qualquer
z = x + iy, mediante a expressao

e = "W = ¢%(cosy + iseny). (1.9)

Propriedades da exponencial

Da definicao que acabamos de dar da exponencial, e das propriedades das
funcdes reais sen z, cosz e e”, decorrem as seguintes propriedades da expo-
nencial complexa:

gFhef = ghrten, (1.10)
ausdlies; (1.11)

(e°)* = e, mninteiro; (1.12)

e’ #0 para todo z; (1.13)

g Il i (1.14)

et =14 2= 2kni,  kinteiro. (1.15)

Demonstra¢io de (1.10). Com a notagao usual,

21 =z +1iy e 22 =Tz + 1y,
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obtemos, em vista da defini¢ao (1.9),

ele® = e"'(cosy; +iseny;) e (cosys + isenys)

e"112[(cos ¥y cosys — seny; senys)
+i (seny; cosya + cosy; senyz )|

= ™™ [cos(y1 +y2) +isen (y1 + y2)].

Daqui e da defini¢do (1.9) concluimos que

ele® = TP iluityz) — mitretilyityz) — etz
o que completa a demonstracdo.

Demonstragao de (1.11). Temos, com z = & + 1y,

-2 - —1,

e = e e = Z[(cos(—y) +isen (~y)] =
1 1 1

e*(cosy + iseny) et g?

1 .
= e—z(cosy—zseny) =

Demonstragao de (1.12). A férmula (1.12) é imediata nos casos n =0e
n = 1. Para n = 2, ela segue facilmente de (1.10); e em geral, para n > 0,
ela é estabelecida por inducdo. Para isso, como ela é valida para n = 0,
basta mostrar que do fato de ser vilida para n = k segue-se que é valida
também para n =k + 1, k > 0. Supomos, entao, que

(eZ)k L ekz‘
Em conseqiiéncia,
(ez)k+1 o (eZ)k(ez) ) e1'::z|‘s.z e ekz+z s 6(k+1)2.

O caso n < 0 reduz-se facilmente ao caso n > 0. De fato, supondo
n < 0, temos

il
ool 5
(e ) == (ez),ﬂs
mas —n > 0, logo (e*)™" = e~ "#, portanto,
(eZ)TL =1} 1 oL
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Isto completa a demonstracao de (1.12).

Deixamos ao leitor a tarefa de demonstrar as propriedades (1.13), (1.14)
e (1.15).

Com a notagao exponencial, a representacao polar de um nimero com-
plexo assume a forma compacta z = re’, onde r = |z| e § = argz; por
exemplo, ¢ = /2 9 = 2¢iT —4j = 4 '"/2 ete. A mesma notacio per-
mite escrever a férmula de De Moivre assim:

(e-iﬁ)n =y ei’nel

Observamos também que é costume usar a notagao exp z em lugar de
e®, principalmente quando o expoente é muito carregado. Por exemplo,
costuma-se escrever

1
exp [% (t—z)] em vez de e

i

=1,

EXERCICIOS

Reduza & forma re' cada um dos ntimeros complexos dados nos Exercs. 1 a 6 e faga os
graficos correspondentes.

1. 15 i P F =l e St
5. 1443, 6. 1—iV3. o I & w34
: A i 1+14v3
9. —/F—i 10, —i—i/3 11. . g i T
V3 V3 s o

Volte & p. 12 e refaca os Exeres. 1 a 12 14 propostos, utilizando agora a notagao
exponencial. Vocé hi de ver que, juntamente com sua representacido geométrica, essa
notagao facilita muito o trabalho de extrair raizes.

13. Mostre que exp(3 + 7ai) = —€’.

14. Mostre que exp 2 762’” = Vel(l ; i/3) ]

15. Estabeleca as fdrmulas de Euler:

6‘9—|-€7“9 if —if
cosf=——— e senf =

2 21
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16. Sendo z = re'?,

iy

—rsenf

prove que |e| =e

17. Prove que r1€'”! +r2e'® = 3¢'% , onde

risenf, + rosenfs
710086 +racosfy

rs = \/r} +73 +2riracos(f —62) e tghy =

Faga um gréfico.
18. Estabeleca as duas identidades seguintes:

1 . sen[(n+1/2)8]
1 (] 281 L o i AU ]
+ cosf 4 cos20 + . .. + cosnf 2+ 25en(8/2)
sen6+seu29+...+senn9:—l— cosg—cos[(n+l)9]
2 sen(f/2) 2 2

19. Prove que a condigio para que trés niimeros complexos a, b e ¢ sejam vértices de um
tridngulo eqiiildtero é que a + jb+ j2¢ = 0, onde j = €""/3. Prove que esta condi¢do
equivale a b+ je+jfa=0eac+ ja+ j2b=0.

20. Determine z de forma que o triangulo de vértices i, z e iz seja eqiiildtero.

21. Prove que e’ = 1 & z = 2kwi, k inteiro. Isto prova, em particular, que e* é funcgao
periddica de periodo 27i.

RESPOSTAS, SUGESTOES E SOLUCOES

wifd

1 VT 2, w2s T, B, SaMie, 11.

18. Utilize a férmula de De Moivre e a soma dos termos de uma PG, assim:

n 5 i(n+1)8 —if/2 i(n+1/2)8
; 3 ot sl 4 Ul —e 2]
E [cos j0 + isen j6] = E e e e e ete.
i=0 i=0

19. Observe que as raizes ciibicas da unidade sio 1, w e w*, e que 1+ j = —j*. Faca uma
figura e note que a condi¢io mencionada equivale a a = b+ (e — b)(—j%).

20. Como z e iz tém o mesmo mdédulo, eles jazem na mesma circunferéncia de centro
na origem; e como o terceiro vértice do triangulo é i, vemos que um de seus lados
(de vértices z e iz) é paralelo ao eixo Oz. Entdo esses vértices z e iz jazem nas
retas y = = e y = —z (ja que eles estdo simetricamente posicionados em relagdo ao
eixo Oy e fazem entre si um angulo de 7 /2 radianos). Eles podem estar ambos no
semiplano superior ou ambos no semiplano inferior. (Faga uma figura em cada caso.)
No primeiro caso, z, i e iz estdo posicionados no sentido anti-hordrio, portanto, de
acordo com o exercicio anterior, devemos ter

z+ji+ j°(iz) =0, donde z= = =
el L s “1+42  Zsen(b7/12)°
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No segundo caso, i, z e iz é que estardo posicionados no sentido anti-hordrio, portanto,
O L /4
j+ij2  2sen(w/12)"

i+jz +j2(iz) =0, donde z=

CONJUNTOS DE PONTOS NO PLANO

Dados os niimeros r > 0 e z; complexo qualquer, chama-se disco aberto® de
centro zp e raio r ao conjunto D,(z) de todos os nimeros complexos que
estdo a uma distancia menor do que r do ponto z, isto é,

Di(z0)=42:.02 —20| <7},

como ilustra a Fig. 1.12. O disco fechado é o conjunto {z: |z — 2| < r},
que inclui a fronteira, isto é, o circulo {z: |z — z| =7}

Fig. 1.12

Chama-se vizinhanga de um ponto zp a todo conjunto V' que contém um
disco de centro zg. Em particular, qualquer disco D;(z) é uma vizinhanga
de zp, que freqiientemente denotaremos por V;(z). Usaremos V;/(z) para
denotar a vizinhanca V;.(zp), da qual excluimos o ponto z, isto é, V,/(z) =
Vi(z0) — {20}. Costuma-se chamar V}(zy) de vizinhanca perfurada.

Dizemos que z € ponto interior de um conjunto C se C' é vizinhanca de
zp, isto é, se existe um disco de centro z; todo contido em C. Dizemos que
C' é aberto se todos os seus pontos sdo interiores, ou seja, se C' é vizinhanga
de cada um de seus pontos.

A titulo de ilustracéo, vamos demonstrar que todo disco D, (z) é aberto.
Para isto, seja w um ponto qualquer de D, (zp). Temos de mostrar que existe

*No 29 grau é costume distinguir entre “circulo” e “circunferéncia”. Mas na uni-
versidade, “circulo” costuma ter o mesmo significado de “circunferéncia”, dai a palavra
“disco” ser usada para designar o interior do circulo.
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um disco D;(w) contido em D, (z20) (Fig. 1.13). Seja § = |w — z[; entao,
6 <r. Sejae <r—4§ezum ponto qualquer de D-(w). Pela desigualdade
do triangulo,

|z — 20| = (2 —w) + (w — 20)| < |2 — w| + |w — 2]

Como |z—w|<e<r—de|w—2z| =246 obtemos |[z— 2| < (r—8)+b6=r.
Logo, z € D;(z). Mas z é arbitrario em D.(w), o que nos leva a concluir
que D.(w) C D,(zp), e isto completa a demonstracio.

Dizemos que um conjunto F' é fechado quando o seu complementar é
aberto. Lembramos que o complementar de um conjunto C' é o conjunto

(" dos ponto que nao pertencem a C. B claro que o complementar do
complementar de C' é o préprio C.

Fig. 1.13

Chama-se fronteira de um conjunto C' ao conjunto dos pontos z tais que
qualquer vizinhanga de z contém pontos de C' e pontos do seu complementar
C'" (Fig. 1.14). Desta definicao segue-se que a fronteira de C' é também a
fronteira de C’. Um ponto da fronteira pode ou nao pertencer ao conjunto
em questdo. Por exemplo, no conjunto

A={2.3 < |z|i< 5},

a fronteira é a unido do conjunto dos pontos z tais que |z| = 3 (que per-
tencem ao conjunto) com o conjunto dos pontos z tais que |z| = 5 (que nao
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pertencem ao conjunto). Esse conjunto nao é aberto nem fechado.

fronteira

E fécil ver que nenhum ponto interior a um conjunto pode ser ponto
de sua fronteira, e nenhum ponto da fronteira pode ser ponto interior. Em
conseqiiéncia, um conjunto € aberto se e somente se ele nao contém pontos
de sua fronteira. Daqui e da definicao de conjunto fechado segue-se que
um conjunto € fechado se e somente se ele contém todos os pontos de sua
fronteira.

Dizemos que zp é ponto de acumulagdo de um conjunto C' se qualquer
vizinhanca de z; contém infinitos pontos de C. E facil ver que um ponto
interior a um conjunto, bem como todo ponto da fronteira que ndo per-
tence ao conjunto, sdo pontos de acumulagdo do conjunto; todo ponto de
acumulac¢do que nao pertence ao conjunto é ponto da fronteira; em con-
seqiiéncia, um conjunto € fechado se e somente se ele contém todos os seus
pontos de acumulacao.

Dizemos que um conjunto aberto é conero se quaisquer dois de seus
pontos podem ser ligados por um arco todo contido no conjunto. (Veja a
definicéo de arco no inicio do Capitulo 3.) Chama-se regido a todo conjunto
aberto e conexo. E freqiiente, na literatura, o uso do vocdbulo “domfnio”
com 0 mesmo significado de “regidao”, caso em que se deve tomar cuidado
para nao confundir “dominio” com “dominio de funcao”; por isso mesmo
usaremos sempre o vocabulo “regiao” com o significado que lhe damos aqui,
e ndo “dominio”.

Diz-se que um conjunto C é limitado se existe um nimero positivo K
tal que |z| < K para todo z em C. Chama-se conjunto compacto a todo
conjunto limitado e fechado.

Chama-se ponto isolado de um conjunto C' a todo ponto de C' que nao
é ponto de acumulacgio desse conjunto. Por exemplo, todos os pontos do
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conjunto infinito

C =1{0, 1/2, 2/3, 3/4,..., n/(n+1),...}

sdo pontos isolados; 1 € o tinico ponto de acumulacao desse conjunto e nao
pertence a ele.

Todas essas nocoes sdo as mesmas do plano euclidiano. Elas se baseiam
apenas na no¢ao de distancia de dois pontos z1 e z», dada por d(z, z2) =
|21 — 23|, que é 0 mesmo que a distdncia euclidiana /(1 — z2)” + (1 — ¥2)?,
onde z1 = 21 +iy1 e 22 = x2+1y2. Alids, mesmo do ponto de vista algébrico,
o plano complexo e o plano euclidiano s6 diferem um do outro devido ao
fato de termos definido a multiplica¢do de niimeros (ou pontos) complexos,
enquanto no plano euclidiano néo temos tal operacao.

Muitas vezes é conveniente considerar vizinhancas do infinito, assim de-
nominados os conjuntos da forma Vi = {z: |z| > K}. Isto corresponde a
incorporar ao plano complexo um novo elemento — o ponto no infinito, como
costumamos dizer — para o qual usamos a conhecida notacdo co. Deve ficar
bem claro que essa adjuncdo do infinito ao plano complexo ndo tem carater
algébrico. Sao bem conhecidas as dificuldades que surgem quando procu-
ramos envolver o infinito na estrutura algébrica por meio das operacoes de
adicdo e multiplicagdo. A adjunc¢do do infinito ao plano complexo resulta
no plano estendido, que é formado por todos os pontos finitos, juntamente
com o ponto infinito. Este ponto é tUnico, em contraste com a reta, onde
temos dois infinitos, +00 e —co. No plano estendido, qualquer semi-reta de
origem z liga z ao ponto infinito.

Vejamos alguns exemplos de conjuntos de pontos no plano complexo.
Faremos a descricio deles, deixando ao leitor a tarefa de fazer os respectivos
graficos. O conjunto dos pontos z tais que |z — 3i| < 5 é o disco de centro
20 = 3i e raio 5; |z + 3| > T é o complementar, ou exterior, do disco
fechado |z — (—3)| < 7 de centro —3 e raio 7; o conjunto dos pontos z tais
que |z —1/2 +i| < 2 é o disco fechado de centro zyp = 1/2 — i e raio 2;
|22 +4 — 3i| > 5 é o mesmo que |z + 2 — 3i/2| > 5/2, que é o exterior do
disco de centro zy = —2 + 3i/2 e raio 5/2.

A equacdo z = a+re'? descreve o disco de centro « e raio 7, @ variando
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no intervalo 0 < # < 27 (Fig. 1.15).

A z=o+ ret®

Fig. 1.15

A reta que passa pelos pontos a e [ é dada pela equagdo paramétrica
z = a+ (8 — a)t, o parametro ¢ variando no conjunto dos nimeros reais
(Fig. 1.16).

I=a+ (B—a)t

Fig. 1.16

Qual é o conjunto dos pontos z tais que Rez? < 07 Pondo z = re¥,
temos: z2 = r2e?, portanto, a transformacio que leva z em w = 22 trans-
forma uma regido angular 0 < argz < « na regiao 0 < argw < 2a, como

ilustra a Fig. 1.17.

Fig. 1.17
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Feita esta observagao, vemos que o conjunto dos pontos Rez? < 0 é a
reunido dos dois conjuntos ilustrados na Fig. 1.18:

T

C’1={z: 1

3 3T T
<a.rgz<z e Ch=4{z: — <argz<——¢.

4 <+

Fig. 1.18

De modo andlogo, verifica-se que o conjunto dos pontos z tais que
Im 2% > 0 é a unido dos conjuntos

Si={z: D<oz <nf2} e SH=fz: o <argz=<n/2},

mostrados na Fig. 1.19.

Fig. 1.19

EXERCICIOS

1. Mostre que o plano complexo é um conjunto aberto. (Portanto, seu complementar, o
conjunto vazio @, é fechado.)
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10.

13.

16.

19.

Prove que o conjunto vazio é aberto. (Portanto, o seu complementar, que é o plano
todo, é fechado.)

Prove que qualquer unido de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

Dé um contra-exemplo para mostrar que uma uniao de conjuntos fechados pode nao
ser um conjunto fechado. -

Prove que a intersegdo de um numero finito de conjuntos abertos é um conjunto
aberto.

Verifique que y > 2z — 3 é um semiplano aberto; e que z < 3y/2 + 1 é um semiplano
fechado.

Represente graficamente os conjuntos dados nos Exercs. 7 a 20.

Rez < —3. 8 Imz> 1. 9. |z—2i>2

lz+1| < 2. 1. |z—1+1i| < 3. 12. 2320, 0 € aegz < w3
g g 1

ey faspr) w4 Lelerl—S<d 15 Re(;) <1

|82 — 24| <5. 17. Im2® < 0. 18. Rez® > 0.

270, |arg2®| < 2n/3. '20. Im=® <0

Mostre que cada um dos conjuntos dados nos Exercs. 21 a 26 é uma reta. Faga os

respectivos graficos.

21.

24.

26.

|z —2| = |z — 3i|. 22. |z4+5|=|z—1—1] 23. |z—14+4=3+i-z
|z 43 —i| = |z —4i]. 25. |z—144|=1—4v3+2.

(2 — 9)(1 — iv/3)| = |22].

Identifique cada um dos conjuntos de pontos dados nos Exércs. 27 a 30. Faca os

respectivos graficos.

27.

30.

[z —i]+|z+2]=3. 28. |z —2+4i|+ |z] €4 29. |z — 2| = 2|z + 2i|.

Re(1—2z) = 2]
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RESPOSTAS E SUGESTOES

2,

15.
22.
26.
. Elipse de focos i e —2, excentricidade v/5/3.

Observe que a proposicao
& € ¢ = x é ponto interior do conjunto ¢

equivale a
 nio é ponto interior do conjunto ¢ =z ¢ ¢
Observe que a unido dos discos fechados |z| <1 —1/n é o disco aberto |z| < L.
Observe que Re(1/z) = Re(z/|z]%).
Mediatriz do segmento [—5, 1+ 14].
Mediatriz do segmento [0, i].

33



Capitulo 2

FUNCOES ANALITICAS

FUNCOES DE VARIAVEL COMPLEXA

Vamos considerar fungoes definidas em conjuntos complexos, assumindo
valores complexos. Mais precisamente, seja D um conjunto de niimeros
complexos e seja f uma lei que faz corresponder, a cada elemento 2 do
conjunto D, um tunico niimero complexo, que denotamos por f(z). Nestas
condigoes, diz-se que f é uma func¢do com dominio D. O conjunto I dos
valores w = f(z), correspondentes a todos os valores de z em D, é chamado
a imagem de D pela funcao f (Fig. 2.1); z é chamada varidvel independente,
e w, a varidvel dependente.

Fig. 2.1

O leitor deve notar que para caracterizar uma fung¢éo nao basta dar a lei
de correspondéncia f; é preciso especificar também o dominio de definicao
D. Entretanto, freqiientemente consideramos fungoes dadas em termos de
relagoes analiticas bem definidas w = f(z), sem especificar o dominio de
definicdo. Nestes casos, fica entdo subentendido que o dominio da funcao
é o conjunto de todos os valores z para os quais faz sentido a expressao
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analitica f(z). Por exemplo, quando falamos “seja a funcao

32—58i
(z=9)(z+T7) "’

w=

estamos usando esta relacdo para especificar a lel que faz corresponder um
valor w a cada valor z; a0 mesmo tempo, fica subentendido que o dominio
desta funcdo é o plano complexo, excetuados os pontos z =i e z = —7, ja
que nestes pontos o denominador se anula.

Diz-se que uma funcio f; com dominio D, é restrigdo de uma funcao fo
com dominio Dy se D, estiver contido em Dj e fi(z) = f2(z) para todo z
em D; (Fig. 2.2). Nestas mesmas condicdes, diz-se que fo é uma extensdo
de f;. Por exemplo, a expressao

w=-¢e*, 2z complexo,
define uma funcdo em todo o plano complexo, a qual é uma extensao da
funcao
y=¢", zreal

Fig. 2.2

Uma funcdo da varidvel complexa z pode assumir valores puramente
reais. Por exemplo,

f(@)=|z]l = 22+ 42, z=z+iy,

é uma funcao real da varidvel complexa z.
A cada funcdo w = f(z) de uma varidvel complexa z = x + iy estao
associadas duas funcgoes reais das varidveis reais z e y, dadas por

u=u(z,y) =Ref(z) e v=uv(z,y)=1Imf(z).
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Por exemplo, sendo f(z) = 2% + 3z — 5, temos:
u =z —y2+3$—5 e p=.20n-r3y.
Qutro exemplo é dado por f(z) = exp(z? + 4z), em cujo caso,

u=e Ui cos(2zy +4y) e v= e“rLyZJrMsen(Zwy + 4y).

EXERCICIOS

Determine as partes real e imaginaria de cada uma das fungoes dadas nos Exercs. 1 a 6.

3 2
{, w=® =Sptd, 9, 2= . g meEY
z—95 a2
4, -w:z_%_. 5 wzzjgl,z. 6. w=¢e*(z—1).
z+ 3 z2—1

Determine o dominio méximo de definico das fungdes dadas nos Exercs. 7 a 9.
z

(z —i)seny’

(e —1)cosy’

7. f2)= 8. f(z) = 9. f(z)=

8w
n e

LIMITE E CONTINUIDADE

A defini¢ao de limite que daremos agora é formalmente a mesma dos cursos
de Célculo e Andlise na reta. E, como veremos, sua importancia é de na-
tureza tedrica, pois ela permite provar todos os resultados que sdo essenciais
4 construcdo da teoria do limite.

Seja f uma funcao com dominio D. Desejamos atribuir significado pre-
ciso & expressao “f tem limite L com z tendendo a zp". Isto devera significar
que a distancia |f(z) — L| entre f(z) e L pode ser feita arbitrariamente pe-
quena, a custa de restringir z a uma vizinhanga conveniente de zy. Mas
a variavel z apenas aproxima zj, sem nunca assumir este valor. E claro
também que z deve pertencer ao dominio da funcao e z; deve ser ponto de
acumulacao desse dominio. Essas observacbes ajudam a bem compreender
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a definicao que damos a seguir. (Veja a Fig. 2.3.)

Fig. 2.3

2.1. Definicao. Seja zg wm ponto de acumulacdo do dominio D de
uma fungdo f. Diz-se que f tem limite L com z tendendo a z; se dado
qualquer € > 0 existe § > 0 tal que

2€D,0< |z—z|<é=|f(z) —L| <5
ou ainda, de maneira equivalente:
z€ DNVj(z) = f(z) € Vo(L).

FEscreve-se:
lim-Fle)= L.

z—2zp

Sendo essa definigao formalmente a mesma que damos para funcoes reais,
ela se reduz a este caso quando todos os niimeros envolvidos sdo reais. Por
exemplo, a funcdo f(z) = (senz)/z estd definida para todo nimero real
x # 0; e, como o leitor deve se lembrar do seu curso de Célculo,

T senx i

r—0 w

Este é um exemplo tipico de funcido que tem limite num ponto sem estar
definida neste ponto; ele evidencia bem o fato de que o limite L nada tem
a ver com o valor da fun¢do no ponto zp.

Quando o ponto z; pertence ao dominio de f e L = f(zg), dizemos que
f é continua no ponto zy e escrevemos:

lim f(z) = f(z0)-

z—2)
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Neste caso nao héa por que excluir o ponto z = 2y na definicdo de limite.
Com essa definigao de continuidade, a fun¢do que consideramos ha

pouco,
senx

f(z) )

T

seria continua no ponto z = 0 se ela fosse definida nesse ponto com valor
f(0) = 1. E por isso que se costuma estender a fungao f aqui considerada,
atribuindo-lhe o valor 1 na origem.

2.2. Exemplos. Usando a Definigao 2.1, vamos mostrar que a funcao

z+ 30
2

f(z) =
é continua no ponto zp = 2 — 7. Temos:

2+ 3i S =@ =)

|f(2) — f(20)| =
Daqui segue-se que, dado qualquer € > 0, basta tomar § = 2¢ para termos
|z — (2 —d)| <&=|f(2) - fa0)| <.

(Observe que esta implicacdo vale também no sentido inverso, mas nem
sempre € assim, como veremos no Exemplo 2.3 adiante.)
Se, ao invés da funcao f anterior, considerarmos a fungao

0 para z=2—1,

9(z) =1 z+3
)

para z # 2 —1,

o limite com 2 — 2 — i serd o mesmo que no caso da funcao f, porém difer-
ente do valor de g no ponto 2 — i.

2.3. Exemplo. Ainda usando a Definigao 2.1, vamos mostrar que

lim (2% 4 3z) = —4 + 6i.

z—2i
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De fato, temos:

(22 +32) — (=4 +6i)] = |(z%+4)+3(z— 2i)|
= |(z—2i)(z+ 2i) + 3(z — 2i)|
= |z —2i||z+ 3+ 2i| < |z — 2i|(]2] + 3] + |2i])
= |z —2i|(|]z| + 5).

Como z ficard restrito a uma vizinhanca de 2i, podemos, desde agora, supor
|z| < 3, portanto,

(22 + 32) — (—4 + 6i)| < 8|z — 2il.

Esta tltima expressao serd menor do que &, desde que |z — 2i| < £/8. Isto
parece indicar que, dado qualquer ¢ > 0, basta tomar § = ¢/8; mas ndo
podemos nos esquecer de que z deve satisfazer a restrigéo |z| < 3. Obser-
vando a Fig. 2.4, vemos que esta condigdo ficara satisfeita se tomarmos
& < 1. Para provar isto, usamos a desigualdade do tridngulo, assim:

|z = |(z - 20) + 2i| < [z — 2| +2<6+2<1+2=3.

Y

Fig. 2.4

Concluimos que § deve ser o menor dos nimeros 1 e £/8, garantindo-nos
o resultado desejado:

|z —2i| <6 =|(22 4 32) — (—4 +6i)| <e.
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(Observe que esta ltima implicacao nao vale no sentido inverso, da direita
para a esquerda. E ndo tem de valer mesmo, pois, para chegarmos a ela
utilizamos a desigualdade do tridngulo e a estimativa |z| < 3. Por exemplo,
tomando e =8, § =1, e z =0, 97, a ultima desigualdade fica satisfeita, mas
ndo a primeira.)

Como no caso de fungoes de varidvel real, a Definicao 2.1 pode ser facil-
mente adaptada ao caso em que z ou f(z) tende a infinito, resultando nas
definigoes que damos a seguir.

2.4. Definicoes. Diz-se que uma funcdo f(z) com dominio D tem
limite finito L com z — oo se, dado qualquer ¢ > 0, existe M > 0 tal que
|f(z) — L| < £ para todo z € D, |z| > M.

Diz-se que f(z) tende a infinito com z tendendo a zy se, dado qualquer
K >0, eziste 6 > 0 tal que |f(z)| > K para todo z € D N V{(2).

Diz-se que f(z) tende a infinito com z tendendo a infinito se, dado qual-
quer K > 0, existe M > 0 tal que |f(z)| > K para todo z € D, |z| > M.

2.5. Exemplo. A funcéo

£(2) 5z 5z

T2:-8 2(z—4)

tende a infinito com z — 4i. Vemos que deve ser assim porque o denomi-
nador estard se aproximando de zero. Mas temos de nos certificar de que o
numerador permanecerd afastado de zero, dai exigirmos que |z| > r, onde
r é qualquer numero positivo, porém menor do que 4, para que z possa se
acomodar numa vizinhanca é de 47 (Fig. 2.5). Fixado esse r, teremos:

Bl 5r
A == a2 e

Daqui segue-se que, dado qualquer K > 0, |f(z)| serd maior do que K se
5r or
—— > K, jas: 10 —4i| < —.
3z — 4 ou seja < |lz—4i| < 5K
Esta condigdo deve ser satisfeita juntamente com a condigdo |z| > r.
Tomando entéo 0 < |z — 4i| < §, onde § = min{5r/2K, 4 — r}, obtemos

2] = [4i+ (2 —4i)| >4 — |z —4i]| >4-6>4—(4—71) =7,
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logo,
0<|z—4i|l < b= |f(2)| > K.

s <4-r1
5 <5r2K

Fig. 2.5

2.6. Exemplo. Vamos provar que

fl5)= 322_’_,5 — 3i/2 com z — o0.
2z —i
De fato,
3i Jitz+6 3 7 i
e [ — [mena e b e e T < :
‘f(z) 2= 22— 2| 22z=4] = 2@ = D)

Observe que esta ultima desigualdade sé é correta no pressuposto de que
|z| > 1/2, como admitimos a partir de agora. Observe também que

< g <E" 86 |Z|>E(l+1)
= 2@2z[—1) 2 \2e :

iR L
= - = =—+1
M ma.x{z, 2(26—0— )}

obtemos o resultado desejado:

-3

Assim, com

|z|>M=>lf(z)—% <Ee.
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Poderiamos também ter simplificado um pouco mais, tomando |z| > 1,
donde 2|z| — 1 > |z|; portanto,

T 7

9 e
T 2022 - 1) 202l

‘f(z) 6]

que é < € & |z| > 7/2, de forma que, pondo M = max{l, 7/2¢},
teriamos, como antes,

|z|>M§‘f(z)—%’<s.

2.7. Exemplo. Vamos provar agora que

2

. =t
— 00 com 2z — OQ.

f(z) = 3z+5

Com a restrigéio |z| > 5, teremos:

|f(2)|_ IZQ_il |Z|241 l2|2—1 |Z|2—|Z|2/2_M
T 8z+5] T 3|z +5 4]z| 4]z| BT i

Dado K > 0, basta entéo fazer |z| > 8K e |z| > 5 para termos |f(z)| > K,
isto é, sendo M o maior dos nimeros 5 e 8K, teremos:

lz| =M = |f(z)| =K

Como ilustram esses exemplos, para demonstrar, diretamente da defini-
¢do de limite, que f(z) — L com z — 2, temos de obter uma desigualdade
do tipo | f(z) — L| < K|z — z|- Conseguimos isto por meio de simplificagdes,
a custa de desigualdades triangulares do tipo |a + b| < |a| + |b| em nume-
radores, e do tipo |a + b| > |a| — |b| em denominadores. Evidentemente,
neste 1ltimo caso é preciso que |a| seja maior do que |b|. Para obter uma
desigualdade do tipo |f(z)| > K, devemos inverter o uso das designaldades
triangulares.

EXERCICIOS

Estabeleca, diretamente da definicao, os limites indicados nos Exercs. 1 a 9.
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. g y 4z+i  5i
1) il LR T o S 2N i = !
z_l‘u_n:"(z ?) R le__ugj(2cc+y ) $ E{I‘t} z+1 1+1
2 62+ 7
4. lm—— =00, 5 < = o0. AT =3
s SCRTIE R o S i S ey
et < eyps EaRt ] 6247
] =0. } 2 STra g : Ay
S deoma S by e e e

10. Sendo a e b mimeros complexos constantes, prove que

lim (az +b) =az+b e lim (a2’ +bz+c)=az +bz +c

z—2( z—1zg

11. Prove que lim._., az" = azj, onde a é uma constante complexa e n um inteiro
positivo.

12. Prove que um polinémio de grau n,
P(z) = an 2" F renz © ey dh =10,
tende a oo com z — 0o.
13. Prove que o quociente de dois polinémios,

Ty e SN T T s O T
buz" +bu_12" 14+ by’

Am bn 3{: 0:

tende a zero, a a,, /b, ou a oo, com z — oo, conforme seja m < n, m =n oum > n,
respectivamente.

14. Prove que a fungao w = /z é continua em todo ponto z.

15. Prove que a fungédo w = lim 1/z é continua em todo ponto z # 0.

16. Prove que a fun¢do w = lim1/(z — &) é continua em todo ponto z # a.
17. Prove que lim, ., f(z) = L = lim.—, |f(z)| = |L].

SUGESTOES

2. Lembre-se de que |Rez| < |z| e [Im z| < |z|. Supondo, de inicio, |z — z| < 1, prove
que |z| < 1e |y| < 3. Entao,

|2z +y*) — 4|

12z + (v — 2)(y + 2)|
2|z| + |y — 2|(ly| +2)
5|z| + 5|y — 2| < 10|z — 2i].

IA 1A

8. Observe que, sendo, digamos, |z| > 5, entao,

2 = 182" +1] | |2 —3Jz’ =1 |2 —3|2P /5 —|2'/5 _
|2 +5[z[+3 = [aP +5[2[+3 = [2]? + 5[z + [

¥ — 3L
22 +52—3

| >
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11. Lembre-se de que 2" — 28 = (2 —2z)(2" 1 + 2" 2z + - 4201,
12. Observe:

Qn—1 ap

2 [af" [lan] = (|22 4o

z

)

14. Sendo zy = rpe’® #0ez= rem, as funcoes /z e \/Zy devem ser entendidas como

n agn
P > al — + e .+. —_—

Faga o 1iltimo paréntese menor do que |a, /2.

1/2 i ;
\/E='r[]{ 6190/2 e \/Zz,rl/?el&/z‘

6 variando numa vizinhanca de 6y; por exemplo, |# — 6| < 7/2. Observe que

VzZ—Z =

zZ— 20

VZ + Val* = (VZ - V&) (Vz — Va) =1 + 1o + 277 cos[(6 — 05)/2] > o,

desde que se tome |z — zg| < § = rg. Faga uma figura para entender o que se passa.

15. Observe que

_]‘.,i|_ |z — 20| _ 2|z — 2|
20 20 |z20| 22

desde que |z| > |zg|/2. Prove que isto acontece tomando |z — zg| < & = |20|/2.

PROPRIEDADES DO LIMITE

As propriedades do limite, relativas aos limites da soma, do produto, do quo-
ciente etc., ji conhecidas no caso de funcoes de varidveis reais, permanecem
validas para funcoes de varidvel complexa, e sdo estabelecidas como no caso
de varigvel real. E o que veremos agora.

2.8. Teorema. Se f e g tém limites finitos com z — 2y (digamos,
limf=F elimg=G), entao

Jim [£(2) +g(2)) = lim 7(2) + lim () (2.1)
Jim [£(:)g(2)] = lim f(2) Jim g(2); (2:2)

| ) el e )
se lim 9(z) # 0, entdo Jim el g (2.3)
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Demonstragao de (2.1). Observe que

[7(2) +9(2) = (F+G)| = [(f(2) — F) + (9(2) - G)|
< |f(z) - Fl+lg(z) - G,

de sorte que, dado £ > 0, |f(2) + g(z) — (F + G)| serd < ¢ se fizermos
|f(z) — F| < e/2 e |g(z) — G| < /2. Ora, sendo Dy e D, os dominios de f
e g, respectivamente, existem § > 0e § > 0 tais que

2€ DyNVj(20) = 1f(2) - Fl < 2,

2 € Dy NV} () = |9(2) — G| < %

Entao, valem essas desigualdades se tomarmos
z € Dy N Dy N Vy(z),
onde § =min{§, 6 }, pois § < & ed < § . Assim,
z€ Dy ND,NVi(20) = |f(2) + g9(z) — (F+G)| <e,
0 que completa a demonstracao.

Deixamos as demonstracoes das propriedades (2.2) e (2.3) para os exer-
cicios. O leitor podera demonstra-las com a ajuda dos resultados do teorema

seguinte.

2.9. Teorema. 1) Se lim,_.., f(z) = L # 0, entdo existe uma vizi-
nhanga Vi (z) na qual f(z) € limitada.
2) com a mesma hipdtese, existe 6 > 0 tal que

2 € Dy O Vi(z0) = |7(2)] > |LI/2.

Demonstracao. Da hipétese segue-se que, dado £ > 0, existe § > 0 tal
que
z€ DNVj(z0) = |f(z) — L| <.

Entéao, com as mesmas restrigoes em z,

|f(2)l = |L+[f(2) = D)] < |L| + [f(2) = D)| < |L| +&.
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Isto prova que a fungio é limitada pela constante |L| + .
Para provar a segunda parte, tomemos £ = |L|/2. Teremos, com as
mesmas restricées em z:

If() =|L+[f(z2) —L)] = [|L|-|f(z)— L)
> |Ll—e=|L| = |L|/2=|L|/2,

o que completa a demonstragao.

Conseqiiéncia imediata dos teoremas anteriores sao as propriedades das
fungées continuas enunciadas a seguir.

2.10. Teorema. A soma e o produto de func¢oes continuas sdo funcdes
continuas.

O quociente de duas fungées f e g, continuas num ponto zy, € uma
fungao continua em zy, desde que g(zy) ndo se anule.

Vale também a propriedade da fungao composta, enunciada a seguir e
cuja demonstracao deixamos para os exercicios.

2.11. Teorema. Seja g uma fung¢do cujo dominio contenha um ponto
zp e cuja imagem esteja contida no dominio de uma funcao f. Nestas
condigdes, se g for continua em zy e [ continua em g(zg), entdo a funcdo
composta f(g(z)) serd continua no ponto z.

Existe uma importante relagao enfre o limite de uma funcao complexa
e os limites de suas partes real e imaginaria, que consideramos a seguir.

2.12. Teorema. Seja f = u+ v wma fungdo com dominio D, e seja
L =U +1iV. Entdo

Jim f(z) =L (2.4)
se e somente se
Iingn ulz, y)=U e linzln iz, =1 (2.5)

Demonstragdo. Suponhamos satisfeita a condigdo (2.4). Entao, dado
g > 0, existe § > 0 tal que

ze DN Vs(z0) = |f(z) — L| <& (2.6)
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