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Prefacio 

Muitas das aluais leorias matemriticas surgirom do CiiJncia, 
Aplicada, e s6 depois adqui,"iram aqll.ele aspecto axiomdtico e 

abstrato que tanto dijicuUa 0 seu apnm.dizado. 

V. I. Arnold 

A teona das funr.;6es de uma variavel complexa e wna extensao natural 
da teona das fuw;:oes reais, e e de importiincia fundamental, tanto em 
matematica pura como nas aplicar,;oes. Teata-se, pois, de disciplina 
mandat6ria nos curriculos de matematica, fisica e diversos call1OS da 
engenharia, sobretudo eletronica e aeronautica. 

o presente Livro roi escrito com vistas a atender ~ necessidades dos 
estudantes desses v3rlos cursos. Os pre-requisitos sao minimos: apenas 
tun curso de catculo, cobrindo derivadas e integrais, seqtiencias e series 
infinitas. 0 POllCO que se requer de derivadas parciais, integrais de linha 
e integrais duplas pade sec suprido num curso concomitante de caJ.culo 
de v3rias variaveis. 

A enCase da exposir.;ao esta no desenvolvimento dos metodos e tecni­
cas da teoria. 0 fomlalismo e 0 rigor sao reduzidos a urn minimo, como 
convem num primeiro curso, para facilitar 0 aprendizado. decOrTenda 
natural do que diz Arnold, eminente matematico russo da atualidade. 

lnsistimos em que 0 texto e apropriado tanto a matematicos aplicados. 
fisicos e engenheiros, como a estudantes que pretendam se dedicar a 
matematica enl si, como carreira de ensino ou pesquisa. De fato, as ne­
cessidades de todos esses alunos sao as mesmas: eles precisam adquirir 
familiaridade com a f6mlUia de Cauchy e suas conseqtiencias, com as 
series de Taylor e de Laurent, com 0 c8.lculo de residuos e aplica<;6es. 56 
depois e que est.arli.o preparados para apreciar devidamente urn tratamen­
to rigoroso do teorema de Cauchy-Goursat ou estudar t6picos especiais 
da teoria. 

Os cineo primeiros capftulos cabem muito bern num curso de unl se­
mestre. 0 Capitula 5, sabre singularidades isoJadas e cAlcuJa de residuos, 
completa 0 Que pade ser considerado conteudo minima de unl curso 
introdut6rio. 

o Capitulo 7 versa sobre dinamica dos fluidos e aerodinarnica, e e in­
dependente do Capitulo 6, sobre continua<;ao analitiea. Sem nos esten­
dennos muito nurn assunto que pode rapidamente tomar-se bastante 
tecnieo, logramos, todavia, chegar ~ ideias centrais da teoria de Kutta-



 

 

 

 

 

viii / Pr(ffido 

Joukovski, apresentando, inclusive, 0 cAlculo da for~a de levantamento 
que se exerce numa asa de aviao. 0 tratanlento que fazemos ~ dlreto e 
completo, abordwldo uma aplica~ao de largo aJcance e que certamente 
hA de interessar ao leitor curioso. 

No Capitulo 6 apresentamos os resultados mais importantes sobre 
continuacao analftica, n~Oes elementares das superficies de Riemwm 
e propnedades da fWl~ao gama 0 Capitulo 8 ~ dedicado a represent.a­
cAo confonne. com algumas aplica~Oes a teona do potencial e a eletros­
tiitica. Aqui 0 lei tor vern que v<irias passagens do Capitulo 7 sao excm­
plos de representacao confonl1e; e que esses t6picos puderam ser apre­
sentados nesse capitulo sem necessidade de desenvolver toda a leona 
da representa~a.o confonne. 

Escnto pnmeiramente em 1974, 0 livro teve uma segunda edi~30 em 
1990, e agora esta terceira edi~3o, com a maior revisao feita. 0 maior 
acr~scimo de ma~na nova, tanto exemplos e exerdcios como os t6pi­
cos dos Capitu]os 6 e 8. 

Queremos, por f1m, agradecer aos dirigentes e aos dedicados fWlcio­
nanos da LTC Edilora pelo continuado interesse e apoioao nosso trabalho. 

Geraldo Avila 
Brasilia, janei1u de 2000 
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Capitulo 1 

NUMEROS COMPLEXOS 

NECESSIDADE DOS NUMEROS COMPLEXOS 

Os numeros complexos sao comumente estudados nos cursos de Algebra, ou 
em cursos que tratam das construr;6es numericas, ai incluidos os numeros in­
teiros, racionais e reais. Vamos fazer aqui uma apresentar;ao desses numeros, 
mais do ponto de vista pnitico, sem maiores preocupar;6es com os detalhes 
da teoria. 

Como se sabe, as raizes de uma equar;ao do 22. grau, 

ax2 + bx + c = 0, 

sao dadas pela conhecida formula: 

- b ± Vb2 - 4ac 
x = 

2a 

Obtemos, efetivamente, duas raizes , quando 0 discriminante b2 - 4ac e 
positivo e apenas uma se ele for nulo. 

Quando 0 discriminante e negativo, a formula acima nao conduz a ne­
nhuma raiz real. Neste caso, 0 trinomio ax2 + bx + c e sempre diferente 
de zero, qualquer que seja 0 valor real que se atribua a x. Por exemplo, se 
tentarmos resolver a equar;ao 

somos levados a 

x = 

x 2 
- 6x + 13 = 0, 

6 ± V36 - 4 . 1 . 13 

2 
6±V-I6 

2 



2 Capitulo 1: Numeros complexos 

que nao represent a numero real algum. No entanto, se operarmos formal­
mente, como se A fosse urn numero, obteremos: 

x = 6 ± J I6(-I) = 6±4A = 3±2H 
22 · , 

ou seja, Xl = 3 + 2A e x" = 3 - 2A. Vamos substituir esses "numeros" 
na equac;ao original para verificar se eles sao realmente raizes. Ao fazermos 
isto, devemos tratar 0 simbolo A como se ele fosse mesmo urn numero; 
em particular , seu quadrado deve ser - 1: (A)2 = - 1. Teremos: 

(xl)2 - 6Xl + 13 = (3 + 2H)2 - 6(3 + 2H) + 13 

= 9 + 12H + 4( - 1) - 18 - 12H + 13 = 0. 

Do mesmo modo, verificamos que x" tambem e raiz. 

N umeros complexos 

Dessas considerac;oes segue-se que e possivel resolver a equac;ao do 22 grau 
mesmo no caso em que b2 - 4ac < 0, se operarmos com 0 simbolo i = A 
como se fosse urn numerol. Ele deve ter a propriedade de que i 2 = - 1 e 
deve operar ao lado dos numeros reais com as mesmas leis formais que regem 
estes numeros. Somos assim levados a introduzir os numeros complexos 
como sendo os numeros da forma a + bi, como 

3 + 5i , 
2 . 
- - 22 
3 ' 

o novo elemento i = A e chamado unidade imaginaria; a e chamado de 
parte real e b de parte imaginaria do numero complexo a + bi. 

INa verdade, a motiva<;ao maior para a aceita<;ao dos numeros complexos ocorreu no 
seculo XVI, quando os matematicos descobriram a formula geral de resolu<;ao de equa<;6es 
do 32 grau. Aplicada a equa<;ao x 3 

- 15x - 4 = 0, essa formula se reduz a 

Sabendo que x = 4 e raiz , percebeu-se que as raizes cubicas ai indicadas devem ser 
(2 + A ) e (-2 + A), respectivamente , 0 que se comprova elevando-as ao cuba e 
operando formalmente. Como tal procedimentos permitia obter a raiz x = 4 pela formula, 
ficou evidente que tal interpreta<;ao deveria ser aceita. Portanto, os numeros complexos 
entraram na Matematica pela equa<;ao do 32 grau, nao do 22. 
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Vemos assim que, ao introduzirmos os mimeros complexos, devemos 
definir adi<;;ao e multiplica<;;ao de maneira que permane<;;am vaIidas as pro­
priedades associativa, comutativa e distributiva que essas opera<;;oes pos­
suem quando referidas aos mimeros reais. Assim, os mimeros complexos 
ficam determinados pelas seguintes regras: 

az = W; 

a + bi = e + di significa a = e, b = d; 

(a + bi) + (e + di) = (a + e) + (b + d)i ; 

(a + bi)(e + di) = (ac - bd) + (ad + bc)i . 

o leitor deve notar que a defini<;;ao de multiplica<;;ao e motivada pelo que 
obteriamos operando formalmente, assim: 

(a + bi)(e + di) = ae + adi + bie + bidi = (ae - bd) + (ad + bc)i . 

Vejamos alguns exemplos de opera<;;6es com mimeros complexos: 

(-5 + 7i) + (3 - 12i) = -2 - 5i; 

(1 - 5i)(3 + 2i) = (3 + 10) + (2 - 15)i = 13 - 13i = 13(1 - i); 

vI2(_l_ - iJ50) = ! - iv'loO = ! - Wi. 
v'I8 3 3 

A subtra9ao de mimeros complexos e definida em termos da adi<;;ao e do 
oposto de urn mimero. Ooposto de z = x+iy e 0 mimero - z = (- x)+i( - V). 
Dados entao Zl = Xl + iYI e Z2 = x2 + iY2, definimos: 

Os reais como subcorpo dos complexos 

Observe que os mimeros complexos da forma a + iO se comportam, com 
rela<;;ao a adi<;;ao e a multiplica<;;ao, do mesmo modo que os mimeros reais 
a; em outras palavras, fazendo corresponder 0 mimero complexo a + iO ao 
mimero real a, entao a soma a+b correspondeni (a+b) +iO, que e 0 mesmo 
que (a + iO) + (b + iO); e ao produto ab correspondeni ab + iO, que e 0 
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mesmo que (a+iO)(b+iO). Isso quer dizer que somar e multiplicar numeros 
reais equivale, pela correspondencia a I--------t a + iO, a somar e multiplicar, 
respectivamente, os numeros complexos correspondentes, 0 que nos permite 
identificar 0 numero real a com 0 numero complexo a + iO, ja que, do ponto 
de vista da adi<;ao e da multiplica<;ao, seu comportamento e 0 mesmo. Deste 
modo, os numeros complexos se apresentam como uma extensao natural dos 
numeros reais. 

o plano complexo 

Dado 0 numero complexo z = x + iy, sua parte real x e denotada por 
Re z, e sua parte imaginaria y, por 1m z. 0 plano complexo e 0 conjunto 
das representa<;oes de todos os numeros complexos z = x + iy pelos pontos 
p = (x , y) do plano. E conveniente identificar 0 numero complexo z = x+iy 
com 0 ponto P = (x , y), 0 que e possivel atraves das seguintes defini<;oes: 

(a , b) = (c, d) significa a = c, b = d; 

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d); 

(a, b)(c, d) = (ac - bd, ad + bc). 

E facil ver entao que a = (a, 0) e i = (0, 1). 

z = x + iy 

2 - 2i 

Fig. 1.1 
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A representac;ao dos numeros complexos por pontos do plano e muito 
util e de uso freqiiente. Por meio dela, 0 numero complexo z = x + iy e 
identificado com 0 ponto (x, y), ou com 0 vetor Oz de componentes x e y 
(Fig. 1.1). As conhecidas regras do paralelogramo para a soma e subtrac;ao 
de vetores se aplicam, entao, no caso de soma e subtrac;ao de numeros 
complexos (Figs. 1.2 e 1.3). 

Z2 "", I : T 
' I I 

I I 

I I Y 2 
I 

/ : I 
Z I " I _____ _ 1 _ 

X, 

Fig. 1.2 

Z, 

Fig. 1.3 
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Modulo e complexo conjugado 

Definimos 0 modulo, valor absoluto ou norma de urn numero complexo z = 
x + iy como sendo 0 numero nao-negativo Izl = vx2 + y2. Como se ve, ele 
e a distancia do ponto z it origem. 

o complexo conjugado de z = x + iy e definido como sendo z = x - iy. 

A Fig. 1.4 ilustra exemplos de complexos conjugados. 

z = x + iy 

Z = x - iy 

Fig. 1.4 

Em termos do modulo e do conjugado, temos: 

zz = (x + iy)(x - iy) = (x2 + y2) + i( - xy + yx) = x 2 + y2, 

isto e, zz = Iz12. Esta propriedade permite calcular 0 quociente z = zI/ Z2 

de dois numeros complexos Zl e Z2, Z2 =I- 0, que e definido pela condi~ao 
ZZ2 = Zl· Para isso, basta multiplicar 0 numerador e 0 denominador pelo 
complexo conjugado do denominador. Exemplos: 

- 3 + i _ (-3 + i)(l + 2i) _ - 5 - 5i _ -1 _ i 
1 - 2i - (1 - 2i)(1 + 2i) - 12 + 22 - . 

Em geral, com Zl = Xl + iYI e Z2 = X2 + iY2, temos: 

Zl ZlZ2 XIX2 + YIY2 + i(YIX2 - XIY2) 
= 

Z2 Z2Z2 x~ + y~ 
Deixamos ao lei tor a tarefa de provar as seguintes propriedades: 

Izi = Izl; z+z 
Rez=--· 

2 ' 
Z-z Imz= -_. 

2i ' 
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(~~) = ;~ 
Esta ultima segue da pen ultima e da definic;ao de quociente: 

_ Zl 
ZZ2 = Zl; logo, Z Z2 = Zl, don de Z = - . 

Z2 

EXERCICIOS 

Reduza a forma a + bi cada uma das expressoes dadas nos Exercs. 1 a 11. 

1. (3+5i)+(- 2+i). 2. (- 3 + 4i) - (1 - 2i) . 3. (v'3 - 2i) - i[2 - i( v'3 + 4)]. 

4. (3 - 5i)( -2 - 4i). 5. (1 + ~)( - ~ + 3i). 6. (3i - 1)(~+~) . 

7. . (2 2i) 7 - 22 -"5' 8. (2 + 3i)2. 9. (4 - 2i)2. 

10. (1 + i)3 11. 1 + 2i + 3i2 + 4i3 + 5i4 + 6i5
. 

N 

12. Mostre que Lin = 1, 1 + i, i ou zero, con forme 0 resto da divisao de N por 4 seja 
n=O 

zero, 1, 2 ou 3, respectivamente. 

13. Mostre que (x + iy)2 = x2 _ y2 + 2ixy. 

14. Mostre que (x - iy)2 = x2 _ y2 - 2ixy. 

15. Mostre que (X+iy)2(X - iy)2 = (x2 +y2)2. 

16. Mostre que (x+iyt(x - iy)" = (X2 +y2t· 

Reduza a forma a + bi cada uma das expressoes dadas nos Exercs. 17 a 27. 

17. 
1 

18. 
1 

19. 
l+i 

20. 
3 - i 

2 + 3i 4 - 3i 3 - 2i ' 2i - 1 

21. 
1 - i 

22. 
1 + i 

23. 
4 - 3i 

24. 
1 - i 

l+i 1 - i i-I v'2 - i 

25. 
1 

26. e+it· 27. (1 - i)(v'3 + i). 
(1 + iF . 1 - 2 
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Nos Exercs. 28 a 32, represente graficamente os numeros complexos Zj, Z2, Z j Z2 e 

ZI/ Z2 ' 

28. Zj = 3 + 4i, 
1 - i 

29. Z2 = 5V2' 

30. 
l + i 

Z2 = 1 + iV3. 31. Zj= - - , 

2V2 

32. Zj = 3 - i, Z2 = 3 - i/2. 

33. Mostre que Re[-i(2 - 3i)2] = -12. 

1- iV2 . 
34. Mostre que = -2 

V2+i . 

35. Mostre que 1m [ 
(1 -. iV3)2] 

2 - 2 
2(1 + 2V3) 

5 

1 + i tg9 . 
36. Mostre que 9 = cos 29 + 2 sen 29. 

1 - itg 

1 + iV3 
Zj = 

2 

Z j = 1 + 2i , 

37. Dados do is numeros complexos a e {3, prove que 

V3+i , Z2 = - -2-' 

Z2 = 2 - i. 

Fa<;a um grafico e obtenha a seguinte interpreta<;ao geometrica: a soma dos quadrados 
dos lados de um paralelogramo e igual a soma dos quadrados das diagonais. 

38. Dados tres vertices de um paralelogramo pelos numeros complexos Zj, Z2 e Z3, deter­
mine 0 vertice Z4 oposto a Z2 . Fa<;a um grafico. 

39. Prove que 0 produto de do is numeros complexos e zero se e somente se um dos fat ores 
se anula. 

40. 0 Teorema Fundamental da Algebra afirma que todo polin6mio com coeficientes com­
plexos possui uma raiz (real ou complexa). Prove, como corolario, que todo polin6mio 
P(x) de grau n possui n raizes , contadas as multiplicidades; e sendo aj , ... ,an essas 
raizes , entao P(x) se escreve P(x) = a(x - aj) .. . (x - an). Prove tambem que se 0 

polin6mio tem coeficientes reais , e se a e uma raiz complexa, entao a tambem e raiz. 

REPRESENTAQAO POLAR 

Considerando a representa<;ao geometric a de um numero complexo z i= 0, 
chama-se argumento de z 0 angulo e formado pelo eixo Ox e 0 vetor Oz (Fig. 
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1.5). Como em Trigonometria, os angulos sao aqui orientados: consideramos 
positivo 0 sentido de percurso oposto ao dos ponteiros do relogio. 

o argumento de z so pode ser definido quando z i 0; mesmo nesta 
hipotese, 0 argumento so fica determinado a menos de multiplos inteiros de 
27r. Como x = Izl cos () e y = Izl sen (), temos a seguinte representa<;ao de z, 
conhecida como representac;ao polar ou representac;ao trigonometrica: 

z = r(cos() + isen()), l' = Izl; 

l' e () sao designados as coordenadas polares de z. 

z 

Fig. 1.5 

Formulas do produto e do quociente 

De posse da representa<;ao polar, vamos deduzir uma regra muito conve­
niente para a multiplica<;ao. Sejam 

dois numeros complexos quaisquer. Entao, 

Zl Z2 1'11'2 (cos ()1 + i sen ()1) (cos ()2 + i sen ()2) 

1'11'2 [( cos ()1 cos ()2 - sen ()1 sen ()2) + i (sen ()1 cos ()2 + cos ()1 sen ()2) l, 

isto e, 

Vemos assim que 0 produto de do is numeros complexos e 0 numero cujo 
m6dulo e 0 produto dos m6dulos dos fatoroes e cujo argumento e a soma dos 
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argumentos dos Jatores (Fig. 1.6). Observe que os triangulos de vertices 0, 
1, Zl e 0, Z2, ZlZ2 sao semelhantes, 0 que facilita a constru<;ao do produto 
ZlZ2 a partir dos dados 0, 1, e Z2. 

Fig. 1.6 

\ 

\ 

Vamos deduzir result ado analogo para a divisao. Como 

1 
cos () + i sen () 

cos () - i sen () () . () = cos - ~sen , 
(cos () + i sen ()) (cos () - i sen ()) 

temos: 

Portanto, 

rl cos ()l + i sen ()l rl 
() . () = - ( cos ()1 + i sen ()1) ( cos ()2 - i sen ()2) 

r2 cos 2 + ~ sen 2 r2 

rl [(cos ()l cos ()2 + sen ()1 sen ()2) + i (sen ()1 cos ()2 - cos ()l sen ()2) ] . 
r2 

isto e, para dividir numeros complexos basta Jazer 0 quociente dos m6dulos e 
a diJerenr;;a dos argumentos (Fig. 1. 7). Tambem aqui, como no caso do pro­
duto, a constru<;ao do quociente e facilitada pela semelhan<;a dos triangulos 
de vertices 0, 1, zI/z2 eO, Z2, Zl . 
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Fig. 1.7 

Formula de De Moivre 

A formula de multiplica<;ao acima estende-se para um numero qualquer de 
fatores. Sendo 

teremos: 

A demonstra<;ao deste fato e simples e fica a cargo do leitor. Em particular, 
quando todos os fatores sao iguais e de modulo unitario, obtemos a formula 
seguinte, chamada formula de De M oivre: 

(cos () + i sen ()t = cos n() + i sen n(). 

Esta formula e valida tambem para expoentes negativos. De fato, 

(cos () + i sen ())-n 
1 1 

(cos () + i sen ())n cos n() + i sen n() 

cos n() - i sen n() = cos( -n()) + i sen (-n()). 

EXERCICIOS 

Nos Exercs. 1 a 12, determine 0 argumento dos numeros complexos dados, escreva esses 
numeros na forma polar e represente-os geometricamente. 
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1. Z = -2 + 2i. 2. Z = 1 +iJ3. 3. Z = -J3+i. 

4. ( i ) 5 z - - -- 1 +i . 5. 
1 

6. Z = -1 - i. z = 
- 1 - iJ3' 

-3+3i 
8. 

- 4 
9. Z = 1 + 2i. 7. z = 

1 +iJ3' 
z = - - - . 

J3 - i 

10. Z = -1 + 3i. 11. Z = - 3 - 2i. 12. Z = 4 - i. 

Nos Exercs. 13 a 18, reduza os numeros Zl e Z2 a forma polar e determine as formas 
polares de ZlZ2 e Zl/Z2. Represente esses quatro numeros num gnifico. 

M' 3 - iJ3 
13. Zl = v 3 + 3z, Z2 = 2 . 14. Zl = 1 + i, Z2 = J3 + i. 

15. Zl = 1 - i, Z2 = -1 + iJ3. 16. Zl = -1 - i, Z2 = -1 - iJ3. 

18. Zl = 1 - i, Z2 = -1 + 2i. 

19. Prove que se IZII = IZ21 = IZ31 = 1 e Zl + Z2 + Z3 = 0, entao Zl, Z2 e Z3 sao os vertices 
de urn triiingulo equilatero inscrito no clrculo unitario de centro na origem. Fa<;a urn 
grafico. 

20. Prove que 

cos 3B = cos3 B- 3 cos B sen2 B e sen 3B = -sen3 B + 3 cos2 BsenB. 

21. Obtenha formulas anruogas as do exercicio anterior para cos 4B e sen 4B. 

22. Prove, de urn modo geral, que 

cosnB n D n(n - 1) n - 2 D 2 D 
cos u- 2 cos usen u + ... 

P(cos B, sen B), 

sennB n-11l D n(n-1)(n-2) n-3 3D 
ncos usenu - 6 cos sen u + ... 

Q(cosB, sen B), 

onde P e Q sao polin6mios convenientes, homogeneos e de grau n nas duas variaveis 
cosB e senB. 

RESPOSTAS E SUGESTOES 

2. Z = 2 (cos i + isen i)' 
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( 
57r . 57r) 

3. z = 2 cos 6 + ~ sen 6 . 1 ( 57r . 57r) 4. Z = In cos - + ~sen -4 . 
4v2 4 

9. Z = v'5( cos 8 + i sen 8), onde 8 = arc cos(1/ v'5) , 0 < 8 < 7r / 2. 

12. z =V17(cos8 +isen8), onde 8=arccos(4/ V17) , -7r/ 2<8<O. 

20. Desenvolva (cos 8 + isen 8)3 pela formula do binomio e pela formula de De Moivre. 

PROPRIEDADES DO VALOR ABSOLUTO 

As seguintes propriedades sao de verificac;ao imediata: 

/Z/ 2 0, /z/ = 0 {::} z = 0; 

/z/ = / - z/; /Rez/:s: /z/, /Imz/:S: /4 

A propriedade 

segue da seguinte observac;ao: /ZlZ2/2 = (ZlZ2)(ZlZ2) 
/Zl/2/Z2 /2. Menos trivial e a desigualdade do triangulo, 

(1.1) 

assim chamada por exprimir propriedade geometric a bern conhecida: a soma 
dos comprimentos de dois lados de um triangulo e maior ou igual ao com­
primento do terceiro lado (Fig. 1.8). Para demonstra-la, observemos que 

/Zl + Z2/ 2 (Zl + Z2)(Zl + Z2) = ZlZl + Z2Z2 + (ZlZ2 + ZlZ2) 

/Zl/2 + /Z2/ 2 + ZlZ2 + ZlZ2 = /Zl/2 + /Z2/2 + 2Re(zlz2) 

< /Zl/2 + /Z2 /
2 + 2/Z1Z2/ 

/Zl/2 + /Z2/
2 + 2/Z1 I/z2/ 

(/Zl/ + /Z2/)2. 
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Daqui segue a desigualdade desejada por uma simples extrac;iio de raiz. 

/ 

Fig. 1.8 

Como I - z2 1 = I z21 , vale tambem a desigualdade 

pois 

Uma terceira desigualdade muito importante e a seguinte: 

(1.2) 

Para demonstni-la, basta observar que 

Obtem-se daqui 0 resultado desejado subtraindo IZ21 do primeiro e ultimo 
membros. 

Trocando Zl com Z2 em (1.2) , obtemos tambem a desigualdade 

(1.3) 

Pondo agora IZII-lz21 = a, as desigualdades (1.2) e (1.3) podem ser escritas, 
respectivamente, a :s: IZI + z21 e - a:S: IZI + z21, donde segue-se que 
lal :s: IZI + z21 , ou seja, 
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EXERCiclOS 

1. 

2. 

1 
2+ i ,5 (/3 + ;.1 1-311 

~ I ostre que ~ = -7 E' = 2v2. 
2 - 1V3 " .3 

Demolls tre , por inclu\B.o , a d~j!llaldade ~eguintf' ~ inte:-prete 0 resultado grafiea· 
mente. 

1'1 + z, + . .. + Zn I::; ' J! - I', - ... - I,. I· 
3. :3upondo seT IZ21 > 1':31. prove ql.:e 

1_'1_1 < ,J! 
22 -::3 - Iz~ 123 1 • 1 

- . 
- 2 - - : 

4. Prove que Izl::; Ixl.,. Iyl ::; /21' . ond. , = x ~ I) 

5. P rO\'e que Itll-l z2 1 :5 1.::\ - 221. quaisque: qUE' sej :....::. as c. -imeros complexos z\ e ':2. 

6. Prove q ue, se vale a desigualdari-? do exerdcio ani ~:-.')r. ec...~.ao It! ± %21 :5 ltd + It21. 
quaisquer que 'Sejam os numero~ ':\ e %2 : k-r o e. 8 ':-=siguaJdade do triangulo (1.1 ) e 
;-quiv.i.nl • • (1.2) ou (1.3). 

7. :Sendo z -:j:. 0, mostre que Re z = =1 se e somente Sf : .> O. 

8. 'L tilize 0 resu ltaclo ante rior com.: = =! z:! para pr : ...... ...r qt:~. seudo %, I 0 e Z2 f:. O. 
~ntao a igualdade \'ale em (1.1 se e son:~ nte Sf' ::": '5".!\ = argz2, a menos de um 
:nultip!o illteiro de 2:7 " Interpret.;- este resu:t ado gf:' :-=etrk:~ente. 

RAiZES n-ESIMAS 

Diz-se que urn numero z e raiz n-esima de urn :.:.do :zumero complexo a se 
zn = a. Como veremos logo a ;eguir. um mime:> cooplexo ('" 0) possui 11 

raizes distintas. Para i5S0, consideremos 0 mime: " dac.o a '" 0 em sua forma 
polar: a = r(cosO + isenO); e :epresentemos. :.,mb-'...:m em forma polar, a 
raiz que desejamos eneontrar: : = p(eo; p - i "~ ,,). Utilizando a formula 
de De fvloiv re1 a equa~ao z71 = C assume a fOTIL;' segt:..inte: 

p"(eos n<p + isen 11<,:') = ,. (e05 f - j SE:O 0). 

Como a igualdade de numervs complexos r~:'ler "- igualdade das partes 
reais e das partes imaginarias: :.eparadament e. ': -:-\'em·.J:S ter 

l l. cos n.p = r cosO e pfl sen 71 _" = r sene. 

EstC.-:5 equac;oes, por sua vez, equh'alem a 

pn = r. n.,:> = 0 + 2/.-;' . 
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onde k e urn inteiro. Daqui segue-se que pea raiz n-esima positiva de r , 
donde 

( 
() + 2k7r () + 2k7r) 

Z = Va = ifi cos n + i sen n · (1.4) 

Esta formula produz n raizes distintas, quando a k se atribuem os valores 
k = 0, 1, . . . , n - 1. Como e facil ver, qualquer outro valor atribuido a k 
conduz a uma raiz ja obtida com urn dos valores acima, precisamente aquele 
que e 0 resto da divisao de k por n. Vemos, assim, que urn numero complexo 
a i- 0 possui n raizes n-esimas zo, Zl , ·· ·, Zn-l, todas com 0 mesmo modulo 
p = \IfaT (Fig. 1.9) e com argumentos 

() 2k7r 
i.pk = - + --, k = 0, 1, . . . , n - 1. 

n n 

Fig. 1.9 

Raizes da unidade 

No caso particular a = 1, 0 angulo () assume 0 valor zero e a formula (1.4) 
se reduz a 

( 
2k1f 2k1f) 

Z = cos --;;;: + i sen --;;;: 

que sao as raizes n-esimas da unidade. Pondo 

21f . 21f 
W = cos - + ~ sen -, 

n n 
e utilizando a formula de De Moivre, vemos que as raizes n-esimas da 
unidade sao dadas por 

1 2 n -1 
, W , W , ... , W . 
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Observe que, representadas no plano complexo, essas raizes sao os 
vertices de urn poHgono regular de n lados. A Fig. 1.10 ilustra as raizes da 
unidade no caso n = 6. Aqui , 

'IT . 'IT 1 . .J3 
w = cos - + '/, sen - = - + '/, -

3 3 2 2 ' 

Fig. 1.10 

A formula (1.4) pode ser escrita assim: 

( () ()) (2k'IT 2k'IT) 
Z = '\IT ;;;: + i sen ;;;: cos --:;;: + i sen --:;;: , 

ou seja, 

a = '\IT(Cos~+isen~) ·wk, k = O, l , . .. ,n-1. 

Esta expressao nos diz que as razzes n -esimas de um numero complexo 
nao nulo podem ser obtidas como 0 produto de uma de suas razzes particu­
lares, 

pelas razzes n-esimas da unidade, 1, w, .. . , wn - 1 . 



18 Capitulo 1: Numeros complexos 

Como exemplo, seja determinar as raizes cubic as do numero a = 8. Uma 
delas e Zo = 2. As raizes cubicas da unidade sao dadas por 1, w, w2

, sendo 
que agora 

27f . 27f 1 . .J3 
w = cos - +1,sen - = - - +1, - . 

3 3 2 2 

Logo, as raizes cubicas de 8 sao (Fig. 1.11): 

( 
1 . .J3) . 

Zo = 2; Zl = 2 - "2 + 1,2 = - 1 + 1,.j3, 

Fig. 1.11 

Raizes primitivas 

Chama-se raiz n -esima primitiva da unidade qualquer raiz n-esima z =F 1 
tal que n e 0 menor inteiro positivo tal que zn = 1. E claro que, qualquer 
que seja n , 

27f . 27f 
W = cos - +1,sen -

n n 

e raiz primitiva. Ela e a primeira raiz primitiva que ocorre quando percorre­
mos 0 Clrculo unitario no sentido anti-horario a partir da unidade real. Mas 
pode nao ser a unica raiz primitiva; por exemplo, no caso das raizes triplas 
da unidade, como vimos ha pouco, w e raiz primitiva, mas w2 tambem e. 
J a no caso das rafzes sextuplas, w e w5 sao raizes primitivas, enquanto w2 , 
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w3 e w4 nao 0 sao. Veja 0 Exerc. 22 adiante para uma caracteriza~ao das 
raizes primitivas. 

Observa<;iio. 0 processo de calculo de raizes, utilizando a repre­
senta~ao trigonometrica, e de carater geral; mas nem sempre e 0 mais con­
veniente. Por exemplo, no cruculo da raiz quadrada do nlimero - 7 - 24i , e 
mais flicil proceder assim: 

J - 7 - 24i = x + iy, donde x2 - y2 + 2ixy = -7 - 24i. 

Mas isto equivale a 
x2 _y2 = _ 7, xy=-12. 

Resolvendo esta ultima equa~ao em rela~ao a x e substituindo na primeira, 
obtemos uma equa~ao quadratica para y2 , cuja solu~ao e y2 = 16 (como y 
e real, y2 > 0). Logo, y = ±4 e x = =r=3. Finalmente, 

J-7 - 24i - ±(3 - 4i) . 

EXERCicIOS 

Calcule as raizes dos numeros complexos clados nos Exercs. 1 a 8 e fac;a a representa<;B.o 
gnifica correspondente. 

1. vcr. 3. -/2i. 4. F2I. 

5. w. 6. M. 7. (- 1 + iV3)1 /4. 8. (- 1 - iV3)1 / 2. 

Usanda 0 procedimento descrito na Observac;ao acima, calcule as raizes indicadas nos 
Exercs. 9 a 11. 

9. ';-5 - 12i. 10. ';3 + 4i. 11. J 1+ 2iv'6 

12. Decomponha 0 polinomio P(x) = x" + 1 em fatores do 2Q. grau com coeficientes reais. 

13. Pac;a 0 mesma com 0 polinomio P (x) = X4 + 9. 

Nos Exercs. 14 a 21 , decomponha cada. polinomio dado em urn produto de fatores 
do 12 grau. 



20 Capitulo 1: Numeros complexos 

14. P (z) = z· - 64. 

17. P (z) = 5z' + 8. 

15. P (z) = z· + 64. 16. P (z) = 3z' - i. 

18. P (z) = z , - 2z + 2. 19. P (z) = 2z' + z + 1. 

20. P (z ) = z' - (1 + i)z + 5i. 

21. P (z) = z" - (1 - i)z' - i. 

22. Prove que w = cos(2k7r / n) + isen (2k1f/ n) e raiz n-esima primitiva da unidade se e 
somente se k en fOfem primos entre si. Em consequencia, senda n > 2, as raizes 
primitivas sao sempre em numero maior do que 1; e exatamente n- l se n for numero 
primo. 

23. Prove que se w = cos(2k1f / n) + isen (2k1l" / n) e raiz n-esima primitiva da unidade, 
entao as n raizes n-esimas da unidade sao dadas por 1, W , w2

, . "w7l
-

1 

24. Prove que 1 + w + w2 + ... + wn 
-I = 0, aude w e qualquer raiz n-esima da unidade, 

diferente de 1. 

25. Prove que 
1 +2w+3w2 + ... +nw"- l = _ n_ , 

w -1 
aude w e qualquer raiz n-esima da unidade, diferente de 1. 

RESPOSTAS, SUGESTOES E SOLU<;:OES 

1. 
1 ± iV3 

- 1. 3. 1 + i. 4. 1 - i . --- e 
2 

5. 
±V3 + i - i . 7. ± - 1 + iV3 ± V3+i e e 

2 \18 V's' 

12. P ondo w = (1 + i)/ ..I2, temos: 

P (x) x' -i' = (x' - i)(x' +i) = (x' -w')(x' -w') 

[(x - w)(x + w)[[ (x - w)(x + w)[ 

[(x - w)(x - w)[[(x + w)(x + w)[ 

(,,' - ..12 + l )(x' + ..12 + 1). 

25. Seja S a referid a soma. Entao, 

S (1 +w +w' + .. . + w"- I) +w[1 + 2w+ 3w' + ... + (n_ l )wn
- ')] 

w(S - nw"- ') . 
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A EXPONENCIAL 

Admitimos que 0 lei tor tenha famili aridade com as fun~oes trigonometricas, 
a constante de Euler e e a fun~ao exponencial eX, conceitos estes que sao 
estudados nos cursos de C,ilculo. Lembramos, em particular , os desenvolvi­
mentos dessas fun~oes em series de MacLaurin, vaJidos para todos os valores 
reais da variavel x : 

00 xn x2 x3 
eX = ]; n! = 1 + x + 2T + 3! + ... ; (l.5) 

A constante de Euler e, que e urn numero irracional compreendido entre 
2 e 3 (e "" 2, 71828 ... ), e dada pela serie 

00 1 1 1 
e= I:,=1+1 + 2i + 3i + ... , 

n=O n. . . 

que se obtem de (l.5) corn x = l. 
Vamos tomar 0 desenvolvimento (l.5) como base para definir eZ corn z 

complexo. Se eZ ja tivesse significado para z complexo, e 0 desenvolvimento 
(l.5) fosse valido neste caso, entao teriamos, com y real , 

1 i (iy)2 (iy )3 (iy)4 (i y )5 (iy)6 (iyj7 
+ y + 2! + 3! + 4! + 5! + 6! + 7! + ... 

. y2 .y3 y4 .y5 y6 .y7 
1 + 'y - - - ,- + - + ,- - - - , - + ... 

2! 3! 3! 5! 6! ·7! 

drnitindo ainda que seja possivel rearrumar os termos desta serie, pondo 
tos os termos reais e separadamente os termos imaginarios, obtemos: 
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ou seja, em vista de (1.6) e (1.7), 

e
iy = cosy + iseny. (1.8) 

Essas considera~6es, que sao puramente formais, nao estabelecem a 
rela~iio (1.8) , mas servem como motiva~ao para definirmos a fun~ao ex­
ponencial. Fazemos isso tomando a re la~ao (1.8) como ponto de partida; 
ela e aqui usada para definir a exponencial no caso de expoente puramente 
imagimirio iy. Por Dutro lado, a defini~ao da exponencial no caso de urn 
expoente qualquer z = x + iy e feita de maneira a manter a propriedade 
aditiva da exponencial real: 

Definimos, entaD, a exponencial eZ
, para urn numero complexo qualquer 

z = x + iy , mediante a expressao 

e' = e
x +i y = eX (cos y + iseny). (1.9) 

Propriedades da exponencial 

Da defini~ao que acabamos de dar da exponencial, e das propriedades das 
fun~6es reais sen x, cos x e eX , decorrem as seguintes propriedades da expo­
nencial complexa: 

(eZ)U = enz
, n inteiro; 

eZ # 0 para todD z; 

lexi = eRex
; 

e X = 1 ¢} Z = 2k1ri, k inteiro. 

Demonstra9iio de (1.10). Com a nota~ao usual, 

(110) 

(1.11) 

(112) 

(113) 

(114) 

(115) 
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obtemos, em vista da defini~iio (1.9), 

eX! (COSYI + i sen yJ) . eX' (cos Y2 + i sen Y2 ) 

eX! +x, [(cos Yl cos Y2 - sen Yl sen Y2) 

+i (senYl COSY2 + cosy] senY2)] 

eX! +x, [COS(YI + Y2) + i sen (Yl + Y2)]. 

Daqui e da defini~ao (1.9) concluimos que 

o que completa a demonstra~iio. 

Demonstra9G.o de (1. ll ). Temos, com z = x + iy, 

. 1 
e- xe- 'Y = -[(cos(- y) +isen(-y)] = 

eX 

1 ( .) 1 - cosy-zseny = 
eX eX(cosy+iseny) 

1 1 

eZ 

Demonstra9G.o de (1.12). A formula (1.12) e imediata nos casos n = 0 e 
n = 1. Para n = 2, ela segue facilmente de (1.10); e em geral, para n > 0, 
ela e estabelecida par indu~ao. Para isso, como ela e valida para n = 0, 
basta mostrar que do fato de ser valida para n = k segue-se que e vaJida 
tambem para n = k + 1, k;:>: O. Supomos, entao, que 

Em conseqiiencia, 

o caso n < 0 reduz-se facilmente ao caso n > O. De fato , supondo 
n < 0, temos 

1 
(eZ)n _ --' 

- (ez) - n' 

mas -n > 0, logo (e Z)-n = e- nz, portanto, 
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Isto completa a demonstra~ao de (l.12) . 

Deixamos ao leitor a tarefa de demonstrar as propriedades (l.13), (l.14) 
e (1.15). 

Com a nota~ao exponencial, a representa~ao polar de um mimero com­
plexo assume a forma compacta z = reiO , onde r = Izl e () = arg z; por 
exemplo, i = ei~ / 2 , -2 = 2ei~ , -4i = 4e~i~/2 etc. A mesma nota~ao per­

mite escrever a formula de De Moivre assim: 

Observamos tambem que e costume usar a nota<;ao exp z em lugar de 
eZ

, principalrnente quando 0 expoente e muito carregado. Por exemplo, 
cost uma-se escrever 

exp [Ht -D] em vez de eHt~ t) 

EXERCicIOS 

Reduza it. forma rete cada urn dos numeros complexos clados nos Exercs. 1 a 6 e facta os 
gnificos corresponcientes . 

l. 1 +i. 2. 1 - i. 3. ~ 1 + i. 4. -I-i. 

5. 1 + i V3. 6. 1 ~ iV3. 7. ,13 + i . 8. ,13 ~ i . 

9. - ,13 - i. 10. ~ 1 ~ i V3 1l. 12. 
1 + iV3 

l+ i ,13 - i 

Volte it p. 12 e refa<;a os Exercs. 1 a 12 Ii propostos, utilizando agora a nota<;ao 
exponencial. Voce ha de ver que) juntamente com sua represcntar;ao geometrica, essa 
nota<;ao facilita muito 0 trabalho de extrair raizes. 

13. Mostre que exp(3 + h i) = ~e3 . 

M 3 - hi Je(l - i V3) 
14. ostre que exp --6- = 2 . 

15. Estabele<;a as formulas de Euler: 

ei 9 _e- iO 

e senB= 2i . 
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16. Sendo z = rei8
! prove que Ie' :: I = e- r sen 9. 

17. Prove que Tlei l/ 1 + r2ei 81 = T3ei83: onde 

Fa<;a urn grafico. 

18. Estabele~a as duas identidades seguintes: 

1 sen[(n + 1/ 2)0] 
1 +cosO+cos20+ ... +cosnO= -+ (0/); 

2 2scn 2 

senO + ,en 20 + ... + ,en nO = 2 sen~0/2) [cos ~ - cos [ (n + ~)Ol l 
19. Prove que a condi~ao para que tres numel"OS complexos u, bee sejam vertices de urn 

triangulo eqiiilatero e que a + jb + j 2 c = 0, oude j = e211i
/ 3 . Prove que esta condi<;ao 

equivale a b + jc + l a = 0 e a c + ja + l b = O. 

20. Determine z de forma que 0 triangulo de vertices i, Z e iz seja eqiiilatero. 

21. Prove que eZ = 1 {:? z = 2k7fi , k inteiro. Isto prova, em particular, que e Z e func;ao 
peri6dica de periodo 27ri. 

RESPOSTAS, SUGESTOES E SOLUC:OES 

e1ri l <l 

11. 
v0. 

18. Utilize a formula de De Moivre e a soma dos termos de uma PG, assim: 

n n.. 1 _ e i(n+ l )9 e- i9/ 2 _ e i(n+ I / 2)9 

L [cosj8 + isenj9] = L e
l16 = 1 _ eiB = e i6/ 2 _ eiB / 2 etc. 

j=O j = O 

19. Observe que as raizes clibicas da unidade sao I , w e w 2
, e que 1 + j = -l. Fa<;a uma 

figura e note que a condi<;ao rnencionada equivale a a = b + (c - b)( -l). 
20. Como z e iz tern 0 mesrno modulo, eles jazem na mesma circunferencia de centro 

na origemj e como 0 terceiro vertice do triangulo e i, vemos que urn de seus lados 
(de vertices z e iz) e paralelo ao eixo Ox. Entao esses vertices z e iz jazem nas 
retas y = x e y = -x (ja que eles estao simetricamellte posicion ados em rela<;3.0 ao 
cixo Oy e fazem entre si urn angulo de 1r / 2 radianos). Eles podem estar ambos no 
semiplano superior ou ambos no semiplano inferior. (Fa~a uma figura em cada caso. ) 
No primeiro caso, z, i e iz estao posicionados no sentido anti-honirio , portanto, de 
acorclo com 0 exercicio anterior, devemos ter 

z+ji+i'(iz) =0, clonde 
-ij e1ri / 4 

z = 1 + ij' = 2 sen (5"/ 12)' 
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No segundo caso, i , z e iz e que estarao posicionados no sentido anti-horario, portanto, 

i+jz+/(iz)= O, 
-i _e3 '1t i / 4 

clonde z = -, - ,-" = 2 (/12)' J + 1.) sen 7r 

CONJUNTOS DE PONTOS NO PLANO 

Dados os numeros r > 0 e Zo complexo qualquer, chama-se disco aberlo2 de 
centro zo e raio r ao conjunto Dr(zo) de todos os numeros complexos que 
estao a uma distancia menor do que r do ponto Zo, isto e, 

Dr(zo) = {z: Iz - zol < r}, 

como ilustra a Fig, 1.12. 0 disco fechado e 0 conjunto {z : Iz - zol :S r}, 
que inclui a fronteira, isto e, 0 circulo {z: Iz - zol = r}. 

Fig. 1.12 

Chama-se vizinhan9a de urn ponto zo a todo conjunto V que contem urn 
disco de centro zoo Em particular , qualquer disco Dr(zo) e uma vizinhan~a 
de Zo , que freqiienternente denotarernos por Vr(zo). Usarernos V;(zo) para 
denotar a vizinhan~a v,.(zo), da qual excluimos 0 ponto Zo, isto e, V:(zo) = 
Vr (zo) - {zo}· Costuma-se chamar V: (zo) de vizinhan9a perfurada. 

Dizernos que Zo e ponto interior de urn conjunto C se C e vizinhan~a de 
Zo, isto e, se existe urn disco de centro Zo todo contido em C. Dizemos que 
C e aberlo se todos os seus pontos SaD interiores, ou seja, se C e vizinhan~a 
de cada urn de seus pontos. 

A titulo de ilustra~ao , vamos dernonstrar que todo disco Dr (zo) e aberto. 
Para isto, seja w urn ponto qualquer de Dr(zo). Ternos de rnostrar que existe 

2No 22 grau e costume distinguir entre "circulo" e "circunferencia". Mas na uni­
versidade, "circuld' costuma ter 0 mesmo significado de "circunferencia", dai a palavra 
"disco" ser usada para designar 0 interior do circulo. 
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urn disco D.(w) contido em DT(zo) (Fig. 1.13). Seja 8 = Iw - zol; entao, 
8 < r . Seja c: < r - 8 e z urn ponto qualquer de D. (w). Pela desigualdade 
do triangulo, 

Iz - zol = I(z - w) + (w - zo)1 :0; Iz - wi + Iw - zol· 

Como Iz - wi < c: < r - 8 e Iw - zol = 8, obtemos Iz - zol < (r - 8) + 8 = r. 
Logo, z E DT(ZO)' Mas z e arbitrario em D.(w), 0 que nos leva a concluir 
que D,(w) C DT(ZO) , e isto completa a demonstra<;ao. 

Dizemos que urn conjunto F e fechado quando 0 seu complementar e 
aberto. Lembrarnos que 0 compiementar de urn conjunto Ceo conjunto 
C' dos ponto que nao pertencem a C . E claro que 0 complementar do 
complementar de Ceo proprio C. 

Fig. 1.13 

Chama-se fronteira de urn conjunto C ao conjunto dos pontos z tais que 
qualquer vizinhan<;a de z contem pontos de C e pontos do seu complementar 
C' (Fig. 1.14) . Desta defini<;ao segue-se que a fronteira de C e tarnbem a 
fronteira de C'- Urn ponto da fronteira pode ou nao pertencer ao conjunto 
em questao. Por exemplo, no conjunto 

A = {z: 3:0; Izl < 5} , 

a fronteira e a uniao do conjunto dos pontos z tais que Izl = 3 (que per­
tencem ao conjunto) com 0 conjunto dos pontos z tais que Izl = 5 (que nao 
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pertencem ao conjunto). Esse conjunto nao e aberto nem fechado. 

fronteira 

Fig. 1.14 

E facil veT que nenbum ponto interior a um conjunto pode ser ponto 
de sua fronteira , e nenhum ponto da fronteira pode ser ponto interior. Em 
conseqiiemcia, um conjunto Ii aberto se e somente se ele niio contem pontos 
de sua jronteira. Daqui e da defini~ao de conjunto fechado segue-se que 
um conjunto Ii fechado se e somente se ele contem todos os pontos de sua 
jronteira. 

Dizemos que Zo e ponto de acumula9iio de urn conjunto C se qualquer 
vizinhan~a de Zo contem infinitos pontos de C. E facil ver que urn ponto 
interior a urn conjunto, bern como todo ponto da fronteira que nao per­
tence ao conjunto, sao pontos de acumula~ao do conjunto; todo ponto de 
acumulagao que nao pertence ao conjunto e ponto da fronteira; em con­
seqiiencia, um conjunto Ii fechado se e somente se ele contem todos os seus 
pontos de acumula9iio. 

Dizemos que urn conjunto aberto e conexo se quaisquer dais de seus 
pontos podem ser ligados par urn arco todo contido no conjunto. (Veja a 
defini~ao de arco no inicio do Capitulo 3.) Chama-se regiiio a todo conjunto 
aberto e conexo. E freqiiente , na literatura, a usa do vocabulo "dominio" 
corn a mesmo significado de "regiiio", caso em que se deve tamar cuidado 
para mio confundir "dominio" com "dominio de fun~aolJ; par isso mesma 
usarernos sempre a vocabulo "regiao" com a significado que the damos aqui, 
e naD "dominio". 

Diz-se que urn conjunto C e limitado se existe urn numero positivo K 
tal que Izl ::; K para todo z em C. Chama-se conjunto compacta a todo 
conjunto limitado e fechado. 

Chama-se ponto isolado de urn conjunto C a todo ponto de C que nao 
e ponto de acumulagao desse conjunto. Par exemplo, todos as pontos do 
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conjunto infinito 

C = {O, 1/2, 2/3, 3/4, ... , n/(n + 1), ... } 

sao pontos isolados; 1 e 0 unico ponto de acumula~ao desse conjunto e nao 
pertence a ele. 

Todas essas no~6es sao as mesmas do plano euclidiano. Elas se baseiam 
apenas na no~ao de distiincia de dais pontos Zl e Z2, dada por d( Zl, Z2) = 

IZI -Z2 1, que e 0 mesmo que a distancia euclidiana J(XI - X2)2 + (Yl - Y2J2, 
onde Zl = Xl +iYI e Z2 = X2 +iY2. Alias, mesmo do ponto de vista algebrico, 
o plano complexo e 0 plano euclidiano so diferem urn do outro devido ao 
fato de termos definido a multiplica~ao de numeros (ou pontos) complexos, 
enquanto no plano euclidiano nao temos tal opera~iio. 

Muitas vezes e conveniente considerar vizinhan~as do infinito , assim de­
nominados os conjuntos da forma VI( = {z : Izl > K}. Isto corresponde a 
incorporar ao plano complexo urn novo elemento - 0 ponto no infinito, como 
costumamos dizer - para 0 qual usamos a conhecida nota~ao 00 . Deve ficar 
bem claro que essa adjun~ao do infinito ao plano complexo niio tern caniter 
algebrico. Sao bern conhecidas as dificuldades que surgem quando procu­
ramos envolver 0 infinito na estrutura algebrica por meio das opera~6es de 
adi~ao e multiplica~ao. A adjun~iio do infinito ao plano complexo resulta 
no plano estendido, que e formado por todos os pontos finitos, juntamente 
com 0 ponto infinito. Este ponto e unico, em contraste com areta, onde 
temos dois infinitos, +00 e - 00 . No plano estendido, qualquer semi-reta de 
origem z liga z ao ponto infinito. 

Vejamos alguns exemplos de conjuntos de pontos no plano complexo. 
Faremos a descri~iio deles, deixando ao lei tor a tarefa de fazer os respectivos 
grificos. 0 conjunto dos pontos z tais que Iz - 3i l < 5 e 0 disco de centro 
Zo = 3i e raio 5; Iz + 31 > 7 e 0 complementar, ou exterior , do disco 
fechado Iz - (-3)1 :S 7 de centro -3 e raio 7; 0 conjunto dos pontos Z tais 
que Iz - 1/ 2 + il :S 2 e 0 disco fechado de centro Zo = 1/ 2 - i e raio 2; 
12z + 4 - 3i l 2': 5 e 0 mesmo que Iz + 2 - 3i/21 2': 5/ 2, que e 0 exterior do 
disco de centro zo = -2 + 3i/ 2 e raio 5/ 2. 

A equa~ao Z = Q + reiB descreve 0 disco de centro Q e raio r, e variando 
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no intervalo 0 :S () < 27f (Fig. l.15). 

z=a +reiO 

Fig. 1.15 

A reta que passa pelos pontos a e {3 e dada pela equa<;ao parametrica 
z = a + ({3 - a)t, 0 parametro t variando no conjunto dos numeros reais 
(Fig. 1.16). 

Fig. 1.16 

Qual e 0 conjunto dos pontos z tais que Re z2 < O? Pondo z = reiB , 

temos: z2 = r 2e2iB , portanto, a transformagao que leva z em w = Z2 trans­
forma uma regiao angular 0 < arg z < a na regiao 0 < arg w < 2a, como 
ilustra a Fig. l.17. 

z _ W = Z2 

Fig. 1.17 
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Feita esta observa~iio, vemos que 0 conjunto dos pontos Re z2 < 0 e a 
reuniiio dos dois conjuntos ilustrados na Fig. l.18: 

{ 7r 37r} 
C1 = z: "4 < arg z < 4 

Fig. 1.18 

De modo anaJogo, verifica-se que 0 conjunto dos pontos z tais que 
1m z2 > 0 e a uniiio dos conjuntos 

mostrados na Fig. l.19. 

Fig. 1.19 

EXERCicIOS 

1. Mostre que 0 plano complexo e urn conjunto aberto. (Portanto, seu complementar, 0 

conjunto vazio t/J, e fechado.) 



32 Capitulo 1: Numeros complexos 

2. Prove que 0 conjunto vazio e aberto. (Portanto, 0 seu complemental', que e 0 plano 
todo, e fechado.) 

3. Prove que qualquer uniao de conjuntos abertos e urn conjunto aberto. 

4. De urn contra-exemplo para mostrar que uma uniao de conjuntos fechados pode nao 
ser urn conjunto fechado. --

5. Prove que a interse<;ao de um numero finita de conjuntos abertos e um conjunto 
aberto. 

6. Verifique que y > 2x - 3 e urn semiplano aberto; e que x ::::: 3y/ 2 + 1 e urn semiplano 
fechado. 

Represellte graficamente os conjuntos dados nos Exercs. 7 a 20. 

7. Re z < - 3. 8. 1m z 2": 1. 9. Iz - 2i l > 2. 

10. Iz + 11 S; 2. 11. Iz - 1 + il < 3. 12. z t 0 , 0 S; argz < 7f/3. 

13. Iz l > 2, l argz l <7f. 14. 1 < Iz + 1 - 2il < 2. 15. Re(~) <~. 

16. 13z - 2il S; 5. 17. Im z2 <0. 18. Re'z2 > O. 

19. z t 0, I arg z3 1 < 27f/ 3. 20. Im z3 <0. 

Mostre que cada urn dos conjuntos dadus nos Exercs. 21 a 26 e uma reta. Fa~a os 
respectivos gnificos. 

21. Iz - 21 = Iz - 3il · 

24. Iz + 3 - il = Iz - 4il· 

26. I(z - i)( l - i v'3J I = 12zl· 

22. Iz + 51 = Iz - 1 - i l· 23. Iz - 1 + i l = 13 + i - zI. 

25. Iz - 1 + il = 11 - iv'3 + zl· 

Identifique cada urn dos conjuntos de pontos dados nos Exercs. 27 a 30. Fa~ os 
respectivos gr81icos. 

27. Iz - il + Iz + 21 = 3. 28. Iz - 2 + il + Izl S; 4. 29. Iz - 21 = 2Iz + 2i l· 

30. Re (1 - zJ = 121. 
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RESPOSTAS E SUGESTOES 

2. Observe que a proposic;ao 

x E ¢ ::::} x e ponto interior do conjunto ¢ 

equivale a 
x nao e ponto interior do conjunto ¢ ::::} x ¢ ¢ 

4. Observe que a uniao dos discos fechados Izi ::;: 1 - l i n e 0 disco aberto Izi < L 

15. Observe que Re(1/z) ~ Re(E/lzl ' ). 

22. Mediatriz do segmento [- 5, 1 + i] . 

26. Mediatriz do segmento [0, i ]. 

27. Elipse de faeas i e - 2, excentricidade V5/ 3. 
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Capitulo 2 

FUNQOES ANALITICAS 

FUNQOES DE VARIA VEL COMPLEXA 

Vamos considerar fun~6es definidas em conjuntos complexos, assumindo 
valores complexos. Mais precisamente, seja D urn conjunto de ntimeros 
complexos e seja J uma lei que faz corresponder, a cada elemento z do 
conjunto D, um tinico ntimero complexo, que denotamos por J(z). Nestas 
condi~6es, diz-se que J e uma fun~ao com dominio D. 0 conjunto I dos 
valores w = J(z), correspondentes a todos os valores de z em D, e chamado 
a imagem de D pela fun~ao J (Fig. 2.1); z e chamada variavel independente, 
e w , a variavel dependente. 

Fig. 2.1 

o leitor deve notar que para caracterizar uma fun~ao nao basta dar a lei 
de correspond en cia J; e preciso especificar tambem 0 dominio de defini~ao 
D. Entretanto, freqiientemente consideramos fun~6es dadas em termos de 
rela~6es analiticas bern definidas w = J (z) , sem especificar 0 dominio de 
defini~iio. Nestes casos, fica entao subentendido que 0 dominio da fun~ao 
e 0 conjunto de todos os valores z para os quais faz sentido a expressao 
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analitica J(z ). Par exemplo, quando falamos "seja a fun9iio 

3z - 5i " 
W = 

(z-i)(z+ 7) , 

estamos usando esta rela9iio para especificar a lei que faz corresponder urn 
valor w a cada valor Z; ao mesmo tempo, fica subentendido que 0 dominio 
desta fun9iiO e 0 plano complexo, excetuados os pontos z = i e z = -7, ja 
que nestes pontos 0 denominador se anula. 

Diz-se que uma fun9iio Jl com dominic Dj e restrir;iio de uma fun~iio 12 
com dominio D2 se D j estiver contido em D2 e h (z) = 12(z) para todo z 
em D j (Fig. 2.2). Nestas mesmas condi90es, diz-se que 12 e uma extensiio 
de JI. Por exemplo , a expressiio 

w = eZ 
1 z complexo, 

define uma fun9iio em todo 0 plano complexo, a qual e uma extensiio da 
fun9iio 

y = eX, x real. 

Fig. 2.2 

Uma fun9iio da variavel complexa z pode assumir valores puramente 
reais. Por exemplo , 

J(x ) = lzl = jx2+y2, z = x+iy, 

e uma fun9iio real da variavel complexa z . 
A cada fun9iio w = J(z) de uma variavel complexa z = x + iy estiio 

associadas duas fun90es reais das variaveis reais x e y, dadas por 

u = u(x, y) = ReJ(z) e v = v(x, y) = ImJ (z) . 
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Par exemplo, sendo J(z) = z2 + 3z - 5, temos: 

u = x 2 - y2 + 3x - 5 e v = 2xy + 3y . 

Outra exemplo e dado par J(z) = exp(z2 + 4z), em cujo caso, 

, , 4 
u = eX -y + X cos(2xy + 4y) e v = ex ' - y' +4x sen(2xy + 4y). 

EXERCicIOS 

Determine as partes real e imaginaria de carla uma das fungoes dadas nos Exercs. 1 a 6. 

1. w = Z2 - 5z + 3. 

z - 4i 
4. w = z + 3i" 

2. w= _ 3_ . 
z- 5 

z - 3iZ-
5. W = --. . 

z-, 

z+2 
3. w= --. 

z-2 

6. w = e'{z - i). 

Determine 0 dominio m:iximo de definic;ao das fungoes dadas nos Exercs. 7 a 9. 

7. J {z) = z 
(z - i)seny 

z y 
8 . J{z) = - - -. 

x z 

LIMITE E CONTINUIDADE 

z, + (z _ 1)3 
9. J( z) = (e' _ 1) cosy · 

A defini~ao de limite que daremos agora e formalmente a mesma dos cursos 
de Calculo e Analise na reta. E , como veremos, sua importancia e de na­
tureza teorica, pois ela permite pravar todos os resultados que sao essenciais 
il. constru~ao da teoria do limite. 

Seja J uma fun~ao com dominio D. Desejamos atribuir significado pre­
ciso il. expressao "J tern limite L com z tendendo a zo". Isto devera significar 
que a distancia IJ (z) - LI entre J(z) e L pode ser feita arbitrariamente pe­
quena) it custa de restringir z a Ullla vizinhan~a conveniente de Zo. Mas 
a variavel z apenas aproxima ZO, 8em nunea assumir este valor. E claro 
tambem que z deve pertencer ao dominio da fun~ao e Zo deve ser ponto de 
acumula~ao desse dominio. Essas observa~6es ajudam a bern compreender 
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a definigao que damos a seguir. (Veja a Fig. 2.3.) 

Fig. 2.3 

2.1. Defini<;iio. Seja Zo um ponto de acumulaqiio do dominio D de 
uma lunqiio I· Diz-se que 1 tem limite L com z tendendo a Zo se dado 
qualquer € > 0 existe 8 > 0 tal que 

ZED, 0 < Iz - zol < 8 =0> I/(z) - L I < 1':; 

ou ainda, de maneira equivalente: 

zE D n vt(zo) =0> I(z) E Vc(L). 

Escreve-se: 
lim I(z) = L. 

Z-Zo 

Sendo essa definigao formalmente a mesma que damos para fungoes reais, 
ela se reduz a este caso quando todos os nfuneros envolvidos sao reais . Por 
exemplo, a fungao I(x) = (senx)/x esta definida para todo numero real 
x # 0; e, como 0 lei tor deve se lembrar do seu curso de Calculo, 

lim senx = 1. 
x_Q X 

Este e urn exemplo tipico de fungao que tern limite num ponto sem estar 
definida neste ponto; ele evidencia bern 0 fato de que 0 limite L nada tern 
a ver com 0 valor da fun gao no ponto zo. 

Quando 0 ponto Zo pertence ao dominio de 1 e L = 1 (zo), dizemos que 
1 e continua no ponto Zo e escrevemos: 

lim I(z) = I(zo)· 
z-tzo 
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Neste caso nao h6. por que excluir 0 ponto z = Zo na defini~ao de limite. 
Com essa defini~ao de continuidade, a fun~ao que consideramos ha 

pOlleo} 
I(x) = senx 

x ' 

seria continua no ponto x = 0 se ela Fosse definida nesse ponto com valor 
1(0) = 1. E por isso que se costuma estender a fun<;ao 1 aqui considerada, 
atribuindo-Ihe 0 valor 1 na origem. 

2.2. Exemplos. Usando a Defini~ao 2.1, vamos mostrar que a fun<;ao 

I(z) = z + 3i 
2 

e continua no ponto Zo = 2 - i. Temos: 

I/(z) - l(zo)1 = Iz ~ 3i _ (1+ ill = Iz - ~ - i)l. 

Daqui segue-se que, dado qualquer ~ > 0, basta tomar 8 = 2~ para termos 

Iz - (2 - i)1 < 8 => I/(z) - l(zo)1 < c. 

(Observe que esta implica<;ao vale tambem no sentido inverso, mas nem 
sempre e assim, como veremos no Exemplo 2.3 adiante.) 

Se, ao inves da fun~ao 1 anterior, considerarmos a fun<;ao 

_ { 0 para z = 2 - i, 

g(z) - z + 3i 
-2- para z # 2 - i, 

o limite com z ..... 2 - i sera 0 mesmo que no caso da fun<;ao I, porem difer­
ente do valor de 9 no ponto 2 - i. 

2.3. Exemplo. Ainda usando a Defini~ao 2.1, vamos mostrar que 

lim (z2 + 3z) = -4 + 6i. 
Z_21 
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De fato , temos: 

I(Z2 + 3z) - (-4 + 6i)1 I(Z2 + 4) + 3(z - 2i)1 

I(z - 2i )(z + 2i) + 3(z - 2i)1 

Iz - 2illz + 3 + 2il ::; Iz - 2il(lzl + 131 + 12i l) 

Iz - 2il (lz l + 5). 

Como z £leani restrito a uma vizinhan~a de 2i, podemos, desde agora, supor 
Izl < 3, portanto, 

I(Z2 + 3z) - (-4 + 6i)1 ::; 81z - 2i l. 

Esta ultima expressao sera menor do que c, desde que Iz - 2i l < c/8. Isto 
parece indicar que, dado qualquer c > 0, basta tomar {; = 0/8; mas nao 
podemos nos esquecer de que z deve satisfazer a restri<;ao Izl < 3. Obser­
vando a Fig. 2.4, vemos que esta condi<;ao £lcara satisfeita se tomarmos 
{; < 1. Para provar isto, usamos a desigualdade do triangulo, assim: 

Izl = I(z - 2i) + 2i l ::; Iz - 2il + 2::; {; + 2 < 1 + 2 = 3. 

Fig. 2.4 

Concluimos que {; deve ser 0 menor dos numeros 1 e c/8, garantindo-nos 
o resultado desejado: 

Iz - 2il < {; "* l(z2 +3z) - (-4 + 6i)1 < c. 
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(Observe que esta ultima implica~ao nao vale no sentido inverso, da direita 
para a esquerda. E nao tem de valer mesmo, pois, para chegarmos a ela 
utilizamos a desigualdade do triangulo e a estimativa Izl < 3. Por exemplo, 
tomando c = 8, 8 = 1, e z = 0, 9i, a ultima desigualdade fica satisfeita, mas 
nao a primeira. ) 

Como no caso de fun~oes de variavel real, a Defini~ao 2.1 pode ser facil­
mente adaptada ao caso em que z ou I(z) tende a infinito, resultando nas 
defini~oes que damos a seguir. 

2.4. Defini~oes. Diz-se que uma lun9iio I(z) com dominio D tem 
limite finito L com z -+ 00 se, dado qualquer c: > 0, existe M > 0 tal que 
I/(z) - LI < c para todo zE D , Izl > M. 

Diz-se que 1 (z) tende a infinito com z tendendo a Zo se, dado qualquer 
K> 0, existe 8 > 0 tal que I/(z)1 > K para todo zE D n V!(zo). 

Diz-se que 1 (z) tende a infinito com z tendendo a infinito se, dado qual­
quer K > 0, existe M > 0 tal que lI(z)1 > K para todo zED, Izl > M. 

2.5. Exemplo. A fun~ao 

5z 
I(z ) = 2 8 z - , 

5z 
2(z - 4i) 

tende a infinito com z -+ 4i. Vemos que deve ser assim porque 0 denomi­
nador estara se aproximando de zero. Mas temos de nos certificar de que 0 

numerador permanecera afastado de zero, dai exigirmos que Izl > r, onde 
r e qualquer numero positivo, porem menor do que 4, para que z possa se 
acomodar numa vizinhan~a 8 de 4i (Fig. 2.5). Fixado esse 1', teremos: 

51z1 5r 
I/(z)1 = 21z - 4il > 21z - 4il ' 

Daqui segue-se que, dado qualquer K > 0, I/(z)1 sera maior do que K se 

51' K 

1 '1> ' 2 z - 4, 
ou seja, 

Esta condi<;ao deve ser satisfeita juntamente com a condi<;ao Izl > T. 

Tomando entao 0 < Iz - 4il < 8, onde 8 = min{5r 12K , 4 - r}, obtemos 

Izl = 14i + (z - 4i)1 ;:0: 4 - Iz - 4i l > 4 - 8 > 4 - (4 - r) = r , 
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0< Iz - 4i l < 0 => 1/(z)1 > K. 

r 

Fig. 2.5 

0(;4 -1' 

• .;; 5r/2K 

2.6. Exemplo. Vamos provar que 

De fato, 

/(z) = 3iz + 5 --> 3i/ 2 
2z - , 

com z ---+ 00. 

1
/(z)_ 3i l= 13iz +5_3i l= 7 < 7 . 

2 2z - i 2 212z - il - 2(21zl - 1) 

Observe que esta ultima desigualdade so e correta no pressuposto de que 
Izl > 1/ 2, como admitimos a partir de agora. Observe tambem que 

1 

3i 1 7 1 ( 7 ) /( z) -"2 :S 2(21zl _ 1) < e se Izl > 2 2e + 1 . 

Assim, com 

M = maxg, ~(;e + I)} 
obtemos 0 resultado desejado: 

Izl > M => jJ(z) _ ~i l < e. 
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Poderiamos tambem ter simplificado urn pouco mrus, tomando Izl > 1, 
donde 21z1 - 1 > Izl; portanto, 

I ~ I 7 7 
I (z ) - 2 :S 2(21zl - 1) < 21zl ' 

que e < c '* Izl > 7/ 20, de forma que, pondo M 
teriamos , como antes, 

Izl > M =? \t(z ) - ~i l < c. 

2.7. Exemplo. Vamos provar agora que 

Z 2 - i 
I (z ) = ~- ---> 00 com z ---> 00. 

3z +5 

Com a restri"ao Izl > 5, teremos: 

max(l , 7/ 2c} , 

I/(z)1 = Iz2 - il > Izl2 - 1 > Izl2 - 1 > Izl2 - lzl2 /2 = l:.l 
13z + 51 - 31z1 + 5 41z1 41z1 8 

Dado K > 0, basta entao fazer Izl > 8K e Izl > 5 para termos I/ (z)1 > K , 
isto e, sendo M 0 maior dos numeros 5 e 8K, teremos: 

Izl > M =? I/ (z)1 > K. 

Como ilustram esses exemplos, para demonstrar , diretamente da defini­
"ao de limite, que I (z) ---> L com z ---> zo, temos de obter uma desigualdade 
do tipo lJ (z ) -LI < K lz - zol. Conseguimos isto por meio de simplifica,,6es, 
a custa de desigualdades triangulares do tipo la + bl :S lal + Ibl em nume­
radores , e do t ipo la + bl ~ lal - Ibl em denominadores. Evidentemente, 
neste ultimo caso e preciso que lal seja maior do que Ibl. Para obter uma 
desigualdade do tipo I/(z)1 > K , devemos inverter 0 usa das desigurudades 
triangulares. 

EXERCicIOS 

Estabelec;a, diretamente da definic;ao , os limites indicados nos Exercs. 1 a 9. 
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l. lim (z' - 5z) = -9 + 15i. 2. lim (2x + y') = 4. 3. lim4z + i =~ . 
:--3i z - 21 z-i z+ 1 l + t 

4. r 7 z2 - 1 lim 6z + 7 = 3. lm-,- - = 00. 5. lim - - = 00. 6. 
z-i Z + 1 : - 00 z -3 :_00 2z -3 

7. lim z + 1 = O. 8. lim 
Z3 - 3z2 + 1 

9. lim 6z + 7 = 3. 
z2+ 5z -3 

= 00. 
:-00 z2- 7 ' - 00 :-i 2z -3 

10. Senda a c b m'lmeros complexos constantes, prove que 

lim (az+ b) =azo +b e lim (az' +bz+c) = az5+ bzo +c. 
:-:0 :-:0 

11. Prove que limz_zo az" = azo 1 aude a e uma constante complexa e n urn inteiro 
posit ivo. 

12. Prove que urn polinomio de grau n, 

P (z) = anz" + a,,_l z ,,-l + ... + ao, a n =F 0, 

tende a 00 corn z -+ 00. 

13. Prove que 0 quociente de dais polinomios t 

m m- I 

J(z) - amZ + am-lz ···+ ao b 4 - , am II ;- 0, 
b"zn + bn_ 1z,,-1 + .. . + bo 

tende a zero , a am I bn ou a 00, com z --+ 00, conforme seja m < n, m = n ou m > n , 
respectivamente. 

14. Prove que a fun~ao w = Vz e continua em todo ponto z . 

15. Prove que a func;ao w = lim l / z e continua em todo ponto z ¥- O. 

16. Prove que a fun~ao w = lim l /{z - Cl:') e continua em todo ponto z I- Cl:'. 

17. Prove que lim,_" J(z) = L => lim,_" IJ (z)1 = IL l. 

SUGESTOES 

2. Lembre-se de que IRezl S Izi e IIm zl S Izl. Supondo, de inicio, Iz - zol < 1, prove 
que Ix l < 1 e Iyl < 3. Ent iio, 

1(2x + y') - 41 12x + (y - 2)(y + 2)1 

S 21xl + Iy - 21(lyl + 2) 

S 51x l + 51Y - 21 S 10 lz - 2il · 

8. Observe que, sendo, digamos, Izl 2:: 5, entao, 

z 3 _ 3z' + 1 Izl3 - 13z' + 11 Izl3 - 31zl ' - 1 > Izl 3 
- 31z13 / 5 - Iz13 / 5 = . 

I z, + 5z - 3 I 2: Izl' + 51z1 + 3 2: Izl' + 51z1 + 3 - Izl' + 51z l' + Iz l' 
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11. Lembre-se de que z" - z{j = (z - zo)(zn-l + zn-2 Zo + ... + Z~-l). 
12. Observe: 

Fa~a 0 ultimo parentese menor do que Ian 1/2. 

14. Sendo Zo = roeiBo =/:- 0 e z = rei8 , as funlt0es Vz e Fo devem ser entendidas como 

() variando numa vizinhanc;a de 80 ; par exemplo, 18 - 00 1 < 7r/2. Observe que 

I JZ + v'Zol' = (JZ - v'Zo)( JZ - v'Zo) = T + TO + 2vrro cos[(9 - 90 )/2[ > TO , 

desde que se tome Iz - zol < 5 = TO. Fac:;a uma figura para entender 0 que se passa. 

15. Observe que 

I 
~ - ~ I - Iz - zo 1 < 21z - Zo 1 
z zo - [zzol Izol" 

desde que Izl > [ZoI/2. Prove que isto acontece tomando Iz - zol < 6 = IZoI/2. 

PROPRIEDADES DO LIMITE 

As propriedades do limite, relativas aos limites da soma, do produto, do quo­
ciente etc ., ja conhecidas no caso de fun<;6es de variaveis reais, permanecem 
vruidas para fun<;6es de variavel complexa, e sao estabelecidas como no caso 
de variavel real. E 0 que veremos agora. 

2.8. Teor ema. Se J e g tem limites jinitos com z -> ZO (digamos, 
limJ = Fe limg = G), entiio 

lim IJ(z) + g(z)] = lim J(z) + lim g(z); 
z-- zo z~zo Z~Zo 

(2.1) 

lim [J(z)g(z)] = lim J(z) lim g(z); 
2:-+%0 2:----Zo %-Zo 

(2.2) 

I· () ...L 0 t - Ii J(z) limz~zo J(z) se Im gz I ,enao m - -= . 
z~ zo z~zo g(z) limz~ zo g(z) 

(2.3) 



Capitulo 2: Funr;oes analiticas 45 

Demonstrar;ao de {2. 1}. Observe que 

IJ(z) + g(z) - (F + e)1 IU(z) - F) + (g(z) - e)1 
< IJ(z) - FI + Ig(z) - el, 

de sorte que, dado to > 0, IJ(z) + g(z) - (F + e)1 sera < £ se fizermos 
lJ(z) - FI < £/2 e Ig(z) - el < £/2. Ora, sendo Df e Dg os dominios de J 
e g, respectivamente, existem {j' > 0 e If' > 0 tais que 

z E Df n V;,(zo) => lJ(z) - FI < ~, 

z E Dg n V;" (zo) => Ig(z) - el < ~, 

Entao, valem essas desigualdades se tomarmos 

z E Df n Dg n V£(zo) , 

onde 15 = min { If, If' }, pois 15 ::; If e 15 ::; If'. Assim, 

z E Df n Dg n V';(zo) => IJ (z) + g(z) - (F + e)1 < to, 

o que completa a demonstra~ao. 

Deixamos as demonstra~6es das propriedades (2.2) e (2.3) para os exer­
cicios. 0 leit~r podera demonstra-las com a ajuda dos resultados do teorema 
seguinte. 

2.9. Teorema. 1) Se limz_zo J(z) = L # 0, entao existe uma vizi­
nhanr;a V';(zo) na qual J(z) e limitada. 

2} com a mesma hipotese, existe 15 > 0 tal que 

z E Df n V';(zo) => IJ(z)1 > ILI/2. 

Demonstrar;ao. Da hipotese segue-se que, dado to > 0, existe 15 > 0 tal 
que 

z E Df n Vl(zo) => IJ(z) - LI < o. 

Entao, com as mesmas restric;;6es em z, 

IJ(z)1 = IL + [j(z) - L )] ::; ILl + IJ(z) - L)I < ILl + £. 
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Isto prova que a fun~ao e limitada pela constante ILl + c. 
Para provar a segunda parte, tomemos c = ILI/2. Teremos, com as 

mesmas restri~oes em z : 

If(z)1 = IL + [/(z) - L)] > ILI-If(z) - L)I 
> ILl - c = ILl - ILI/2 = ILI/2, 

o que completa a demonstra~ao. 

Conseqiii'mcia imediata dos teoremas anteriores sao as propriedades das 
fun~oes continuas enunciadas a seguir. 

2.10. Teorema. A soma e 0 produto de fungoes continuas siio fungoes 
continuas. 

o quociente de duas fungoes leg, continuas num ponto zo, IE uma 
fungiio continua em ZQ, desde que g(zo) niio se anule. 

Vale tambem a propriedade da fun~ao composta, enunciada a seguir e 
cuja demonstra~iio deixamos para os exercicios. 

2.11. Teorema. Seja 9 uma fungiio cujo dominio contenha um ponto 
Zo e cuja imagem esteja contida no dominio de uma fungiio I. N estas 
condigoes, se 9 lor continua em zo e I continua em g(zo), entiio a lungiio 
composta I(g(z)) sera continua no ponto zo o 

Existe urna importante rel~o entre 0 limite de uma fun~ao complexa 
e os limites de suas partes real e imaginaria, que consideramos a seguir. 

2.12. Teorema. Seja I = u + iv uma fungiio com dominio D, e seja 
L = U + iV. Entiio 

lim I(z) = L 
2--+20 

(2.4) 

se e somente se 

lim u(x , y) = U e lim v(x, y) = v. 
2-20 2-20 

(2.5) 

Demonstragiio. Suponhamos satisfeita a condi~ao (2.4) . Entao, dado 
c > 0, existe 6 > 0 tal que 

zE D n V,,(zo) '* I/(z) - LI < c. (2.6) 
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