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Exemplo 14.12. O sistema linear

x+2y-z=10
4y +5z=6
y-2z=0

ndo estd na forma escalonada.

Ha dois tipos de sistemas escalonados a considerar; vejamos quais sio e como se
resolvem.

Primeiro tipo — o niimero de equagdes € igual ao de incognitas

Nesse caso, o sistema € determinado e cada incégnita é obtida resolvendo-se o sistema
“de baixo para cima”.

Exemplo 14,13, Vamos resolver o sistema escalonado abaixo:

X+2y+z=4
y—-z=1
3z=6

* da 32 equag@o obtemos z = 2;
* substituindo z = 2 na 22 equagdo, obtemos 3y — 2 = 1, ou seja, y = 1;
¢ substituindo z =2 e y = 1 na 12 equagéo, obtemos x + 2 + 2 = 4, resultando x = 0.

Portanto, a solugdo (linica) do sistema € (0, 1, 2).
Segundo tipo — o niimero de equagdes € menor que o de incégnitas

Nesse caso, pegamos as inc6gnitas que néo aparecem no comego de nenhuma equagio
(chamadas varidveis livres) e as transpomos para o 22 membro. Em seguida, para cada
variavel livre atribuimos um valor arbitrdrio e resolvemos o sistema nas incégnitas do
12membro. O fato de atribuirmos valores arbitrarios a algumas das incégnitas faz com que
o sistema tenha uma infinidade de solugdes, sendo, portanto, indeterminado.

Exemplo 14.14. Vamos resolver o sistema linear abaixo:
x—-y+z=4
y—z=2.

A variavel livre € z (ndo aparece no comeco de nenhuma equagio). Transpondo z para o
2° membro, teremos:

x—y=4-z2
y=2+72z.
Atribuindo a z um valor arbitrario ¢, teremos:

x-y=4-q
y=2+a
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* da 22 equagdo, temos y =2 + ¢
* substituindo y = 2 + o na 12 equagdo, obtemos x — 2 — ot =4 — @, ou seja, x = 6.
Portanto, as solugdes do sistema sdo as triplas ordenadas (6, 2 + o, @) em que & é um
nimero qualquer.
Eis algumas solugdes:

a=1—1(6,3,1),
a=0—(6,2,0),
=-6— (6, -4, -0).

Escalonamento de um Sistema

Dados dois sistemas S e S,, diremos que sdo equivalentes se tiverem as mesmas solu-
¢Oes. Assim, sdo equivalentes os sistemas:

2y=3
Syzd % T4
. {Zx +y=1
e
2y=3
g X2y
g {- 3y=-5

pois sdo ambos determinados (uma vez que o determinante D da matriz dos coeficientes é
diferente de zero) e admitem como solugéo o par ordenado (— % —g—)

J4 que sistemas equivalentes t€ém o mesmo conjunto solugdo, o que faremos é transfor-
mar um sistema linear qualquer num outro equivalente, porém na forma escalonada; isso
porque sistemas escalonados sdo ficeis de resolver.

Precisamos entdo saber que recursos usar para transformar um sistema S num outro
equivalente S' na forma escalonada. Tais recursos sdo os teoremas que veremos a seguir.

Feorema 14.2

Multiplicando-se os membros de uma equagdo qualquer de um sistema S por um
niimero k # 0, obteremos um sistema S’ equivalente a S. i

Jeorema 14.3

Substituindo-se uma equagéo de um sistema S pela soma membro a membro dela

com outra, obteremos um novo sistema S’ equivalente a S.

Para escalonarmos um sistema, teremos de seguir alguns passos, todos eles baseados
nos Teoremas 14.2 e 14.3.
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* Primeiro passo: anular os coeficientes da 12 incégnita, da 22 equagio em diante.

» Segundo passo: deixar de lado a 12 equag@o e repetir o primeiro passo com os coeficientes
da préxima incégnita que tenha coeficiente diferente de zero, nas equagOes remanescentes.

¢ Terceiro passo: deixar de lado as duas primeiras equagdes e repetir o primeiro passo com
os coeficientes da proxima incégnita que tenha coeficiente diferente de zero, nas equagdes
remanescentes.

Os proximos passos sdo andlogos e devem ser seguidos até que o sistema fique escalonado.

Exemplo 14.15. Vamos escalonar o seguinte sistema:

xX+2y+2z=9
2x+y—-z=3
3x—-y-2z=-4.
Temos:
xX+2y+2z=9 x (-2)
2x+y-2z=3 — s
3x-y-2z=-4.

Substituimos a 22 equacdo pela soma dela com a primeira multiplicada por -2:
x+2y+2z=9 x (=3)
-3y-3z=-15
3x-y-2z=-4 +
Substituimos a 32 equag@o pela soma dela com a primeira multiplicada por —3:

xX+2y+2z=9 1
~3y-3z=-15 ~——x (“3)
_7y-5z=-31.

Multiplicamos a 22 equagao por — %:

X+2y+2=9
y+z=5 x (7)
~T7y-5z=-31 — s

Substituimos a 32 equagéo pela soma dela com a segunda multiplicada por 7:

xX+2y+2z=9
y+z=5
2z =4.

O sistema est4 escalonado. Como o nimero de equagdes ¢ igual ao de incégnitas, ele €
possivel e determinado.
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Exemplo 14.16

xX+y+z=4
Vamos escalonar o sistema § 3x + 4y + 2z =10
2x -3y +7z=18.

Temos

3x+4y+27=10 e 4
2x-3y+7z=18.

{ xX+y+z=4 x (=3)
Substituimos a 22 equagao pela soma dela com a 12 multiplicada por -3:
{ x+y+z=4 x (-2)

y-z=-2
2x—3y+7z=18 +

Substituimos a 32 equagao pela soma dela com a 12 multiplicada por -2:
x+y+z=4
y—z=-2 x (5)
—5y+5z=10 — |3

Substituimos a 32 equagao pela soma dela com a 22 multiplicada por 5:

x+y+z=4
y-z=-2
Oy +0z=0.

Como a ultima equacdo € satisfeita para quaisquer valores de x, y e z, ela pode ser
suprimida do sistema. Assim, obtemos o seguinte sistema escalonado, em que o nimero de
equagdes € menor que o de incdgnitas e, portanto, indeterminado:

{x +y+z=4
y—z=-2.
Exemplo 14.17
2x—-y+4z=-1
Vamos escalonar o sistema 4 2x + 7y + 3z =0
16y — 2z =3.
Temos
2x-y+4z=-1 x (1)

2x+7y+3z=0 ST
16y —2z=3.
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Substituimos a 22 equagio pela soma dela com a 12 multiplicada por —1:

2x—y+4z7=-1
8y-z=1 x(=2)
16y-2z=3 «—— | 4

Substituimos a 32 equagdo pela soma dela com a 22 multiplicada por —2:

2x-y+dz=-1
, 8y-z=1
] Oy +0z=1.

Como a ultima equagdo ndo € satisfeita para nenhum valor de x, y € z, concluimos que o
sistema € impossivel.

Observagoes

i) Se, durante o escalonamento, ocorrer uma equacdo do tipo0-x;+0-x,+...0-x,=b
(com b # 0), entdo o sistema serd impossivel (¢ o caso do Exemplo 14.17).

ii) Se, durante o escalonamento, ocorrer uma equacao do tipo0-x;+0-xy+ ... + 0 - x, =0,
entdo essa equagdo poderd ser suprimida do sistema (& o caso do Exemplo 14.16).

iii) Como os cilculos no processo de escalonamento sio feitos apenas com os coeficientes
e termos independentes, é comum adotar-se uma disposi¢do matricial em que as primei-
ras colunas sdo formadas pelos coeficientes e a tltima pelos termos independentes.
Assim, no Exemplo 14.15 poderfamos proceder como segue:

(12 1 9
2 1 -1 31
13 -1 2 -4
substituimos a 22 linha pela soma dela com a 12 multiplicada por —2:
(12 1 9
0 3 -3 -15]|;
13 -1 2 -4

substituimos a 32 linha pela soma dela com a 12 multiplicada por -3:

1 2 1 9
0 3 -3 -15|;
10 -7 -5 -31
multiplicamos a 22 equagio por — %:
1 1 9
0 1 1 51;
0 -7 -5 -31
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substituimos a 32 linha pela soma dela com a 22 multiplicada por 7:

1 219
01 1 5]
0 0 2 4
a ultima matriz corresponde ao sistema escalonado:
X+2y+2z=9
y+z=5
2z=4.

iv) No caso do exemplo anterior, ¢ comum fazermos com que o sistema escalonado fique
com uma tnica incégnita por equacgdo, aplicando-se 0 mesmo procedimento utilizado
no escalonamento. Assim, retomando o Exemplo 14.15 na forma matricial e escalonado,

teremos:
1 1 9]
01 1 5y,
10 0 2 4]
multiplicamos a 32 linha por %:
(1 2 1 9]
0 1 1 5{;
10 0 1 2]
substituimos a 22 linha pela soma dela com a 32 multiplicada por —1:
(1 2 1 9]
01 0 3¢;
10 0 1 2]
substituimos a 12 linha pela soma dela com a 32 multiplicada por —1:
(1 2 0 7]
01 0 3¢
L0 0 1 2]
substituimos a 12 linha pela soma dela com a 22 multiplicada por -2:
(1.0 0 1]
01 0 3.
L0 0 1 2]
Portanto, o sistema do Exemplo 14.15 € equivalente a
X =1
¥ =a
z=2,

cuja solugdo (1, 3, 2) é imediata.
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3. Resolva os seguintes sistemas

2x+3y=4 X+y+z+t-w=5
) { 2y =8 I { t+w=0
xX+2y—z=3 X+y—z—-t+w=2
b) y—3z=-9 e) z+t—-w=0
3z=12 t+2w=0

2x+y.—z=6

2 { y+2z=0

4. Escalone e resolva (quando possivel) os sistemas:

x+y-3z=0 x+2y=2
a) 4x-y+2z=0 e) Y2x+4y=4
2x-3y+7z=0 3x+6y=6
X-y+2z=2 2x+y=4
b) { 2x+y-z=3 f) x-y=2
4x-y+2z=3 Ix+2y=5
x-y+3z=1 x+y+z+t=1
c) 3x-4y+z=2 | X+z+t=2
Tx-10y-3z=6 9 x+y+t=3
X+y+z=4
x=2y+z=1
d) 4 2x+y-z=2
x+3y-2z=1

5. Num pais a renda nacional é dada pelas relagdes macroecondmicas por meio das
equagdes IS-LM (IS: Investment-Saving e LM: Liquidity Money):

C=40+02(Y-T)

I=15-20r

M;=4+01Y-10r

M,=10
G=T=10

em que: Y é a renda nacional, C é o consumo, I é o investimento, r é a taxa de juros, M,
é a demanda por moeda, M, é a oferta de moeda, G ¢ o gasto governamental, e T é o
imposto arrecadado. Obtenha os valores de Y e r de equilibrio, isto &, aqueles valores
que satisfazem as equacdes:

Y=C+I+G
M= M;
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14.2 Matriz Inversa

E fregiiente, em modelos quantitativos, encontrarmos equagdes em que a incégnita é
uma matriz X, como:
X=CX+D,
A'AX = A'B,
em que A, B, C e D sdo matrizes conhecidas.
Em problemas dessa natureza, a matriz X pode ser obtida com a utilizagio de matrizes
inversas, que passaremos a definir.
Dada uma matriz A de ordem n, com determinante diferente de zero, prova-se que existe
e é Unica a matriz B tal que AB=BA =,
A matriz B damos o nome de inversa de A e a indicamos por Al

Exemplo 14.18. A matriz A = ﬁ (1)] tem inversa pois det A = -2 # 0.
) ; 12 0 .
aeat=[2 )
Ainversade Aé A 2 -1 pois
a2 0].[1/2 0}_{1 0}_
Aed ‘[1 il alTlo TR
o[ o]'[z 0}_{1 o]_
A A‘[l/z )l oo 1T
Exemplo 14.19. A matriz A = [é S] ndo tem inversa, pois, se chamarmos de B a matriz
[a b] teremos
d bl
L [2 2 _[a b]_[2a+2c 2b+2d} [1 0]
A B‘[o o} c dl-l o o J7lo 1] Vebed

Observemos que, neste exemplo, det A = 0.

Calculo da Matriz Inversa pela Definigdo

2 1

Exemplo 14.20. Seja A = [5 5

,1=a b]
& [c dl’

Entio

]. Como det A =1 # 0, existe a inversa de A. Seja

5 s [eal=lo 9l
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[2a+c 2b+d]_[1 0]
S5a+3c 5b+3d]l [0 1)

2a+c¢c=1 a=3
{5a+3c=0 = {

2b+d=0 b=l
{5b+3d=1 = [d=2,

portanto,

3 -1
at=| 3 ]
-5 2

Podemos observar que os dois sistemas que foram resolvidos tém os mesmos coeficien-
tes, e os termos independentes do primeiro sdo dados pela primeira coluna da matriz identi-
dade, e os termos independentes do segundo sistema, pela segunda coluna da matriz iden-
tidade. Assim, os dois sistemas poderiam ser resolvidos simultaneamente. A matriz a ser
escalonada seria:

[2 i1 0

: ] 1 2 ir:
5 310 1], cujo escalonamento € dado a seguir

multiplicamos a 12 linha por 1/2:

B

{ 1 121112 0]
5 310 1
substituimos a 22 linha pela soma dela com a 12 multiplicada por —5:

[1 124 12 0}
0 12:1-52 1

)

multiplicamos a 22 linha por 2:

*

[1 121172 0]
0 1{-5 2

substituimos a 12 linha pela soma dela com a 22 multiplicada por —1/2;
[1 0 3 —1]
0 1:-5 21
O processo termina quando as primeiras colunas sdo as colunas da matriz identidade.
A matriz inversa é dada pelas colunas seguintes da matriz escalonada. Assim:

a3 —1]
4 ‘[—5 2]
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Observemos que os sistemas escalonados so:

a+0.¢c=3 a=3
{0-a+c=—5 = {c:—-S

b+0-d=-1 b=-1
{O-b+d=2 = {d:g,

Notemos que, no cdlculo da inversa do exemplo dado, s6 impusemos que A - B = I, sem
verificarmos se B - A = I,. Na realidade, isto é desnecessdrio, pois, se existe a matriz A~ e se
A - B =1, entdo B = A", De fato,

A-B=L=A"A-B)=A )= (A" A -B=A"=1L-B=A"=B=A".

Calculo da Matriz Inversa Usando Co-fatores

Seja A uma matriz quadrada com determinante diferente de zero. Chamemos de
cof (A) a matriz cujos elementos sdo os co-fatores correspondentes dos elementos de A.
Prova-se que

1
-1 =
A det A

A demonstragio dessa propriedade pode ser encontrada em Iezzi e Hazzan (1978).

[cof (A)]'.

Exemplo 1421

1 1 1
Calculemos a matriz inversade A=| 1 2 3 |usando a matriz de co-fatores.
1 4 9
Temos:
detA =2
el 2 3.
Ap=(1) 49 =6,
1 1
Ay =(=1)3 =-5,
21=(-1) 4 9 5
1 1
Ay = (-4 =1,
31= (1) ) 3
1 3
Ap=(-1)3 =-6,
2=(1) 1 9 6
ENIEER e
Ay =(-1) L 9 =8,




Portanto, cof (4) =
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Ay =(-1)
Ap=(D?
Ay =(-1)°
Ay =(-1)°
6 -6 2
-5 8
1 2 1
6 -5
-é— -6 8
2 3

— f— —_— [EE—

; =.3,
1=
=
é =1

-3 | e conseqiientemente

357

3 =572 112
=-3 4 -1|
I =32 12

Néo nos deteremos no célculo de inversa de matrizes de ordem superior a 3, uma vez
que nas aplicacBes tais cdlculos sdo, em geral, feitos por calculadoras ou computadores,
dado o grande niimero de operagdes envolvidas.

6. Calcule a inversa das seguintes matrizes:

a) A=

b) A=

c) A

7. Mostre que, se A = [; f] e det A # (), entdo A™!

1
11

[5 2
(3 4

20

[0 3

1
12

]
]

}

1
d A=| 3
=
2
e) A=| 0
K
1
)l A=]2
4

N Wo O =0

1 1
5 4 g A=
-1 =2
0
0
3
0
0
6
_ 1 |:t
T detA | —

oS OoON
S = W
N L A~

2]

8. Use o resultado do exercicio anterior para calcular a inversa das matrizes:

a) A=l:

2 7
15 6

]

o e

-2 8
75

|

6
8

_z:l
-10
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9. Num pafs a renda nacional é dada pelas equagées IS-LM (IS: Investment-Saving e LM:

Liquidity Money):
C=40+02(Y-T)
I=15-20r
My=4+0,1Y - 10r
M;=10
G=T=10

em que: Y é a renda nacional , C é o consumo, I é o investimento, r é a taxa de juros, M,
é a demanda por moeda, M, é a oferta de moeda, G é o gasto governamental, e T é o
imposto arrecadado. Obtenha os valores de Y e r de equilibrio, isto &, aqueles valores
que satisfazem as equagdes:

: Y=C+I+G
Md=Ms

Resolva o exercicio expressando o sistema na forma matricial e encontre os valores de ¥
e r usando matriz inversa.

Aplicagéo: o Modelo do Insumo-Produto

A aplica¢do que veremos é um exemplo importante de como matrizes inversas fazem
parte da formula¢do de modelos econdmicos.

Consideremos uma economia em que sejam produzidos n produtos que podem ter dois
destinos: ou serem aplicados no consumo intermediério de fabricagio desses produtos, ou
entdo servirem para consumo final de mercado.

Admitamos ainda que cada produto seja fabricado em proporgdes fixas de quantidade
de mdo-de-obra e do consumo intermedidrio de outros produtos.

Indiquemos por a; a quantidade do i-ésimo produto utilizado na fabricagio de uma
unidade do j-ésimo produto. Indiquemos por x;, x,, ..., x, as quantidades totais produzidas
dos produtos 1, 2, ..., ne por by, by, ..., b, as demandas finais dos produtos.

Assim sendo, podemos escrever:

x1=a“-x1+a12-x2+...+al,,-x,,+bl
Xp=Qy "Xy + Ay Xp+ ...+ Ay - X, + by
Xp=dp X1+ Apy-Xp+ ...+ Ay, X, + by,

O sistema de equagdes pode ser escrito na forma matricial

X=A-X+B,
em que
X1 apy ap ap .. dy b,
X a a a a b
X=|*2], A= .21 .22 .23 .2n Bo= _2

Xn anl Gy Qpy . Ayy bn




Dessa forma, um problema que pode ser resolvido é o seguinte: dadas as matrizes A
(chamada matriz dos coeficientes técnicos) e B (chamada matriz das demandas finais de
mercado), obter a matriz X (chamada matriz das quantidades produzidas) para atender as
demandas intermediarias e finais dos produtos.

Assim sendo, tomemos a equacdo matricial
X=A-X+B
e vamos resolvé-la em relagiio a X. Temos
X-A-X=B,
(I-A)-X=B,
X=({I-A)y"'-B.

A matriz (I - A) é chamada matriz de Leontief (em homenagem ao economista russo,
radicado nos Estados Unidos desde 1931, Vassili Leontief, 1906—1989, que introduziu esse
modelo e ganhou, em 1973, o Prémio Nobel em Economia).

Exemplo 14.22. Consideremos uma economia com dois setores. Os coeficientes técnicos e
as demandas finais de mercado sdo dadas pela tabela a seguir:

Consumo intermediario para | Consumo infermedidrio para
. : . . Consumo
Setor fabricar uma unidade no fabricar uma unidade .
final
setor 1 no setor 2
1 0,2 0,6 50
2 0,4 0,2 80

Assim, para fabricar uma unidade do produto 1 sfio necessérias 0,2 unidade do produto
1 e 0,4 unidade do produto 2; para fabricar uma unidade do produto 2 s3o necessérias 0,6
unidade do produto 1 e 0,2 unidade do produto 2. Portanto, as matrizes dos coeficientes
| tcnicos e do consumo final sdo, respectivamente,

A [o,z 0.6

50
04 0,2}63‘ ]

| 80

Assim,

I_A:[l 0]_[0,2 O,6}= 0,8 —0,6],

0 1 04 02] [-04 0,8
B _1__1[0,8 0,6]_[2 1,5]
-4 04104 08] 1 2]

Portanto, a matriz X das produgées é

e[ 5[]
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Ou seja, devem ser produzidas 220 unidades do produto 1 e 210 unidades do produto 2
assim discriminadas:

Produto 1

Consumo intermedidrio no setor 1 =0,2 - (220) = 44
Consumo intermedidrio no setor 2 = 0,6 - (210) = 126

3’

Consumo final = 50
Total 220
Produto 2

Consumo intermedidrio no setor 1 = 0,4 - (220) = 88
Consumo intermedidrio no setor 2 =0,2 - (210) = 42
Consumo final = 80
Total 210

. - o . 0 05 .

10. Dada a matriz de coeficientes técnicos para dois setores A = |:0 4 0 1:] e a matriz

70
140
der &s demandas intermedidrias e final de mercado.

de consumo final B =|: :|, obtenha as quantidades a serem produzidas para aten-

11. Resolva o exercicio anterior, supondo que a demanda final seja B = I: 33 :|

210
0 02 01
12. Dada a matriz de coeficientes técnicos para trés setores A= | 0,5 0,1 0 |e a matriz
100 03 08 O
de consumo final B ={ 200 |, obtenha as quantidades a serem produzidas para atender
100
as demandas intermediérias e final de mercado.
200
13. Resolva o exercicio anterior, supondo que a matriz de demanda final seja B =| 300 |.
500

14. Uma economia estd dividida em dois setores: agricultura e manufatura. A matriz de

03 07 . oo T100
0.2 0,4} e a matriz de demanda final é B = |:200]'

a) Qual a produgdo de cada setor necessdria para atender as demandas finais e
intermedidrias?

coeficientes técnicos é A =[

b) Se a demanda final de manufaturados cair para 180 (mantendo-se em 100 a da agri-
cultura) e se para produzir uma unidade do produto agricola sdo necessarios 1.000
homens-hora, qual o desemprego (em relagdo & situacdo do item a) na agricultura?
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Aplicagéo: a Reta de Minimos Quadrados por Meio de Matrizes

Vimos no Capitulo 11 como resolver o seguinte problema: dado um conjunto de pontos
no plano cartesiano (x;, y;), (X, ¥2), ..., (x,, y,), achar a reta de equagdo y = ax; + b que
minimiza a soma dos quadrados dos desvios, em que cada desvio € dado por y; — (ax; + b).
Se usarmos a seguinte notagio matricial

Yi 1 x

r=|"|, x=|! 2| A=[b:|,
: P a
Yn L x,

pode-se provar que a matriz dos coeficientes da reta de minimos quadrados A satisfaz a
equacao matricial (X’ - X) - A = X' - Y. Resolvendo essa equagiio obtemos

A=X"-X)yt.x'.y,

desde que a matriz X’ - X admita inversa.

Exemplo 14.23. Consideremos os pontos (1, 7), (2, 8), (3, 10), (4, 9) e (5, 11). As matrizes
X e Y sao dadas por

7 11
8 1 2
y=[10|, x=|1 3
9 1 4
11 15
Assim
1 1
1 2
wo |1 1 1 1 1 5 15
XX‘[ 2 3 4 5} b3 [15 55]’
1 4
15
et L[ ss —15] [ 1,1 -03
s ~ 50 [—15 54‘[—0,3 0,1/
7
1111 178 45
L. = =
XY[ 2 3 45 190 [144]’
11

wnt yiv_ | L1 —037[ 457 [63
xH XY‘[—0,3 0,1][144}_[0,9}

Dessa forma, b = 6,3 e a = 0,9 e a reta de minimos quadrados é ¥ =09x + 6,3.



Apéndice A

Notas Suplementares
sobre Limites

N\

A.1 Vizinhangas e Limites

Considere o nimero real a. Dizemos que o intervalo aberto Ja — €, a + €[, em que €€ um
miimero real positivo, € uma vizinhanga de ponto a, ¢ a indicamos por V,(a). Indicamos
também por V.{a} o intervalo ]a — €, a + €[ menos o ponto a, isto €:

Vela} = Ve(a) - {a}.
Sejam a e b nimeros reais e f uma fungdo definida em A C R. Dizemos que

lim f(x) = b

xX—ua

quando, dado € > 0 real qualquer, existe uma vizinhanga Vs{a} contida em A, tal que para todo
x € Vs{a} se tenha | f(x) — b | < €. Isso € equivalente a dizer que, dada uma vizinhanga arbitré-
ria V() de b, existe uma vizinhanga Vs{a} C A, tal que f(x) € V,(b) para todo x € Vs{a}.
Note que:
lf)-b|<eob-e<flx)<b+e
Geometricamente, temos a situagdo da Figura A.1.

Figura A.1: llustracéo da definigdio de limite.
fix) 4

b+e "

HX)b
b-ef—»

X a+d8 x

Na Figura A.2 ilustramos certos casos que podem ocorrer. O leitor poderd comprovar os
resultados de cada caso, usando a defini¢do. No que segue, f(a) é a imagem da fungio no
ponto a, e b é o valor do limite.
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Figura A.2: Exemplos de limites.

fix) 4 fix)
1
b / -
-V 0 1 X
-1
0 a X
fx) =2 fla) = lim f(x) = b fx) = {_} :i 3 8 : lim f(x) ndo existe
(a) {e)
fix) fix) 4
1
0] x
_JLx#0 . _ = (wls 1 =0 =
f _{ 2y = o lim f0) =1 #(0) fe)=|x|; lim f(x) = 0=£(0)
(b) (d)

Vamos designar por V;(a) uma vizinhanga direita de a, isto €, um intervalo da forma
la, a + €[; analogamente, la — €, a[ é uma vizinhanga esquerda de a, indicada por Ve (a).

Sejam a e b reais e f uma fungio real de varidvel real, definida em A C R. Dizemos que
b € o limite a esquerda de f, em a, e escrevemos:

lim f(x)=b ou f(a)=b,
X—=a
se, dada uma vizinhanga arbitrdria V,(b) de b, existir uma vizinhanga esquerda Vs (a) de qa,

contida em A, tal que para todo x € Vs(a) se tenha f(x) € V,(b).
De forma semelhante, b é o limite 2 direita de fema, e escrevemos:

lim f()=b ou fa*)=b,

se, dada uma vizinhanga arbitraria V.(b) de b, existir uma vizinhanga direita de a, Vj(a),
contida em A, tal que f(x) € V,(b), para todo x € Vi(a).

Por exemplo, na Figura A2(c), temos: liné fy=-1 e lin%) fx)=1.
x—0* x—0"
E claro que existe o limite no ponto a se, e somente se:

Jlim £ = Tim fo)

eovaloré o lim f(x).
xX—a
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A.2 Alguns Resultados sobre Limites
Teorema ALl (Unicidade do limite)
Se lim f(x)=b e lim f(x)=c,entdob=c.
X q X a
feorema AL2 (Limite de uma soma)

Suponha que lim f;(x)=b; para i=1,2,...,n e gx)=fi(x)+ fL(x)+ ... +f,(x).
Entdo: xma
xll_I}la 10 + () + ... + £,(0) = }l_ﬁ Sitx) + )}1}}1 Hx) + ...+ li_,rr; Ja(x).

Demonstragio pava o = 2
Suponhamos que lim fi(x)=b; e lim f5(x) = b,.
X—a X—a

Entdo, dado € > 0, existem vizinhangas V {a} e V,{a} tais que

|AG) = by| < —;- ,parax € V,{a}

£ , parax € V,{a}.

A -t < £

Portanto

00+ = by + b = [LAG) — by] + L)~ ball < ) = bl + 150 = bal < T+ S <&

para todo x € V;{a} N V,{a}, ou seja,

}LmQ (/i) + o)) = by + by =}{_’Uz Sitx) +)}i_1:rzf2(x).

feorema A3 (Limite de wim produto)

Se g for definida por )
8(0) = f1(x) - fo(x) ... fu(x) ese
lim fi(x)=b; para i=1,2,...,n, entdo
XxX—a

lim £() ) ... £, = lim £i() - lim £(0) .. lim £,0). o
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Teorema A4 thimite de win quociente)

Suponha que g(x) = J]:—l(%)— eque lim fi(x) = by e lim fo(x) = b, # 0.
b x—a ) x—sq
Entédo

lim g(x) = —I—’—l—
xX—a bz

Como conseqiiéncia dos teoremas anteriores, obtemos
Teorema ALS

Se fe g sdo fungdes continuas em um dominio A, entio

a) f+ g € continua em A;
b) f- g é continua em A;

c) :g— € continua em todos os pontos de A para os quais g(a) # 0.

Dizemos que uma fungdo f € continua a direita do ponto a se f(a) for um nimero real

i tal que;f(a*) = f(a). A fungdo f é continua i esquerda de a se f(a) for um ndmero real tal

que f(a”) = f(a). Segue-se que f é continua em a se, e somente se, f(a*) = f(a”) = f(a).
Considere, por exemplo, a fungio da Figura A.3, dada por:

0,sex<0
1/3,se 0= x < 1
172,sel =sx<?2
1,se x = 2.

fx) =

Figura A.3: Fungdo confinua & direita.

N
x ¥

Entéo, f € continua a direita nos pontos 0, 1 e 2. Como f nfo é continua 2 esquerda em
0,1 e 2, dizemos que f ¢ descontinua a esquerda nesses pontos.
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Teorema A6

a) Suponha que fseja continua no ponto b, com lim g(x) = b. Entéo
xX—a
lim flg()]=f).

b) Se f for continua em b, e g for continua em a, com g(a) = b, entio f[g(x)] é
continua em a. ’ o

A.3 Limites Infinitos
Dizemos que lim  f(x) = e, se, dado A > 0, existe um nimero 6> 0, tal que f(x) > A
X=*a

para todo x € Vj(a).
Analogamente definimos:

)}ergz+f(x) = —oo, ,}133, f)y=c0e thi flx) = —oo.
Dizemos que:
J}l_rgl fx)=c0 se fla*) = fla7) = oo
lim f(x) =—co se fla”) = fla’) = —co.
Como exemplo, se f(x) = % entdo f(07) = —oo e f(0*) = oo (Figura A.4(a)).
Se f(x) = % entdo f(07) = f(0) = e=. Logo, lim f(x) = e (Figura A-4(b)).

Figura A.4: Limites infinitos.

fix) 4 fix) 4
N i 0 i
a) f(x) =t/ b) f(x) = 1/1x?

Defini¢des apropriadas podem ser dadas para:
lim f(x)=b e lim f(x)=5.
X — 0o X — —o0




Apéndice B

Notas Suplementares
sobre Derivadas

B.1 Funcdo Composta

Seja f a fungdo composta de g e A, isto é:

Jf(x) = h[g(0)], (B.1)

parax € A C R. Para demonstrarmos a férmula da derivada da fung¢do composta, vejamos
antes o seguinte lema.

I Lema B.1

Suponha que a fungdo f, de A em R, seja tal que exista f(x;). Entéo existe uma fun¢ao
E, de R em R, continua na origem, com E(0) = 0 e tal que: P

, fGio+ 1) = fxo) = [f (x0) + E(B)] - h AP (B!Z)
para todo ~ de modo que f(x, + h) esteja definido.

. Demonstraciio

' Definimos E por meio de

h

Slxo + h) — f(xo) ,
E(h)={ ~-f(xg), se h#0
0,se h=0.

Entéo E satisfaz (B.2) para h nas condigdes do lema.

Como f'(xy) = hli—r.no Sl + h}z - f(xo) , segue-se que I}Eno E(h) = 0 = E(0), 0 que implica

{ continuidade de E na origem.
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Feorema B.1 (Derivada da funciio composta)

Suponha que f, g € & sejam como em (B. 1) comg'(x)e h’(u) finitos e u = g(x). Entdo -
f'(x) existe e é dada por.

f@) =KW - gkx).

Demonstracio
Temos que f(x + h) = h[g(x + h)], logo:

Af=f(x + h) - f(x) = hlg(x + h)] - hlg(x)].

Como u = g(x), g(x + h) = u + Au, temos que Af = h(u + Au) — h(u). Pelo Lema B.1 (com
Au = h), vem que:

Af=h(u+ Au) — h(u) = [F' (1) + E(Aw)] - Au.
Portanto, -%j: = [ (u) + E(Au)] - %

Quando A tende a 0, hlin}) E(Au) = 0, pois E € continua na origem e Au tende a 0 quando
h tende a 0, pois existe a derivada u' = g'(x).

Portanto, I}imo Ah]i =f)=hrw) -u'=hu)-g'x).

B.2 Funcdo Inversa

Vamos demonstrar o teorema sobre derivada da fungdo inversa, visto no Capitulo 5.

Suponhamos que f seja crescente e derivavel no intervalo I = ]a, b[. Seja J a imagem de
I por meio da funcdo f e yg = f(x,) paraa < x5 < b.

Para xy € I, existe um intervalo ]c, d[ C I tal que ¢ < x5 < d, o que implica
1/(0), AAd)[ CJ e flc) <yy < f(d), pois f € crescente em /. Portanto y, pertence ao interior

de J ¢ f1f ()] = yo. Logo:
FO=F100 _ L0 = 00

li =
% y—yo y=yo IO —fLf o]
= lim _*—%o 1 _ 1

x—x f(x) f(xo) Tt f®-flx)  fxo)’

X —Xp X —Xg
pois f'(xp) # 0 e a segunda igualdade segue do fato de que f~! € continua em y,, e portanto:
lim f(y) = f~'(y) = xo,
y—=%

isto €, x — x, quando y — y,,.
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| B.3 Teoremas sobre Funcoes Derivaveis

Vamos demonstrar aqui alguns teoremas relacionados ao Capituio 6.

| Teorema B.2

Seja f uma fungo definida e derivével num intervalo aberto }a, b[. Se ¢ for um ponto

- desse intervalo que seja ponto de m4ximo ou de minimo, entdo fie)=0.

Demonstracio
Suponhamos que ¢ seja um ponto de maximo (Figura B.1).

Figura B.1: Méximo de fem x = c.
Y

,,
0N
Vot s

O T

op-----
x Y

n
TR S,

o

-
o7
0t

Entdo f(c + h) < f(c), para todo h tal que (¢ + h) € la, b[. Como ¢ € ]a, b, existe
hy > 0 tal que (c + h) € ]a, b[ para todo h com | | < hy. Logo temos:

fexrh-flo se 0 < h < hy
h ’ '
flet -1l se ~hy < h <0
h ’ '

Como f € derivavel em ¢, f'(c*) = f/(¢") e como

f/(c+) - hli_'n}y f(C +]’2—f(C) =0

f’(Cf) = hli_I:%, f(C + hlz —f(C) > O,

j vem que:
F )= fc)=0= f(o).
A demonstragdo é analoga se ¢ for um ponto de minimo.

Teorema B.3 (Rolle, Michel, matenuitico frances, 16521719

Suponhamos que a fun¢fo f seja continua no intervalo [a, b}, com f(a) = f(b) =0, e que
f'seja derivavel no intervalo ]a, b[. Entdo existe um ponto ¢ € ]a, b[ tal que f(c) =0.



