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Introducao

Estas sao simples notas de aula da disciplina de pds-graduacao do IME-USP
“Tépicos em Anédlise Funcional (MAP5834)”, tomadas por mim no primeiro
semestre de 2011, quando esse curso foi ministrado pelo prof. Dr. Paulo D.
Cordaro, e que tive a oportunidade de digitalizar, com o apoio do professor
Cordaro. A ementa do curso foi elaborada pelo proprio professor Cordaro,
mas no final foi estudado nessa disciplina muito mais do que o que fora
programado originalmente.

Acho s6 importante destacar que estas sao notas de aula, ndo um livro
completo de Andlise Funcional. Apesar dos meus esforcos para copiar da
melhor forma possivel as excepcionais aulas do professor, pode ser que nem
tudo tenha ficado escrito da melhor forma possivel, e podem persistir alguns
erros. No entanto, hé a intencao de expandir e melhorar estas notas de aula.
Assim sendo, eu agradeceria profundamente o envio de quaisquer correcoes
de erros ou sugestoes para o meu e-mail: pedrohp@ime.usp.br.

Pedro Henrique Pontes
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1 Revisao

1.1 Espacos Vetoriais
e Normas — distancia — topologia
e Sequéncias convergentes, sequéncias de Cauchy.

e Espagos normados completos: (E, || -||) em que toda sequéncia de Cau-
chy é convergente: espagos de Banach.

Exemplos. CV; C(K), em que K é um espaco topoldgico compacto:
C(K)={f: K —C: fécontinua}

com a norma || f|le = sup{|f(x)| : z € K}.
Para 1 < p < n,

1,(N) = {(zn)neN 12, €Ce Y |zl < oo} .

n=1

com a norma

+o0 1/p
[(zn)nenll = (Z Iznlp> :
n=1

Também

loo(N) = {(Zn)neN D Zp € Ce Sup|zn| < OO}

neN
COom a norma

| (Zn)nen|| = sup|zp|.
neN

Temos
0= (e el =0}

Logo ¢y(N) C I(N), com a mesma norma.

LP(X,B, 1), 1 <p < o0.

Dados a,b € R, a < b, m > 0, C™([a,b]) é o conjunto das fungoes
f i [a,b] — C tais que todas as derivadas de ordem menor ou igual a m
existem e sao continuas em [a,b]. Isto é, f|jy ¢ diferenciavel m vezes, e
essas derivadas podem ser estendidas continuamente a [a,b]. Com a norma

HEDS sup]\f“)(x)!,

=0 z€la,b
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o espago C"™([a,b]) é um espago de Banach.
Exemplo de espago que ndo é Banach, mas é importante: Cpz([a,b]) =
(C(la, b)), [ - [l2), em que

Hﬂbﬁ(Lﬂﬂwﬁwgwa

Sejam E, F' espagos normados, f : E — F' linear. Sao equivalentes:
1. f é continua em F;
2. f é continua em 0;
3. vale
sup || ()] < oo; e
[lzll<1

4. existe C' > 0 tal que

| f(z)|| < C||z|| para todo x € E.

Denotamos
L(E,F)={f:FE — F : f élinear e continua}.
Se f € L(E, F), temos uma norma

[P = sup{[lf(@)[| = =]} < 1}.

Também vale
£ = mtH{C + @) < Cllz| para todo = € E}.

Assim L(FE, F') se torna um espago normado.
Com essa norma, L(FE, F) é de Banach desde que F' seja de Banach. Em
particular, se £ é normado, L(E,C) é um espaco de Banach.

Notagao. E' = L(E,C).
E espago vetorial, ||-]|1, || - |2 normas sobre E. Dizemos que essas normas
sao equivalentes se existem ¢ > 0, C' > 0 tais que

cllzl|r < ||z|l2 < Cllz||, para todo z € E.

Teorema 1.1. Se E tem dimensdo finita, duas normas quaisquer sobre E
sao equivalentes.



Definicao. E espaco normado, F' subespaco fechado. Se x € E, dizemos
que x é “ortogonal” a F se

d(x, F) = ||=]].

Teorema 1.2 (Riesz, existéncia de vetores quase ortogonais). Dados E
espago normado, F' C E subespaco fechado, e € > 0, existe x. € E com
|ze]| =1 com d(z., F) > 1 —e¢.

Demonstracao. Existe x € E, x ¢ F.

(e, F) = inf |1z~

temos d(z, F') > 0 pois x ¢ F e F é fechado. Seja ¢ > 0. Existe yy € F tal
que
| = woll < d(z, F)(1 +¢).

Defina
T — 1Yo

e = woll”
Temos ||z — yo|| >0 poisz ¢ Feyy € F. ||z =1. Sejay € F.

Te

T — Yo
e =yl = \ ik (I yH = eyl — wollyl
ool o=l
1 1
> 0 A F)> ———— d(a,F
=@ ema e
1
> >1—c.
1+¢
Logo d(z., F) > 1 —e. O

Corolario 1.3. Se E ¢ um espaco normado de dimensao infinita, entdo
S={zxekFE : |z| <1} nao é compacto.

Demonstragao. Vamos construir uma sequéncia {z, }neny em E| por indugao,
satisfazendo as seguintes propriedades:

1. ||zn]| = 1 para todo n € N; e
2. se n # m, entao ||z, — x| > 1/2.

Isso implica a tese, pois {x,}, nao poderd ter subsequéncia convergente.
Tomo z; € E com ||z1]] = 1. Suponha ja contruidos x,...,z, com
|z;|| =1 para todo i < n, e ||x; — x| > 1/2 se j,k <n, j # k. Tome

F,=x1,...,z,)

6



Como entao F,, tem dimensao finita, F}, é completo, logo F,, é fechado em
E. Como FE tem dimensao infinita, temos F,, C E. Logo, pelo Teorema [.2]

existe z,41 € F tal que ||z 1] = 1 e d(z,, F,) > 1/2, 0 que bastas, pois se
J <n+1, temos x; € F,. O

1.2 Somas infinitas

Definigao. Se E é um espago normado, e (z;);c; é¢ uma familia de elementos
de E, dizemos que (z;);er é somdvel com soma x € E se: dado € > 0, existe
F. C I finito tal que, para todo F' C [ finito com F, C F', tem-se

E Ty — X

1eF

in =X.
i€l
Observagoes. 1) Se Y . xi=x, > . yi =ye X e C,entdo Y, (2 +Ay;) =
T+ Ay.
2) Se (x;)ier ¢ uma familia em E, )

Zie[ f(xi) = f(z).

Definigao. A familia (z;);cr de elementos de E satisfaz o Critério de Cauchy
(para somabilidade) se: dado € > 0, existe G C [ finito tal que, se G C I é
finito e disjunto de G., entao

<eE.

Notacao.

x; =xe f € LEF), entao

icl

< €.

e

Proposicao 1.4. Se (z;)icr € somdvel, entao (z;);cr satisfaz o Critério de
Cauchy.

Demonstragdo. Temos ) ., v; = x. Seja ¢ > 0. Existe F. C [ finito tal que
se F' C [ é finito, F. C F, entao

E T;i — X

el

<€
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Seja G C [ finito disjunto de F.. Entao

ORI DO o

ieG 1€GUF: i€lF;

Iz ) ()|

< Z T;— T in—x

1€EGUF, ic€F;

+ < e. O

Observagao. Se (x;);cr satisfaz o Critério de Cauchy, entao {i € I : x; # 0}
é no maximo enumeravel. De fato, se

L={icl: ||lu|>1/n},

entdo {1 € I : z; # 0} = (J,5, [n. Logo basta mostrar que cada I,, ¢ finito.
Dado n € N, existe G, C I finito tal que se i ¢ G, entdo ||z;|| < 1/n. Logo
I, C G, ¢ finito.

Teorema 1.5. E espago de Banach, (x;)c; familia em E. Se (x;);ec; satisfaz
o Critério de Cauchy (para somabilidade), entdo (x;);cr € somavel.

Demonstracao. Defina I, = {i € I : ||lx;]| > 1/n}, n € N. Vimos que cada
I, é finito. Seja I* = {i €[ : x; #0}; I* = J., I,,. Para cada n, defina
Yn = Dicr, Ti-

{yn}n é uma sequéncia de Cauchy em E: seja ¢ > 0. Existe F. C I*
finito tal que, se F' C I* finito e FFN I, = @, entao ||}, p 7| < e. Como
F. é finito, existe ng € N tal que F. C [,,. Logo, se m > n > ng, temos
F. C I, C 1, C Iy, portanto (I, \ I,) N F. = @, donde || >, \; @il <e,
mas

”ym_ynH: Z X <E.

1€Im\In

Portanto (y,), ¢ de Cauchy.

Como E é completo, existe z € F tal que y,, — .

Ziejxi = x: seja ¢ > 0. Existe ng € N tal que se m > ngy entao
Hym - ZBH < 5/2'

Existe G, C I* finito tal que se G C I* finito e G N G, = &, entao
12 ieq @il <e/2.



Existe mg € N tal que G. C I,,,,, € mg > ng. Seja F' C I* finito, I,,, C F.
Entao

in—x = Zasi—x—l— Z

i€F i€Im, i€ F\ I,
o [ [
i€ F\ I,
pois como G, C I, temos (F'\ I;,,) NG = . O

Definigao. £ normado, (z;);c; famiilia em E. Dizemos que (x;);c; é abso-
lutamente somdvel se a familia (||z;]);e; for somavel em R.

Corolario 1.6. Se E é um espaco de Banach e (z;)icr € uma familia em E,
(x;)ier absolutamente somdvel implica ser (x;);e; somdvel.

Demonstracao. Basta mostrar que (z;);es satisfaz o Critério de Cauchy. Seja
e > 0. Entao existe F. C [ finito tal que, se FF C [ é finitoe FNF. = @,
entao ) ;. p ||xil| < e. Logo

S

el

<Y il <e. O

i€l

1.3 Os 5 teoremas fundamentais dos espagos normados

Teorema 1.7 (Hahn-Banach). E espago normado, F' C E subespago, f € F'
(isto é, f : F' — C € linear e continua). Existe f : E — C linear continua

tal que flr = f e | f] = I f||-

Teorema 1.8 (Principio da Limitagdo Uniforme). Seja E um espago de
Banach, F um espa¢o normado e B C L(E,F). Se, para cada x € E, o
conjunto {f(z) : f € B} € limitado em F, entao B € limitado em L(E,F).

Teorema 1.9 (Banach-Steinhaus). Sejam E espag¢o de Banach e F espago
normado. Seja {fn}tnen sequéncia em L(E,F). Se para cada v € E existe
lim,, 1 fn(z), definindo

f(x) = lim f,(x) para cada x € E,

n—-+o0o

entao f € L(E,F) e || f|| <liminf,ey || fall-



Teorema 1.10 (da Aplicagdo Aberta). Sejam E, F espacos de Banach e
f € L(E,F). Entao ou f(F) é um conjunto magro em F, ou f(FE) = F.
Além disso, se f(E) = F entdo f é uma aplica¢ao aberta.

Observagdo. Se G é um espago métrico, entao A C G é magro se A = | J, .y An
sendo que, para cadan, A, C G é fechado com interior vazio. (Em particular,
G\ A=), O, com O, abertos densos. Assim se G for completo, segue que
G\ A ¢é denso.)

Corolério 1.11. E, F de Banach. Se f € L(E, F) € bijetora, entio f~ €
L(F,E).

Observagao. Seja E espago vetorial sobre C, || -||1 e ||+ ||2 normas sobre E tais
que (E,| - |1) e (E,| - |l2) sejam espagos de Banach. Suponha também que
exista ¢ > 0 tal que ||z]|; < c[|z||2. Entao ||-||1 e |- ||z sdo equivalentes. (Pois
entao Id : (E,| - |l2) = (E,]| - |l1) é continua, logo sua inversa é continua,
pelo Corolério [LT1)

Ezemplo. Seja C([0,1]) com

1 1/2
[flloc = sup [f(z)], e [If]l2= (/ If(w)lzdf) , f€E.
] 0

z€(0,1

Note que
If1l2 < || fllo para todo f € E

mas as normas nao sao equivalentes (pois (C([0,1]), | - [[«) é completo, mas
o completamento de (C'([0,1]),] - ||2) é L*([0,1])).

Definicao. A, B conjuntos nao-vazios, A : A — B. O grdfico de XA é o
conjunto

Gy ={(a,\(a)) € AX B :ac A}.

Se A, B forem espacos métricos e A é continua, entao G, é fechado em
A x B (pois ele é sequencialmente fechado).
E| F espagos normados. Entao E X F' é normado, com norma

Iz )l =Mzl +llyll, € B, yeF

Teorema 1.12 (do Gréafico Fechado). E, F espa¢os de Banach, f : E — F
transformagao linear. Se Gy for fechado em E x F, entdo f € L(E, F).

Observagdo. Gy é fechado <= para todo z,, € E, se (z,, f(z,)) = (z,v),
entao y = f(xr) <= para todo z, € E, se x, — x e f(z,) — y entao
y = f(zr) <= paratodox, € E, se ,, =+ 0e f(x,) = y, entdao y = 0.
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Demonstracao do Teoremall12. Vamos considerar, em FE, as normas || - ||
e |llzl|| = ||z|| + ||f(x)]|, x € E. Temos dois espagos: (FE,|| - ||) Banach e
(E, ]| - |||) normado. Note que

||| < |||z]||, para todo z € E.
Se mostrarmos que existe ¢ > 0 tal que
l|lz]|] < ¢||z| para todo z € E,

terfamos em particular ||f(x)|| < c||z|| e assim f seria continua. Pela Ob-

servagao anterior, basta mostrar que (E, ||| - |||) é completo.
Seja (zy,)nen sequéncia de Cauchy em (E, |||-]|]). Pela férmula de [||-]|], isso
implica que (x,), ¢ sequéncia de Cauchy em (E, |- |), e (f(zn))n é sequéncia

de Cauchy em (F,[|-[]) (pois [|z]| < [[lz[l| e [[f(z)[| < [[lz[[]). Como esses
espagos sao completos, existem = € E, y € F tais que z,, — X e f(z,) — v.
Como Gy ¢ fechado, temos y = f(x). Logo

|z — ||| = || — 2| + || f (@0 — 2)]]
= |lzn — zl| + | f(zn) — f2)[| = 0.

Logo (x,), é convergente em (E, ||| - ||]). =

Ezemplo. T : L*([0,1]) — L?*([0,1]) continua. Suponha que T'(L?*[0,1]) C
C(]0,1]) (C(]0,1]) com a norma do sup). Logo temos

Ty : L*[0,1] — C([0,1])
u— Tu.

Ty é continua? De fato, pelo Teorema do Grafico Fechado, basta mostrar que
se u, — uem L?[0,1] e Tou, — v em C([0,1]), entdao v = Tyu. Mas T, — v
em C([0,1]) implica Tw,, — v em L?[0,1]. Como T : L*([0,1]) — L*([0,1]) é
continua, segue que Tu = v, logo Tj ¢ continua.

2 Espacos com produto interno

H espaco pré-hilbertiano. (,) : Hx H — C, ||z|| = (z,z)"? norma. |{z,y)| <
llz||lly]] (Cauchy-Schwarz). Valem:

e Lei do paralelogramo:

lz +yll* + llz = ylI* = 2([l21* + [lylI*), para todos z,y € H.
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e Formula de polarizacao:

(I +yll* = llz = ylI* + illz + iyl* — il — iy]]*)

e~ =

<$7y> =

Teorema 2.1. H espaco pré-hilbertiano, A C H conjunto convexo e com-
pleto. Entdo existe um unico a* € A tal que

lla*|| < |la|| para todo a € A.

Demonstrac¢ao. Seja § = d(0,A), e suponha 6 > 0 (A é fechado). Entao
existe {a, fnen sequéncia em A tal que ||a,|| — . Provemos que {a,}, é de
Cauchy:

lam — anll® = 2llam|* + 2llanll* = llan + amll*, (1)

pela Lei do Paralelogramo. Temos (a,, + a,)/2 € A pois A é convexo. Logo
| (am + an)/2|| > 8, e assim ||a,, + a,|* > 462. De () temos

lam — anll® < 2llam||* + 2[lan]|* — 46% — 0

pois a, — 6. Como A é completo, existe a* € A tal que a,, — a*, e assim
la* || = Tim |ap[| = 4.

Unicidade: se ay,as € A sdo tais que |la;|| = ||az|| = ¢ temos, pela Lei do
Paralelogramo,

lar — as||* = 2[jar||* + 2||as||® — [|a1 + ao||* < 26% + 26 — 46* = 0,
isto é, a1 = as. O
Notagao. x L y se, e somente se (z,y) =0. Se A C H, temos
At ={r e H:x1ly Vyec A}

Note que At é sempre fechado.

Ezercicio. Vale [A] C (A1),
Também vale que z L y implica ||z + y||* = ||z]|* + ||y||* (Pitdgoras).

Lema 2.2. Seja H pré-hilbertiano, F' C H subespago, z € H. Sao equiva-
lentes:

a) ||zl = d(z, F); (<= [lzl| < ||z — yl| para todoy € F)

b) z € F*.
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Demonstragdo. a) = b): Suponha que z ¢ F*. Entao existe z € F' tal que
(z,z) # 0, e posso assumir ||z| = 1.

121 =z = (&, )2 + (2, 2)z || = ||z — (2, 2)z* + ||z, 2)z ]

= |z — (&, 2)2l” + [{z, 2)* < |||

absurdo.
b) = a): Se z € F, entdo dado y € F,

Iz =yl = 1l=1" + Iy lI* = [I=1*. O

Teorema 2.3. H pré-hilbertiano, ' C H subespaco completo. Dado x € H,
existe um unico g € F tal que v — xp L F (ou seja, pelo Lema 2.2, <=
|x — zp|| =d(x — 2p, F) =d(z, F)).

Demonstracdo. Dado z € H, tomo
A=z—-F={x—y:yeF}
Pelo Teorema 2.1l existe xr € F tal que
|z —zp|| < [l —yl| para todo y € F,
e xp é unico. Logo ||z — zp| = d(z, F). O
Digressao. Esse teorema fornece uma aplicagao pr : H — H dada por
pr(z) = zp.

A fungao pp estd bem definida (pois o zr é tnico), prp(z) = x para todo
x € F,elmpp = F. Além disso, é facil ver que pg ¢ linear.

Se F' = {0}, entao pr = 0.

Se F' # {0}, entao ||pr| = 1 (em particular, pr € L(H)). De fato,

2| = llz — 2p + 2pl® = o — 2p||* + [Jzpl® = lzpl* = [lpr(2)]%

logo [|pr|| < 1. Seja xg € F com ||zo]| = 1. Logo pr(xo) = o, € ||pr(xo)| =
[zol = 1, e assim |ppl| = sup{[lpp(z)| : [lzl| = 1} = llpr(zo)| = 1.
Portanto de fato ||pp| = 1.

Note também que p% = pr.

Observacao. Se H é pré-hilbertiano, dado y € H, podemos considerar A :
H — C dada por

Ax) = (z,9).
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Entao A € H' e ||| = ||y||- De fato,
[A(@)] = [z, )| < [[zllllyl] para todo = € H

Logo A € H' e ||A| < |ly]]. Se y =0, temos A = 0. Se y # 0,

P ()| = G| =

Como |ly/|[yllll =1, segue que [|A[| = [[y]|

Teorema 2.4 (Riesz). Seja H um espago de Hilbert. Dado f € H', existe
um unico y € H tal que

f(z) = (z,y) para todo x € H

e, pelo que vimos acima, || f]| = ||y||.

Demonstracao. Se f = 0, tomamos y = 0. Suponha f # 0. Seja F' = ker f.
Como f ¢é continua, F' é fechado, e como H ¢é de Hilbert, segue que F' é
completo. Seja by € F'+ (como f # 0, F C H, e assim o Teorema 2.3 implica
que existe tal by; tomo z € H\ F, e by =z — xp).

Se definirmos

1
b= — b

S (bo)
(f(bo) # 0 pois by & F), temos f(b) =1, e b € F*. Note que
v = f(z)b+ (z - f(2)b),
com f(x)b € Ftex— f(x)b € F. Logo
(,b) = (f(2)b,b) = f(x)[Ib]]*.

Entao b
flx) = <x,w>, para todo = € H. O

Assim se H é de Hilbert, a aplicacao

H— H
Y= (y)

é bijetora, preserva a norma, e é antilinear (ay — @(-,y)).

14



2.1 Adjuntos

H espaco de Hilbert, A € L(H).

Teorema 2.5. Existe um unico A* € L(H) com ||A]| = ||A*|| e tal que
(Az,y) = (x, A™y), para todos x,y € H.

Ainda mais, (A*)* = A.

Demonstracao. Fixado y € H, considere o funcional

ANyt H—C
x> (Az,y).

Obviamente )\, ¢ linear e se v € H,
Ay (@)| = [{Az, )| < || Az Iyl < [Al[]]-l[y]]

Portanto A, é continuo e ||A\,|| < ||A||||ly||. Pelo Teorema de Riesz, existe

zy € H com || z,|| = [|A,]| e )\y(x)_: (x, z,) para todo z € H.
Assim, obtivemos uma aplicacao y — z,, isto é A* : H — H dada por
A*(y) = z,.

E fcil ver que A* é linear. Também,
[A [l = llzyll = 1Al < [[Allllyll, para todo y € H.
Logo A* é continua, e ||A*|| < ||Al|. Agora,
(Az,y) = \y(z) = (x, z,) = (v, A"y), para todos =,y € H.
Também,
| Az|[* = | (Az, Az) | = | (2, A" Az) | < [l A" Az]
< ||| A™].[| Az]]
logo ||Az| < ||A*||.||z|| para todo x € H. Portanto ||A]| < [|A*]| e assim
[A] = [lA]].
Note que A* é unico pela unicidade do Teorema de Riesz. (Ou também
é facil provar diretamente que, se (x, A1y) = (x, Asy) para todos z,y € H,
entao Al = AQ)
Finalmente, se x,y € H,
(Az,y) = (z, A%y) = (A*y,z) = (y, (A*)"x)
= ((A")*z,y)
logo (A*)* = A. O
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Definicao. H Hilbert, A € L(H). Dizemos qeu A é auto-adjunto ou hermi-
tiano se A = A*. Isto é, se

(Az,y) = (x, Ay) para todos z,y € H.

Podemos estender essa definicao para espacos pré-hilbertianos:

Definigao. H pré-hilbertiano, A € L(H). Dizemos que A é auto-adjunto ou
hermitiano se
(Az,y) = (x, Ay) para todos z,y € H.

Exemplo. H pré-hilbertiano, F' C H subespaco completo. Considere p =
pr € L(H) a projegao ortogonal sobre F'. Entao p é auto-adjunto. De fato,
se x € H, temos p(z) = 2p € F com v —xp € F1. Mais, se y € H, temos
y—yr € Ftlogox —zr L yp ey —yp L yp. Dessa forma,

(x,yr) — (@p,yr) = (x — zp,yr) =0

(xp,y) — (xp,yr) = (xp,y —yp) = 0.

Portanto

(p(2),y) = (xr,y) = (xr,yr) = (2, yr) = (v,p(y)) -

2.2 Bases hilbertianas

H espago pré-hilbertiano fixado. Uma familia {e, : a« € A} C H é dita
ortonormal (o.n.) se

lea]| = 1 para todo a € A

(€a,ep) = 0 para todos «, 8 € A distintos.

Se x € H, o nimero complexo z, = (x,e,), « € A é chamado o a-ésimo
coeficiente de Fourier de x com relagao a {e, : o € A}.

Ezemplo. S* C C o circulo unitério. Escrevemos S* = {e : 0 < 6 < 27}
Dizemos que 6 é a varidvel em S*'. O espaco

Cp2(S") = {f: S' — C continua}

com o produto interno

Gy = [ feng@ a0

0
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é um espaco pré-hilbertiano.
Seja {e, : n € Z} C Cr2(S') com
1

en = ——

/—zﬂ_pn

O conjunto {e,, : n € Z} é ortonormal: se m,n € Z,

2T
(€, €m) = / e A0 = G =< sem=n
0 0, sem #n.

, emque p,(z)=2z".
S1

Desigualdade de Bessel. Para todo x € H, vale
D laal® < .
a€cA
Mais ainda, vale Y _, |za|* = ||z]|? se, e somente se
T = Z T
a€cA

Demonstracao. Seja B C A finito. Temos

2
0<|jlx— Zxaea
aEB
S H‘rHQ - <I‘, Zxaea> — <Z xa6a7$> + <Z TaCa, Z$g€5>
acB aeB acB BeB
S ||LU||2 - Z%C& ea> - Zxa <6a7x> + Z xax_ﬁ <6a766>
a€eB aEB a,BEB
<l =) lwal*
aEB
Logo

> " |al* < ||z||* para todo B C A finito.
acB
Tomando o supremo sobre B (exercicio 1 da Lista 1), segue a desigualdade
desejada.
Se & =) c4Tala, temos

||£E||2 = <Zxa€a72$565> = Z TaT3 (€a, €5)

acA BeA o,fEA

=D_laaf”

a€A
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em que usamos a continuidade do produto interno e propriedades ja vistas
da soma infinita.
Se [[z]|* = 3,4 l2al?, dado B C A finito, temos

2
T =Y wata| =l =) |wal (2)

aeB a€EB
pelas contas feitas anteriormente. Seja ¢ > 0. Como Y., 4 |2za|* = [Jz|?
existe B, C A finito tal que se B C A ¢ finito e B. C B, entao
2] = > |eal* <e.
aeB
Assim segue de ([2)) que
se B. C B C A com B finito, entao ||z — Z Tolall <&,
a€B
isto é, £ = 4 Taa- O

Teorema 2.6 (da Melhor Aproximagao). H pré-hilbertiano, {e, : a € A}
ortonormal em H. Dado x € H, para todo B C A finito, para todos Ag € C,

B € B, temos
x—Zxaea x—Z)\geﬂ

aeB BeB

<

Demonstracao. Note que
(:IZ‘ — Z xaea) 1L ep para todo 8 € B,
a€EB

logo © — ) .5 Ta€a € ortonormal ao espago [eg : ( € B] sendo entdo a
melhor aproximacao. O

Teorema 2.7 (da Base). H espaco pré-hilbertiano, {e, : o € A} C H
conjunto ortonormal. Sao equivalentes:

1. para todo v € H, vale x =) 4 TaCa:

2. para todos x,y € H, vale

(z,y) = Z TaYa) (Férmula de Parseval)

a€A
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3. para todo x € H, wvale

> Jzal® = [l e (Bessel)

a€cA

4. [ea : € A] é denso em H.

Defini¢ao. Uma familia ortonormal {e, : « € A} é dita base hilbertiana de
H se valem as propriedades equivalentes do Teorema [2.71

Demonstragao do Teorema[2.7, E facil ver que 1., 2. e 3., sao equivalentes.
1. = 4.: Sejam z € H e € > 0. Existe B. C A finito tal que

T — Z Toea|l <€,
a€EB:
€ COMO Y cp Tala € [eq 1 a € A], temos que [e, 1 a € A] é denso em H.

4. = 3. Suponhamos que 3. nao vale. Entao existe x € H tal que
2> =) wal* = d >0,
acA
sendo que d deve ser positivo por Bessel. Logo se B C A é finito,
2 =Y Jzal® = l2l® = > |zal® = d
a€EB acA

e, como vimos antes,

T — E Lo

aeB

2
= Jal* =) lzal® 2 .

aeB

Dessa forma, pelo Teorema da Melhor Aproximacao, para todo B C A finito
e para qualquer escolha de A\g € C, 3 € B tem-se

2
xr — Z )\565 >d>0
peB
o que contradiz ser [e, : a € A] denso em H. O

Lema 2.8 (de Zorn). Seja X conjunto nao-vazio parcialmente ordenado.
Suponha que todo Y C X totalmente ordenado admite limitante superior,
1sto €; para todo Y C X existe z € X tal que

y < z para todo y € Y.
Entao X possui um elemento mazimal. (Isto €, existe x € X tal que se

ye X ey>ux, entioy =x.)
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Corolario 2.9. Todo espago pré-hilbertiano (nao-nulo) admite um subcon-
jJunto ortonormal maximal.

Teorema 2.10. Se H € um espaco de Hilbert, entdo H possui uma base
hilbertiana.

Demonstragao. Seja {e, : a € A} um conjunto ortonormal maximal. A-
firmo que esse conjunto é base hilbertiana de H. Se nao fosse, teriamos
F =len : a € A] € H. Como H é de Hilbert, poderfamos obter e € F'* ¢
com norma 1, o que implicaria que {e, : a € A} nao é maximal. O

Gram-Schmidt. H pré-hilbertiano, {f,}nen € H linearmente indepen-
dente. Entao existe {e, },en ortonormal tal que para todo N € N,

[fl,...,fN] = [61,...,6]\[].
Demonstragao. Tomo e; = f1/] f1]|. Supondo construidos ey, ..., ey, defini-
mos
eni1 = v — (fvren)en — - — (fnvgr,en) e
Sejaent1 = €yy1/|l€ny1]. Temos que ey é ortogonal a e; para todo j < N,
e também é facil ver que [e1,...,exs1] = [f1,-- -, fyai]- O

Definicao. FE espago normado. F é dito separdvel se admite um subconjunto
enumeravel e denso em F.

Teorema 2.11. H pré-hilbertiano. Sao equivalentes:
1) H € separdvel;
2) H possui base hilbertiana enumerdvel.

Demonstragao. (=): tomo um conjunto linearmente independente dentro do
enumeravel denso e aplico o processo de Gram-Schmidt; o resultado sera a
base hilbertiana.

(<): se {en}nen ¢ base hilbertiana, entao o conjunto

[(p+ig)e, : n€N, p,qg € Q)
serd enumerdvel e denso. O

Observagao. H Hilbert com base hilbertiana enumeravel {e, : n € N}. Para
todo z € H, temos

r = anen e |z|*= Z |z, |2

neN neN
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Assim
T (xn)neN

é um isomorfismo isométrico.

Exemplo. Cr2(S') = {f : S* — C continua} munido da norma

27 1/2
e = ( / |f(6’”)|2d9)

é um espaco pré-hilbertiano. A aplicacao identidade
id: (C(SY), || lls) = Cr2(S")

¢é continua:

£l < V27| flle para todo f € C(S"). (3)
Teorema 2.12. {€™?/\/21},.cz € uma base hilbertiana para Cr2(SY).

Para provar esse Teorema, precisaremos usar o Teorema de Stone-Weier-
strass:

Teorema 2.13 (Stone-Weierstrass). K espago topoldgico compacto, A C
C(K) subdlgebra de C(K) (isto é, A é um C-subespago vetorial de C(K) fe-
chado algebricamente pela multiplicagao de fungoes ponto-a-ponto). Suponha
que

a) A separa pontos de K, isto é; dados x,y € K distintos, existe f € A
tal que f(x) # f(y);

b) A contém todas as fungoes constntes; e
¢) se f € A, entio o conjugado dessa fungdo, f, também pertence a A.
Entao A é denso em C(K).

Ezemplo. A hipdtese ¢) do Teorema de Stone-Weierstrass é necessaria: tome
K={zeC:|z|<1}e

m
Ai{Zajzj : ao,...,amGC,m€Z+}.
=0

A subalgebra A satisfaz a) e b), mas nao ¢) (a fun¢do z — Z nao pertence a
A), e de fato A nao é um conjunto denso em C(K), dado que A esta contido
no conjunto das fung¢oées holomorfas em K, pois limite uniforme de fungoes
holomorfas ¢ holomorfo.
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Demonstra¢ao do Teoremal[2Z12. Seja

m
A= { Z ajez'je SOy Gy € C, paratodomEZ+},

j=—m

Note que a funcdo e? separa os pontos de S! (¢ = z a identidade). De fato,
é facil ver que A satisfaz todas as hipéteses do Teorema de Stone-Weierstrass
e assim é denso em C'(S') com a norma || - ||.. Mas note que (B)) implica que
esse conjunto serd também denso em Cr2(S1). Isto é, A = [e"?/2m, m € Z]
é denso em C2(S1). O

Logo, para toda f € C(S'), isto é, f ¢ uma fungao de R em C que é
2m-periddica e continua, temos

1 .
0) = — Conlflei™? Série de Fourier de
1(0) m; 7 ( f)
em Cp2(S1') (isto é, na norma || - ||z2; em geral nao temos convergéncia

pontual), em que

ezme

Clf] = <f, \/ﬂ> = J%/Ozwf(e)e—imede.

Também, por Bessel,

1£1172 = > 1CmAI

meZ

Teorema 2.14 (Carleson). A série de Fourier de f € C(S') converge pon-
tualmente para f quase-sempre.

Teorema 2.15. Eziste F C C(S') conjunto magro tal que para toda f €
C(SY)\ F, existe A C S* magro tal que a série de Fourier de f diverge para
todo 6 € ST\ A.

Proposigao 2.16. Seja f € CY(R) fungdo 2m-periédica. Entdo a série de
Fourier de f converge para f uniformemente em S*.

Demonstragdo. Basta mostrar que ), |Cp,[f]| converge, pois nesse caso o
M-teste de Weierstrass implica que a Série de Fourier de f converge unifor-
memente para alguma funcao g € C'(S'). Mas entao ela converge na norma
| - |2z para g, mas nessa norma a Série de Fourier de f converge para f, e
assim g = f quase-sempre. Como g, f sao continuas, segue que g = f.
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Provemos entao que ) ., |Cy,[f]| converge. Se m # 0, temos

B 1 27 i B 1 27 . i efimg
1 efimH 2m 1 .
= o (f(@) —im) + %Cm[f]

0

sendo que eliminamos um termo usando que f é 2m-periddica. Dessa forma,

S ICalfll= 32 Il + 1G]

meZ meZ*
| 1/2 1/2
= [Colfll + (Z g) - (Z |Cm[f’]|2> <o
mez* mez*
usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Temos >, .. |Cin[f]|> < o0
pela Desigualdade de Bessel aplicada a f’. O

3 Operadores Compactos

E F espagos normado,s k : E — F linear.

Defini¢ao. O operador k é compacto (ou absolutamente continuo) se o con-
junto

{k(x) : 2 € B, |z <1}
é relativamente compacto em F'.

Definicao. Seja (X, d) um espago métrico. Um conjunto A C X é dito
relativamente compacto se o seu fecho A é compacto.

Teorema 3.1. Seja A C X. Sdo equivalentes:
1) A € relativamente compacto;

2) toda sequéncia em A admite subsequéncia convergente (com limite ndo
necessariamente dentro de A); e

3) A é totalmente limitado, isto €; para todo € > 0, existem Ay, ..., A, C
X tais que A C Ay U---UA, ediam(A;) < e para todo j.
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E fécil ver que se f: (X,d) — (V,d') é continua e A C X ¢ relativamente
compacto, entao f(A) é relativamente compacto. (E facil ver por sequéncias.)

Proposicao 3.2. E, F espagos normados, k : E — F' linear. Sao equivalen-
tes:

1) k € compacto,
2) k(B) € relativamente compacto em F para todo B C E' limitado;

3) se (xp)neny C E € limitada, entdo (k(xn))neN tem subsequéncia conver-
gente.

Demonstra¢ao. 1) = 2): Seja B C E limitado. Entao existe 7 > 0 tal que
BC{x e FE : ||z|| <r}. Logo

k(B)Ck({fz € E : ||z <r}) =rk({z € E : |z| <1}).

Como k({z € E : |jz| < 1}) é relativamente compacto, r.k({z € E :

||| < 1}) também o ¢, e assim k(B) é relativamente compacto, pois k(B) C

rk({z € E : ||z| < 1}) compacto.
As outras implicagoes ficam como exercicio. ]

Notagao. Denotamos por K (E, F') o conjunto das fungoes lineares compactas
de E em F; temos K(E, F) C L(E, F). (Toda fungao compacta é continua.)

Ezxemplo. Se k : E — F tem posto finito (isto é, dimk(E) < oo) ¢ k €
L(E, F), entao k é compacta.

Observagao. Se temos

ESELEFSE,
comu € L(Ey, E), k€ K(E,F) ev e L(F,Fpy), entao kou € K(Ey, F) e
vok € K(E, Fy). Em particular, K(F) C L(FE) é um ideal bilateral de L(E).

Teorema 3.3. Se ' é um espago de Banach, entio K(FE,F) € fechado em
L(E,F).

Demonstragao. Seja (kn)neny € K(E, F) tal que k, — g em L(E,F). Seja
{Zm}men C E limitada. Seja M > 0 tal que

||| < M para todo m € N.

ueremos mostrar que (g(x,, possui subsequéncia convergente. Existe

t meN i sub éNci te. Exist
{my }tren, mi ~ +oo tal que {k,(xm,)}r é convergente para todo n € N.
(Por um argumento de diagonal de Cantor; tomo uma subsequéncia para
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k1, uma subsequéncia dessa subsequéncia para ko, uma subsequéncia dessa
para ks, etc., e tomo {z,, }; a sequéncia formada pela diagonal.) Seja y, =
limy sy oo kn(Tm, )i (Yn)n € uma sequéncia de Cauchy em F', pois

190 = Upll < Nyn = En(@m )] + [1n(@my) = Kp(@mp) || + [[Ep (2 ) — v
< My = Fn(@m ) |+ 1k = Kpl[ M + gy = Kp(2m,)]

Fazendo k — +o00, obtemos
1Yn = ypll < M[kn = K],
com (ky), de Cauchy em L(FE,F), de modo que (y,), ¢ de fato de Cauchy

em F' e assim é convergente.
Seja y = limy,, € F'. Vamos mostrar que g(z,,,) — y. De fato,
19(@m,) =yl < Ng(@m,) = Kn(@m )|+ [En(Zm,) = ynll + 1y =yl
< |lg = knll- M + [|kn(@m,) = yall + 1y — yl|- (4)

Seja ¢ > 0. Fixe n € N tal que

lon—vll <5 e lke—gll < 537
Escolho agora kg tal que, para o n fixado, temos
se k > ko, entao ||kn(xm,) — ynll < %.
Com essas escolhas de n e kg, segue de (@) que
se k > ko entao ||g(zm,) —y|| <e. O

Ezemplo. E normado, F Banach, {g,}nen C F, {tn}tnen € F e { A\, nen € C
tais que {gn}n € {yn}n s@o sequéncias limitadas em seus respectivos espagos,
e Y |\.| < oo. Entdo f: E — F dada por

F@) =3 Aegal@)yn

é uma fungao linear continua (exercicio da lista 1). De fato f é compacta
pois é limite (uniforme) das aplicagdes

fN(I) = Z /\ngn(x)ym

as quais tém posto finito, logo sao compactas. Como F é de Banach, o
Teorema [B.3] implica que f é também compacta.
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Ezemplo. Fixe K € C([c,d] x [a,b]); K = K(t,s). Defina k : C([a,b]) —
C(lc, d]) por

k(2)(t) = / K(t, s)a(s) ds.

Para t € ¢, d] fixado,

o) < | K (1 s) ()] ds < (/ K, 9lds) el

Isto é;

b
E(x)|loo < | su K(t,s)|ds | - [|z||co-
I (2)] <(t€[£]/a| (t5) ) Iz
Logo k € L(C([a,b]),C([c,d])) com

b

Il < sup [ 1K (e, 5)] .
te€le,d] Ja

Fato: k é um operador compacto (veremos depois da seguinte digressao).

Digressao (O Teorema de Ascoli). Sejam (E, d) e (F, p) espagos métricos, E
compacto e F' completo. Temos que C'(E, F') é um espa¢o métrico completo
com a distancia

D(f,g) =supp(f(z),g(x)),

zel

sendo que o supremo existe pois f e g sao continuas e F é compacto.

Teorema 3.4 (Ascoli). O conjunto F C C(E, F) € relativamente compacto
em C(E,F) se, e somente se valem as sequintes propriedades:

1) para todo x € E, tem-se {f(x) : f € F} C F relativamente compacto
em F; e

2) F € equicontinua, isto é; para todos xyg € E e e > 0, existe § > 0 tal
que

sex € E e d(z,z0) <9, entao p(f(z), f(zo)) < e para toda f € F.
Demonstragao do Fato (de antes da digressao). Seja
F=k({z € C([a,0]) : [[z]lo < 1}) € C([e, d]).

Para verificar que F é relativamente compacto em C/([c, d]), usaremos o Te-
orema de Ascoli.
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Set € [c,d], e x € C([a,b]) é tal que |||l < 1, temos

k()(1)] < / K (t, )| |(s)| ds < / K(t,s)|ds = R(t).

Logo {y(t) : y € F} esta contido na bola de centro 0 e raio R(t), de modo
que esse conjunto é relativamente compacto e estd satisfeita a condigao 1) do
Teorema [3.4

Sejam ty € [c,d] e € > 0. Se x € C([a,b]) e ||z]|s < 1, temos

b
k() (8) — k() (Fo)| = / (K(t, ) — K(to, s))(s)ds

g/ IK(t,s) — K(to,s)| ds.

Assim a equicontinuidade de F segue da continuidade uniforme de K. De
fato, existe o > 0 tal que

se [[(t:s) = (¢, 8)| < &, entiio | K(t,s) = K(#.s))| < - <
— Qa
Assim, se t € [¢,d] e |t — ty| < 0, temos
b
(@) (t) — k(2)(to)] < / K (t,s) — Kl(to,s)] ds < ¢ m

3.1 Preliminares para o Teorema Espectral

Lema 3.5. Sejam H pré-hilbertiano, A € L(H). Entao
[All = sup [{Az,y)|.

=<1, llylI<1

Demonstragdo. Seja o = supj, <1, |yj<1 | (A7, y) |. Podemos assumir A # 0.
Temos

| (Az,y) | < [[Az[| - lyll < |A[Lfl=]l-lyll para todos 2,y € H.

Logo a < ||AJ|. Por outro lado, se ||z|| < 1, temos

Ax
JAz]? = (Az, Az) — || ]| '<Am W>‘ < [l

pois ||[Az/||All]] < 1. Logo segue que

|Az| < (| Al|e)Y?  para todo = € H, ||z| < 1.
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Tomando o supremo para [|z|| < 1, temos
1/2
1Al < (1A]le)
e assim [|A| < a. O
Teorema 3.6. Sejam H pré-hilbertiano, A € L(H) hermitiano. Entdo
|All = sup [ (Az,z)|.

=<1

Demonstragao. Seja ¢ = supj, <1 | (Az,z)[. Comparando com o Lema [3.3]
temos ¢ < ||Al|. Resta mostrar que ||A|| < g¢. Se z,y € H;

(Al +y),z+y) — (Alx —y),z —y)
= (Az, )+ (A, y) +(Ay, ) +(Ay, y) — (Az, ) +(Az, y) +(Ay, v) — (Ay, y)
logo
(Al +y),x +y) — (Al —y),z —y) = 2(Az,y) + 2 (Ay, x)

=2((Az,y) + (y, Az) )
= 4Re ((Az,y) ).

Logo

Re((Ar,9)) = { (A +y)a+9) ~ (A —n) o —1)). ()

Notemos que se z € H,
| (Az,2) | < qll=]*.

Se z =0 é trivial. Se z # 0, vale
z z
() )=
’< Izl /" =
Assim () implica

q q
Re ((Az,9)) < (2 +yl” + lle = wll?) = S (l=l* + lly])-
Logo se ||z|| < 1e ||y|| <1, temos
Re ( (Ax,y>) <gq.
Seja entdo 0 € R tal que (Az,y) = €| (Ax,y)|. Entdo
[ (Az,y) | = e (Az,y) = (A(e™),y) =
mas como | (Ax,y) | é real, de fato
| (Az,y) } =Re ((A(e™2),y)) <q.
Portanto ||A|| < ¢ pelo Lema O
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3.2 O Teorema Espectral para operadores compactos
hermitianos

FE normado, A € L(E).

Defini¢ao. Um ntimero complexo A é autovalor de A se existir z € E, x # 0
tal que
Ax = \z.

Notacgao. Se \ € C,
NNA)={x e E: Az = Iz} = ker(\] — A).
Isto é, X\ é autovalor de A se, e somente se N (A, A) # (0).
Um vetor z € E é dito autovetor associado ao autovalor A se z € N'(A, A).

Proposicao 3.7. Seja H um espago pré-hilbertiano, A € L(H) hermitiano.
Entao

(1) os autovalores de A sdo reais;
(2) se A1, Ao sdo autovalores de A distintos, entao N'(\1, A) L N(\a, A); e

(3) se A é autovalor de A, entdo AN (N, A)LY) C N(\, A)L, isto é; o su-
bespago N'(\, A)*+ é A-invariante.

Observagao. A Proposicao B.1 prova que, em dimensao finita, todo operador
linear hermitiano A é diagonalizavel. De fato, seja (como visto em Algebra
Linear) A; um autovalor de A. Considero depois A restrito ao subespago A-
invariante A'(A, A)* e tomo um autovalor \y dessa restrigao. Continuando
assim, obteremos N (A1, A), ..., N (A, A) autoespagos dos quais o espago ve-
torial serda soma direta.

Demonstragao da Proposicao[3.7 (1): Sejam A € C autovalor de A e z €
N(\ A), x # 0. Entao

AMlz||? = Mz, 2) = O, 2) = (Az, 2) = (2, Az) = (2, \z)
= M|,

de modo que A = X, isto é; A € R.
(2): Sex e N(A\1, A), y € N(\g, A), temos

A1 <Jf,y> = <)‘1$7y> = <A[E,y> = <$,Ay> = <$, /\2y>
= )\2 <.’1§',y>
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Logo (A1 — A2) (z,y) =0, e como Ay # g segue que (z,y) = 0.
(3): Seja z € N(\, A)L. Precisamos provar que Az € N ()X, A)L. Seja
r e N(\ A). Entao

(Az,x) = (2, Az) = (2, \x) = A (z,2) =0
logo Az € N(\, A)*. O

Ezercicio. Sejam H um espago pré-hilbertiano e A € L(H) hermitiano. Prove
que

141 = sup |{Az,2) |
Digressao. Seja H pré-hilbertiano, S = {x € H : |z|| = 1}. Defina
v:S — R por (A € L(H) hermitiano)

y(x) = ‘ (Az, x) ‘

Suponha que 7 assume maximo em z, € S. Entao teremos que z( é autovetor
de A associado ao autovetor A, com A = (Axg, zo). (Como zy é maximo, o
exercicio acima mostra que |A| = |(Axg,zo) | = [|A]].) De fato, se A =
(Azg, z0) € R, como ||zg|| = 1 temos que zy ¢ autovalor associado a A pois

0 S ||AZL’0 — )\Z)’J()”2 = ||Al’0||2 — /\ <AZL‘0,ZEO> — )\ <ZL‘07 AZL‘0> —+ )\2”1‘0”2
= [[Axg||* — 2X (Azg, 20) + A2 ||z0])?
= ||Azo|? =222 + N2 < AP = A2 =0

lembrando que, como observado, ||A|| = |A]. (Note que usamos que xy é
méximo para escrever |\ = || A]].)

Teorema 3.8. Se k € K(H) € hermitiano, entdo k possui um autovalor \
com |A| = || k]|

Demonstragao. Suponha k # 0. Existe uma sequéncia (z,), € H com
|zn]] = 1 para todo n € N tal que |k|| = lim|(Az,,z,)| (pois ||k| =
Sup|,|=1 | (A7, 7) [). Passando a uma subsequéncia se necessirio, podemos
assumir que ((Az,, x,)), converge para algum A € R. Obviamente |\| = || k||.
Note que

lf(an) = Aznll* = [lK(zn)lI* = Ak (z0), 20) = A(@n, k(24)) + X*[lza]?
= k()| = 27 (k(@n), 2a) + A?
< |1k = 2X (k(z), ) + A2
< A2 = 2X (k(xp), 2p) + A2 = 0
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logo k(x,) — Az, — 0. Como k é compacto, existe subsequéncia (x,, ), de
(n)n tal que k(z,,) — y para algum y € H. Isto é; Az, — y, de modo que
tomando xy = y/A\, temos que z,, — To, €

k(xo) = lm k(z,,) =1y = Azo.

k—4o0
Note também que zg # 0 pois z,, — g ¢ ||z, || =1 para todo k € N. [

Teorema 3.9 (espectral para operadores hermitianos compactos). Sejam H
um espago pré-hilbertiano e k € K(H) hermitiano. Entao existem sequéncias
{A\itnes CR e{entnes € H onde ou J ={1,2,...,m} para algum m € N,
ou J = N, satisfazendo as sequintes propriedades:

(1) {\, : n € J} € o conjunto de todos os autovalores de k diferentes de
zero;

(2) {en}nes € ortonormal em H;

(3) wale
k] = [Ai] > [Aa] > A3 > ..

(4) para cada n € J, temos e, € N (\n, k);
(5) se J =N, entio \, — 0 quando n — +o0;

(6) sex € H, entdo

k(x) = Z)‘" (x,en)en; e

neJ

(7) para cada p € N, a dimensao de N'(\,, k) € igual ao nimero de vezes
que A, se repete na sequéncia { A, nes-

Demonstracao. Sejam Hy = H e k1 = k. Pelo Teorema [B.8 existe \; autova-
lor de k1 com |\i| = ||k1]|. Tomo e; € N (A, k1) com norma 1.

Sejam Hy = [e1]t € H e ky = ky|y,. Temos ky € K(Hs) e ko é her-
mitiano. (Note que k(H;) C H; da mesma forma como provamos (3) da
Proposigao B.7 usando que e; é autovalor de k.) Assim, pelo Teorema [3.§]
existe Ay € R autovalor de ks e |A2| = ||k2||. Temos

[ Ao| = ([l = l[Falm, || < [[Rall = [Aa].

Seja e3 € N (A2, ko) com norma 1.
Por indu¢do, continuo o processo de modo que Hyi1 = [eq,...,en
kni+1 = kn|my, etc. Teremos novamente [Ayi1| = [[kvs1|| < |An]-

]J_7
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Suponha que existe m tal que k,,.1 = 0 e suponha que esse m seja o
menor natural para o qual isso acontece. Seja x € H e considere

x — (z,ejyej € ler, .. em|" = Hpi.

M

1

J

Logo (como ky,41 = k|g,, = 0), temos

k(:v xej ) 0
7=1

(x,e5) k Z)\j (x,€j) e,

Jj=1 J=1

e assim

para todo x € H.

Suponha entao que k,, # 0 para todo n € N. Obteremos entao sequéncias
infinitas {\, fnen € {€n tnen-

Suponha por absurdo que A, /4 0. Como {|\,|}, é decrescente, isso im-
plica que existe ¢ > 0 tal que |\,| > ¢ para todo n € N. Logo se z,, = e,/\,,
temos ||z, || = 1/|\.| < 1/e para todo n € N, isto é; (z,),, é limitada. Como
k(x,) = e, para todo n € N, segue que (k(z,)), nao possui subsequéncia
convergente, pois se n,n’ € N, n # n/, temos

[k(zn) — k(x| = llen — ewl| = \/57

o que contradiz a compacidade de k. Portanto de fato A\, — 0.

Provemos (6): seja z € H.
N
= ||k <x - Z (x,e,) en> H

N

k(x) — Z An (T, €n) €n

n=1 n=1

= |lkni1 <x — Z (x,e,) en> ||

n=1

N
= [lknsall [z =D (z,en) €n
n=1
N
= ’)\N+l’ T — Z <$7 en) €n
n=1

< [Avgal -z =0
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N
sendo que usamos o fato de que z — Y ", (z,e,) e, € Hy41. Dessa forma

k(z) = Z An (T, €n) €.

Sejam A\ # 0 autovalor de k e x # 0 autovetor de k associado a A. Se
A # A\, para todo n € N, temos (Proposigao[B.7) que z L e, para todon € N.
De (6) segue que k(z) = 0, absurdo.

Provemos (7); fixe p € N. Suponha que {n € N : )\, = \,} =
Ny A, ) Assimee,,,, ... e, € N(X,, k). Como esses vetores sao linear-
mente independentes (e sdo finitos pois A, — 0), temos que dim N (\,, k) > q.
Suponha por absurdo dim N (), k) > ¢. Entéao existe e € N'(\,, k) ortonor-
mal & ey, ...,e,,. Por (2) da Proposicao 3.7 temos e L e, para todon € J,
mas por (6) isso implica Ae = k(e) = 0, absurdo. O
3.3 Consequéncias do Teorema Espectral
Corolario 3.10. Para todo n € J,

An| = sup {| (k(z),2) | : [|z]| =1 ez € e, ... ,en]L}.

Corolario 3.11. Se H € pré-hilbertiano e k € K(H) é hermitiano, entdo k
¢ limite em L(H) de uma sequéncia de operadores de posto finito.

Demonstracao. O operador k sera limite dos operadores

N
kN(.I') = Z )\n <£C, €n> €n,
n=1

pois um calculo anterior mostra que ||ky — k|| < |An| — 0. O

Lema 3.12. Sejam H um espago pré-hilbertiano e A € L(H). Sao equiva-
lentes:

(1) A é hermitiano; e
(2) (Az,x) € R para todo x € R.
Demonstracao. Exercicio da lista 1. [l
Definigao. Um operador A € L(H) é dito positivo se
(Az,z) >0 para todo x € H.

Pelo Lema [3.12 todo operador positivo é hermitiano.
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Notagao. A > 0.

E fécil ver que todo autovalor de um operador positivo é nao-negativo.

Corolario 3.13. Seja k € K(H) hermitiano. Entdao k > 0 se, e somente se
todo autovalor de k € nao-negativo.

Demonstracao. (<): Se A\, > 0 para todo n € J,

(k(z),x) = <Z A (T, €5) en,x> = Z)‘”| (z,e,)|* >0

neJ neJ
para todo x € H. O
Corolario 3.14. Sejam H um espago de Hilbert e k € K(H), k > 0. Entao
eviste f € K(H) tal que f2=Fk e f > 0.
Notacio. f = Vk.
Demonstracao. Defina

@)= SV (e en) en

neJ

se k(x) = Y ey An (@, en) €n. A série que define f é convergente usando o
Critério de Cauchy e a Desigualdade de Bessel. E facil ver que f satisfaz as
propriedades necessarias. O

Corolario 3.15. Sejam H um espago de Hilbert, k € K(H) hermitiano.
Entao H possui uma base hilbertiana formada por autovetores de k.

Demonstracao. Temos ker k fechado em H, logo ker k é um espago de Hilbert
e portanto possui uma base hilbertiana. Seja {€;};c; uma tal base. Entao
B = {é}icr U{en}tnes (em que {e,}nes sdo dados pelo Teorema B.9) serd
uma base hilbertiana para H. Provemos esse fato. Se [B] C H, existe
x # 0, x L B, mas entdo por (6) do Teorema temos k(z) = 0, logo

x € kerk = [{€;}icr] C [B], absurdo. O
Provaremos agora o seguinte Teorema:

Teorema 3.16. Seja H um espago de Hilbert, A € K(H). Entao A € limite
de operadores de posto finito.

Provemos primeiramente o seguinte Lema:

Lema 3.17. Seja H um espago de Hilbert. Se A € K(H), entao A* € K(H).
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Demonstragao. Seja {,}n,eny uma sequéncia limitada de elementos de H.
Temos AA* € K(H) (pois A € K(H) e A* € L(H)), assim existe uma
subsequéncia {z,, }ren tal que {AA*z,, }i é convergente. Provaremos agora
que {A*z,, }x ¢ uma sequéncia de Cauchy, o que termina a demonstragao.

| A"z, — A*xanQ = <A*(l‘nk - xnp)’ Ay, — x”p)>
= <xnk — T, AA" (2, — xnp)>
< l@n, = 2, || - |AA @y, — AA 2y, ||

0 que termina a demonstragao, pois (z,, )r ¢ limitada e {AA*z,, }r é de
Cauchy. O

Demonstracao do Teorema[3.16. Temos
A+ A* n A= A*
7
2 29
com Ay, Ay € K(H) pelo Lema BT, e é facil ver que A;, Ay sdo também
hermitianos. Pelo Teorema B.9, todo operador compacto hermitiano é limite

de operadores de posto finito, e assim A = A; + iA, também sera limite de
operadores de posto finito. [l

A= = A, +iA;

Fixe H um espago de Hilbert, {e,},en ortonormal em H e {p,}nen
sequéncia de ntimeros reais limitada. Defina

T(x)= Z/Ln (x,en) en.

neN

Lema 3.18. T' € L(H), € hermitiano e

IT|| < sup |pn)-
neN

Demonstragao. Seja M = sup,,cy |pn|. Se F' C N é finito,

Z Hn <JI, €n> €n

neF

=D (e [P < M2 [z en) |

nekl neF

SMQZ|(x,en>|2<oo

n>ngo

para algum ng € N, sendo que a tltima série acima converge pela Desigual-
dade de Bessel. Segue também que

IT@I° <Y il (2, en) | < M|

neN
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de modo que ||T'|| < M. Além disso, T é hermitiano pois

T:E y Zﬂn ZE en enay Z,un yaen env >: <Ty,l’>

neN neN

= (z,Ty) . O

Na mesma situagao, seja f : {u, : n € N} — C uma funcao limitada.

Definimos entao
= fun) (z,en) n.

neN
Temos f(T) € L(H) e
|7 < supf(pn)]

do mesmo modo como provamos o Lema [3.18 (exceto que agora f(71') nao é
necessariamente hermitiano pois f(u,) € C).
Se g : {pn : n € N} — C é também limitada, temos

(g- IIT) =g(T)o f(T).
De fato,

(Q(T) © f(T))<$) =g(T) (Z f(pn) (x, en) 6n>

- Z 9(tm) <Z f(in) (z, €n) en, 6m>
- Z 'um ‘CE em> €m
= (9)(T).

Corolario 3.19. Se {e,}nen € base hilbertiana de H (Hilbert), e p nao é
ponto aderente da sequéncia {fin }nen, entdo (uI —T)™t € L(H).

Demonstracao. Existe a > 0 tal que
| — pn] > a para todo n € N.

Defina f(t) =1/(u—1t) e g(t) = p —t, para t € R. Entao f(t)g(t) = 1 para
todo t € R, de modo que

= (f9)(T) = f(T)og(T) = f(T) o (uI =T)
e assim (ul —T)™' = f(T) € L(H). O
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Corolario 3.20. Sejam H um espaco de Hilbert e k € K(H) hermitiano,
{An}nes 0s autovalores nao-nulos de k. Entao se A € C\ {0}, A # \, para
todo n € N, entao (\[ —k)™' € L(H).

Demonstragao. Sejam {e,},es 0s autovetores ortonormais de k dados pelo
TeoremaB.9 e seja Hy; = [e,, : n € J]|. Decompomos H = ker k& Hy, kerk L
H,, e aplicamos o Corolério ao espaco Hy (em ker k o resultado é trivial;
se z € kerk, temos (A — k)7(z) = A712). O

Assim vemos que, se H é um espago de Hilbert e k € K(H) é hermitiano,
segue do Corolario .19 que

(M — k)~ (x,en) €n- (6)

)\ )\ )\

Note que podemos retirar a hipotese de ser H espago completo se supusermos
que a série acima é convergente (sé usamos a completude do espago para
provar a convergéncia da série).

3.4 Aplicacao
Seja K = K(t,s) € C([a,b] x [a,b]) com K(t,s) = K(s,t). Defina A :
Crz2([a,b]) — Cr2([a,b]) por

t) = / K(t,s)u(s)ds, u € C(la, b]).

Temos, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

o= ([ e apas) o

1/2

<sup(/|Kts|2ds) < 00
tela,b]

|(Au)(t) - )| < (/ |K(t,s) — K( 8)\2d8)1/2-HU\!2

(/ K (L s) — K(F S)Pds)m
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o que implica a equicontinuidade da familia {Au : u € C([a,b]), |lull2 < 1}.
Assim, pelo Teorema de Ascoli, A é um operador compacto. Além disso, A
¢ hermitiano pois

(Au, v) /(/Kts ds)v(t)dt
o)

= (u, Av) .
Temos
b b b
t/MWW&S//WMwwwﬁww%
< VKRl
logo

[Aulla < || K][2 - [Jull2 para todo u € C([a, b])
e assim ||[A|| < || K|z

Equacgao integral: dada f € C([a,b]), veremos que

b
—/wawm$#@ (7)

(isto é, (A —A)u = f) tem sempre solucao tnica em u € C([a,b]) se A # 0e A
nao é autovalor de A. Em particular, isso ocorre se || > || K||2 > [|A]| = |-

Lema 3.21. (Na situag¢do acima:)
Yo <K

Demonstragdo. Sejam A, € R e e, € C([a,b]) os autovalores e autovetores
de A dados pelo Teorema [3.9. Usando a Desigualdade de Bessel, temos

/Ktsen

=D 1K) @) P < K@)

neJ
b
g/ K (L, 5)[2ds
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e por outro lado

/Ktsen

Integrando com relagao a t, temos

>N = Z/ Anen(t |2dt<//]Kts]2dsdt<HK|]2 O

neJ neJ

Z\)\ en(t

neJ

Coroléario 3.22. (Nas condigoes acima), se A € autovalor, temos
1513
2
Demonstragao. Pelo Teorema3.9 a dimensao de N (A, A) é igual ao nimero
de vezes que A se repete em {\,},, e por sua vez

dim N (A, A) <

NN

O

A2 A2
Se A # 0, A # A\, para todo n € J, existe um tnico u € C([a,b]) solugao
de (@), e segue de (@) que essa solugao é dada por

u(t) = 1

)43 1o (feadenl)

Precisamos provar que a série é convergente. Provaremos que a convergeéncia
¢é absoluta e uniforme. Seja a > 0 tal que

A=A\ >a para todo n € N.

Vimos no Lema [3.21] que
b
S Mlea(t)]? < / Kt 5)[2ds < M?  para todo ¢ € [a, b]

Se F' C N ¢ finito, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

1/2 1/2
(zmen ) ~ (zw,enw)

1/2
(Z I/, en>l2>

sendo que a ultima soma é soma parcial de uma série convergente, pela
Desigualdade de Bessel.

S IP*

)\/\ frenben(t)) <

neF

A
2|5
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3.5 A Alternativa de Fredholm

Resolver, para y fixado, a equacao
e —kr =y (8)

com A\ # 0, para k € K(H) hermitiano e H um espago de Hilbert. Seja {\,},
a sequéncia dos autovalores nao-nulos de k (como dado pelo Teorema [3.9)).
Se A # A, para todo n, vimos que a equacao () possui uma unica solugao
para todo y € H (é o Corolario [3.20).
Suponha entao que A = )\, para algum m € J. Suponha também que
([®) possua alguma solu¢ao x € H. Se z € N (A, k), temos

(y,z) = (Amx — kx, 2) = A\ (z, 2) — (kz, 2)

Am (T, 2) — (x, kz) = A (T, 2) — A\ (2, 2)
0

Concluimos entao que se (§) possui alguma solucao, entdao y € N (A, k)*.
De fato, vale a volta: se y € N (A, k)t = H,,, vimos (Proposicao B.1))
que H,, é k-invariante. Consideremos entao o operador

km = k’Hm : Hm — Hm

Temos H,, espaco de Hilbert, k,, é hermitiano e compacto, portanto podemos
aplicar o caso anterior a k,, (pois A, nao serd mais autovalor de k,,) e assim
obtemos uma tnica solu¢io z € N(\,, k)* para todo y € N (A, k)* dado.

3.6 Teoria de Riesz-Schauder

Lema 3.23. Sejam E um espaco de normado e k € K(E). Se A # 0, entdo
A — k tem tmagem fechada.

Demonstragao. Dividindo por A, podemos assumir que A = 1. Seja {x,}, C
E tal que (I — k)z,, — y para algum y € E.

Se {x,, }n ¢ uma sequéncia limitada, ela possui subsequéncia {x,, }x tal que
kx,, — z para algum z € E, mas com (I —k)z,, — y segue que x,, — y+ 2,
e assim y = (I — k)(y + z) pertence a imagem de I — k.

Se {x,}» nao ¢é limitada, defina

o, = d(2,, ker(I — k))  para cadan € N.

Entao para cada n € N existe z, € ker(I — k) tal que
1
an < ||z — 2] < o+ —. 9)
n
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Assim
(I —k)(zn+20)=U—k)x, —y.

Se {ay}n for limitada, teremos {x, — z,}, limitada, e tudo corre como no
caso anterior.

Suponha entdao que {a,}, nao é limitada. Entao essa sequéncia possui
uma subsequéncia que converge para +00, assim podemos assumir que «;,, —
+00. Para n € N tal que «,, # 0, defina

Ty — Zn
Wy, = —Hffn — ZnH’ [[wall = 1.
Temos
e T=B—z) _T=B)
|2 — 2l |7 — 2l

pois (I — k)x,, — vy, logo essa sequéncia é limitada, e ||z, — z,| > a, — +oc.
Passando a uma subsequéncia se necesséario, podemos assumir que kw,, — v.
Por (I0) temos que w, — kw, — 0, logo w, — v, e kw, — kv ao mesmo
tempo em que kw, — v. Portanto v = kv e v € ker(I — k).
Temos
T — 20 — V[|Tn = 20| = (Wn = V)[|2n — 2

ez, + 0|z, — 2| € ker({ — k), logo

o < Hxn — Zp — vljw, — Zn”H = [lwn — v - flzn — 2|

1
S ||wn _U” (an + _> 3
n

usando (@), e assim

an
1
n

[wn = ]| =

— 1,

n

o que contradiz w,, — v. O

Teorema 3.24. Sejam E um espago de Banach e k € K(E). Se A # 0 nado
¢ um autovalor de k, entao N\ — k € inversivel, e (\[ — k)™! € L(E).

Demonstracao. Seja F = (A — k)(FE). Pelo Lema 323 F' é um espago de
Banach. Podemos considerar entdao A\l — k : E — F bijetora (é injetora
pois A nao é autovalor). Pelo Teorema da Aplicacdo Aberta, A\l — k é um
isomorfismo de espagos normados (¢é linear, continuo, com inverso continuo).

Basta entao mostrar que F' = FE.
Suponha F' # E. Sejam

Fo=E, Fi=MN—-kF,=F F=M\—-kF =\ —k)?*F,
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Temos
F,.1 CF, paratodon >0.

Suponha que exista ng tal que F,, = F,,+1. Sejay € E. Temos (A —
k)oy = (M — k)™ *x para algum z € E. Como A\ — k é injetor, segue que
y=(N —k)x € F,eassim E=F.

Suponha por absurdo que

F,.1 € F, paratodon > 0.

Seja entao x, € F, com ||z,|| = 1 tal que d(x,, F,,4+1) > 1/2 (dado pelo
Teorema [L.2), Sejam n < m. Temos
kx, — kxy, = (M — k)xy, — (M — k)x, + A\xy, — Ax,.
Logo
L — k) = @ — 2+~ = F) — (M — k) = 2 —
y (Bt = km) = @0 = m + 3 Tm = 5 Ty =Ty — 2

temos z,, € F,, € Foiq1 e (M —k)x,, € For € Foyq, logo z € Foug.
Portanto

= H.’L‘n - ZH 2 d($n7Fn+1> 2

DO | —

1

isto é;

A
para n < m e assim {kxz,}, ndo possui subsequéncia convergente, o que
contradiz a compacidade de k. O

Teorema 3.25. O conjunto dos autovalores de k é no mdrimo enumerdvel,
tendo em 0 seu tnico possivel ponto de acumulagdao (isto é, sempre que o
conjunto é infinito, tem-se que 0 € ponto de acumulagdo). Além disso, para
todo X € C*, o autoespago N(\; k) tem sempre dimensao finita.

Demonstragao. Se B é a bola unitaria fechada de E de centro 0, N(\, k) N
B C k(+B) (relativamente compacto) ¢ a bola unitéria do espago N (A, k).
Se x € N(A\ k)N B, entao x = k(z/\) e ||z|| < 1. Logo a bola unitaria
desse espago é compacta (ela é fechada e estd dentro de um relativamente
compacto) e assim dim N(\, k) < oo.

Seja o o conjunto dos autovalores de k. Se r > 0, vamos mostrar que
oN{AX : |A| > r} é finito. Isso implica que o é enumerdvel, e também que o
Unico possivel ponto de acumulacao ¢ 0. De fato, teremos

O

n=1

< < Hkn} — o\ {0).

S|
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Suponha que existe 7 > 0 tal que cN{A : |[A\| > r} é infinito. Entao existe
{An}n sequéncia de elementos distintos contida nesse conjunto. Para cadan €
N, tomo z, € N(\,, k), x, # 0. Como os z, estao associados a autovalores
distintos, temos que {x,}, é um conjunto linearmente independente (segue
de Algebra Linear). Defina E, = [zi,...,2,], para todo n € N. Note que
k(E,) C E, (pois é gerado por autovalores). Temos E, C F,,; para todo
n € N e assim existe y, € F, com |y,|| =1 e d(yn, Er_1) > 1/2 para todo
n > 2.

Sejam n > m. Escreva

S ) = 3b0m) = [ = )| = o)

n n n

Note que se y,, = 2?21 Bz, temos

yn_)\_nk(yn - ZB])\ X GEn 1

Assim

1 1
- — S— E, _
{yn )\nk@n)} )\nk(ym) € Lin—1,

logo, como d(yn, E—1) > 1/2, temos

1
E(y,) — k(ym)|| > =
MIH (Yn) = E(ym)ll 2 3
e assim .
1&(Yn) — k(ym)|l > 5 para todos n,m € N,
absurdo, pois como k é compacto, {k(y,)}, deveria ter uma subsequéncia
convergente. O

4 Produto tensorial de espacos de Hilbert

Observacao. Esta secao foi escrita pelo prof. Dr. Paulo D. Cordaro, e so-
mente reformatada por mim para manter o estilo do resto das notas.

Dados C-espacos vetoriais Vi, Vs, denotaremos por B(V;, V5) o espaco dos
funcionais bi-antilineares sobre V; x V5. Assim f € B(V1, Vz) se, e somente se,
f é uma transformacao definida sobre V; x V5 e a valores em C satisfazendo
as seguintes propriedades:

flawy + 27, 29) = af(x1,22) + f(2],22), e
[y, awy +2h) = af(v1, x2) + f(a1, 25),
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para todos xy, 2} € Vi, xe, ) € V5, a € C. Com operagoes definidas ponto a
ponto é facil ver que B(H,, Hy) é um C-espaco vetorial.

Suponha agora que H; e Hy sao espacos de Hilbert. Dados z; € Hj,
j = 1,2, definimos 7, ® x, € B(Hy, H,) pela regra

(21 @ 22) (Y1, y2) = (21, Y1) (T2, Y2) y; € Hj, j=1,2.

Denotaremos por £(Hy, Hy) o subespaco de B(H, Hy) gerado pelos elementos
da forma z; ® x9, quando z; € H;, j = 1,2. Observando que

H1 X H2 — B(Hl,Hz)

(%1,1’2) = T & Ty

¢ bilinear (e, portanto, a(r; ® z3) = (az1) @ T3 = 1 ® (axs), a € C),
concluimos que todo elemento ¥ € E(Hy, Hy) se escreve, entretanto nao de
modo tnico, na forma ¢ = EP T1p @ Top, com Ty, € Hy, 29, € Hy € a soma é
finita. Se tomarmos também ' =3 2|, ® x5, € E(Hy, Hy) definimos

(0,9) = Z (T1p, Tg) (Top, Ty) (11)
P
Proposicao 4.1. A funcdo () estd bem definida e induz sobre E(Hy, Hs)
uma estrutura de espaco pré-hilbertiano.

Demonstragao. Devemos primeiramente mostrar que (II]) independe das es-
colhas das representacoes de ¢ e ¥’ respectivamente. Para isto basta mostrar
que se U = 3 w1, ® ¥y = 0 € E(Hy, Hp) entdo (J,9) = 0 para todos
V' € E(Hy, Hy). De fato, com a notagdo como acima,

(0,9") = Z (21ps m/1q> (2, xl2q>
P

= Z {Z(Zﬁp ® xgp)(x&q, xéq)}
= Zﬁ(xiq,Iéq) =0.

E muito facil mostrar que (II) é linear na primeira variavel, anti-linear
na segunda e que (9,¢') = (¢, 9), para todos ¥, € E(Hy, Hy). Resta entao
mostrar que ¥ — (¥,9) é definida positiva. Escrevendo novamente, 9 =
D pea T1p @ Ty, tomamos {eq, ..., en} (vesp. {f1,..., fv}) base ortonormal

de [z, 1 p € A] (resp. [za, @ p € A]). Podemos escrever



e portanto

o que demonstra o que queriamos. O]
Observagao. Note que |21 @ za|| = ||z1]||| 22|, z; € H;, 7 =1,2.

Definigao. Dados espacos de Hilbert Hy; e Hsy, o produto tensorial de Hy
por Hy é o espaco de Hilbert H; ® Hs obtido pelo completamento do espaco
pré-hilbertiano £(Hy, Hs).

Proposicao 4.2. Se {e;}icr (resp. {fj}jes) € base hilbertiana de Hy (resp.
H,) entao {e; ® f;}ijerxs € base hilbertiana de Hy @ H.

Demonstragao. Devemos mostrar que o espago das combinacoes lineares (fi-
nitas) dos elementos e; @ f; é denso em H; ® Hy ou, equivalentemente, em
E(Hy, Hy), uma vez que este ultimo é denso em H; ® H,. Assim serd sufici-
ente mostrar que dados 71 ® xo € E(Hy, Hy) e £ > 0 existe uma combinagao
linear ¥ dos elementos e; ® e; tal que ||z1 ® 2 — J|| < e. Podemos assumir
1 ® w9 # 0.

Por hipdtese temos as representacoes

T = E ;€4 To = E bjfjv
iel jeJ

onde |[z1]* = >,c; lail®, [|w2ll* = 32, [b5]? Logo existirao A C I, B C J
finitos tais que

Ty — E ai€;

€A

2= D _bif,

JjEB

2sz|! N 2ch1|\

Dado que

T1 Q Ty — Z aibj (Gi X fj)

(i,j)€AxB

=11 ® <I2 - ijfj> + <x1 - Zaiei) ® <Z bjfj)
jEB €A JEB
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a observagao anterior implica

T & X2 — Z a;b; (e; ® fj)

(i.j)EAXB
<l - {fwa = D bifi|| + o = D aien| - ||D i
jEB i€A jeB
< lall - (|22 =D bify|| + llwall - |21 = Y aief| <e,
JjeB i€A
o que conclui a demonstragao. O]

Sejam (X, A, ), (Y,B,v) espagos de medida tais que os corresponden-
tes espagos de Hilbert L?(X, A, u), L*(Y,B,v) sdo separdveis. Tomemos
{Pn }nens {¥n}nen bases hilbertianas de L?(X, A, p) e L*(Y, B, v) respectiva-
mente e definamos f,,, (2, y) = ¢m(2)n(y), (z,y) € X x Y.

Proposicao 4.3. A familia { fin}mnyenxn € base hilbertiana de L*(X x
Y, AX B, uxv).

Demonstracao. E facil ver que {fn}mmenxy € ortonormal em L?(X x
Y, A x B, x v). Para concluir entdo a demonstracao bastard verificar que
{fmn: (myn) € Nx N} = 0. Seja entdo F € L*(X x Y, A x B, u x v) tal
que

| Py Falm i din < )(e.g) =0, (mn) € NxN.

XxXY

Pelo teorema de Fubini-Tonelli,
A{Amem@m@@a@mmmza<mmeNxN

Como {¢, }men ¢ base hilbertiana de L*(X, A, u) para cada n € N existe
Sp € A, com u(S,) =0, tal que

LF@@%@m@rw,xg&

Seja S =, Sn- Entao S € A, u(S) =0 e também

LLFﬁwWAw¢@0=Q v ¢ S, ¥neN.
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Novamente, como agora {1, }nen ¢ base hilbertiana de L*(Y, B, v), para cada
x & S existe R, € B, com v(R,) =0, tal que F(z,y) =0se y & R,. Assim
o conjunto dos pontos onde F' # 0 estd contido no conjunto

C=OxY)U{(z,y) e XxY:x&S yeR,}.
Uma vez que (u X v)(S) = 0 o resultado fica demonstrado. O

Corolério 4.4. O subespago F de L*(X x Y, A x B, u x v) gerado pelos
elementos da forma f(z)g(y), com f € L*(X, A, u), g € L*(Y,B,v) € denso
em LA(X XY, A x B,u x v).

Vemos entao que existe um isomorfismo natural de espagos pré-hilbertia-
nos

E(LA(X, A ), L*(Y,B,v)) ~ F
que leva f ® g em f(x)g(y) (conforme a observacao anterior). Por densidade
obtemos entao um isomorfismo entre espacos de Hilbert

LA(X, A, p) @ LA(Y,B,v) ~ L*(X x Y, Ax B, i x v). (12)

Sejam (X, A, 1) um espago de medida, H um espago de Hilbert separdvel
e considere o espaco de Hilbert L?(X, A, u; H) como definido no exercicio 9 da
Lista 2. Fixados f € L*(X, A, 1) e v € H vemos facilmente que f, : X — H
definida por fv(x) = f(z)v define um elemento fo € LAX, A, u; H) que
satisfaz

LFoll = Al

Seja, entao G o subespago de L*(X, A, ui; H) gerado pelos elementos da forma,
fo, com f e L*(X, A, u) e ve H. Novamente é facil entdo de ver que existe
um isomorfismo de espacos pré-hilbertianos

E(LX(X, A, ), H) = G

que associa a f ® v o elemento f,. Como, pelo exercicio 9(iii) da lista 2, G é
denso em L?(X, A, u; H), obtemos um isomorfismo entre espacos de Hilbert

L2(X, A, ) @ H = L2(X, A, i H). (13)
Concluimos obtendo a seguinte consequéncia de (I2) e (I3):

Corolario 4.5. Se (X, A, u), (Y,B,v) sao espagos de medida tais que 0s
correspondentes espacos de Hilbert L*(X, A, u), L*(Y,B,v) sdo separdveis
entao existe um isomorfismo

LA(X, A, LAY, B,v)) ~ L*(X x Y, Ax B, x v).
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Definicao. E, F normados, T' € L(E, F') é uma isometria se
|Tz|| = ||=|| para todo = € E.

Um isomorfismo (entre espacos normados) é uma isometria bijetora (note
que toda isometria ja é injetora).

Se F, F sao pré-hilbertianos, toda isometria entre ¥ e F' preserva o pro-
duto interno (basta usar a Férmula de Polarizacdo do produto interno).

Se Hy, Hy sao espacos de Hilbert, um isomorfismo entre H; e Hs deno-
mina-se uma transformacao unitdria. Isto é, uma transformacao unitaria é
uma aplicagao U € L(H, Hs) tal que

(Uz,Uy) = (x,y) para todos z,y € H;.

Note que se U : H — H é unitéria, segue que (x, U*Uy) = (x,y) e assim
temos que (x, (U*U — I)y) = 0. Portanto U*U = UU* = 1.

Digressao (Completamento de espagos). E espago normado. Temos uma
injecao

E — E"

T T

em que z(f) = f(z). Temos

2]l = sup [f(x)] < [|l=]-

7=t
Como existe (por um exercicio da lista 1; basta usar o Teorema de Hahn-
Banach) g € E' com ||g|| =1 e |g(z)| = ||z||, segue que o sup acima ¢ igual
a [lz]|. Isto & [|2]] = [|l]-

Definicao. Um completamento de um espago normado E é um espago de
Banach E, junto com uma isometria j : £ — FE com imagem densa em F.

Se temos um outro completamento j; : E; — E; de E, temos que os
completamentos E e E; sdo isomorfos; basta tomar a isometria jrojt:
J(E) — j1(E), e estendo essa isometria a continuamente um isomorfismo
entre E e El.

Dado um espaco normado E qualquer, um completamento de E é dado
por

{z:xe€eFE}CE"

Se E ¢é pré-hilbertiano, temos que {Z : z € E} é um espago de Hilbert,
pois como a norma é a mesma de E, ela também satisfaz a regra do para-
lelogramo sendo assim também induzida por um produto interno. Como a
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imagem de E serd densa nesse completamento, a norma no completamento
também satisfara a regra do paralelogramo (pois serd limite de elementos da
imagem de E).

Teorema 4.6 (von Neumann). H espaco de Hilbert, U € L(H) unitdria.
Sejap: H — H a projecio ortogonal sobre N(1,U). Entdo

N-1
: 1 0o
NIEEOO N nz% Utz =p(z) para todo x € H.
(Note que N(1,U) # {0} pois ||U|| =1.)

Corolario 4.7. Seja (X, B, ) um espaco de medida, S : X — X bijecio
satisfazendo:

i) S(B) € B para todo B € B; e
ii) p(S(B)) = u(B) para todo B € B.
Seja T : L*(X, B, u) — L*(X, B, p) dada por
T(f) = foS.

Note que

172 = /X | F(S(@))[* dpu(z) = /X £@) 2 dpu() = 112

isto €, T é um operador unitdrio em L*(X,B,u). Entdao para toda f €
L3*(X,B,u), temos fo € L*(X, B, ) tal que

N—+o0

L V2
lim N;foé’":fo
e foo S = fo.
Observagao. H Hilbert, A € L(H). Entao
ker A = (Im A*)*.

(Segue diretamente de: se z,y € H, temos (Az,y) = (z, A*y), colocando
x € ker A ou z € (Im A*)*1.) Portanto

(ker A)*t = (Im A*).
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Demonstracao do Teorema[4.6. A demonstragao é facil, o “achado” do Teo-
rema é o enunciado!
Temos (aplicando a férmula anterior para a aplicagdo A =1 —U)

(ker(I — U*))" = (Im(I — U)).
Agora

reker(] —U") <= o=U'r <= Uz =UU"2
— Ur =1 < x€ker(l -U).

Dessa forma,
H = (Im(I —U)) ®ker(I —U).

Se x € H, temos © = x1 + x5 com 1 € Im(/ —U) e x5 € ker(I — U). Logo

N—-1 1N 1N
VR g 8

e concluiremos a demonstragao quando provaremos que

| v N-1
Nn:OUnxl—M) e N;ngﬁxg—p(:p)

Resta mostrar que
Ly u" 0 d Im(I —U
NZ r — para todo x € Im(I — U).

Suponha primeiramente que x € Im(I — U), isto é; x = y — Uy para algum
y € H. Entao
U'z =Ury — U™y

e entao somando sobre n, temos
| Nl 1Vl 1
— Y Ulz=— Uy U'y e =—(y—U"y).
M I .
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Assim

N-1
1 1 1 2
=) Urz| < — UNy||V < —(1+ ||UY < |yl =0
sendo que ||[UN]| =1 pois UY também ¢ isometria.

Em geral, se x € Im( —U) e se ¢ > 0, existe xy € Im(I — U) tal que
|x — zo|| < e/2. Tomando também N, tal que

N-1

1 3
—N"Urel < 2
N HZ:O =2
(usando o caso anterior), temos
L V2 L V2 L V2
N;UI < NHZ:;UJJO + NHZOU((E—LCQ)
N-1 N—1
e 1 e 1
< -+ — UM(x — < 4 _
A8 OIS ) MIESE
<e. [l

5 Funcoes holomorfas a valores em espacos
de Banach

E espago de Banach. Se 2 C C é um aberto, denotamos por O(£2) o conjunto
das funcoes f : €2 — C holomorfas.

Teorema 5.1. Sejam 2 C C aberto e f: Q) — E. Sao equivalentes:

a) o f: C — C ¢é holomorfa para toda X € E'. Isto é f € fracamente
holomorfa.

b) Para todo zy € QQ, existe o limite

lim f(zo+h) — f(20)
h—0 h

(limite de elementos em E). Isto é; f é fortemente holomorfa.

Notagao. O(2, E) é o conjunto das fungoes f : Q@ — E que satisfazem as
condigoes equivalentes do Teorema [5.11
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Demonstracao do Teoremalddl b) = a): Facil (basta aplicar A sobre o limite
do item b).
a) = b): fixemos 2y € 2. Vamos mostrar que

{f(20+h)—f(zo) f(20+h')—f(20)}

h n

lim =
h—0, h’—0

bl

e isto basta pois E é completo.
Tomo r > 0 tal que {z € C : |z — 25| < 2r} C Q. Vou mostrar que existe
uma constante C' > 0 tal que

“f(zo+h)—f(zo) _ [+ H) = f(20)

- - < Clh—1|

para todos h,h' € C com 0 < |h|, |h/| < r. Isto é, vamos mostrar que

-~ 1 flzo+h) = f(20)  fl20+ 1) = f(20)
A_{h—h’{ h N h

] L0 < |A], 1] Sr}

(h # h') é limitado em E.

Lembremos que (exercicio da lista 1) um conjunto A C E é limitado se, e
somente se A(A) é limitado, para todo A € E’. Se A é limitado, trivialmente
A(A) é limitado, para todo A € E’. Se A\(A) é limitado para todo A € £,
defina

A={ieE":zec A}

Basta verificar que A é limitado (pois ||z|| = ||Z]|). Agora, para cada A € F',
existe C tal que se y € A\(A) entao |y| < C)\. Assim
[2(A)] = [AM@)] < Cy

e pelo Principio da Limitacao Uniforme, segue que A ¢ limitado.
Seja A € E'. Mostremos que A(A) é limitado. Basta mostrar que existe
uma constante C > 0 tal que

1 {(Ao £z + 1) — (Ao f)(20)
[ — | h

(Ao )+ h]'l), — (Ao f)(?«“o)} <0,

para h # h', 0 < |h|, |h'| < r. Temos

(Ao f)(z) = L/ de para todo z, |z — zo| < 2r.
|lw—zo|=2r

21 w—z
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Dessa forma
(Ao P+ ) — (Ao i)}

1 1 1
~ 2mih /|w_z0:2r()\ ° )w) {w —2—h w-— zo} dw

1 Cohw
2mi hw—zo|=2r (W — 20 — h)(w — 20) d
e analogamente
Z{(No F)(zo+ 1)~ (Ao F)(z0)}
1 Contw)
2700y zg|=2r (W — 20 — 1) (w — 20)
Agora
1 _ 1
(w—2z0—h)(w—2) (w—20—h)(w—z)
1 h— 1
Cw— 2z (w— 20— h)(w— 29 — N)
1 {(AOf)(ZOﬂLh)—()\Of)(Zo) B (AOf)(ZOﬂLh')—()\Of)(Zo)}
h—h h h'
1 (Ao f)(w)

= — dw.

- 2mi |w—z0|=2r (w - ZO)(w — 20 — h) (w — 20 — h/)

Estimando o valor absoluto temos (usando que |w — zg — h| > 1)

gy s (e )i = s [ £)(w)] = Cy
lembrando que Ao f é continua, pois é holomorfa.
Corolario 5.2. Se f € O(Q, E), entio f € C(Q, E).
Observagao. Se o : [a,b] — E definimos (se o limite existir)
b N
/ o(t)dt = lim » o(t;)(t; —tj-1)

P—=0
j=1
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em que o limite é tomado sobre as particoes P com diametro tendendo a 0 e
t; € [tj_1,t;] sdo pontos arbitrarios.
Se o é continua, a sua integral como definida acima existe pois E é com-

pleto. Temos também
b b
[ owat < [lowiar

A (/aba(t) dt) _ /ab()\oa)(t) dar.

Aplicacao: Seja 2 C C aberto, f € O(, E). Se 7 : [a,b] — Q é C! por
partes, fica definida a integral

ese \ € F' vale

b
[tee= [ rawpae.
¥ a
Teorema 5.3. Seja v uma curva C' por partes, Jordan, de tal forma que

a componente conexa limitada U, de C\ {v} (em que {7} € o traco de ~y)
esteja contida em ). Entdo

L F(z)dz = 0.

Demonstracdo. Seja A € E'. Temos

)\(/Vf(z)dz) :L(Aof)(z)dz:o

pois Ao f é holomorfa. Isto é, provamos que f,y f(2)dz é igual a 0, pois vale
0 em todo funcional de E. O]

Corolario 5.4. Com as mesmas hipdteses do Teorema anterior, se zy € U,,

temos
f(z0) = =S f(z) dz.

2mi ), 2 — 20

Demonstracao. Basta tomar um circulo de raio € > 0 contido em U, e inte-
grar sobre o circulo. A integral acima sobre 7 sera igual aquela sobre circulo
(pois isso vale compondo com toda fun¢ao A € E’), e fazendo £ — 0 obtemos
o resultado. O]
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Corolario 5.5. Sejam f € O(§), E), zo € Q, r = d(29,082). Para |z—z| <,
podemos expandir

) =Y aulz — )"

onde

1
f(w) dw O<p<r

= o (w—zo)tt

lz—20|=p
com convergéncia uniforme em qualquer disco {|z—zo| < '} com 0 < r' <.
Seque dai que f*) € O(Q, E), para todo k > 1, e

f(”>(zo)

n!

ap = para todo n € N.

Demonstracao. Segue como no caso classico de fungoes a valores em C. [

Teorema 5.6 (Liouville). Se f € O(C, E) e existe M > 0 tal que || f(2)|| <
M para todo z € C, entao f é constante.

Demonstracao. Considero a expansao de f em torno de 0:

R (D)
f(z) = Z—f nl(O)Zn
n=0 ’

e para todos p > 0, n > 0,

o =2 [ T

Majorando entao pelo médulo, temos
IROTEENY

quando p — +o00, se n > 1. Portanto f(z) = f(0) para todo z € C. O

6 Algebras de Banach

Definicao. Uma C-dlgebra é um C-espago vetorial A, munido de um produto
(x,y) — zy satisfazendo as seguintes condigoes:

o (zy)z = z(yz) para todos z,y,z € A;

e (r+vy)z=zx + yz para todos z,y, z € A;
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o z(y+z) =xy+ xz para todos z,y,z € A;

e \zy) = (Ax)y = z(\y) para todos A € Ce x,y € A.

Uma C-algebra é uma C-dlgebra normada se A for um C-espago vetorial
normado, com norma || - || tal que

lzyll < llell - llyll para todos z,y € A.

Observacao. Se A é uma C-algebra normada, temos que a operacao produto
de A x A em A é continua; se x, — x e y, — y, temos

|znyn — 2yl = [(2n — 2)yn — (Y — Y)|| < |20 — 2)yull + [|2(yn — )]
< Nzn = 2| yall + [|2]]-[lm — ¥l

Definicao. Uma dlgebra de Banach é uma C-algebra normada completa na
qual existe e € A (unidade) tal que

re=er=x paratodoxr € A
e |le]| = 1.
Note que nem todos os autores definem &dlgebras de Banach como tendo

unidade.

Observagao. Suponha que Ay seja uma C-algebra normada completa sem
unidade. Seja A = Ay ® C e defina

(#,0) - (4,8) = (zy + ay + fz,af), para todos 2,y € Ag, 0, B € C.
Defina também
|(z, )|l = ||z|| + |o|, para todos z € Ay, a € C.

Entao A serd uma C-élgebra normada completa (verifique) e terda unidade
e =(0,1). Além disso, Ay estd incluida em A, pela aplicagdo x +— (z,0).

Dada uma C-algebra, uma C-subdlgebra é um subespaco vetorial fechado
pelo produto. (Se a élgebra tem a unidade, toda subélgebra também devera
ter a unidade.)

Se A é uma algebra de Banach, e B C A é uma subalgebra fechada, entao
B é uma algebra de Banach.

FEzemplo. Se K é um compacto Hausdorff e A = C(K), entdo A, com o
produto ponto-a-ponto de funcoes, é uma C-algebra de Banach.

Em particular, se K = {1,2,...,N}, temos C(K) = CV 4lgebra de
Banach com o produto coordenada-a-coordenada e a norma || - [[o. Em
particular C é uma algebra de Banach.
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Ezemplo. Sejam Q C C aberto limitado e A = O(Q2) N C(Q2) o conjunto das

funcoes holomorfas em 2 que possuem extensao continua a €2, é uma algebra
de Banach com a norma do sup.
Se Q={z€C: |z] <1}, Aé chamada a “dlgebra do disco”.

Ezemplo. Se E é um espago de Banach, L(F) é uma algebra de Banach,
sendo que o produto é a composicao e a unidade é a aplicacao identidade.

Observagao. Se A é uma élgebra de Banach e x € A, podemos definir
M,:A— A
Yy — xy.
Temos
IMe ()| = [lzyll <l - lyll,
logo [|My|| < |[z[|, mas também [[M,(e)[| = |||, logo [[ M| = ||z[].
Assim, pela aplicagao

A— L(A)

x— M,
podemos identificar isometricamente A com uma subéalgebra fechada (topo-
logicamente) de L(A). (E fechada pois A é completo.)

Dessa forma, toda algebra é uma subdlgebra de algum L(FE), para algum
E espacgo de Banach.

Ezemplo. Seja A = LY(RY™). Se f,g € L*YRY), defina o produto de con-
volucao

o) = [ rle=po)ay
De fato f* g € L*(RY), pois
[ s =nawas)as< [ ([ it nalar) as

< [ ([, 1= nawlar) ay
< [ ot ([ 1= las) ay

< £l llglla-

RN

Assim provamos também que

1+ gl < (£l llgll-

Temos que A = L(RY) é uma C-dlgebra normada comutativa (f*g = g* f),
completa, mas nao tem unidade!
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Definigao. Seja A uma élgebra de Banach. Um x € A é dito inversivel se
existe um elemento ! € A, chamado o inverso de x, tal que

Temos que o inverso de x é nico.

Notagao. G(A) é o conjunto dos elementos invertiveis de A; é o grupo das
unidades de A como anel.

Proposigao 6.1. Seja A uma dlgebra de Banach.
(1) Sex € A ellz|| <1, entdo e +x € G(A).

(2) Sex € Ae|x| <1, entao

- [l
(e —a)™ —e—af < :
1= |||

(3) Sex € G(A), eseh e Aelh| <1/2||z7Y|, entao x+h € G(A) (o que
implica que G(A) € aberto; a bola centrada em x com raio 1/2||z7!||
estd contida em G(A)). Além disso,

R D e - a1

(logo “tomar o inverso” é uma fung¢do continua, somando e subtraindo
de (x +h)™t — 27 o elemento x='ha™' e majorando).
Demonstragio. (1): Seja Sy =e+x + -+ + zV. Temos
1Sn+1 = Snll = ™| < [l ¥

e Y oo Izl < 00, logo Y- N_y ISn+1 — Sn|| < oo e assim Sy é convergente
(A é de Banach). Seja z =1lim Sy (=), ,2"). Agora,

(e—2)Sy =Sy — (x4 2>+ -+ 2V ) = — 2V,
Fazendo N — 400, obtemos
(e —z)z =e¢,

e analogamente temos z(e — x) = e.
(2): Temos

2
Hz—e—xn<§:uun— el

= =l
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(pois ||z|| < 1; é a série geométrica).
(3): Temos z+h = z(e+x7h) € G(A), poisz € G(A) ee+x th € G(A)
pelo item (1) e

lz= Al < [l 1Al <

N —

Finalmente, usando o item (2),

|(x 4+ h)_1 — x_lx_lhx_lﬂ = || [(e + x_lh) —e+ m_lh}x_lu
|z~ h|)?

1=zt

< 2[lz P ||A)?

=~

usando ||z~ h|| < ||lz7Y|||R]] < 1/2 para minorar o denominador O

Corolério 6.2. G(A) ¢ aberto e x +— x7!

sobre G(A).

Definigao. Seja A uma algebra de Banach e ¢ : A — C linear. Dizemos que
¢ é um homomorfismo (complexo) se ¢ # 0 e

¢(zy) = o(x)¢(y),  para todos z,y € A.
Se ¢ é um homomorfismo, entao ¢(e) =1, e ¢(x) # 0 se z € G(A).

¢ um homeomorfismo de G(A)

Corolario 6.3. Se ¢ € um homomorfismo, entao ¢ € A'. Mais precisamente,
p(@)| <1 se |[lzf| <1

Demonstracao. Seja A € C, |[A\| > 1. Se ||z|| < 1, entdo ||z/A]| < 1, logo
e —xz/X € G(A) e assim ¢(e — x/X) # 0, isto é; 1 — z¢(z) # 0. Isto 6,
o) # A 0

Definigao. Dado = € A, defino o espectro de x como sendo
o(z) ={ e C: le—ax ¢ GA}.

Ezemplo. No caso em que A = L(E) com E um C-espago vetorial de di-
mensao finita, dado 7" € A temos

o(T)={X € C : A —T nao é inversivel }
isto é;
o(T)={AeC : ker(\[-T)# (0)} ={A € C : det(\] - T) =0},

logo o(T') é o conjunto das raizes do polinomio caracteristico de T', e assim
o(T) é finito e nao-vazio. (Note que é essencial que o espaco seja sobre C,
para que as raizes do polinémio existam todas.)
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Notagao. O raio espectral de z:

p(x) =sup{|A| : A € o(x)}.
Teorema 6.4. Se A ¢ uma dlgebra de Banach e v € A, valem:
1) o(x) € compacto e nao-vazio; e
2) p(x) € dado por

pla) = lim ||e

= inf ||z
n—-+o0o n>1

Demonstragio. 1) Se A € Ce |A| > ||z]|, entao Ae—z = AMe—7), e [|z/A]| < 1,
de modo que e — £ € G(A), mas como A # 0, segue que e —z € G(A).
Portanto A ¢ o(x), isto é; o(z) C {\ : |A| < ||z||}. Isto é, o(x) é um
conjunto limitado.

Por outro lado, definindo

f:C—= A
A= de —uz,
temos que a funcao f é continua, de modo que f~'(G(A)) = C\ o(z) é
aberto, isto é; o(x) é fechado.

Seja

g:C\o(x) — A
A= (de—x)7 L.

Provemos que g € O(C \ o(z); A). Sejam A € C\ o(z) e h € C com
|| < 1/2]|(Ae — x)7|. Pela Proposigao [6.1], temos

lg(x+h) = g(N) + h(re — 2) 72| < 2[[(Ae — 2) 7| A[?

Dividindo por h, temos

A+ h)—g(A
AR g2 < a0y o
Portanto g'(\) = —g(\)? # 0.
Se [A| > ||z]|, temos
1 = 2"
g(\) = \ nz; e
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Logo
1 1 1
||g( )H H ll]] |/\|

=l

Se |A| > 2||z||, segue que
1
lgIl < 7
]

e g é limitada.
Se o(z) = @, terfamos g € O(C; A) e, pelo Teorema de Liouville, g seria
constante, absurdo, pois vimos que a derivada é nao-nula.
2) Seja r > p(x). Temos
1 1

— A"g(N)dA = — A"g(A\) dA
2710 Jp=r () 210 Sz =r ()

em que tomamos R > ||z|| (podemos trocar o raio pois g é holomorfa em um
aberto contendo o r < |A| < R, e usamos a férmula de Cauchy). Nesse caso,
podemos usar a expansao em série de g(\):

1 1
— ANg(A)d\ = — A"g(\) dX
21 |\=r ( ) 2me IA|=R ( )
27” IN=R (Z Am— n-‘rl)
1 & 1
= — x™ dA
271—2 mz:o =R )\m n+1
= l’n

(variando o m na soma, a integral sé é diferente de zero quando m = n).
Dessa forma,

1 n

< (M(r)r)r"

o]l = \

em que M (r) = max|y=, ||g(A)|. Logo
" < (M ()t
e fazendo n — +oo, temos

limsup [|z"||*™ <r  para todo r > p(x),
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de modo que
limsup ||z |'" < p(x).

Provaremos momentaneamente que se A € o(z), entdo \* € o(\"), para
todo n € N.
Seguird entao que |A|" = |\"| < ||z||. Portanto

Al < |||V, para todos n € N, X € o(z).
Tomando o supremo dos A € o(x), temos

p(w) < inf a" V" < liminf |||V < limsup [la" | < p(2),

isto é;
pla) = lim_[la"]"/"

n—-+00

Provemos entao que se A € o(z), entdo A" € o(A"). Temos

Ne—a"=Ne—2)N" e+ A" x4 2™
=\ ler A" 2+ 2" ) (Ne — 1),

Dessa forma, se \"e — 2" € G(A), segue que Ae — x € G(A), pois se y =
(A"e — z™)7!, teremos (A" te + A" ir 4 -+ 2"y = (e —x) O

Corolario 6.5 (Teorema de Gelfand-Mazur). Seja A uma dlgebra de Banach
tal que G(A) = A\ {0}. Entao A € isometricamente isomorfo a C.

Demonstracao. Seja v € A. Tome A\ € o(x). Entao Xe — z ¢ G(A), e assim
T = Xe. O

Lema 6.6. Seja A uma dlgebra de Banach. Sejam x € 0G(A) e x, € G(A)
tais que x, — x. Entao ||z;'|| — oo.

Demonstragdo. Suponha que nao valha ||z, || — oo. Entdo z, ! possui uma
subsequéncia limitada; existem C' > 0 e infinitos n € N tais que

1l < €.
Assim existe ng € N tal que |z }[| < C e ||z,, — x| < 1/C. Logo
lle — 2y @l = llzrg (@ne — )| < llamg llwn, — 2l < 1.

Portanto z, )z = e—(e—xz, x) € G(A), o que implica z € G(A), absurdo. [J
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Corolario 6.7. Seja A uma dlgebra de Banach e suponha que exista M > 0
tal que
|lz|l|ly]] < M||zy||  para todos z,y € A.

Entao A € (isometricamente isomorfo a) C.

Demonstracao. Sejay € 0G(A). Existe uma sequéncia de vetores x,, € G(A)
tal que x,, — y. Entao

lznllllz, | < Mlzna, || = M.

Como ||z || — +o0, segue que ||z,|| — 0, isto é, y = 0.
Se x € A, tomando \ € do(x), existe A, € C\o(x) tal que A\, = A. Assim
e —x — Ae —x € OG(A) (pois \,e — x € G(A)). Portanto Ae = . O

Teorema 6.8. Seja A uma dlgebra de Banach. Sejam x € A e Q) C C aberto
tal que o(x) C Q. Entao existe § > 0 tal que, se y € A, |ly|| < d, entdo
o(z+y) C Q. (“Continuidade” do espectro em relagao a x.)

Demonstracdo. Seja
h:C\o(x) =R
A= (e — )7
Se [A| > ||z||, vimos que

1

<=0
Al = [l

h(A)

quando A — 4o00. Assim, a fungao h|c\ ¢ limitada (pois A é continua, €2 é
aberto e h tende a 0 no infinito). Portanto existe 6 > 0 tal que h(\) < 1/
para todo A € C\ Q.

Se |lyll < dese ¢ Q,

de—(z+y)=MNe—2)e—(Ne—2)ty) = (Ae —2)(e—2)

se z = (e — )"y, Temos ||z]| < h(\)|ly|| < 1, de modo que e — z € G(A).
Como Ae—x € G(A), segue que e — (z+y) € G(A),istoé; A ¢ o(x+y). O

6.1 Algebras de Banach comutativas

Seja A uma algebra de Banach comutativa.

63



Defini¢ao. Um conjunto J C A é um ideal de A se J é um C-subespago
vetorial de A satisfazendo:

sex €A, ey€J entao xy € J.
Temos que
e J é um ideal proprio se J # A.

e J éum ideal maximal se J é um ideal préprio de A e satisfaz a seguinte
condicao de maximalidade:

se J' C A é um ideal préprio, e J C J', entao J = J'.
Observagdo. (i) Se J é um ideal maximal, entdo J N G(A) = @.
(i) Se J é um ideal, entao seu fecho, J, também é um ideal.
Proposicao 6.9. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa.

(1) Todo ideal préprio de A estd contido em um ideal mazimal.
(2) Todo ideal mazimal € fechado.
Demonstragao. (1) Seja J C A um ideal préprio. Seja
F ={M : M éideal préprio de Ae J C M}.

A familia F é parcialmente ordenada pela inclusao. Seja Fy C F totalmente
ordenado. Entao
N= ] M

MeFy

¢ um ideal, e N é um ideal préprio, dado que e ¢ M para todo M € F.
Assim N € F e M C N para todo M € Fy. Pelo Lema de Zorn, segue que
F tem um elemento maximal, se serd um ideal maximal de A que contém .J.

(2) Se J C A é um ideal maximal, temos que J C A\ G(A). Como G(A)
é aberto, segue que J C A\ G(A) e assim J é um ideal préprio. Portanto
J=J. O

FExemplo. Sejam A, B élgebras de Banach comutativas e T : A — B linear.
T é um homomorfismo de dlgebras se

T(zy) =T(x)T'(y) paratodos z,y € A.

Nesse caso kerT' é um ideal de A, que é fechado quando 7' é continuo.

Em particular, se ¢ : A — C é um homomorfismo complexo sobre A,
entao ker ¢ serd um ideal mazimal de A (pois a codimensao de ker ¢ serd 1,
logo nao existe C-subespago préprio de A que contém propriamente ker ¢).
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Digressao. Sejam E um espago de Banach e F' um subespacgo fechado de
E. Definimos o espaco quociente E/F como sendo o quociente de E pela
relacao de equivaléncia

Ty~ Xy &< 11— 29 €EF.

Denotamos por [z] a classe de equivaléncia de z. Escrevendo & = z + F,
definimos em E/F a norma

il = inf o]l = ing |1z + y].

Com essa norma, E/F serd um espago de Banach (exercicio).
Temos a projecao canonica

7 E— EJF

r—w(z) =17,
que é continua, dado que ||z|| < [|z]|.

Sejam agora A uma algebra de Banach comutativa e J C A um ideal fe-
chado préprio de A. Temos entao que A/.J é um espaco de Banach. Podemos
colocar, sobre esse espago, uma estrutura de algebra de Banach comutativa:
para @,y € A/J, definimos y = Zy. De fato, se z,y,2',y' € Aex —a' € J
ey—y € J, temos

xy—a'y =xy—2dy+2y—2y =@—-2)Yy+2(y—vy)eJ

pois J é um ideal. Dessa forma, .1/'3\/ = @ , € o produto esta bem-definido.
Se x,y € A, entao

29[| = inf [[zy + 2| < inf |2y — 220 — yz1 + 2120
zeJ 21,22€J
dado que se 21, 25 € J, temos x29 + y2z; — 2122 € J. Portanto

lzgll = mf (2 —21)(y —z) < _inf Jlo—=2lllly - 2l < {|2]].[7]-
z1,22€J

21,22
A identidade de A/J é é, e
lefl = inf{lle +yll : y € T} <le]| = 1.
Como ||zy|| < ||Z||||9]], colocando & =y = é, segue que ||é|| = 1.

Teorema 6.10. Se J ¢é mazimal, entio A/J = C.
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Demonstracao. Vamos usar o Teorema de Gelfand-Mazur, de modo que basta
mostrar que G(A/J) = (A/J) \ {0}.
Se x ¢ J, seja
M={ax+y:acA yeclJ}

Entao M é um ideal, e J C M (pois x € M \ J). Como J é maximal, segue
entao que M = A. Assim e € M, e existem ag € A e yo € J, de modo que
e = apxr + yo. Logo é = dpi, e assim G(A/J) = (A/J) \ {0}. O

Notagao. A = A4 o conjunto dos homomorfismos complexos de A.
Teorema 6.11. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa.

(1) Se ¢ € A, entio ker ¢ é um ideal mazximal.

(2) Se J é um ideal mazximal, entao existe ¢ € A tal que ker ¢ = J.

(3) Temos
G(A)={x € A : ¢(x) #0 para todo ¢ € A}.

Assim, temos uma bijecdo

A — {ideais maximais de A}
o +— ker ¢.

Demonstracao. (1): Ja vimos.
(2): Seja J um ideal maximal de A. Considere a projecao

¢p:A— A/J(~C)
T

Como A/J ~ C pelo Teorema anterior, temos que ¢ é de fato um homomor-

fismo complexo, e ker p = J.
(3): Se z € G(A), entao dado ¢ € A, temos

L=g¢(e) =d(za™") = p(z)d(z™")

e assim ¢(z) # 0.

Suponha agora que z ¢ G(A). Entao J = {ax : a € A} é um ideal
préprio de A (pois e ¢ J). Portanto existe um ideal maximal M que contém
J, e assim existe ¢ € A tal que ker¢p = M. Mas x € M = ker ¢ e assim
o(z) = 0. O
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6.2 Aplicagoes
Teorema 6.12 (Lema de Wiener). Seja

— E am ezmx

com Yo lan,| < 0o (a série de f converge absolutamente). Suponha que
f(z) # 0 para todo x € R. Entao

1
T N
meEZ
com Yo |bm| < 00.
Demonstracao. Considere

{feC =) ape™ Z|am\<oo}

MEZ meZ

com a norma

= lawl.

MEZL

Entao, como espago de Banach, A ~ [;(Z).
Temos que A é uma algebra de Banach comutativa, com o produto ponto-
a-ponto de funcdes; dadas f(z) = Y., ame™ e g(z) = >, 5 Cne™

em
A, temos
imx
:E d,e™*,  onde dng ;jCrm—j.-

meZ JEZ
Vendo como sequéncias em [y(Z), temos
(am)mez  (bn)mez = (dm)mez-
Nesses termos, a tese do Teorema é:
se f(z) # 0 para todo = € R, entao f € G(A).

Usando o Teorema anterior, basta mostrar que ¢(f) # 0 para todo ¢ € A.
Como é o conjunto A dos homomorfismos de A em C?
Para x € R, defina 9, € A por

6:(9) = g(z).
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Vamos mostrar que A = {0, : x € R}.
Seja ¢ € A. Como ¢ é homomorfismo complexo, temos [[¢| < 1. Assim,

o) <[l =1 e |ple™)| <]le™™| =1
Como também

1= 16(1)] = lo(e)s(e™)] = lo(e)] - [ofe™™)],

segue que |p(e®)] = 1. Assim existe § € R tal que ¢(e*®) = . Portanto

O(E) = ()™ = €™, ¢ assi e g(x) = 0y 4™, tomos

6lg9) =D ame™ = g(8),

de modo que g = dy. m
Sejam D ={z€C : |z| <1} e A=C(DNO(D)).
Lema 6.13. O conjunto
{P(z) : |z] <1, e P € polinémio holomorfo },
dos polinomios com coeficientes complexos restritos a D, € denso em A.

Teorema 6.14. Seja fi,..., f, € A tais que, para todo z € D, existe j €
{1,...,n} tais que f;(2) # 0. Entdo existem ¢1,..., ¢, € A tais que

O fi+ Gafot o+ Onfn =1

Essa é uma “versao pobre” do seguinte Teorema (que nao demonstrare-
mos):

Teorema 6.15 (Carleson, 1962). Sejam fi,..., fn € Ox(D) tais que existe
0 > 0 satisfazendo

Z |fi(2)] > 9, para todo z € D.
j=1

Entao existem ¢, ..., ¢n € Ox(D) tais que

i+ oafot o+ onfn =1

Voltemos a demonstracao do Teorema [6.14k
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Demonstracao do Teorema[6.14 Suponha que a conclusdo seja falsa. Seja

Jﬁ{glfl_’_"'"i_gnfn : ngA,jzl,...,n}

o ideal de A gerado por f1,..., f,. Se a conclusao do Teorema for falsa, entao

1 ¢ J, eassim J é um ideal préprio de A. Logo J esta contido em um ideal

maximal, e usando o Teorema [6.11] vemos que existe h € A4 tal que h|; = 0.
Seja 1 € A dado por p(z) = z. Temos ||u|| = 1. Entéo

a(p)| < lpll =1

isto & w = h(u) € D. Logo h(p™) = w™, o que implica que h(P) =
P(w) para todo P(z) € C|z]. Pelo Lema [6.13] temos que h(g) = g(w) para
todo g € A. Em particular, h(f;) = f;(w), mas como h|; = 0, segue que
0 = h(f;) = fj(w) para todo j € {1,...,n}, o que contradiz a hipétese do
Teorema. [

Precisamos ainda demonstrar o Lema usado:

Demonstragio do Lemal6.13. Seja f € C(D) N O(D). Para r < 1, defino
fr(2) = f(rz) (definida se |z| < 1/r). Seja ¢ > 0. Da continuidade uniforme
de f.(z) em {z € C : |z] < 1}, vemos que existe 9 €]0, 1] tal que

|f(roz) — f(2)] < g, para todo z com |z| < 1. (14)

Agora desenvolvo f,, em série de Talyor em torno de z = 0. Esta série
converge uniformemente para f,, em |z| < 1. Truncando a Série de Taylor,
obtemos um polinémio que aproxima f,, e, por (I4)), temos que esse polinomio
aproxima f. O]

7 Topologia fraca

7.1 Nets

Definicao. Um conjunto dirigido I é um conjunto parcialmente ordenado,
com ordem = tal que

para todos a, B € I, existe y € [ tal que « <X, e <.
Ezemplos. i) N.
ii) X espago topoldgico, x € X fixado, e

I ={V :V é vizinhanca de z em X}.
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Definicao. Um net em um conjunto S é uma funcao g : I — S, onde [ é
um conjunto dirigido.

Notagao. Para g(a) = s,, escrevemos g = (Sq)acr-

Definigao. Sejam X um espaco topoldgico, (4 )aer um net em X. Dizemos
que (To)aer converge para x € X se para todo V vizinhanca de z em X,
existe a € I tal que g € V para todo 8 € I com a < 3.

Ezemplo. Seja X = [0, 1] com a topologia
T={Y CX :Y=¢gouX\Y énoméiximo enumerdvel}.

Se A = [0,1], temos 1 € A. Por outro lado, se {z,}neny € A, ¢ Q =
[0,1]\ {zn}» € [0,1], temos que 1 € Q, e também 2 é aberto e x,, ¢ {2 para
todo n € N.

Teorema 7.1. Sejam X um espaco topoldgio, A C X. Entio x € A se, e
somente se existe (To)acs net tal que x, € A para todo o € I, € o — .

Demonstragao. (<): Se x, € A, xo, — x, seja V vizinhanga de z em X.
Existe o € I tal que xg € V para todo 8 € I tal que o < 3. Em particular
T, € VN A. Logo z € A.

(=): Dada V vizinhanga de x em X, tome zy € V N A. Seja

I ={V :V é vizinhanca de z em X}.

Entao (zv)ey é um net de elementos de A. Se W é vizinhanga de = e se
V CW, entao zy € V C W, de modo que zy — . [l

Teorema 7.2. a) Seja X um espago topoldgico Hausdorff. Se (x4)acs € net
em X, € xo, — T ao mesmo tempo em que T, — Yy, entdo T =y.

b) Se X,Y sdo espagos topologicos e f: X — Y, dado x € X, temos que
f € continua em x se, e somente se, dado um net (x,). que converge para x,
entao f(zs) — f(x).

7.2 Topologia inicial
Sejam X um conjunto nao-vazio qualquer, e
F={f:X —=Y;:Y;éespaco topoldgico}.

Quero colocar uma topologia sobre X que seja a menos fina possivel tal
que toda funcao de F é continua. Defino essa topologia, 77, como sendo a
topologia com base (), fi ' (Vi), com f; € F, V; C Yy, e F finito.
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Se Y = Y para todo f € F, se Y ¢ Hausdorff e se
para todos x1, 29 € X, existe f € F tal que f(x1) # f(z2),

entao 7r ¢ também Hausdorff.

Ezemplo (a topologia produto). Seja (X4)aea uma familia de espagos to-
poldgicos. Considere

H Xo = {(Ta)aca : 2a € Xa},

a€EA

e sejam pg : [[,cp Xo — X3 as projecoes;

pﬁ(xa)aeA =Ta.

Entao a topologia produto sobre [] ., Xa ¢ a topologia 7, gerada por F =
{pa : @ € A}.

Teorema 7.3 (Tychonoff). O produto []
se X, € compacto para todo o € A.

acr Xa € compacto se, e somente
7.3 Topologia fraca no dual de um espaco de Banach
Seja £ um espago de Banach, e seja
F={T,:F —-C:x€kFE}
em que, para todo x € E,
T.(f) = f(x), paratodo f € FE'"

Tomo 77 a topologia em E’ menos fina que torna todas as aplicacoes T, para
x € E, continuas. A topologia 77 = o(E’, E') é chamada a topologia fraca-*
em E'.

Propriedades:

1) A topologia o(FE’, E') é Hausdorff.

2) o(FE', E) é menos fina do que a topologia da norma. (Provaremos logo
que ela é estritamente menos fina no caso em que E tem dimensao
infinita, pois a bola unitéria serd compacta.)

3) As aplicagoes soma e produto por um escalar
+:ExE —-FE e -:CxE —=F

sao continuas com relagao a topologia o(E', E).
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4) Um sistema fundamental de vizinhangas da origem em E’ é dada pelos
conjuntos

(N Z.'({reC: M <e})

T1y..,TnEE
={feFE :|f(x;)| <e paratodoi=1,2,...,n}
=N (z1,...,2,;€).

Note que isso d& um sistema fundamental de vizinhangas em qualquer
ponto, pela translacao dos conjuntos na origem para os outros pontos

de F'.

5) Um net (fa)acs em E' converge para f em o(E', E) se, e somente se
fa(x) = f(x), para todo = € E.

Demonstracao de 5). (=): Sejam ¢ > 0 e x € E. Existe a € I tal que
fs— f € N(z,e), para todo § € I tal que a < 3. Isto é;

|fs(x) — f(x)] <e paratodo € I tal que a < 3.

Logo fo(z) — f(x).

(<): Suponha f,(x) — f(z) — 0 para todo x € E. Precisamos provar
que fo — f = 0em o(E',E). Sejam ¢ > 0 e xq,...,2, € E. Para cada
j€{l,...,n}, existe a; € I tal que

|fs(z;) — f(z;)] < e paratodo 8 €I tal que aj < 3.

Tomo entao a, tal que a; =< a, para todo j € {1,...,n}.
Se p € I étal que o, =X 3, temos entao

|fa(z;) — f(z;)| <e paratodo j=1,2,... n.
Isto é; fs— f € N(x1,...,xn;€) se a. < . O
Teorema 7.4 (Alaoglu-Bourbaki). O conjunto
Bo={fel :|fl<1}
¢ compacto na topologia o(E', E).
Demonstracao. Para cada x € E, defino

Dy ={AeC: A <}
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Temos que D, é um compacto de C, o que implica que

1.

zeE

é compacto com a topologia produto (pelo Teorema de Tychonoff). Um
elemento de [[,.p D, ¢ uma fungao b : E — C tal que |b(x)| < [[z] para
todo x € E, e a topologia produto é a topologia menos fina em [[__. D, que
torna as aplicacoes projecao

zel

Ilzzt—>[%
b b(x)

continuas. (Note que essas projegoes sao extensoes das fungoes T,.)
Podemos também escrever By como

By={f:E—=C: félinear, e |f(2)| < [lz[|, paratodoz € E},

pois entao By C [],.p Ds, € a topologia produto coincide com o(£', E) em
By. Para provar que By é compacto na topologia o(E’, E'), basta mostrar
entao que By é fechado em [[, . D,. Isto é, temos que mostrar que se (fy)aer
é um net em By, e f, — f pontualmente, entao f € By.

Se x € E, temos

|fo(z)| < Jlz||, paratodo o €T

mas como f,(x) = f(x), segue que (pois a bola unitaria D, é fechada, logo
o limite do net estard dentro de D,)

|f(z)] < ||z|| paratodo x € E.

Resta provar que f é linear. De fato, se z,y € E e A € C, temos

faAz +9y) = Malz) + faly).

Usando a continuidade da soma e do produto, segue que

fQz+y)=M(x)+ f(y) O
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8 Algebras de Banach comutativas

Definigao. Seja A uma algebra de Banach comutativa. Definimos o radical
de A como sendo

rad(A) = ﬂ J = ﬂ ker h.

J ideal de A heA
A é semi-simples se rad A = (0).

Teorema 8.1. Sejam A, B dlgebras de Banach comutativas, com B semi-
simples. Entdo todo homomorfismo de dlgebras ¢ : A — B € continuo.

Demonstracao. Pelo Teorema do Grafico Fechado, basta mostrar que, dada
uma sequéncia (z,)nen tal que z, — 0 e ¢(x,) — y € B, entao y = 0.
Denotaremos por A4 os homomorfismos em A, e Ag 0os homomorfismos
em B. Se h € Ap, temos h o ¢ continuo (pois ou ho¢p =0, 0u ho ¢ € Ay,
e todo homomorfismo complexo é continuo). Logo (h o ¢)(x,) — 0, mas
(ho@)(x,) = h(y), logo y € ker h, para todo h € Ay, isto é; y € rad A =
(0). O

8.1 A transformada de Gelfand

Seja A uma algebra de Banach comutativa. Temos
ACBy={feA :|f|l <1} o(A A)-compacto Hausdorff.
Lema 8.2. O conjunto A é o(A’, A)-fechado em By, logo A é compacto.

Demonstracao. Seja (hqa)acr net em A tal que h, — h € By em o(A', A).
Temos que mostrar que h € A.

Temos que h,(x) — h(x) para todos o € I, © € A e como h,(xy) =
he(x)he(y), tomando o limite temos que h(xy) = h(x)h(y), para todos x,y €
A. Além disso h,(e) = 1 para todo a € I, de modo que h(e) = 1 e assim
h # 0. Portanto h € A. m

Dado = € A, defino z : A — C por
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logo & € C(A). Portanto obtivemos uma aplicagao

Q:A—>C(A)

T— T

que é um homomorfismo de algebras.
A aplicagao e denomina-se transformada de Gelfand. A sua imagem,

A C C(A), é uma subalgebra de C(A).

i) O kernel da transformada de Gelfand é rad A. Logo a transformada de
Gelfand ¢é injetora se, e somente se A é semi-simples.

ii) Se z € A, temos que £(A) = o(z), o espectro de z.

Demonstracao de ii). Temos A € £(A) se, e somente se existe h € A tal que
z(h) = A, isto é; h(x) = XA = Ah(e), o que é equivalente a h(Ae — x) = 0, isto
é; Ae — x € ker h (para algum h € A). Portanto A € Z(A) se, e somente se
Xe —z ¢ G(A). O

i) [|1Z]lec = p(z) <[]

Lema 8.3. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa. Sejam
2 A

"7 seharo |72 veharo ||z||

Entao
52 <r<s<sl.

Corolario 8.4. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa. A transformada
de Gelfand é uma isometria se, e somente se

|2%|| = ||lz||*> para todo x € A.

Demonstracdo. A condigao acima é equivalente a termos r = 1, o que é
equivalente a ser s = 1 (pelo Lema [B3)), isto é;

|Z]lo = ||z|| para todo x € A. O

Corolario 8.5. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa. Entao sao equi-
valentes:

a) A é semi-simples e A € fechado em C(A); e
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b) existe K > 0 tal que

|z||?> < K||2®||  para todo = € A.

Demonstracao. b) é equivalente a ser r > 0 isto é, pelo Lema B3] termos
s > 0. Agora, s > 0 é equivalente a existir ¢ > 0 tal que

lz|| < ¢||Z]|lc para todo z € A. (15)
Mas (IH) é equivalente a termos
x — & éinjetora e &+ x é continua, (16)

o que implica a), mas também a) implica (I0) pelo Teorema da Aplicagao
Aberta. n

Demonstracao do Lemal[8.3. Note que
sllz|l < [lZ]] < p(z) < [lz]l,  para todo z € A

Assim R
ol > |22 = 3%l = 21 = s%lle],

logo
il

12

de modo que s% < r.
Por outro lado,

> s>  paratodoz € A, x #0,

|z?(| > r||=||*>, para todo x € A.

Iterando essa desigualdade, vemos que ||2"|| > r*"~!|z||*" para todos x € A,

n € N. Assim
H$2nHl/2n > 772 "||z| paratodos z € A, n € N.

Fazendo n — 400, vemos que

p(x) = rllzl,
e como ||zl = p(z), segue que
|2
T >r paratodo xz € A, x # 0. []
x
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8.2 Aplicagoes

O espago das fungoes continuas sobre um compacto. Seja A = C(K)
com K um espaco compacto Hausdorff. Se z € K, defina

M, ={f € C(K) : f(x) = 0}.

Temos que M, é um ideal maximal de A. De fato, é facil ver que M, ¢é ideal
de A, e esse ideal é maximal pois M, = kerd, em que §, : C(K) - C é o
homomorfismo

0a(f) = f(x).
Lema 8.6. Se J € um ideal maximal de A, entao J = M, para algum x € K.

Demonstragio. Seja I um ideal de A tal que I ¢ M, para todo z € K.
Provaremos que I = A. Por hipdtese, para cada x € K existe f € I tal que
f(x) # 0. Por continuidade, existe uma vizinhanca U, C K aberto, x € U,,
tal que f # 0 em U,. Por compacidade, existem Uy,...,U, € K tais que
K = U?:l U, e funcoes fi,..., f, € I tais que f; # 0 em U;. Logo

F=>[fi’>0 emK,
j=1
mas I = Z?Zlf_jfj € I, ecomo FF > 0em K, temos que F' € G(A), de

modo que I = A. n

Considere entao a seguinte aplicacao:

0: K — A
T 0.

Provemos que 6 é continua: se (4)ac; € um net em K, e , — = € K, entao
f(zs) — f(z) para todo f € C(K), isto é;

00, (f) = 0.(f) paratodo f € C(K).

Assim 6,, — 0, fracamente, e essa é a convergéncia em A.
E facil ver que 6 é injetora, pois dados x,y € K distintos, basta tomar

f € C(K) tal que f(z) # f(y) que teremos 0(x)(f) # 0(y)(f). Além disso,
0 é sobrejetora pelo Lema Bl Dessa forma, 6 é um homeomorfismo (pois K

e A s@o compactos), e assim A = C(K) ~ C(A).
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Exemplo. Seja

A= {f eCR) : f(z) = Zanem“, com Z\an| < oo}.

neZ nez

A élgebra A pode ser vista como uma subélgebra de C'(S?), e podemos repetir
a demonstracao do Lema para provar que A = {6, : z € R}. Como as
funcoes em questao sao 27-periddicas, é facil ver que

A={0, : 0<z <21}~

(exercicio).

Nesse caso, temos que A C C(S'), pois (intuitivamente) A é formado
pelas fungoes cuja série de Fourier tem coeficientes soméveis, mas isso nem
sempre acontece em C(S'), pois C(S') é formado por todas as fungoes 27-
periddicas continuas.

O espago L'(R)& C. Seja A= L'(R)® C, em que
(f,) - (9,8) = (f x g+ Bf + ag,ab).

Com esse produto, A é uma algebra de Banach comutativa.

Se f € L'(R),

+00

fr= [ e

Temos f € L(R), f é continua, e f(t) — 0 quando [t| — 4o0.
Dadas f,g € L*(R), temos

De fato,

/_:o(f % g)(z)e” " dg = /_; {/_:O flz —1)g(y) dy} o—ite g
{ |

8

Dado t € R, defina
temos p; € A. Falta ainda

€ oo € A.
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Teorema 8.7. Temos

A={pe: t € RYU{poo}

e portanto, topologicamente, A € a compactifica¢ao por um ponto (o ponto
o00) de R (exercicio).

Note que basta mostrar a seguinte:

Proposicao 8.8. Se ¢ : L'(R) — C ¢ linear e satisfaz ¢(f * g) = o(f)o(g),
entdao ou ¢ =0, ou existe t € R tal que ¢(f) = f(t).

Na demonstracao, usaremos os seguintes fatos:
i) LY(R) = L*(R), isto é; a aplicacdo

L*[R) — L'(R)
b— Tb

onde

é uma isometria bijetora.
ii) Se h € Rese (m,f)(x) = f(x — h), entdo 7,f — f quando h — 0 em
L'(R), se f € LY(R).

Demonstragio da Proposigio[8.8. Temos ¢ € L'(R)’, pois ¢ pode ser esten-
dido a um homomorfismo de A, que sera entao continua, mas ¢ é projecao
dessa extensao, de modo que ¢ é também continua. Logo podemos escrever

o(f) = +OO f(z)b(z)dz, paratodo f € L'(R)

para algum b € L=(R). Se f,g € L'(R), temos

o(f % g) = / " # ) (@)bla) da,

—00

= /_+Oo { :O flz—y)g(y) dy} b(x) dz

oo

— /joo { _:O f(z —y)b(z) dm} 9(y) dy

[e.9]

/ " gw)e( ) dy.

[e.e]
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Por outro lado,

o(Note) = [ ottty
logo
[ atsmnar= [ otnawp)an,  paa todo g € L'(R)

de modo que

o(f)b(y) = ¢(r,f), paratodo f € L'(R).

Supondo ¢ # 0, fixe f € L*(R) tal que ¢(f) # 0. Por ii), a aplicagao
y — ¢(7,f) é uma funcao de R em C continua. Como ¢(f) # 0, segue que b
& continna (b(y) = 6(r, )/8(f)). Agora,

A(f)b(x +y) = (Toryf) = S(7a(7yf)) = ST f)bly) = S(f)b(x)b(y),

logo
b(x +y) =b(x)b(y) para todos z,y € R. (17)

Como ¢ # 0, temos b # 0, logo b(0) # 0 (pela equagao (IT)), e portanto
b(0) = 1. Escolho § > 0 tal que

)
/0 b(y) dy # 0.

Entao
@) [y = [oasnay= [ s
Logo b € C*(R), e
V(x) = Ab(z), A =10'(0).

Como também b(0) = 1, segue que b(z) = e*. Como b € L®(R), temos que
b(z) = e~ para algum t € R, e portanto

—+o00o

&(f) = f(z)e ™ da = f(1). O
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8.3 Algebras com involugao

Definicao. Seja A uma algebra de Banach. Uma involu¢io em A é uma
aplicagao

A=A

T
que satisfaz:
1)

(x +y)* = x* + y* para todos z,y € A;
) (Az)* = \z* para todos A € C, x € A;
(
(

N}

3) (zy)* = y*a* para todos x,y € A; e
4) (z*)* = x para todo = € A.

Dizemos que x € A é hermitiano (ou auto-adjunto) se x* = x.

Ezemplo. Se A = C(K) com K compacto Hausdorff, temos a involugao
fe 7

Ezemplo. Se A = L(H) com H espaco de Hilbert, temos a involugao T+ T*
(o adjunto de T).

Alguns fatos elementares:

(1) Se x € A, entdo x + z*, i(z — x*) e xa* sdo hermitianos.

(2) Todo elemento z € A se escreve na forma z = u + v com u e v
hermitianos de modo tnico. De fato,

B x—l—:z:*jLZ_ [M]

)

com (x 4+ z*)/2 e i(x* — x)/2 hermitianos.
Suponha que x = u + iv =« + v’ com u,u’,v,v" € A hermitianos. Seja
w = v —v; temos também iw = v’ — u. Logo w e iw sdo hermitianos, e

iw = (iw)" = —iw* = —iw,

de modo que w =0, e assim v =" e u = u'.
(3) O elemento e é hermitiano. De fato, se x € A,

x=(ex")" =ze*, e x= (") =e"r,
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portanto e* = e.
(4) z € G(A) se, e somente se z* € G(A), pois

(l'*)_l _ (l‘_l)*.

(5) A € o(z) se, e somente se € o(x¥).
(6) E a seguinte:

Proposicao 8.9. Se A € uma dlgebra de Banach comutativa e semi-simples,
entao toda involugao em A é continua.

Demonstragao. Pelo Teorema do Grafico Fechado (para operadores anti-
lineares...), basta mostrar que se (x,),eny € uma sequéncia tal que =, — x e
x, — Yy, entao r* = y.

Dado h € A, defino ¢ € A por

p(z) = h(z").

Como ¢ é homomorfismo, temos que é continua, e assim ¢(x,) — ¢(x) =

h(z*). Por outro lado, ¢(x,) = h(x*) — h(y). Portanto y — z* € ker h, para
todo h € A. Como A é semi-simples, segue que y = x*. m

Definigao. Uma algebra de Banach com involugao é uma C*-dlgebra se

|lzz*|| = ||z||* para todo z € A.
Observacio. Termos ||zx*|| = ||z||* para todo x € A é equivalente a termos
ao mesmo tempo
[zl = {l=ll e llza®]| = [lz].l2*]  para todo z € A.
(«<): E imediato.
(=): Temos ||z[|* = ||zz*|| < ||z||.]lz*||, logo ||z|| < ||z*||. Por outro lado,
temos entao [lz*[| < | (z*)"[| = ||

Teorema 8.10 (Gelfand-Naimark). Se A é uma C*-dlgebra comutativa,
entao a transformada de Gelfand é uma isometria sobrejetora de A em C(A)
que satisfaz

=%, para todo x € A.

Em particular, x € A € hermitiano se, e somente se T € real (isto é, se e
somente se T(A) = o(x) € real).
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Demonstrac¢ao. 1) Mostremos que se u € A é hermitiano e se h € A, entao
u(h) = h(u) € R.
Escreva h(u) = a+if, com «, 5 € R. Seja z = u+ite com t € R. Entao
¥ = u — ite, e assim 2%z = u? + t?e. Agora,
h(z) = h(u) +it = a+i(S +1).
Logo
o+ (B+1)7 = [h(2)* < |l2[* = [[2"2| < Jul® + ¢

e assim
o + 32 + 2Bt < ||ul|* para todo t € R.

Fazendo t — +00, vemos que isso s6 é possivel se § = 0, portanto h(u) € R.
Conclusao: se x € A, temos z = u + iv com u,v € A hermitianos. Assim

T =1u-+10,
com u, ¥ a valores reais. Por outro lado, * = v* — w* = u — v, de modo que
T* =1 — 00 = 7.
2) Mostremos agora que a transformada de Gelfand é uma isometria. Isto
é, que dado x € A, vale [|z] = || 2| c0-

Defino y = o°. Entdo y° — y, e portanto 3] = [y = [y]®. Por
iteracao, temos que ||y*"|| = ||y||*" para todo n € N. Logo
ly* I'”*" = |yl para todo n € N.

Fazendo n — 400, temos p(y) = ||9||o. Agora,

de modo que

12115 = sup [2]* = sup 3] = |9l = p(y) = llyll = 2"[| = [|=]*.

Assim provamos que a transformada de Gelfand é uma isometria de A
sobre A C C(A).

3) Como temos uma isometria entre A e A, e também A é completo, segue
que Aé completo, portanto fechado em C(A). Basta entao mostrar que Aé
denso em C(A).

Agora, A é uma édlgebra. Pelo Teorema de Stone-Weierstrass, basta que
verificar que:

i) A contém a funcéo constante igual a 1 (mas 1 = é);

~

ii) A separa pontos (se hq,hy € A e hy # ho, entdo existe x € A tal que
hi(x) # ha(z), isto & £(h1) # Z(ha)); e
iii) Se & € A, entao & € A, pois T = z*. H
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8.4 Aplicagao

Seja A uma C*-algebra comutativa. Suponha que x € A seja tal que o
conjunto

{p(x,x*) . p € C[X, Y]}

¢ denso em A. Nesta situacao, dado f € C(o(z)), é possivel definir de modo
canonico um elemento “f(z) € A”. Essa definigao tem a propriedade que, no
caso em que f = p € C[X], temos f(x) = p(z). De fato, temos z : A — o(x)
sobrejetora, e

Lema 8.11. A funcdo x € injetora.

Demonstragao. Sejam hy, hy € A tais que &(hy) = Z(hg). Entao z(h;) =
(hy), isto é; z*(hy) = 2*(hs). Logo hi(x*) = hy(x*). Como também h, (z) =
#(1n) = #(hs) = ha(c), segue que

=

hq (p(a:, x*)) = ho (p(x,x*)) para todo p € C[X,Y].

Como {p(z,z*) : p € C[X,Y]} é denso em A por hipdtese, segue que hy =
ho. [l

Como A e o(x) s@o compactos, e T é continua, segue que & é um homeo-
morfismo. Temos entao

0:C(o(x)) — C(A)
fr—= foux.

A fungao 6 é um isomorfismo isométrico entre as algebras de Banach C(o(z))
e C(A). Temos também o isomorfismo isométrico C(A) — A a inversa da
transformada de Gelfand. Dada f € C(o(z)), existe y € A tal que g = foz.
Definimos entao f(x) = y.

9 Teorema da Aplicacao Espectral

Lembrar: se 7 ¢ uma cadeia (soma de curvas) fechada C' por partes em
Ce (€ C\{v}, o indice de v com relagdo a ¢ é o numero

1 1
Indw(()i%/z_cdz

Com esse conceito, o Teorema de Cauchy se enuncia:
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Teorema 9.1 (Cauchy). Seja @ C C aberto e f € O(R2). Entao

/%ﬂz)dz:/% () dz

Ind,,(¢) = Ind., ({) para todo ¢ ¢ S

para todos Yy, 71 com

Note que esse Teorema de Cauchy também vale para funcoes holomorfas
a espagos de Banach (aplicando qualquer funcional obtemos sempre a mesma
igualdade).

Teorema 9.2 (Runge). Sejam Q C C aberto e A C S2\ Q (em que S* =
CuU{oo}) tal que A contém pelo menos um ponto de cada componente conexa
de S?\ Q. Entao dada f € O(Q), existe {Qn}nen em que cada Q,, é uma
funcao racional com polos em A e tal que QQ,, — f uniformemente sobre o0s
compactos de ).

Sejam A uma algebra de Banach e z € A fizado.

Lema 9.3. Seja v uma cadeia como antes em C\ o(zx) tal que
Ind,(A\) =1  para todo X € o(x)

(ingenuamente y envolve o espectro de x). Seja o € C\{v} tal que Ind, (o) =
0 (isto €, a estd fora da cadeia). Entao valem

1
— [ A"(Ne—2)"tdA=2™,  para todo m > 0, (18)
27 ),

L, A—a)™Xe—z)td\ = (x —ae)™  para todo m >0. (19)
2mi J,

Demonstracao. Para (I8)), seja r > ||z|| e seja
v, = {re” : 0< 0 < 2r}.
Tome r suficientemente grande para termos

1 1
— [ A"Xe—2)tdA=— [ A"(Ae—x)td\= 2™,

2mi ), 2mi ),
pois j& calculamos essa integral (basta expandir em série o termo (Ae —z)71).
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Para (I9)), se z ¢ o(x) defina
R(z) = (ze —x)7.
Vale a equagao do resolvente:
R(z) — R(w) = (w — 2)R(z)R(w) para todos z,w ¢ o(x).

De fato, se z,w ¢ o(x) temos

R(z) = R(z)(we — z)R(w) = R(z)[(w — z + 2)e — 2] R(w)
= R(2)(w — z)eR(w) + R(z)(ze — z)R(w)
= (w — 2)R(2)R(w) + R(w)
Seja
.1 A (A LAl = ! A TTR(N) dA
Ym =5 [ (A=) (e —2) *%7( —a) " R())
zim [0 ) i) i - QLM (A — @)™ R(A)R(a) dA
— _R< ) —m+1
- /7 (A — ) ™ R(\) dA.
sendo que
ﬁ (A—a)™R(a)dA =0

~

que ¢ claro se m > 2, e se m = 1 isso ocorre pois por hipétese Ind, () = 0.
Assim obtivemos

Ym = —ym—l(ae - x)_l = ym_l(x — ae)_l.
Como yy = e, segue que ¥y, = (r — ae)™™. O]

Corolario 9.4. Sejam A uma dlgebra de Banach e x € A fixado. Seja
Y

uma fun¢do racional (isto €, a soma acima € finita) com os polos a; ¢ o(x)
para todo j. Seja v uma cadeia como antes:

Ind,(() =1 para todo z € o(x) e Ind,(a;) =0 para todo j
(supomos que a; ¢ {v} para todo j). Entdo

—k
Qm/Q (Ae —2)tdA = Q(x —l—Zcmka:—ame )
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Definicao. Sejam A uma algebra de Banach e z € A fixado. Seja Q C C
aberto com o(x) C 2 e seja f € O(2). Entao

)(Ae — dA
2m/f e—7)

onde 7 é qualquer cadeia em €2 tal que
Ind,(() =1 paratodo(€o(x) e Ind,(a)=0 paratodo o € Q.

Pelo Corolério anterior, para qualquer fungao racional (como naquele Co-
rolario) a defini¢do acima é a trivial.

Sejam f, g fungdes holomorfas em um mesmo aberto € que contém o(z).
Entao dado ¢ € C, é facil ver que

f@)+g(@)=({+g)(x) e (f(z)=(f))
Também vale que
f(@)g(z) = (fg)(2),

que é uma passagem nao-trivial, mas basta usar o Teorema de Runge, e que
a igualdade acima vale para fungoes racionais (exercicio). Note que segue dai

que
f(@)g(x) = (f9)(x) = (9f)(x) = g(x)f ().

Teorema 9.5. Sejam A uma dlgebra de Banach e x € A fizado. Sejam
Q2 C C aberto com o(x) CQ e seja f € O). Entao

(1) f(z) € G(A) se, e somente se f(A) # 0, para todo \ € o(x); e
(2) o(f(x)) = f(o(z)) (Teorema da Aplicagio Espectral).

Demonstracao. (1): («<): Se f(A\) # 0 para todo A € o(z), entao 1/f é
holomorfa em um aberto que contém o(z). Entao

1@ (1)@= (1 3) @ =16 ¢

(=): Suponha que exista Ay € o(x) tal que f(A\g) = 0. Entao f(\) =
(A — Xo)g(A) para algum g € O(Q2). Entao

f(@) = (. — Aoe)g(x) = g(z)(x — Aoe),

e como Ay € o(z), ndo podemos ter f(x) € G(A).

(2): Seja 8 € C e defina h(X) = B — f(X). Temos B € o(f(z)) se, e
somente se fe — f(x) ¢ G(A), o que é equivalente por (1) a dizer que h se
anula em algum ponto de o(x), isto é, existe A\g € o(z) tal que = f(\g) €

f(o(x)). 0
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9.1 De volta as algebras com involucgao

Definicao. Seja A uma élgebra com involucao.
(a) Um elemento x € A é dito normal se

(b) S C A é normal se S comuta e, se x € S entdao z* € S.

Teorema 9.6. Seja A uma dlgebra com involucao e seja B C A normal e
maximal com relag¢io a esta propriedade (isto €, ndao existe nenhum subcon-
gunto de A normal que contém propriamente B). Entao

(1) B € uma subdlgebra fechada de A; e

(2) para todo x € B, temos og(x) = oa(x) (em que oc(x) € o espectro de
x com relagao a algebra C').

(Na definicao de mazimalidade, permitimos o caso B = A, que ocorre
quando A é comutativo.)

Demonstracao. Mostraremos primeiramente a propriedade (P): se x € A é
tal que xy = yx para todo y € B, e xx* = z*x, entao x € B.
De fato, se x € A, e vale xy = yx para todo y € B, e também za* = ¥z,
entao
'y = (y*x)" = (xy*)" = ya* paratodo y € B.

Isto é, z* também comuta com todo elemento de B. Portanto B U {z*, x}
comuta e é fechado por involucao, isto é; esse conjunto é normal. Como B é
maximal, segue que BU {z*,z} = B e assim z € B.

(P) implica que B é uma &lgebra, pois se z1, 2o € B, temos que

(Zl + ZQ)y = y(Zl + 22) e (Zl + 22)*(21 + 22) = (Zl + 22)(21 + 22)*,

para todo y € B. Por (P), segue que z; + zo € B. Tudo segue analogamente
para as outras operagoes.
B é fechada: seja {x,}n,en uma sequéncia em B tal que z,, — = € A.
Como
Tpy = Yyx,, paratodosy € B,neN,

fazendo n — +o00 segue que zy = yx paratodoy € B. Como B é fechado por
involucgao, segue que zry* = y*x e tomando o adjunto temos que x*y = yx*
para todo y € B. Em particular

* *

¥, = T para todo n € N.
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Fazendo n — 400, segue que z*x = xz*. Por (P), temos entdo que = € B, e
assim B é fechado.

Finalmente, provemos a igualdade dos espectros. Basta mostrar que
G(B) = G(A) N B. E fécil ver que G(B) € G(A) N B. Precisamos mos-
trar entao que se x € B é inversivel em A, entdo 7! € B.

Note que (z71)* = (z*)~!. Como zz* = x*z, temos

(x_l)(x_l)* _ J}_l(l’*)_l _ (J}*:L‘)_l _ (JZZE*)_I — (ZL'*)_IZL‘_I — (ZL’_I)*ZL‘_I.

Além disso, se y € B, como zy = yx entdao yr~! = x~1y. Portanto segue da

propriedade (P) que z7! € B. O

Corolario 9.7. Sejam A uma dlgebra de Banach com involu¢io e x € A
normal. Entdao eriste B C A subdlgebra fechada e comutativa com v € B e
tal que se y € B, entdo y* € B. Além disso, og(x) = oa(x).

Demonstracao. Temos que

S ={p(z,x*) : p e C[X,Y]}

é uma subalgebra fechada, comutativa e normal. Pelo Lema de Zorn, existe
B C A subalgebra fechada, normal e maximal e que contém S. O

Definigao. Seja A uma algebra com involugao. Dizemos que x € A é posi-
tivo, e escrevemos x > 0, se

r=2x2" e o(x) C[0,4+00[CR.

Teorema 9.8. Seja A uma C*-dlgebra. Entao

(a) Se x € A € hermitiano, entao o(x) C R.

(b) Sex € A é normal, entao p(x) = ||z||.

(c) Sey € A, entio p(y*y) = ||ylI*.

(d) Se u,v € A sao positivos, entio u+ v > 0.

(e) Sey € A, entio yy* > 0.

(f) Sey e A, entao e+ yy* € G(A).
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Demonstracao. (a): Temos z € B, onde B C A é uma subélgebra fechada,
comutativa e C*. Logo B ~ C(Ap) (pelo Teorema de Gelfand-Naimark).
Como x é hermitiano, a fun¢ao & é a valores reais, logo o(z) = op(z) =
#(Ap) CR.
(b): Temos x € B, com B como em (a). Como Z(Ag) = o(z), temos que

p(a) = [[&]lo = [l

(c): Temos que y*y é hermitiano, e ||y yll = |lyl|?, logo (c) segue de (b).

(d): Sejam « = |jul|, B = ||v| e ¥ = a+ B. Temos assim o(u) C [0,a] e
o(v) C[0,0]. Se f(A) =a— X com A € C, temos

o(ae —u) =o(f(u) = f(o(w) =C £([0,a]) = [0, al.

Pelo item (b), temos ||ae —u|| = p(ae —u) < o. Analogamente ||Se—v| < S.
Entao

p(ve — (u+v)) < [lve = (u+ )| < flae —ul| + [|Be —v]| < a+ B =1.
C -

Dessa forma o (ve — (u+ v)) , mas se g(A\) =~ — A temos
)

o(u+v) =o(g(ve— (u+v))) = ( (76—(U+v))) C g([-7.71) = [0,27].

(e): x = yy* (hermitiano). Tomo B subélgebra com = € B como no item
(a). Quero entdo mostrar que & > 0. Sera que |Z| — 2 = 07 Como essa
fungao é continua, existe z € B tal que 2 = |#| — Z. Temos z = z* pois Z é
real. Seja w = zy = u + v com u, v hermitianos. Temos

ww* = 2y(zy)* = zyy*z = 2wzt = 2.
Também

ww* +w*w = (u+v)(u —w) + (u—iv)(u+iv) = 2u® + 207,

logo ww* = 2u? — 2v% — 22z.

Como u é hermitiano, temos o(u) C R. Pelo Teorema Espectral, segue
que o(u?) = (U(u))2 C [0, +o0] e assim u? > 0. Analogamente v? > 0.
Provemos que —z%x > 0. De fato,

Por (d), segue que w*w > 0.
FEzercicio. Seja A uma algebra de Banach, x,y € A. Entdo se A\ € o(zy) e
A # 0, temos A € o(yx).
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Pelo exercicio, o(ww*) C o(w*w)U{0} C [0, +oo[ de modo que ww* > 0,
isto é; 2%z > 0. Como também —z?x > 0, segue que (% — |Z|) = 0, de modo
que £ > 0 e assim x > 0.

(f): Segue de (e), notando que —1 ¢ o(yy*). O

Teorema 9.9. Seja A uma C*-dlgebra, B C A uma subdlgebra fechada tal
que se x € B, entdo x* € B. Entio G(B) = G(A) N B. Em particular

op(x) =oa(x) para todo x € B.

Vamos usar o seguinte Lema, que provaremos a seguir:

Lema 9.10. Seja A um dlgebra de Banach, B C A subdlgebra fechada de A.
Entao se x € B € tal que C\ 04(x) é conexo, entio op(x) = oa(x).

Demonstragao do Teoremal9.9. Seja x € G(A) N B. Entao z* € G(A), logo
zz* € G(A). Como zz* > 0, temos que o4(zx*) CJ0,+oo[ (temos 0 ¢
oa(xa*) pois xza* € G(A)). Assim sendo C\ 04 (xzz*) nao pode ser desconexo,
de modo que segue do Lema que og(zx*) = ox(xaz*). Em particular
(rz*)~! € B. Portanto 7 = z*(z2*)~! € B. O

Observagao. Se X é um espaco topolédgico e V., W sao abertos tais que V.C W
e JVNW =@, entdo V é uma reuniao de componentes (conexas) de W.

De fato, seja x € V' e seja €2 a componente de W que contém x. Temos
que mostrar que 2 C V. Mas

Q=@nV)uQn(X\V)]=@nV)u[Qn(X\V)].

Assim ) é uniao de dois abertos disjuntos, e como €2 é conexo, temos 2 N
(X\V) =2, eportanto Q = QN V.

Demonstracao do Lema 910 Sejam Oy = C\ o4(z) e Op = C\ op(x).
Temos que Og C O4. Vou mostrar que 00 N Oy = &. Assim segue da
observagao que Og = Q4.

Seja A € 005 N O4. Entdao e —z € G(A). Existe uma sequéncia
{An}nen em Op tal que A\, — A. Assim \,e —x € G(B) para todon € N e
e —z € og(x). Assim (e —2)™! — (Ae — z)~!, mas pelo Lema [6.4] temos
|(Ane — )7 — 400, absurdo. O

10 Teorema Espectral para operadores nor-
mais

Sejam H um espago de Hilbert, e ' € L(H) normal, isto é, tal que
T =TT".
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Logo
|Tz|| = ||T"x|| para todo x € H.

Em particular, ker T = ker T* = (Im T)*. Se o € C entao T — ol é também
normal, pois (T'— al)* = T* —al. Logo

(T — al)z|| = ||(T* —a@l)z|| para todo z € H.
Assim « é autovalor de T se, e somente se @ é autovalor de 7%, e N («, T) =
N(a,T).
Lema 10.1. Se T' € normal e «, B sao autovalores distintos de T, entao
N(a,T) LN(B,T).
Demonstragao. Se x € N(a,T) e y € N(B,T), temos

a(z,y) = (ax,y) = (Tz,y) = (z,Ty) = (x, By) = B {x,y)

e como « # (3, segue que (z,y) = 0. [

Corolario 10.2. Se T € L(H) é normal e H é de dimensdo finita, entio H
possui uma base ortonormal formada por autovetores de T .

Demonstracao. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, obtemos uma raiz
A1 do polinomio caracteristico de T, isto é; Ay é um autovalor de 7. Tomo
{e1,...,ex, } uma base ortonormal de N'(A;,T). Escrevo H = N (\,T) &
N (A, T)*. Basta mostrar que N'(A, T)* é T-invariante, pois entao restrinjo
T a esse subespago e continuo o processo. (E esse processo acaba pois H tem
dimensao finita.)

Sejam x € N'(A\, T)* ey € N(\,T). Entao

Portanto N (A, T)* é de fato T-invariante. O

Observagao. Na base ortonormal {eq,...,exy} dada pelo Corolario [0.2 a
matriz de T' é uma matriz diagonal

diag()\l,...,>\1,>\2,...,)\2,...,/\M,...,AM)

em que cada autovalor A\, é contado com a sua multiplicidade, e Ay,..., Ay
sao os autovalores distintos de 7T'. Seja p; a projegao ortogonal de H sobre
N(A;,T). Entao

M
T = Z)\jpj = Z Ajp; com p;pp=0sej#Ek,
j=1

Ajeo(T)

em que p;py = 0 pois os subespagos N'(A;, T') e N (A, T') sao perpendiculares.
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Definicao. Sejam H um espago de Hilbert e p € L(H). Dizemos que p é
uma projecdo em H se p* = p.

Proposicao 10.3. Sejam H um espaco de Hilbert e p uma projecao em H.
Sao equivalentes:

(1) p € autoadjunta;
(2) p € normal;
(3) Imp = (kerp)*; e

(4) (p(z),z) = [|p(x)||* para todo x € H.
Demonstracao. (1) = (2): trivial.

(2) = (3): Como p é normal, temos que Imp = (ker p)*. Portanto basta
mostrar que Imp é fechada. Mas, se {z,}, é uma sequéncia em H tal que
pr; — y € H, entao aplicando p temos p(z;) = p(p(z;)) = p(y), de modo
que y = p(y) € Imp e assim Im p é fechada.

(3) = (4): Escreva H = Im p@ker p. Entao dado z € H temos = = x1+x9
com z1 € Imp e x5 € kerp. Portanto

(pz,x) = (pr1, 21 + 32) = (pr1, 1) = (P21, P21) -
(4) = (1): Dado = € H, temos

Ip(x)|* = (pz, ) = (z,p"z) = (p*z,z),

sendo que (x,p*z) = (p*x,z) pois ambos valem |p(z)||> € R. Assim se
T = p — p*, temos que (T'z,z) = 0 para todo x € H. Segue entao de um
exercicio da Lista 1 que T' = 0. O]

Dizemos que uma projecao satisfazendo qualquer das propriedades equi-
valentes da Proposicao acima é uma projecao ortogonal.
Note que toda projecao ortogonal p nao-nula tem norma ||p|| = 1, pois

lp(@)[I* = (p(x), z) < llp(@)ll - 2]
logo ||p(z)|| < [|z|]. Como p # 0 posso tomar y € Im p com ||y|| = 1, de modo

que [[p(y)[l = llyll e assim |[p[ = 1.
Fixe (Q2, M) um espac¢o mensuravel. Uma medida compleza sobre (§2, M)

¢ uma funcao v : M — C tal que v(&) =0¢

+o0 +o0
v (U wn> = le(u)n)
n=1 n=1

para todos w, € M dois a dois disjuntos. Note que como o lado esquerdo
da igualdade acima independe da ordem dos w,,, segue que a série a direita é
absolutamente convergente (por hipdtese).
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10.1 Resolucoes da identidade

Definigao. Sejam (2, M) um espago mensuravel e H um espago de Hil-
bert. Uma resolu¢do da identidade (em M) é uma fungao £ : M — L(H)
satisfazendo as seguintes propriedades:

(1) BE(@) =0e B(Q) = Id.

E,py: M—C
w = (E(w)z,y)
¢ uma medida complexa sobre (2, M).

Observagao. 1) Se wiNwe = &, entdo E(w;)E(ws) = 0, de modo que E(w;)+
E(wsy) de fato é uma projegao ortogonal.

2) Vale
E(w)E(wy) = E(wy)E(wy) para todos wy,ws € M.

3) Se {wn fnen € M séo dois a dois disjuntos, entdo em geral > F(w,)
nao converge em geral em L(H). (Se p é uma projecao ortogonal nao nula,
entao ||pl| =1.)

4) Segue de (5) que para todo = € H,

E,.(w) = (E(w)z,r) = ||E(w)z|* >0, paratodo w € M.

Portanto fixado z € H, a funcdo w — E,,(w) é uma medida finita em

(2, M), com E, .(Q) = ||z||*

Lema 10.4. Se E: M — L(H) é uma resolugdo da identidade e se x € H,
entao

M — H
wr E(w)x

¢ uma “medida” em (2, M) a valores em H, pois se {wy}neny C M sao dois
a dois disjuntos, entao

E (U wn) T = ZE(wn)x

neN
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Provaremos esse Lema depois.

Lema 10.5. Se {wy, }nen sdo tais que E(w,) = 0 para todo n € N, entdo

Us)

Demonstragao. Fixado x € H, vimos que w — (E(w)z,z) é¢ uma medida de
fato. Como também F(|Jw,) é uma projegao ortogonal, temos

E (U wn> x| = <E (U wn> :E,l’> = Z(E(wn)x,x> =0

n=1 n=1
para todo = € H, isto é; E(|Jw,) = 0. O

Observagdo. Segue entao que se w' C w com w,w’ € M, e vale F(w) = 0,
entao E(w') =0.

Demonstragao do Lema[10.4] Sey € H, defina
N
An(y) =) (Y, E(wn)z);
n=1

temos Ay € H', e fazendo N — +o0,

An(y) = D (y, E(wn)z) = Eqy (U wn>.

neN

Pelo Principio da Limitacao Uniforme, existe M > 0 tal que
IAn|| < M para todo N € N.

Agora E(w,)x L E(wy,)x se n # m pois E(w,)E(wy,) = 0. Logo

2

N N
M? > ||An|)? = ZE(wn)x = Z | E(wp)z||> paratodo N € N.
n=1 n=1

Assim Y% || E(w,)z]|? < 00. Mas entdo dado € > 0, existe Ny € N tal que

n-+p

ZE(wj)x
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Assim segue do Critério de Cauchy que Z:S E(wy)x é somavel. Além disso,

(S ) o)-Ers- (e ()

=0

para todos x,y € H, usando que E,, ¢ uma medida. [l

10.2 Medidas complexas

Sejam (X, B) um espaco mensuravel e v : B — C uma medida complexa
sobre (X, B).

O caso real. Se v(B) CR (isto é, v : B — R).

Ezemplo. Por exemplo, dados (X, B, i) um espago de medida (comum; nunca
usamos essa notacao de terna a nao ser que g seja uma medida comum
positiva) e f € L'(X), podemos definir uma medida a valores em R a partir
de f e u da seguinte forma:

v(B) = / fdu.
B
Seja P ={x € X : f(z) > 0}. Defina
vi(B)=v(BNP)>0 e v_(B)=-v(BN(X\P))>0
medidas finitas sobre (X, B). Entao
v=vy—v_ e |V=vy+v_

isto é; a medida com sinal v é diferenca entre as duas medidas positivas v,
e v_. Além disso |v| é a variagao total de v;

V|(B) = / fdu

Teorema 10.6 (de decomposicao de Hahn). Se v(B) C R, existe P € B tal
que

v(BNP)>0 e v(BN(X\P)) <0 paratodo BEB.
Consequentemente, se

vi(B)=v(PNB) e v_(B)=-v((X\P)NB) paratodo B € B,
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entdo vy e v_ sio medidas finitas sobre (X,B) ev = vy —v_. A medida
\v| = vy 4+ v_ denomina-se a variagao total de v, e vale

|v|(B) = sup {Z |v(B;)|; Bj € B dois a dois disjuntos e U B; = B}
Jj=1
(20)
Caso geral (v complexa). Temos
v=u+ivy = (v —uvy) +i(vd —vy)

(decomposi¢ao de Jordan de v). A medida |v|, a variacao total de v, é dada
por (20) (a mesma férmula do caso real).

Fato. Tem-se f € LY(X,B,|v|) se, e somente se f € L'Y(X,B, I/;t), para
j=1,2.

Nesse caso, definimos a integral de f com relacao a medida complexa v
da seguinte forma:

/deyi(/}(fduf—/){fdm‘)+i(/xfdy2+—/xfdy2_).

Observagao. 1) Se f = Zjvzl cjx s, simples (¢; € C e B; € B), entao

N
/X fdv = j;cjy(B])

‘/deu S/X\f\dIV!-

10.3 Preliminares para o Teorema espectral

2) Vale

Sejam (€2, M) um espago mensurdvel, H um espago de Hilbert, w — E(w)
uma resolugao da identidade sobre €. Vamos definir L>(F) algebra de Ba-
nach. Seja f: Q — C uma funcao M-mensuravel. Existe um maior aberto
V C C tal que E(f7}(V)) = 0. De fato, se {D;}jen é uma sequéncia de
discos em C que forma uma base para a topologia de C, tomamos

J={jeN: E(f(Dy))=0} e V=|]D;

JjeJ

Como J é enumeravel e E(f Y(D; ) 0 para todo 57 € J, temos que

E(f~(V)) = E(Uje, f (D)) = 0, usando o Lema [0.5
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Definigao. A fungao f é dita essencialmente limitada se C\ V' é compacto
em C.

Assim, definimos o espago L>(E) como sendo o conjunto das fungoes
mensuraveis essencialmente limitadas. Nesse espaco, definimos a norma

[fllc = sup [Al.
AEC\V

Observagdo. Sejam z,y € H; temos |E,,|(f~*(V)) = 0. De fato,
eyl (F71(V))
N N
= sup {Z |Eyy(w;)| @ w; dois a dois disjuntos, e U w; = f_l(V)}

J=1 Jj=1

=0,

pois se w; C f71(V), entao E(w;) = 0 para todos j = 1,...,N. Assim
E,,(w;) =0paratodoj=1,...,N.

Logo se f € L>®(F), entao f € L*(Q2, M, |E,,|) para todos z,y € H, o
que nos permite calcular a integral

/ fdE;, paratodosz,y € H.
Q

Teorema 10.7. Sejam (Q, M) um espaco mensurdvel, H um espago de
Hilbert e E uma resolugao da identidade. Entdo existe uma unica fun¢ao

W L>®(E) — L(H) tal que

(W) = / JAE.,  para fodos 1.y € I

Essa funcao 1 é um homomorfismo de dlgebras, e uma isometria sobre uma
subdlgebra fechada e normal em L(H). Além disso,

(1) () =»(f);
(2) se x € H, entao
o)l = [ 147 dBe

(3) se Q@ € L(H), entio Q comuta com ¥ (f) para todo f € L>®(E) se, e

somente se () comuta com E(w) para todo w € M.
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Observagao. Fungdes simples sao densas em L>®(FE).

Sejam f € L*(F) e e > 0. Entao existe K C C compacto tal que
E(f_l((C \ K)) = 0. Existem By, ..., By bolas fechadas de diametro menor
do que ¢ tais que K C By U---U By. Defina

Ki=BNK, K,=(B,NnK)\K;, ...,
Ky=(BvNEK)\ (KiU---UKn_1).

Temos entao que K = Ufj:l K,, e essa unido ¢ disjunta. Seja w; = f~1(K;),
para j = 1,...,N. Para cada j escolho p; € w; e tomo \; = f(p;) € K;,

j=1,...,N. Defina
N
s = Z)\jij.
j=1

Dessa forma é facil ver que ||f — 5] < €.

Demonstragao do Teorema[I0.7 Vamos definir ¢ primeiramente sobre o su-

bespago das fungoes simples em L*°(FE), de modo que sobre esse espaco ela

ja satisfaca todas as propriedades necessarias. Seja wq,...,wy uma particao
. . . . N

de © (de conjuntos mensurdveis) e seja s = 3. a;Xw,. Defino

s) = Z a; E(wj).

Entao
N *
35) =1 (Za_jxw]) Za] (wj) (Z a;E(w; ) = (s)".
j=1
Sejam wf, . ..,w), uma outra partigao de Q2 e s = Z;VZI @ Xw,- Temos
N M
=D D 40X,
7j=1 k=1
Os elementos w; Nwy, j = 1,...,N, k = 1,..., M também formam uma
particao de €2, de modo que
N M N M
Y(ss') =D Y apalBlwNu) =Y > o E(w;) B(w;,) = ¥(s)i(s)
j=1 k=1 j=1 k=1



Do mesmo modo mostra-se que v é linear sobre os espaco das fungoes simples,
e assim ¢ é um homomorfismo de algebras nesse espago.

Agorase x,y € Hes= Zjvzl QjXw,; € simples,

(UW(s)z,y) = <Z o B(w;)z, y> = Z aj (E(wj)z,y) = Z ;i By (w;)

= / sdby,.
Q

Mais ainda, 5 = Zj\[:l @jXw,, € assim [s|> = s5 = Zjvzl |aj|*Xw,- Logo
[ (s)zl® = (b(s)z, d(s)x) = ()Y (s)x,x) = (V(5)d(s)z, z)
= (Y(3s)x,x) = / |s|2dEm;.
Q

E ficil ver que um operador Q € L(H) comuta com 1(s) para todo
s simples se, e somente se () comuta com E(w) para todo w € M (pela
definigao de 9 (s)).

Vamos mostrar agora que [[1(s)|| = ||s|l« para todo s simples. Temos

()| Z/QIS\QdEx,m < 1513 e () = lIs[I% (E(Q)z, ) = [[s]1%[I= 1%,

logo [|(s)]| < |Is]le- Seja agora xp € Im E(w;). Como E(w;) sdo projegoes,
ew;Nwj = @ sei# j, temos E(w;j)xg = g, € E(w;)xg = 0se i # j. Portanto

N

P(s)xg = Z apE(wi)ro = ajxp.

k=1
Escolhendo j € {1,..., N} tal que ||s||oc = |a;] € 2 € Im E(w;), temos entao
[ (s)oll = le[llzoll = lls]loo |20l

de modo que ||1(s)]| > [|$]/oo, € ¥ é uma isometria.
Agora fora do caso das fungoes simples: para f € L*(FE), defino

U(f) = jglfww(sj)

onde (s;)jen € uma sequéncia de funcoes simples tal que s; — f em L>(E).
O limite acima sempre existe (e é tinico) pelo Critério de Cauchy, pois

|19(s;) — ¥ (sk)ll = |Is; — Skllws  para todos j, k € N.

Todas as propriedades que pedimos da fung¢ao ¥ em L>°(E) seguem do fato de
que essas propriedades valem para funcoes simples, passando ao limite. [
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Seja X um espacgo topolégico. Denotamos por B(X) a o-dlgebra gerada
pelos abertos de X. Dizemos que B C X é boreliano se X € B(X).

Uma medida complexa v sobre (X,B(X)) é dita regular se para todo
B € B(X) e todo ¢ > 0 existem K compacto e U aberto em X tais que
KCBCUe

lv(Y)| <e paratodoY € B(X), comY CUN (X \ K).
Notagao. v € M(X).

Teorema 10.8 (Riesz). Seja X um espago compacto Hausdorff. Entao dada
v e M(X), a expressao L, : C(X) — C dada por

Lo(f) = /X fdv

¢ um elemento de C(X) com norma ||L,| = |v|(X). Além disso, se L €
C(X), eziste uma unica v € M(X) tal que L = L,,.

Observagao. Nao faremos a demonstracao desse Teorema.

Observagao. (Para a demonstracao do proximo Teorema.) Seja A uma élge-
bra de Banach. Se x € A, podemos definir

o0 n

_ x
e’ = E —,
n!

n=0

sendo que a soma é convergente pois A é de Banach. Temos ¢’ = ¢ (a

identidade de A), e se zy = yx, vale e*t¥ = e®e¥. Em particular, e* € G(A)
para todo = € A.

No caso em que A é uma C*-dlgebra, tem-se (e*)* = e”
é continua, e assim comuta com a série que define e”.

* . . ~
pois a involugao

Mais um preliminar:

Teorema 10.9. Sejam H um espago de Hilbert e M, N, T € L(H) tais que
MT =TN. Se M e N sao normais, entao M*T = TN*.

Demonstragdo. Primeiro observe que se S € L(H), entao [[e®~°"|| = 1. De
fato, (e5797)* = 579 = (¢979")7! (usando a observacio anterior), logo
e3~5" é um operador unitdrio e portanto tem norma igual a 1.

Note que

MFT = TN para todo k > 0.
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Entao dividindo por k! e somando para todo k, obtemos eMT = Te | isto é;
T =eMTe N, Assim

_ * * _ * _ * _ * *
e M TeN :eM(eMTe N)eN = MM pN*=N

M—-M*

pois M e N sdo normais. Como ||e = ||V =N|| = 1, segue que

le= e < |7

Conclusao: se MT = TN e M, N sao normais, entdao ||[e” TeN"|| < ||T.
Agora, B B
(AM)T =T(AN) paratodo A € C

e MM, AN sdo normais. Portanto

Hef)\M*Te)\N*

< ||T'|| para todo A € C. (21)
Defina f : C — L(H) por
fO) = e M AN

Temos f € O(C, L(H)), e vimos que f ¢ limitada em (2I). Pelo Teorema de
Liouville, segue que f(A) = f(0), isto é;
M T =T para todo A € C.

Derivando em A temos M*e*" T = TN*e*" | e colocando A = 0 obtemos
M*T = TN*. O

10.4 O Teorema Espectral para operadores normais

Teorema 10.10. Sejam H um espago de Hilbert e A C L(H) uma subdlgebra
fechada e normal. Seja A = Ay o espago de Gelfand de A (o espago dos
homomorfismos de A). Entao eziste uma tunica resolugcdo da identidade E
definida sobre os borelianos de A, com E,, reqular para todos x,y € H, e
tal que

(1) para todo T € A, vale
T = / T dE; (22)
A
(2) E(w) # 0 para todo w C A aberto nao-vazio;

(3) Q € L(H) comuta com todo elemento de A se, e somente se ) comuta
com E(w) para todo w € B(A).
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Notagao. A equacao (22)) é uma notagao curta para a igualdade
(Tz,y) = / TdEw para todos x,y € H.
A

Demonstragao. Unicidade em (1): temos que a aplicagao

A— C(A)
T—T

é bijetora pelo Teorema de Gelfand-Naimark, isto é; C(A) = {T': T € A},
e portanto as integrais

/TdEx,y para T € A
A

determinam £, , pelo Teorema de Riesz. Mas (E(w)z,y) = E,,(w), e por-
tanto essas integrais, percorrendo x,y € H, determinam unicamente F(w),
para todo w € B(A).

Existéncia de E: fixados x,y € H, formo o funcional

cgA)—C
T (Tx,y),

que é limitado pois
| (T, y) | < (1T [yl = [T N0 N[l lyll-
Pelo Teorema de Riesz, existe f,, medida regular complexa sobre A tal que

<T.'E,y> :/Tduw,yv
A

e [1tagl (A) < ] 1y A
Vimos que T é autoadjunta se, e somente se T' é real, e nesse caso

/ATde = (Tz,y) = (y,Tx) = (Ty,x) = /ATAduy,x.

Também,

/Tdum,y: ?dm:/fduw:/fduw.
A A A A
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Isto é, para toda f € C'(A) real, temos

/f@az/fww
A A

mas podemos entao deduzir a mesma igualdade para toda f € C'(A), usando
a igualdade para a parte real e a parte imaginaria. Dessa forma, segue do
Teorema de Riesz que iy y = fiy,z-

Seja

FA)={f:A—C: féB(A)-mensuravel e limitada}.

Observe que fixado y € H, dados T' € A, x1,22 € H, e a € C temos

/ Tdﬂ“am-ﬁ—x%y = <T(O_/$1 + 1‘2), y> = <T$1,y> + <T2:2,y)
A

= / Td(a:uxl,y +:u$2,y)'
A

Conclusao: fixado y € H, a funcao = ~ jiz, ¢ linear no espago das medidas.
Da mesma forma, fixado x € H temos que y — f1,, ¢ antilinear.
Para f € F(A) fixada, defina

A Hx H—C
me/fww
A

Temos

A 9)] < (sup | |asol(A) < (sup [f)lJel ], para todos @,y € H.
Portanto (exercicio da lista 3) existe ®(f) € L(H) tal que

(P(f)z,y) = /Afd:“m/a para todos x,y € H.

Vemos também que essa fungao ¢ : F(A) — L(H) que definimos ¢é linear.
Se T € A, temos

@@mw—Aﬂmy<Mw

portanto ® é uma extensao a F(A) da transformada de Gelfand inversa!
Se f € F(A) é real,

(0, B(f)z) = @()ry) t/]fdumy L/‘fduyx==< (). )

para todos z,y € H, portanto ®(f) é autoadjunta.
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Afirmacgao. ®(fg) = ®(f)P(g) para todos f,g € F(A).
De fato, se S,T € A,

/Sfduw:/ﬁdum:@Tx,y}:/Sduh,y
A A A

Dessa forma T' dptzy = dprs, pelo Teorema de Riesz. Assim, para todo

feFA),
/A fT dptgy = /A f ey,

mas
/ Fdjirey = (O(F) T2, y) = (T, B(f)"y) = / T djto sy
A A

Como isso vale para toda T € A, temos que fdp,, = diz )y, € portanto

<q)(fg)l’,y> = /Agfd,u:v,y = Agdﬂx,é(f)*y = (@(g)x,@(f)*m
= (2(f)®(9)z,9),

como queriamos demonstrar.
Resumo: temos ® : F(A) — L(H) linear e p,, medidas complexas
regulares tais que

(P(f)x,y) = /Afd,um, para todos x,y € H, f € F(A).

Além disso;
e O(f) é autoadjunto se f é real;
e O(T) =T paratodo T € A; e
o &(fg) = (f)®(g) para todos f,g € F(A).
Dado w € B(A), defino
E(w) = ®(xw)-
Assim F(w) é autoadjunto para todo w € B(A). Se w,w’ € B(A), temos

E(W n w/> = (I)(Xwﬁw’) = CD(Xwa’) - E(W)E(W,)'
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Colocando ' = w, temos E(w) = E(w)?, de modo que E(w) sao projegoes
ortogonais. Se w Nw' = &, temos

EwUw) = ®(xwuw) = P(Xw + Xuw) = E(w) + E(W).

Além disso,

Resta mostrar que ji, ,(w) = (E(w)x,y) para todos z,y € H (e assim teremos
T = [,TdE,,). De fato,

(B(@)r, ) = (®(x)r,y) = /A Yoo iy = iy ()

para todo w € B(A).

(2): Seja w C A aberto nao-vazio. Entao existe f € C(A) nao-nula tal
que supp f C w. Agora, existe T' € L(H) tal que T = f. Como f = 0 temos
T # 0, e assim existem z,y € H tais que (T'z,y) # 0. Assim

0 < [Tz, y)| = ‘/ATdEx,y < / [F A1 By < [ flloc [Ery(w)]

Logo E, ,(w) # 0, e assim E(w) # 0.
(3): Sejam S € L(H), z,y € H, w € B(A) e T € A. Entao

(STz,y) = (Tx,S™y) = /

TdELS*y; e (T'Sz,y)= / TdEvay
A A

e também
(SE(w)z,y) = By sy(w) e  (E(w)Sz,y) = Egyy(w).
Dessas igualdades, é facil deduzir (3). O

Corolario 10.11 (Teorema espectral para operadores normais). Sejam H
um espago de Hilbert e T € L(H) um operador normal. Entdo eziste uma
dnica resolugio da identidade E sobre (o(T),B(o(T))) tal que E,, € reqular

para todos x,y € H, e
T = / NAE().
o(T)

Além disso, se S € L(H) comuta com T, entio S comuta com E(w) para
todo w € B(o(T)).
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Demonstracao. Seja

A={p(T,T*) : p(X,Y) € C[X,Y]} C L(H).

Temos que A é uma dlgebra normal fechada em L(H). J4 vimos também
que o(T) = 04(T), e a transformada de Gelfand é um isomorfismo entre A
e C(A) (Gelfand-Naimark). Como {p(7,7T*) : p(X,Y) € C[X,Y]} é denso
em A, j& vimos que T : A — o(T) é um homeomorfismo entre espagos
topoldgicos compactos. Assim

C(a(T)) = C(A)
frsfol

¢ um isomorfismo isométrico de dlgebras, de modo que A ~ C(o(T)).

Seja ' a tinica resolucio da identidade sobre (A,B(A)) dada pelo Teo-
rema anterior, tal que

(Rx,y) = / RdE,, paratodo R € A.
A

Dado w € B(o(T)), defino E(w) = E(T '(w)). Teremos que E é também
uma resolucao da identidade, e

(Tx,y) = / TdE,, = / AdAE,,.
A o(T)

Unicidade de E: temos que T" determina o valor da integral

/ AL (= (Ta,y))

Logo T também determina o valor de todas as integrais

[ PODABLR) (= 60 T)r0)
o(T
para todo p(X,Y) € C[X,Y]. Logo T determina todas as integrais

) dE, 4(A)
o(T)

para todo f € C (U(T)), pelo Teorema de Stone-Weierstrass, de modo que T’
determina F, ,, para todos x,y € H. Portanto E ¢ unica.

Se S € L(H) comuta com T, entao vimos que ST* = T*S pois T' é normal.
Assim, S comuta com todo elemento de A, e segue entao do Teorema anterior

que S comuta com F(w) para todo w € B(o(T)). O
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11 Aplicacoes

11.1 O calculo simbdlico

O seguinte é resultado da demonstragao Teorema Espectral geral, em parti-
cular das propriedades da funcao ®, que traduzimos aqui para o caso de um
operador normal.

Sejam H um espago de Hilbert e T € L(H) um operador normal. Seja

F(o(T)) ={f:0(T) — C : f éBorel-mensurével e limitado}.

Para cada f € F(o(T)), temos uma classe [f] € L>°(FE), e podemos definir

f(T) = FN)AE(X) € L(H).

o(T)
Temos que f(T)* = f(T), e assim f(T) é normal. A aplicacdo

F(o(T)) — L(H)
f= f(T)

é um homomorfismo de algebras, e

LAl Sstljp)lf!.

e vale a igualdade se f é continua (pois no espago das fungoes continuas, P
¢ a inversa da transformada de Gelfand, que é uma isometria).
Finalmente, se S € L(H) e ST =TS, entao

Sf(T) = f(T)S para todo f € F(o(T)).

Observagao. 1) Se w € o(T'), entao x,(T) = E(w). De fato,

(T, ) = / B 0) = Fryfe) = By

para todos x,y € H, portanto x,(7) = E(w).
2)Se f € F(o(T)), w € B(a(T)), entao f(T)E(w) = (fxu)(T).

Teorema 11.1. Se T' € L(H) € normal, entdo

1T = sup [(Tx,z)].

[l=]I<1
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Demonstracao. E claro que
| (Tz,z) | <||IT|| se|lz|| <1,

logo SUP|z|<1 | (Tz,z) | < ||T.

Temos que mostrar que dado ¢ > 0, existe g € H com ||xg|| = 1 tal que
IT|| —e < |{Txg,z0)|. Escolho g € o(T) tal que |Xo| = p(T") = ||T|| (existe
pois o(T") é compacto). Seja w = {\ € o(T) : |A— Xo| < €}. Como w é
aberto em o(7'), temos E(w) # 0, e assim existe g € H com |[zo| = 1 tal
que E(w)xy = xy. Agora,

} (T'zo, x0) } = | (T'xo — Nozo) + )\0{ > |Xo| — | (T — Xozo, To) |
Z ||T|| — | <TZEO — )\05(70,£L‘0> ‘

Basta entao mostrar que | (T'zg — \oxo, Zo) | < €. De fato, se f(A) =X — A,
temos

Txo— Nvo = (T — Mol )xo = f(T)xo = f(T)E(w)xo = (fXx0)(T)0

e portanto
[T20 — Xowoll < (XD < sup |fxo| <e. O

o(T)

11.2 O problema do subespaco invariante

Seja E um espaco de Banach, e seja T' € L(FE).
Existe F' C E, F' # (0), subespago fechado tal que T'(F') C F? (P)

A resposta ¢é sim se a) E tem dimensao finita, e b) se E' é ndo separavel:
a) Se a dimensao de F é finita, entdo T' tem autovalor.
b) Se E é nao-separavel e T # 0, seja x € F tal que T'x # 0. Seja

F=[{T"z:n=0,12,..}].

Entao F é invariante por T', e F' é separavel, de modo que F' # FE.
A resposta para (P)) em geral é nao para espagos de Banach separdveis.
Quando E ¢é um espaco de Hilbert, o problema esta em aberto.

Teorema 11.2. Se T' € L(H) é normal, entio T' possui um subespaco inva-
riante nao-trivial.
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Demonstragao. Se o(T) = {\o}, entdo T = Aol (escrevendo a resolugao da
identidade nesse caso).

Se o(T') tiver mais do que um ponto, existe w € B(o(T')) tal que E(w) # 0
e E(o(T) \w) # 0 (pois nesse caso existem dois abertos disjuntos de o(7'), e
tomamos w como sendo um deles). Seja

F={Ew)x : ze€ H}.
Entao F' # (0) pois E(w) # 0, e F' # H pois E(c(T)\w) #0,esey € F,
Ty=TE(w)y = E(w)Ty € F,

logo F' é T-invariante. [

11.3 Operadores normais
Teorema 11.3. Seja T € L(H) normal.
(a) T é hermitiano se, e somente se o(T) C R.
(b) T € unitario se, e somente se o(T) C{A € C : |\ =1}.

Demonstragao. (a) (=): Ja vimos; construimos A C L(H) uma C*-édlgebra
comutativa tal que T € A, e 04(T) = o(T).
(«<): Considere

f:o(T)—C
A=A

Temos T'= (T), e

T = B(T) = / FRICOE / NAE(\) =T,

o(T)

pois o(T) C R.
(b): Exercicio; segue diretamente de ser p(T) = ||T|| = 1 quando T é
unitario, e também que em geral vale

T°T = BI)B(T) = (BA)T) = / AZAE(N). m

o(T)
Teorema 11.4. Sejam T € L(H) normal e f € C(o(T)). Entao

ker f(T) = Im E(wy), onde wo={Ae€a(T) : f(\) =0}.
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Demonstracao. Temos fx,, = 0, logo

0= (fXwo)(T) = f(T)E(wo),
portanto Im E(wy) C ker f(7T).
Reciprocamente, para cada n € N, defina

Wy = {)\ € o(T) : d(\,wp) > %}

Temos o(T) \ wo = J,—, wn (note que wy é fechado). Defina f, = (1/f)xw,-
Assim ff,, = Xw,, de modo que f,(T)f(T) = E(w,). Se = € ker f(T), entao
E(wy,)x = 0 para todo n € N. Lembrando que fixado y € H, a funcao w
E(w)y ¢ uma “medida” a valores em H, concluimos que E(|J;” w,)z =0
se x € ker f(T), isto é; E(o(T) \wp)x = 0. Como E(wy)+ E(o(T)\wo) = id,
calculando em x € ker f(T) vemos que = € Im E(wy). O

Corolario 11.5. Seja T € L(H) normal, e seja Ny € o(T).

(1) ker(T — XoI) = Im E({\o}), e portanto g é autovalor de T se, e so-
mente se E({\o}) # 0.

(2) Se Ao € ponto isolado de o(T), entdo Ny € autovalor de T.

Demonstragao. (2): Se Ay é ponto isolado de o(T"), entdo {Ag} é um aberto
de o(T), de modo que E({\o}) # 0. O

Teorema 11.6. Seja T' € L(H) normal, e suponha que o(T) = {1, Ag, ... }.
Entao todo elemento x € H se escreve na forma

oo
T = E Zj,
J=1

onde (xj,xx) = 0 se j # k, e Tx; = N\jxj. (Note que permitimos ocorrer
z; =0, de modo que \; ndo € necessariamente autovalor de T'.)

Demonstragao. Temos que E({\;})E({\}) =0sej#k, e

ZE({AJ.}):C —E (U{Aj}) v =E(o(T))z = .

Basta entdao tomar z; = E({\;})z. Pela parte (1) do Corolario anterior,
temos que T'z; = \jx;. [l
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11.4 De volta aos operadores compactos

Teorema 11.7. Seja T' € L(H) normal. Sdo equivalentes:
(1) T € compacto;

(2) a origem € o tinico possivel ponto de acumulagdo de o(T) (e nesse caso
o(T) é enumerdvel), e N (\, T) tem dimensao finita para todo A € o(T)
nao-nulo.

Demonstragao. (1) = (2): J& vimos (vale para qualquer k € K(E) com E
espaco de Banach - Teoria de Riesz-Schauder).

(2) = (1): Vamos assumir que o(7) é infinito (se o(7") ¢é finito é facil).
Entao o(T)\ {0} = {\, : n € N}, Ay, = 0 e [N > [N > .... Seja
E; = E({\;}). Vimos que Im E; = ker(T' — \;I), e também dimIm E; < oo
para todo 7 € N por hipdtese.

Seja f,, : o(T) — C dada por

0  caso contrario.

fn(A):{)\j seA=MX;,1<j57<n

Temos
fn(T) =ME + B+ -+ N E,,

logo f,(T') é compacta (de fato, é de posto finito pois dim Im E; < 00). Agora
[fn(T) = T[] < supxeo(ry [fn(A) — Al, mas

0 sedxe{A,. ..., \}
[fn(A) = Al = < |l
Al se A { A, ..., )
portanto
[fa(T) =T < [Aa] =0
quando n — +00, e assim 1" é compacto. [l

Podemos assim revisitar os resultados que obtivemos para operadores
compactos hermitianos, trocando a hipétese “hermitiano” por “normal”.

Teorema 11.8. Se T' € K(H) ¢ normal, entao:
(1) existe X autovalor de T tal que |\| = ||T||; e
(2) se feC(a(T)) e f(0) =0, entdo f(T) € K(H).
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Demonstragao. (1): Se T = 0 entdao A = 0 = ||T'|| é autovalor. Suponha
T # 0. Entao existe A € o(T) tal que |\ = p(T) = ||T|| > 0. Como T
é compacto, pelo Teorema anterior A é isolado em ¢(7"), de modo que A é
autovalor de T'.
(2): Existe uma sequéncia de polinémios p, € C[X,Y], v € N tal que
Jim p, (A, A) = f(A)

uniformemente em (7). Logo p,(0,0) — 0 quando v — 400, assim defi-
nindo _ _

QV()\v )‘) = pu<)\7 )‘) - pu(07 O)>
obtemos uma sequéncia de polinomios que converge uniformemente para f
como p,, mas que sempre se anula na origem. Assim

g (T.T%) = f(T)I = sup |g,(A,X) = fF(A)] =0

Xeo(T)

quando v — +oo. Como T é compacto, temos que T™ é compacto, logo
q,(T,T*) é compacto para todo v pois como ¢,(0,0) = 0, a funcao ¢, (T, T*)
¢ da forma
(T, T%) =Y a; T (T*)".
gk
Mas entao provamos que f(7') é limite de operadores compactos, sendo por-
tanto compacto. O

11.5 Operadores positivos e a representagao polar

Teorema 11.9. Seja T € L(H). Sdo equivalentes as sequintes defini¢oes de
operador positivo:

(1) (Tz,x) > 0 para todo x € H; e
(2) T=T*%eo(T) C0,+0c0].

Demonstracao. (1) = (2): Vimos que se (T'z,x) € R para todo z € H, entao
T = T* (exercicio da Lista), e portanto o(7") C R (vimos esse resultado para
C*-dlgebras...). Seja A € R, A < 0.

Seja A € R, A < 0. Entao

—Mz||* = (=Xz,z) < (T2 — Az, ) < |(T = M)z |||,

logo
(=M)||z|| < ||(T'—= A)z|| paratodo x € H,
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de modo que T — AI ¢é injetora, a imagem desse operador é fechada e sua
inversa é continua. Resta mostrar que Im(7 — AI) é densa em H. Agora,

Im(T — ) = [ker(T — A )*|" = [ker(T — )" = {0} = H.

(2) = (1): Temos T' = fJ(T) AAE(N), isto é;
(Tz,z) = / AdE, .(A) >0 paratodo x € H. O
o(T)

Teorema 11.10. Se T' € L(H) € positivo, existe um tinico S € L(H) positivo
tal que S* = T. (O operador S é a “raiz quadrada” de T.) Mais, S é
wmversivel se T o for.

Notagao. S = T2

Demonstracao. Note que precisamos de uma constru¢ao um pouco mais sofis-
ticada do que somente o calculo simbdlico para obter a unicidade do operador
S.

Seja A uma subalgebra normal e fechada em L(H) contendo 7. Pode-
mos supor que A é a menor subdlgebra de L(H) com essas propriedades
(tomando a intersecgao de todas as subdlgebras dessa forma). Temos que a
transformada de Gelfand é um isomorfismo A ~ C(A,4). Agora,

T(A) =o(T) C [0, +00],

isto é; 7' é uma funcdo positiva, de modo que existe um tnico f € C (A) com
f >0 tal que f% = T. Como a transformada de Gelfand é um isomorfismo,
existe S € A tal que f = S para um tnico S € A. Logo S é positivo, e
S?2=T.

Seja Sy € L(H) positivo e tal que Sz = T, e seja Ag = {p(So) : p € C[X]}
subdlgebra normal e fechada. Temos T' € Ay pois T = S2 € Ay, de modo
que A C Ag pela minimalidade de A, e assim S € Ap, mas entao S = S pela
unicidade em Ay (como na unicidade em A).

Se T é inverstvel, T-'T"/2 é o inverso de T"/2. O

Teorema 11.11 (representagao polar). (1) Se T € L(H) € normal, entao
T =UP, onde P é um operador positivo e U é um operador unitdrio.

(2) Se T € L(H) € inversivel (ndo precisa ser normal), entdo a repre-
sentacao polar € unica;

P=(T"T)? e U=TP".

Notagao. (T*T)Y? =|T|.
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Demonstragao. (1): Temos T = fg(T) AdAE(N). Sejam p(A) = |A| e

() = M se A#0
A= 1 se A = 0.

Entao u(A)p(A) = A, de modo que w(T)p(T) =T. Agora,
o0 = [ B
o(T)

logo p(T') é positivo. Além disso,
w(T)uw(T) =uw(T)u(T) = (uu)(T) = 1(T) = 1.

(2): Se T'= UP com U unitario e P positivo, entdo T* = PU*, logo
T*T = PU*UP = P2, logo P = (T*T)"?, e assim P é tinico, e também U é
tnico pois U = TP,

Como T ¢é inversivel, segue que T* também o é, logo também T*T é
inversivel, e pelo Teorema anterior P = (T*T)/2 é inversivel, portanto U =
TP~ estd bem definido.

Precisamos mostrar que U é unitario. Agora

U* — (TP—1>* — (P—l)*T* — P_IT*,

logo
UU = p~iT*TPp~! = p7lp?p-l = . O

Corolério 11.12. Se M,N € L(H) sio normais tais que M = TNT™!
para algum T € L(H) inversivel, entao M = UNU* para algum U € L(H)
unitdrio.

Demonstracao. Como T é inversivel, existem U unitario e P > 0 tais que
T = UP. Vamos mostrar que PN = NP.
Assumindo PN = N P por enquanto, obtemos

M =TNT'=UPNP'U*=UNPP'U*=UNU",

logo basta demonstrar PN = N P.
Temos MT = TN (logo M*T = TN*, e assim T*M = NT*). Logo

P?N =T*TN =T*MT = NT*T = NP?,

assim f(P*)N = N f(P?) para todo f € C(c(P?)). Como o(P?) C [0, +00],
posso tomar f(A) = v\ O
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Observagao. Seja U € L(H) unitario. Entao

U= / AAE(N).
o(U)

Como U é unitéario, o(T) € {\ € C : || = 1}. Colocando A = €/ para
alguma f € F(o(U)) (f é um argumento para o espectro de U, que nao é
necessariamente continuo, mas isso nao é problema), temos que 0§ = f(U) €
L(H),ee? =U.

Portanto se T' € L(H) é inversivel, temos T = ¢%|T.

Também, o(|T'|) CJ0,00] (0 ¢ o(|T|) pois T' é inversivel). Assim log A €
C(o(|T)), podemos definir R = log |T|, e temos T = e®e®.

Conclusao: se T' € G(L(H)), entao T é o produto de duas exponenciais.

Corolario 11.13. O espaco G(L(H)) é conexo.

Demonstragdo. Se T € G(L(H)), entdao T = eeft com §, R € L(H). Assim
temos uma curva continua v : [0, 1] — L(H) dada por

617'967'R;

(1) =

temos v(0) =1, yv(1) =T, e (1) € G(L(H)) para todo 7 € [0, 1]. O

A aplicagao exponencial em uma algebra de Banach; exp : A — G(A) em
geral nao é sobrejetora.

Observagao. Se x € A é tal que 0 pertence a componente ilimitada de C\ o (x)
(de modo que o(x) admite um logaritmo), existe y € A tal que e¥ = x.

Teorema 11.14. Sejam D = {z € C : 1 < |z| < 2} e H = Or2(D) =
O(D)N L*(D). Seja M € L(H) dada por

(Mf)(z) = zf(2).

Entao M € G(L(H)), mas nao possui raiz quadrada em L(H) (e portanto
M nao pode ser exponencial de fun¢ao alguma).

Demonstragao. Note que a funcdo 1/z é holomorfa e limitada em D. Assim
o operador f(z) — 1f(z) pertence a L(H), e é o inverso de M.

Suponha por absurdo que exista Q € L(H) tal que Q* = M. Seja a € C
tal que 1 < |a| < v/2 (e portanto A = a? € D). Sejam

My=M-X, S=Q—-al, e T=Q+al.
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Agora f € ker M), se, e somente se (z— ) f(z) = 0 para todo z € D, o que
é equivalente a ser f = 0, portanto M) é injetora. Como ST =TS = M,,
segue que S e T sao injetoras.

Note que

My(H) ={h € Or2(D) : h(\) =0}.

De fato, (M, f)(A) = 0 para todo f € H. Reciprocamente, seja h € H tal
que h(\) = 0. Entao f(z) = h(z)/(z — ) € O(D). Temos f € L*(D) pois f
¢ limitada em B,()), para p > 0 pequeno, e fora dessa bola,

1
[ sy < [ pdray.
D\B,(}\) P~ Jp

A aplicagdo ¥ = f +— f(\) é um funcional linear continuo em H, e
ker U = M,(H). Logo My(H) é um subespaco fechado de codimensao 1 em
H, de modo que M)y nao é inversivel (teria de ser sobrejetora). Portanto um
dos dois operadores, S ou 7', nao pode ser inversivel (pois My = ST =T5).
Pela definigao de S e T', temos entao que o ou —« pertence a o(Q).

Como My = T'S, entao ¢ facil ver que M,(H) C T'(H). Como M,(H) tem
codimensao 1, segue que ou T'(H) = H, ou T(H) = M)(H). Se T(H) = H,
entdo T ¢é inversivel pelo Teorema da Aplicacdo Aberta. Se T'(H) = M, (H),
entao como ST = M), temos S(M,(H)) = S(T(H)) = M\(H), mas como S
¢ injetora e My (H ) tem codimensao 1, segue que S ¢ sobrejetora (S mandard
o complementar de My (H) no complementar de M,(H)).

Conclusao: se existe Q € L(H) tal que Q* = M, entao para todo a € C
com 1 < |a| < v/2, temos ou S = Q — af inversivel ou T' = Q + ol ¢
inversivel, e ndo ambos. Portanto se Q = {a € C : 1 < |a| < v/2}, entdo

Q= (c(@QNQ)U(—-0(Q)NQ)

uniao disjunta, absurdo, pois €2 é conexo. [l

A Exercicios

Observacgao. Os exercicios seguintes foram elaborados pelo prof. Dr. Paulo
D. Cordaro, e somente reformatada para manter o estilo do resto das notas.

A.1 Listal

1. Seja (z;);e; uma familia de ntimeros reais positivos e suponha que exista
uma constante C' > 0 satisfazendo

in < (C, paratodo F' C I finito.

iEF
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Mostre que

i€l 1€EF

in:sup{in: FC]ﬁnito}.

2. Sejam E, F, G espacos normados, T' € L(E, F), S € L(F,G). Mostre que
SoT e L(E,G)eque ||[SoT| <|[|S]-|IT]-

3. Sejam E e F espagos normados, {z,} uma sequéncia em E, {7} uma
sequéncia em L(E, F), x, — z, T,, = T. Mostre que T, (x,) — T(x).

4. Sejam E um espago normado e f : F — C um funcional linear. Mostre

que f é continuo se, e somente se, ker f = {x € E': f(x) = 0} é fechado.

5. Sejam E um espago normado e z € F. Mostre que existe um funcional
linear continuo f € E' tal que f(z) = || f|| - [|z]-

6. Sejam FE, F espagos de Banach, {f,} C E', {y,} C F e {c,} C C tais que

oo
sup | full < 00, sup ynll <00, D len] < o0,
neN neN

n=1

Mostre que Tz = | ¢, fn(z)y, define um elemento de L(E, F) que sa-
tisfaz a seguinte propriedade: T' é limite, em L(FE, F’), de uma sequéncia de
operadores de posto finito (isto é, operadores cujas imagens tem dimensao
finita).

7. Utilizando a aplicagao canonica de um espaco normado £ em seu bi-dual,
demonstre o seguinte fato:

{xn}, é limitada em F <= {f(z,)}, ¢ limitada em C, Vf € E'.

8. Seja [’ um subespago vetorial de um espago de Hilbert H. Mostre que
(FHt =F.
9. Seja H = (5(N) e considere as sequéncias {1}, {S,} em L(H) dadas por
Tn<$1,x2, .. ) = (ﬂ, ﬁ, . ) s
n'n
Sn(.]?l,l'Q .. ) = (O, N ,O, Ln+1y - - )
——

n

Mostre que T,, — 0 em L(H) mas que isto nao é verdade para a sequéncia
{S,.}, apesar de S,,(Z) — 0 para todo ¥ € H.

10. Dado um espago normado E e dada uma sequéncia {z,} em FE, dize-

fr
mos que {I‘n} converge fmcamente para r € E, € escreveremos r, — I, Se€
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f(x,) — f(x) para todo f € E'. Verifique que
a) Se z,, — x em F entao x, L
b) Se 2, > z entdo {z,,} ¢ limitada.

(
(b)

(c) Se dim E < oo entdo z,, — « em F se, e somente se, 5 .

(d) Se H é um espago pré-hilbertiano e se {z,} C H é ortonormal entao
Z, 2 0. Conclua que a equivaléncia do item (c) deixa de ser valida em

espagos de dimensao infinita.

(e) Se H é pré-hilbertiano e se {x,} C H é tal que x, & ore znll — (2]
entao x,, — x em H.

11. O objetivo deste exercicio é obter uma demonstragao do seguinte re-
sultado fundamental: em um espaco de Hilbert H, toda sequéncia limitada

possui subsequéncia que converge fracamente. (Compare com o Teorema de
Alaoglu-Bourbaki.)

(a) Seja {z,} uma sequéncia limitada em H. Construa sequéncias Sy, Si,
Sa, ... indutivamente, do seguinte modo: Sy é a prépria sequéncia {z,}.
Se So,...,S. ja foram construidas,, considere S,,; = {y,} como sendo a
subsequéncia de S, para a qual (y,, x,) converge quando n — 0.

(b) Conclua que existe uma subsequéncia {z,, } de {z,} com a propriedade
que (,;,z,) é convergente, quando j — oo, para todo r € N.

(c) Seja F' o fecho do subespago gerado por {w, : n € N}. Mostre que (z,,;,¥)
é convergente, qualquer que seja y € F.

(d) Utilizando a existéncia de uma projegao ortogonal sobre F' conclua que
(Tn;, z) é convergente para todo z € H.

(e) Mostre que f(z) = limj_ (2, 2y,;) define um elemento em H’. Use o
. . . fr
teorema de Riesz para concluir que existe z € H com x,, — .

12. Sejam H um espaco de Hilbert e A : H — H uma aplicagdo linear
satisfazendo (Ax,y) = (x, Ay) para todos x,y € H. Mostre que A é continua.

13. Sejam H um espago de Hilbert e A € L(H). Mostre que A é um operador
auto-adjunto se, e somente se, (Az,z) € R para todo x € H.

14. Seja H um espago de Hilbert. Mostre que se A € L(H) entao A*A é
auto-adjunto e que ||A*A|| = || A|*.
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A.2 Lista 2

1. Sejam E, F espagos normados e k € IC(E, F'). Mostre que k leva sequéncias
fracamente convergentes em sequéncias convergentes.

2. Seja K € C([e,d] x [a,b]). Utilizando o teorema de Stone-Weierstrass
mostre que o operador

k:C (la,b]) — C([e,d]), /Kts

é limite, em L (C ([a,b]),C ([¢,d])), de uma sequéncia de operadores de posto
finito.

3. Sejam H um espaco de Hilbert e A € L(H) satisfazendo A*A = AA*
(operadores satisfazendo esta propriedade sdo chamados normais). Mostre
que

(a) [A%z]| = [|Az]], Vo € H.

(b) [ 42] = I AlJ*.

(c) Se A € C entao N (\, A) = N(\, A*).

(d) Se z, y sao autovalores correspondentes a autovalores distintos de A entao
zLy.

e) Se e é um autovetor de A entao [e]* é invariante por A e por A*.

(f) Se H = ly(Z), ¢ A € L(H) ¢ dado por A ({Zn}nez) = {Tn+1}nez, entdo

A é normal.

4. Sejam H um espago de Hilbert e k € IC(H). Defina A = k*k e sejam {\,}
o conjunto dos autovalores nao nulos de A e {e,} o conjunto ortonormal dos
respectivos autovetores de A. Defina f,, = k(e,)/vA,. Mostre que, para
cada z € H, vale a representacao

= Z \/)‘_n<x7 en>f

5. Sejam E = Cr2([a,b]) e k: E — E definida por

Mostre que k € K(E).

6. Dado um subconjunto aberto € do plano complexo denotamos por O(£2)
o espago de todas as fungoes holomorfas f : Q — C e por O4(2) o espago
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O(Q)NL>(Q).

(a) Mostre que O (f2) é um subespago fechado de L>(£2) e portanto espaco
de Banach.

(b) Seja ©; C £ um aberto relativamente compacto em 2. Mostre a aplicagao
de restrigao f — f|q, define um operador compacto de O (£2) em O (€21).

(c) Seja Q1 C Q2 um aberto relativamente compacto em 2. Mostre a aplicagao
f— f'|a, define um operador linear continuo de O (£2) em Ou(§21).

(d) Conclua que a aplicagao do item anterior é também compacta.

7. Dado um subconjunto aberto €2 do plano complexo denotamos por Os(€2)
o espago O(Q) N L*(Q).

(a) Mostre que O(€2) é um subespago fechado de L?*(€2) e portanto um espago
de Hilbert.

(b) Determine, explicitamente, uma base hilbertiana para o espago de Hilbert
O4(D,(0)), onde D,(0) ={z: |z| <r} (r > 0).

(c) Seja 1 C 2 um aberto relativamente compacto em 2. Mostre a aplicacao
f = f'|a, define um operador compacto de O3(2) em Oy(2).

8. Dados A € C e ¢ € C([a,b]) a valores reais (escrevemos ¢ € C([a,b]; R)),
definimos

Laly)(t) = =y"(t) + [q(t) = Ny(t), y € C*([a,b]), t € [a,b].

Considere o problema de Sturm-Liouville,

Lilyl = f
{ym>=yw>=0. (PSL)

onde f € C([a,b]) é dada.
Dizemos que A é um autovalor para (PSL) se o problema

Lyl =0
{mw:<m=o (PAY)

admite uma solugao y nao trivial. Uma solu¢do de (PAV) quando A é um
autovalor de (PSL) denomina-se uma autofungdo de (PSL) associada ao au-
tovalor A.

(a) Mostre que todos os autovalores de (PSL) sao reais.

Em virtude deste fato podemos assumir, a partir de agora, que todas as
fungoes envolvidas sao a valores reais. Em particular, trabalharemos a seguir
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no espaco pré-hilbertiano real H = C72([a, b]; R), munido do produto interno

e = (] () ) "

(b) Mostre que autofungoes associadas a autovalores distintos sdo ortogonais.
Conclua que o conjunto do autovalores de (PSL) é no maximo enumeravel.

(c) Mostre que a dimensao do espago das autofungoes associadas ao autovalor
A é igual a um (para isto, lembre-se da EDO de primeira ordem satisfeita
pelo wronskiano de duas solugoes de uma dada EDO linear).

(d) Mostre que o conjunto dos autovalores de (PSL) é limitado inferiormente.
Sugestao: mostre que existe ¢y € R satisfazendo a seguinte propriedade: se
A < ¢y e se y € C?([a,b];R) satisfaz y(a) = y(b) = 0, ||y]la = 1 entao
f Lylyl(t)y(t)dt > 0; para tal mostre primeiramente o seguinte lema: se
T € C’l([a b] ]R) entao

1
(1) < g—ll=llz + 2lllafl«’ll2, ¢ € [a,B].

(e) Mostre que podemos assumir A > 0 para todo autovalor A de (PSL).
(f) Mostre que existe G € C([a,b] X [a,b];R), G(t,s) = G(s,t), Vs,t € [a, b],
satisfazendo a seguinte propriedade: y € C?([a, b]; R) é solugao do problema

de fronteira
{ ' +qy=f
y(a) = y(b) =0,

se, e somente se,

:/ G(t,s)f(s)ds, t e [a,0].

(g) Utilize o teorema espectral para operadores compactos hermitianos para
obter as propriedades dos autovalores e respectivas autofungoes de (PSL).

9. Sejam (X, B, ;1) um espago de medida e H um espaco de Hilbert separavel.
Uma fungao f : X — H é B-mensuravel se x — (f(x),y) é B-mensuravel,
para todo y € H.

(a) Mostre que se f,g : X — H sao B-mensuraveis entao = — || f(z)]]? e
z+— (f(x),g(x)) sdo B-mensurdveis.

(b) Seja L*(X, B, u; H) o espago das funcoes f : X — H que sao B-mensu-
raveis tais que
JIr@lFant) < o
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Mostre que L*(X, B, u; H) é um espago de Hilbert com produto interno

<mwémmmwm»

(c) Seja {e, nen base hilbertiana de H. Mostre que se f € L*(X,B,u; H)

entao
N

&g;(f(x),e@en = f(z) em L*(X,B,u; H)

e que, se também g € L*(X, B, u; H),

uwzzémmwwmww@.

neN

A.3 Lista 3

1. Seja E um espacgo de Banach separavel.
(a) Mostre que existe {z,,: n € N} C B={x € E: ||z|| <1}, denso em B.
(b) Defina uma aplicagao T": ¢1(N) — E pela férmula

T({A}) =D Ann -

Mostre que T esta bem definida e é continua.

(c) Mostre que T' é sobrejetora. Sugestdo: dado x € E com ||z|| = 1 defina
{nr} C N recursivamente, exigindo que n; /' 0o e

k
T — E 21_]xn].
Jj=1

(d) Conclua que todo espago de Banach separdvel é isomorfo a algum quoci-
ente de ¢;(N).

2. Sejam £ um espago normado e T' € L(E) satisfazendo sup,,5 || 17| < oo.
Defina

<27k,

1N—1
Sy = — T e L(F).
N NnZ:o € L(E)

Mostre que
(I-T)E)={zeE: A}im Syx =0}
—00
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e que, portanto,

(I —T)(E) Nker(I —T) = {0}.

3. Sejam E um espago de Banach e E’ seu dual (topolégico), isto é, E' =
L(E,C). Seja o(FE,E") a topologia menos fina sobre E que torna todos os
funcionais f € E’ continuos (o(F, E’') denomina-se topologia fraca sobre E).
Mostre que:

(a) Mostre que o(E, E’) é menos fina que a topologia definida pela norma de
E;

(b) Mostre que um net (z,)qe; em E converge para © € E em o(E, E’) se, e
s6 se, o net (f(xq))aer converge para f(x), qualquer que seja f € E';

(¢) Mostre que o(E, E') é Hausdorff;

d) Mostre que toda sequéncia em F que converge em o E, E’) é limitada na
g
norma.

(e) Utilize a versao geométrica do teorema de Hahn-Banach para mostrar que
se E tem dimensao infinita entdo o fecho de {z € E : ||z|| = 1} na topologia
o(E,E") é o conjunto {x € E : ||z]| < 1}.

4. Sejam E um espago de Banach e z +— & a aplicagao canonica de E em seu
bidual E”. Mostre que {Z : x € E} é denso em E” com respeito a topologia
o(E", E).

5. Seja A uma algebra de Banach e sejam x,y € A. Mostre que se e — xy €
G(A) entao e —yxr € G(A) e que
(e—yx)t=e+yle—zy) 'z,

Conclua que se A € C, A # 0, entéao A € o(xy) = A € o(yzx).

6. Seja A a algebra das fungoes de classe C' no intervalo [0, 1], munida da
norma

1= 11 fllos + 11 Moo -
Mostre que

(a) A, com produto ponto a ponto, é uma &lgebra de Banach comutativa e
semi-simples.

(b) Determine A 4.

7. Sejam H um espaco de Hilbert e A : H x H — C uma forma sesquilinear
limitada, isto é, existe M > 0 tal que |[A(z,y)] < M se ||z|| =1e |yl = 1.
Mostre entao que existe um tnico operador 7' € L(H) tal que

Az, y) = (Tx,y), z,y€ H.
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Mostre, também, que ||T| = sup{|A(z, )| : [lz] =1, [lyll = 1}.

8. Sejam H e A como no exercicio 7. Suponha também que exista ¢ > 0 tal
que
Az, 2)] = cllz|?, =€ H.

Mostre que existe um isomorfismo anti-linear S : H — H’ tal que
Mz, Sf) = f(z), v€H, feH.

Esse resultado é conhecido como “Lema de Lax-Milgram”.
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Indice Remissivo

algebra, funcao
algebra de Banach, essencialmente limitada,
comutativa holomorfa, G1]
radical de uma, [74]
semi-simples, [74] grafico, 10
involugado em uma, homomorfismo,
autovalor, homomorfismo de algebras,
autovetor, ideal,
base hilbertiana, 19 maximal,
proprio,
C-algebra, indice de uma curva,
normada, isometria,
C*-algebra, isomorfismo, 48]
coeficiente de Fourier,
completamento de espacos, 48 Lema
conjunto de Lax-Milgram,
boreliano, [107] de Wiener,
dirigido, de Zorn,
magro, 10 medida

normal,

complexa
relativamente compacto, 23] prexa,

decomposicao de Jordan,

Desigualdade de Bessel, 1T regglaf, 10Tl
variacao total,
elemento
auto-adjunto, B net, 70 '
espectro de um, normas equivalentes,

hermitiano, BTl

_ ) operador

inversivel, auto-adjunto,

noan‘al, B3 autovalor de um,

POSItIvO, autovetor de um,
espago compacto,

separave.l, hermitiano,
espaco quociente, positivo,

0
espectro, representacao polar de um, [114]

familia equicontinua, unitdrio, U8
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Principio da Limitacao Uniforme, [9 hermitiana,

Processo de Gram-Schmidt, positiva,
produto tensorial, representacao polar de uma, 114
projecao, unitéria,

ortogonal, transformada de Gelfand,

raio espectral,
representacao polar, [114]
resolucao da identidade,

sequencia
absolutamente somavel,
ortonormal,
somavel, [7]

Teorema

da Aplicacao Aberta, 10

da Aplicacao Espectral, 87

da Base, I3

de Alaoglu-Bourbaki,

de Ascoli,

de Banach-Steinhaus,

de decomposicao de Hahn,

de Gelfand-Mazur,

de Gelfand-Naimark,

de Hahn-Banach,

de Liouville,

de Riesz, [14] [10T1]

de Runge,

de Stone-Weierstrass, 21

de Tychonoff, [T1]

de von Neumann, 49

do Gréfico Fechado,

espectral

para op. hermitianos compac-
tos, B1]
para operadores normais,

topologia fraca-x, [T1]
transformacao

auto-adjunta,

autovalor de uma,

autovetor de uma,
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