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Prefacio

Os usos € os que usam a analise complexa aparecem em todas as ciéncias
fisicas e na engenharia. Este livro oferece uma introduco ripida e eficiente
desse assunto, desenvolvendo a maioria das técnicas consideradas basicas.
Muitas das aplicagdes modernas da analise complexa requerem técnicas mais
aprimoradas. Por esse motivo, uma introdug¢io aos métodos das variaveis
complexas deve tentar mostrar como as técnicas funcionam, assim como o
que elas significam. Escolhemos fazer isso, estabelecendo os fatos como
teoremas cujas hipoteses e conclusGes s@o mencionados explicitamente, e
incluindo aquelas demonstra¢cdes que podem ajudar a esclarecer os fatos.
Nosso desenvolvimento ajudara a maioria a adquirir os conhecimentos basicos,
fornecendo um preparo para o entendimento de técnicas adicionais de maior
interesse, no caso especifico de cada um. Levara também os estudantes de
matematica a perceberem os fatos operacionais emergirem da analise elementar.

Temos alguns comentarios especificos para o leitor. “Elementar” nio
significa “facil”. Para acompanhar nosso desenvolvimento, vocé deve estar
preparado. Admitimos que vocé esteja apto a utilizar os instrumentos do
calculo de uma e diversas variaveis, integrais de linha, séries infinitas e séries
de poténcias. Para dominar as técnicas, vocé deve resolver os problemas.
Convidamos, especificamente aqueles que utilizam este livro autodidaticamente,
a nos escreverem, no caso de terem duvidas.

Charles E. Merrillnos ajudou muito. Gostariamos de agradecer especial-
mente a Pete Hutton, o Editor, e a Linda Mohrman nossa orientadora pessoal.

P. €
A I
mes, Iowa JC M
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2 Introdugéo as varidveis complexas -

Sejam z, = x; +iy; =r,(cos0, +isend,) e z, =x, + iy, =r,(cos 0, +
+ isen 6,) dois nimeros complexos. Damos a seguir as operagdes algébricas
usuais com numeros complexos.
zy 2, = (X + X5) + iy + ¥,);
212, = (X1V1 = X,3¥,) + X1y, + X,¥,)
=r,r,[cos (0, + 6,) +isen(8, + 0,)];
2y _ [(xyx; + y495) + %19, + X,4)]
z, (x% + y?)

= <:_1) [cos (6, — 6,) + i sen (8, - 0,)];

2

sempre que x2 + yZ =712 # 0.
Se r, # 0, podemos também escrever

2 )

z z r

Em particular, ? .ZI ?
L _ (x5 = iy,)
o (G4

= (%) (cos 8, —isen 0,).

2

As operagdes de multiplicac@o e divisdo sdo os Unicos itens mencionados
até aqui que distinguem o nimero complexo z = x + iy do vetor (x,y).

Exemplo 1.1 Suponhamos z, =i e z, = 1—i. Na forma polar, z; = 1[cos
(n/2) + isen (n/2)], e z, = 2!/*[cos (~n/4) + isen (- n/4)].

232, =1 +i= 21’2[003 (%) + isen (%)],

3n 3n
— 2—1/2 e s . “
l:cos<4> + zsen<4):|,
_ZZ = 2‘”2|:cos (—Z) + isen (—Z )]

Exemplo 1.2 Encontrar todas as solugdes da equagio z* = 1. Se assumimos
que z = r(cos 6 + isen 6) é uma solugdo, entdo r*(cos460 + isen40) = 1.
Para qualquer inteiro k podemos escrever 1 = 1(cos 2nk + isen 2nk). Se
tomamos r =1 e § = nk/2 para k =0, 1, 2, 3, obtemos quatro solugGes dis-
tintas para a equagdo z* = 1, da forma z = 1(cos nk/2 + isen nk/2):
k=0; z=1;

-

k=1; Z=1<cos%+isen%)=i;
k=2; z=1(cosn +isennm)=—1;

3 3
k=3; z=1<cos—21—t+isen7n>=—i.
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O leitor podera verificar que para qualquer outro valor de k, além de 0, 1, 2,
ou 3, z = 1(cos nk/2 + isen nk/2) sera um dos quatro nimeros 1, i, —1, —i.

Necessitamos também de alguma terminologia para descrever os tipos
de conjuntos de nimeros complexos que usaremos freqiientemente. Se a
¢ um nimero complexo € r € um nimero real positivo, as desigualdades
|z—a| <71, |z—a| <7, |z—a| =r, denotam, respectivamente, o disco aberto
de raio r com centro em z = g, o disco fechado de raio r com centro em z = q,
e o circulo de raio r e centro em z = a. Mais geralmente, um conjunto S de
numeros complexos € aberto se cada ponto de S € o centro de um disco aberto
de raio positivo, cujos pontos pertencem todos a S; em termos mais formais,
S ¢€ aberto se para cada z, €S existe um numero, r(z,) > 0, tal que todo ponto
z, com |z—zy| < r(z,), se encontra em S.

Um conjunto aberto de numeros complexos é conexo se,para cada par
de pontos de S, existe uma trajetéria poligonal que os une e que se encontra
inteiramente contida em S. Denominamos S um dominio se for aberto e conexo.
Um dominio S € simplesmente conexo se toda curva fechada em S contém
somente pontos do interior de S.

Exemplo 1.3 Sejam S = {zi|zl < 1} e T = {z:0 < |z] < 1}. Tanto S como T
sd0 dominios; S € simplesmente conexo, mas T ndo ¢ simplesmente conexo.

O termo “dominio” é usado com maior freqiiéncia para descrever o con-
junto no qual uma fun¢do estd definida. J& que achamos conveniente definir
a maioria das funcGes consideradas em conjuntos abertos, conexos, ndo havera

ambigiiidade real na utilizagdo desse termo.

Exemplo 14 Seja H o conjunto dos nimeros z = x + iy para os quais
|z—1| < |2|. Entdo |z—1]* < |2|?, (z-1)(z-1)<zz (z-1)(E-1) <2z, e l <z +Z.
Desde que z + z = 2 Re z, isso significa que Re z > 1/2 para todo z em H.

Uma vez que se verifica facilmente que todo z tal que Re z > 1/2 esta
em H, podemos denominar H um semiplano a direita da reta Re z = 1/2.

Notamos que H ¢ um dominio.

Problemas

1.1. Para cada numero z dado, encontre 2z, z°, 1/z, Z, e z/|z| na forma retan-
gular e polar. Represente os numeros seguintes no plano cartesiano.

a) z=1i,
b)yz=1+1,
c) z=3+4i

1.2. Sejam z, =1+, z, = 2—1i.
a) Escreva z; ¢ z, na forma polar com os argumentos principais.
b) Encontre z, + z,, z,z,, z,/z, na forma retangular e polar.
¢) Descreva cada um dos seguintes conjuntos geometricamente e dando
uma equagdo em x e y que deva ser satisfeita pelos pontos de cada um
dos conjuntos:
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i) J € o conjunto de todos os z, para os quais
|lz=zy| = |z=z,|.
ii) K ¢ o conjunto de todos os z, para os quais
lz—z,| + |z—2z,| = 3.
1.3. Verifique as seguintes afirmagdes.
a) |2"| = |z|* para todo inteiro n e qualquer nimero complexo z.
b) |z, + 2, + 4+ z,| < |z,] + |z,| + -+ + |z,| para n inteiro e positivo.

1.4. Que condicdo geométrica deve ser satisfeita por z, e z, se |z, + z,| =
=z, +

1.5. Mostre que |z, + z,| = |z,|—|z,| se e somente se argz, —argz, = kn
para algum inteiro k impar.

1.6. Se a e b sdo nimeros reais, descreva geometricamente o conjunto dos
numeros complexos z tais que |(z—a)/(z—b)| > 1.

1.7. Encontre todas as solugdes de cada uma das equagdes seguintes.

= ‘-)
o

a) z2 =1,
b) z° = -1,
c) z% =3,
d)z2+z+3=0,
e) z3 = 8i.

1.8. Suponha que w seja uma solugdo qualquer para a equagdo z" = 1, onde
n € um inteiro positivo e Im w # 0. Prove que

L+w+w? 4+ +w ' =0

1.9. Use o Teorema de De Moivre para mostrar que
a) cos 5x = 16 cos® x—20 cos® x + Scos x, para todo real x.
b) sen (x + y) = senx cosy + cos x sen y, para quaisquer x e y reais.
¢) Encontre uma férmula para a soma

14+ cosx+cos2x + -+ + cos(n—1)x

para qualquer x real e qualquer inteiro positivo n.
1.10. Quais dos seguintes conjuntos sdo abertos? conexos? dominios? dominios
simplesmente conexos?
a) A= {z:|z-1] = 2};
b) B = {z:|]z-1]| < 2};
¢) C={zi|z—1] < 2};
d) D = {z:|]z-1] > 2};
e) E={z:1 <|z] <2};
f) F={z1<|¢<2};
g) G ={z=x+iy:xy > 0}.

12 FUNCOES E APLICACOES

Definicdo Seja D um dominio. Se a cada ponto z de D fazemos corresponder
um Unico numero complexo w = f(z), dizemos que a equagido w = f(z) define
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uma fungdo a valores complexos em D. Chamamos D de dominio da fungdo, e
para cada z em D, w = f(z) € denominada a imagem de z. O conjunto de todas
as imagens {w:w = f(z),ze D} & denominado a imagem da funcdo.

Nao hé perigo de ambigiiidade em se usar f(z), ou a equagdo w = f(z),
ou mesmo f, para denotar a fun¢do definida em D. Sendo E a imagem da
funcdo f(z), podemos também denominar f(z) uma aplicagio do dominio D
no _conjuntoE. Como ilustragio, vamos definir duas aphcaqoes especialmente
simples, para as quais D = E = plano complexo. Em primeiro lugar, para
qualquer numero complexo b fixado, seja f(z) = z + b, para todo nimero
complexo z. Em segundo lugar, para qualquer nimero complexo diferente de
zero, fixado, a, definimos f(z) = az, para todo nimero complexo z. A primeira
dessas fungdes pode ser descrita geometricamente observando-se que ela s1mples-
‘mente p%@ uma translag:ao no plano complexo todo, de uma distancia |b ﬂ
na dlrecao Argb. A segunda wda funcdo pr produz uma rotacio de cada z mediante
o Angulo Arga e altera a distincia de z a0 0 por um fator [a]. S

~ Se w = f(z) é uma aplicagio de D em E, onde z = x + iy, w=u + iy,
e X, y, U, v sdo reais, podemos escrever f(x + iy) = u(x,y) + iv(x,y), e pensar
na aplicagdo em termos de um par de fungdes a valores reais, u(x,y) e v(x,y),

definidas no conjunto D no R?. No momento, queremos descrever o compor-

tamento de f(z) como fungdo a valores complexos de maneira tdo completa
m%ﬁrﬁ’termos do comportamento das fungdes a valores reais
u(x,y) = Re f(2) e v(x,y) = Im f (2). Isso significa que podenamos tratar f(z)
‘como se fosse simplesmente uma fungio de duas variaveis reais a a valores
Wﬁmomento em nossa discussdo, onde mais uma Vez encararemos

jT(z)'como uma fun¢do de uma unica variavel complexa, é quando examina-
remos a questdo de uma derivada. Depois desse ponto, raramente havera_
vantagem em encarar f (z) como funcio de duas variaveis reais a valores_
vetorlayﬁ.

Definicdgo Uma fungdo f(z), definida num dominio D, possui um limite em
z, em D, se existe um nimero complexo L com a propriedade de que para
todo numero ¢ >0, existe um nimero d(e,zy) > 0 (dependendo de z, ¢ ¢), tal
que |f(z)—L| <¢ sempre que zeD e 0 < |z-z,| < d(e,z,). Denominamos
L o limite de f(z) em z, e escrevemos lim___ f(z) = L. (Uma definicio de
limite equivalente a esta, em termos da convergencm de seqiiéncias, € dada
no Prob. 1.16.)

O leitor pode fornecer uma demonstragio para a proposigdo seguinte.

Teorema 1.1 Hipotese: D € um dominio, z, = x, + iy,€D, ¢ f(z) € uma
funcdo definida em D; L= A + iB € um nimero complexo dado.

Conclusdo
m,_  f(z) = L se e somente se
Re f(z)=A4 e lim Im f(2) =

lim
(x,)—(x0,y0) (x,5)=*(x0,¥0)
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A definigdo e o-teorema anteriores sdo mais exigentes do que € necessario.
Néo ¢ preciso que l@ﬂga_ definida no ponto z,, para poder falar em f(z)
ter um limite em z,. Tanto na defini¢do como no “teorema ¢ suficiente exigir
que f(z) seja a definida num dominio D que, para algum nimero r > 0, contém
o conjunto {z:0 < |z—z,| <r} ao redor do ponto z,.

Defini¢gdo Seja f(z) definida num dominio D e seja z, um ponto de D. Entéo
f(2) & continua em z, se f(z) possui limite f(z,) em z,; f(z) € continua em D se
for continua em todo ponto de D.

Com o Teor. 1.1 ndo é dificil demonstrar o resultado seguinte.

Teorema 1.2 Hipotese: f(z) € definida num dominio D e z, = x, + iv,€ D.
Conclusdo

f(z) é continua em z, se e somente se ambas Re f(z) ¢ Im f(z) sdo
continuas em (x,,y,)-

Nada existe de ndo-familiar nas definicdes e teoremas anteriores, € o
conjunto usual de propriedades e fatos relacionados com eles sio validos:
Nos os resumimos nos problemas que seguem; numerosos como sio, eles nos
mostram que os conceitos de func¢do para valores complexos, limite e conti-
nuidade sdo idéias que reconhecemos como habituais.

Problemas

1.11. Prove que se f(z) estd definida num dominio D e possui um limite num
ponto z, de D, entdo esse limite € Gnico.

1.12. Prove o Teor. 1.2.

1.13. Sejam f(z) e g(z) definidas num dominio D contendo z,, e suponha que
lim,_ f(z) = L, lim__,_ g(z) =
Prove que
a) para quaisquer nimeros complexos a, f3,

mZ—*zo[af(z) + ﬂg(Z)] = oL + ﬁM’

b) lim, . f(z) g(z) = LM;
¢ lim,_,. f(2)/g(z) = L/M se M # 0.

1.14. Se f(z) e g(z) estdo definidas num dominio D e sdo continuas num ponto
z, de D, entdo as seguintes funcdes sdo também continuas em z:
a) af(z) + Bg(z), onde o e B sdo numeros complexos quaisquer;
b) f(2) g(2);
) f(2)/g(z) se g(z,) # 0

1.15. Seja D o plano complexo. Decida, para cada uma das seguintes fungdes,
em que pontos elas ndo serdo continuas; em que pontos elas ndo terdo
um limite; em que pontos terdo limite mas ndo serdo continuas:

a) f(z) = |,
= IZ‘/Zs
) f(2) = |z*/z,
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1.16.

i

1.17.

1.18.

1.19.

1.3

d) f(2) = 1/z* + 1),

e) f(2) = (z-i/(z* + 1).

Seja {a,} , =a,,a,,....,q,,... uma seqiiéncia de nameros complexos.
Dizemos que a seqiiéncia {a,}>, converge para 4, ou tem limite 4, e
escreyemos lim,_, ca, = A, se para todo nimero ¢ > 0, existe um inteiro
’L]\\I(s) >0 tal que |a,—A| <& sempre que n > N(¢). Suponha que f(2)
esteja definida num dominio contendo z,.

a) Prove que lim,__,_ f(z) = Lse e somente se para toda seqiiéncia {z,},
com lim,_ z, = z,, é verdade que lim,_ _f(z,) = L.

b) Prove que f(z) é continua em z, se e somente se lim,_ _ f(z,) = f(z,)

R o : B
para toda seqiiéncia {z,}°., em D com lim,_ z, = z,.

Um conjunto S de nimeros complexos € dito limitado se, para algum
nimero M > 0, |z| < M, para todo zeS.

Dizemos que S € fechado se o conjunto de todos os nimeros com-
plexos que ndo estdo em S € aberto. E dizemos que S & compacto se S é
fechado e limitado. Quais dos seguintes conjuntos sdo compactos?

a) S = {z7 < 1};
b) S = {zi|z] = 1};
c) S={ziz] < 1};
d)S={zfz) <1 e Imz>0};
e) S={zzl<1 e Imz>0};
f) S={zizl <1 e Imzz=0}

Suponha que f(z) € continua num dominio D contendo um conjunto
compacto M.

a) Prove que a imagem de M pela ' é um conjunto limitado.

b) Se K é o menor extremo superior dos nimeros |f(z) para ze M,
prove que existe um ponto z,e M para o qual |f(z,)| = K.

Seja f(z) definida num dominio D contendo um conjunto compacto
M. Dizemos que f(z) € uniformemente continua em M se, para todo
ntmero ¢ > 0, existe um nimero d(¢) > 0 tal que | f(z)-f(w)| < & sempre
que z, we M e |z—w| < d(e). it

a) Prove que se f(z) € uniformemente continua em M, entdo f(z) €
continua em M.

b) Prove que se f(z) € continua em D e M € um conjunto compacto em
D, entdo f(z) é uniformemente continua em M.

c¢) Dé um exemplo para mostrar que a proposi¢io (b) ndo € necessaria-
mente verdadeira se o termo “compacto” € omitido.

DERIVADAS E FUNGOES ANALITICAS

A defini¢do que daremos para a derivada de uma fungdo a valores com-

plexos num ponto, serda muito familiar em termos formais. Entretanto ficara

&

o aeq ok N A oe Ly, cncle 2 euw~ilI i € AN A © ewvvieageviecl
L X o
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evidente que existem diferencas fundamentais entre fungdes a valores reais e
a valores complexos no que diz respeito as derivadas.

Defini¢do Seja f(z) definida num dominio D e z, um ponto de D. A derivada
de f(z) em z, é definida como o limite

(Aqui h € um nimero complexo). Se esse limite existe, dizemos que f(z) é
diferencidvel em z,, e escrevemos o limite como f'(z,), ou df/dz|:=zn. Dizemos
que f(z) é diferenciavel em D se f(z) € diferenciavel em cada ponto de D.
Exemplo 1.5 A fungfo f(z) = z2 = (x? - y?) + i(2xy) é definida para todo z.
Para qualquer z, e qualquer nimero complexo h # 0,
[fGo + -1 _ [ + W2-23]
h h
_ (2z,h + B
= h b
=2z, +h,
f(z) = lim,_, (224 + h) = 2z,.

portanto,

Este ¢ exatamente o resultado que deveriamos esperar.

Exemplo 1.6 Se definirmos

A, 2o
f@ =427 "
0, z=0

entdo f(z) é continua em z = 0. Para z, = 0 vemos que para h real,

[F@+R-1O] _ .

h h—'01=1;

lim, ,
mas para h = ir onde r > 0,

/O +R-FO] _ . (r_) 1
- r—0\ :

lim, p

Assim f(z) ndo possui uma derivada em z, = 0. O que ocorre para todo z, # 0?

As propriedades usuais de diferenciagdo permanecem véalidas para fungdes
de uma variavel complexa, e as demonstragdes sdo formalmente as mesmas
que aquelas para fungdes de uma variavel real a valores reais.

Teorema 1.3 Hipdtese: f(z) e g(z) estdo definidas num dominio D e sdo

diferenciaveis em z,€ D.

Conclusées

Cl. f(2) e g(z) sdo ambas continuas em z,.

C2. Se para quaisquer nimeros complexos o e f, F(z) = af(z) + B g(z), entdo
F(z) ¢é diferenciavel em z,, €

Fizo) = af'(z) + B g'(zo)-
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C3. Se G(2) = f(2) g(2), entdo G(z) ¢ diferenciavel em z,. e G'(z,) = f(z,) g'(z,) +
+ 17(20)9(2o)-
C4. Se H(z) = f(2)/g(2), e g(z,) # 0, entdo H(z) ¢ diferenciavel em z,, e
' [9(z0) /" (z9) = f(z0)g'(2,)]
H — "
¥ [ozo)T

CS. Se f(z) = ¢ para algum nimero complexo c, entdo f(z) é diferenciavel
em z,, € f'(zy) = 0.

Exemplo 1.7 Seja f(z) = |z|* para todo z. Podemos mostrar que f(z) é dife-
renciavel somente em z, = 0. De fato,

710 = 1im,,#0m°A+ZMﬂ = limh_,()(%) = lim, ., = 0.

Para todo z, # 0,

Lo + =] _ [z + o]
h T gttt T, Y

[, (’/ _ (hZy + hzo + 'lh'|2)'\‘j

N - h
— ,h:, — ~
= 20 + (7)20 + h.

Tomando h real e fazendo h — 0, temos

[/ + W-fCol _,

lim, _,, ) o+ Zg.

Mas se h = ir, para r real, e r — 0, entdo
i [f(zo i h)_f(zo)] -z .
h—>0 h 0 0
Se z, # 0, entdo B B
’ Zy + 2o # Zy— 2y,
e f(z) ndo ¢é diferenciavel em z,.

Esse exemplo fornece uma fung¢do com uma derivada em um ponto
isolado. Existem diversas razdes para sugerir que nio deveriamos ficar impres-
sionados demais com o fato de existir uma derivada num ponto s6, e que
deveriamos restringir nossa aten¢do a fungdes que possuam derivada em todo
ponto de um dominio. O primeiro motivo advém das propriedades das séries
de poténcias reais em suas regides de convergéncia. Lembramos que se uma
tal série de poténcias, no caso poténcias de x —x,, tem um raio de convergéncia
r > 0, entdo a fungdo representada pela série tem uma derivada em todo ponto
da regido de convergéncia |[x—x,| < r. Entretanto, em geral, é dificil lidar de
uma maneira pratica com uma fung¢fo conhecida apenas através de uma repre-
sentagdo em série de poténcias com um raio de convergéncia positivo. Voltando
nossa atencdo a funcdes que sdo definidas e diferenciaveis num dominio, em
lugar de diferenciaveis somente em pontos isolados, podemos eventualmente
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descobrir que estamos falando exatamente sobre aquelas fungdes que podem
ser representadas por séries de poténcias com um raio de convergéncia posi-
tivo. O que aprendemos no processo ¢, entre outras coisas, que ele nos ajuda
a trabalhar com fung¢des definidas por séries de poténcias.

Uma segunda razdo é que, ao tentar exibir condigdes sobre uma fungéo
f(2) suficientes para garantir que ela seja diferencidvel num ponto z,, podemos
ver a necessidade dela se comportar adequadamente em todo ponto numa
vizinhanca de z,,. Os detalhes aparecerdo nos Teors. 1.4 € 1.5. Por essas razdes
damos a defini¢do seguinte.

Definicdo Uma fungdo f(z) definida num dominio D contendo o ponto z,,
diz-se analitica em z, se para algum nimero r > 0, tal que o disco aberto
{z:]z—z,| < r} esta contido em D, f(z) é diferenciavel em cada ponto do disco.

;80 > sugerir que
isso seja uma propriedade de f(z) em um ponto, na realidade é uma VE;B‘priecig&:e
:gge"f;(glinuma vizinhanga de um ponto. No Exp. 1.7 temos uma funcao *(ifle
¢ diferenciavel em z, = 0, mas ndo € analitica em z, = 0.

Seja f(z) definida num dominio D, onde z = x + iy, u(x,y) = Re f(2),
v(x,y) = Im f(z). Procuramos condi¢des sobre u(x,y) € v(x,y) que garantam
que f(z) tem uma derivada em todo ponto de D. Vejamos, inicialmente, quais
condi¢des a diferenciabilidade impde em u(x,y) e v(x,)).

Teorema 1.4 Hipétese: D é um dominio contendo z, = x, + iy, € f(2) €
uma fung¢io definida e continua em D, tal que f(z) é diferenciavel em z,.

Conclusées
Cl. u(x,y) = Re f(z) ¢ v(x,y) =Im f(z) tém derivadas parciais de primeira
ordem em (X,,),)-

C2. As derivadas parciais de u e v em (x,,y,) satisfazem as equacgdes
u.=v, e u =-u. (1.1)

Demonstracdo Uma vez que existe f'(z,), escrevemos

[f(zo + h)‘f(zo)]_

h
Primeiramente, tomamos h como sendo real; portanto

[u(xo + h,yo) —ulx, ,yO)] 4 i[v(xo + h,y) —v(x, ayo)]}

['(zy) = lim,_,

f(zo) = Iim,,_,o{

h h ’
= limh—»o{[u(xo . h,y;)l)~u(xo ’yO)]}
N ilimhﬂo{[v(xo + h,yz)—v(xo,yo)]}'

Cada limite aqui deve existir (pelo Teor. 1.1) e f'(zy) = u(Xq,V) + 0.(Xq,Y0)-

Tomando agora h = ir, onde r é real, um argumento semelhante mostra
que f'(zo) = v,(%q,y0) — it4,(X4,y,)- Igualando as partes reais e imaginarias das
expressdes resultantes para f'(z,), obtemos (1.1).
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As Eqs de (1.1) s@o conhecidas como equagdes de Cauchy-Riemann: elas
fornecem condlqoes necessarias para que f(z) tenha uma derivada em z,.
Entretanto elas ndo sdo suficientes para garantir que f(2) tem uma derivada
em z, Zg — isto &, podemos construir uma fungdo f(z), definida num dominio
contendo um ponto Zg, para a qual Re f( z) e Im f(z) satisfazem as equagdes
de Cauchy-ereménn que ndo tem derivada em z,. (Veja o Prob. 1.20).

O Teor. 1.5 fornece condi¢des suficientes para que f(z) tenha uma deri-
vada num ponto z,. Elas ndo sdo as condigdes mais fracas possiveis, mas sdo
facilmente verificadas na pratica, e s@o suficientemente gerais para os nossos
propositos. A prova ndo ¢ excitante, mas efetua uma revisdo de algumas idéias

importantes de calculo.

Teorema 1.5 Hipoteses: f(z) € definida num dominio D contendo o ponto
Zg = Xo + 1Yg-
HI. u(x,y) = Re f(z) e v(x,y) =Im f(z) tém derivadas parciais de primeira

ordem continuas numa vizinhanga |z-zy| <r ao redor de z, em D.
H2. u(x,y) e v(x,y) satisfazem as equagdes de Cauchy-Riemann em (x,,y,)
Conclusdo

f(z) € diferenciavel em z,.

Demonstragdo Se h = a + ib, onde 0 < |h| <r,

Lo + W= [(zo)]

h
_ [u(xy + a,yy + b)—u(x,y,)] + i[v(xy + a,yy + b)—v(x4.,)]
a+ib
_ {u(x0 + a,y + b)—u(xy,y, + b) + u(xy,y, + b)—u(x, ,yo)}
a+ib
+i v(xy + a,y, + b)—v(xy,yo + bz+ v(xq,yo + b)—v(xy,¥0)
a+i -

3 < a ){[u(xo + ay, + b)—ulx,,y + b)]
“\a+ib a

. il:v(xo + a,y, + b)—v(xy,, + b)]}

- a

" < a >{|:u(xo’)’o + b)_u(xo:)’o)] + il:”(xov)’o + b)_v(xoyo):l}
a+ib b b

Se u ou b for zero, o desenvolvimento anterior se torna mais facil.

Ja que tanto u(x,y) como v(x,y) tém derivadas parciais de primeira ordem
continuas em |z—zy| < r, podemos usar o teorema do valor médio para deri-
vadas a fim de encontrar numeros reais ¢, t,, t5, t,, dependendo de h, tais
que0<tj<1,j=1,2,3,4, e

[f(zo + B)—f(z0)]
h

a .
= (a ra ib>[u"(x° + t,a,y, + b) + iv (xq + a4y, + b)]

b
+ (a = b)[u (X0>Yo + t3b) + iv,(xq,y, + t,)].
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Pondo
El(h) = ux(xO + tla9y0 + b)_ux(xo’yo)s
E,(h) = v(xq + t,8,4 + b)—v.(xX,V0)s
Ey(h) = u(x4,y0 + t3b) —u(xq,¥0),
E4(h) = Uy(xO’yO =+ t4b)_ vy(x()’y(])s

entdo lim,_E(h) =0 para j = 1,2,3,4, porque lim,_qa = lim,_ b = 0.
Reescrevemos

[f( + h )—f(z)]

-

(a + lb>[u (xo,}o) + E (h) + iv (XO’) O) 4 1E4(h)]

(=

+ (a m b>[—vx(xo,y0) + Ej(h) + iu(x,,) + iE4(h)],

Q

zb>[u (xg5Yo) + E(h) + iv(x4,y,) + iE,(h)]

a~+

+

Q

>[u (xg>Y0) + E(h) + iv(xq,Ye) + iE,(B)]

onde usamos a hipotese H2.
Reescrevendo

[f(:o + h)‘f(zo)]
h

1
= (a T ib) {(a + ib)u,(x,y,) + (ia—b)v (x,,y,)

+ a[E (h) + iE,(h)] + b[E;(h) + iE4(h)]}

u(xoo) + 10,(xX,¥0)

) b
(a + b>[E ) gl + <a +ib

: >[E3(h) + iE,(h)].

Desde que lim,_,E(h) =04 = 1,2,3,4, dado qualquer ¢ > 0, podemos
encontrar um numero 5(6,_0) > 0 tal que, sempre que |h| < d(g,z,), tenhamos
|E ()| < ¢/4. Entdo para || < d(e.z,).

‘M [u(xq,yo) + iv (xo,yo)]’
lal ) ( ] )
s(m [IE, ()| + |[E,(m)]] + o+ ] [IEs®)] + [E4)]
< |E,()] + |Ex(W)] + [E5(h)] + |E,B)] <&

Isso significa que f'(z,) existe e vale

-+

ux(xo !yo) + ivx(xo 9y0)'

Exemplo 1.8 Seja f(z) = e*cosy + ie*seny, para todo z. Entdo Re f(z) =
e*cosy = u(x,y), e Im f(z) = e*seny = v(x,y) tém derivadas parciais de pri-
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meira ordem continuas, satisfazendo as equagdes de Cauchy-Riemann em
todo ponto z, = x, + iy,, € f'(zy) = u(xq,¥0) + itlx4,y0) = f(zo). (Notemos
que quando z = x + 10, f(z) = f(x) = ¢*. Isto, juntamente com o fato de
f'(z) = f(2), certamente terd influéncia na definicgdo de uma fungdo expo-
nencial no Cap. 2.) o o R 7

Estaremos ‘preocupados principalmente com fun¢des que sio analiticas
em todos os pontos de um dominio, ou em todos exceto um nimero finito.
Por esse motivo, reescrevemos rapidamente os Teors. 1.4 e 1.5.

Teorema 1.4 Hipoteses: f(z) € analitica num dominio D.

Conclusdo

u(x,y) = Re f(z) e v(x,y) = Im f(z) tém derivadas parciais de primeira
ordem que satisfazem as equagdes de Cauchy-Riemann em todo ponto de D.

Teorema 1.5' Hipoteses: f(z) é definida num dominio D.

HI1. u(x,y) = Re f(z) e v(x,y) = Im f(z) tém derivadas parciais de primeira
ordem continuas em todo ponto de D.

H2. u (x,y) = v,(x,y) € u(xy) =-v,(x,y) em todo ponto de D.

Conclusdo
f(2) € analitica em D.

No Teor. 1.4, gostariamos de concluir que as primeiras derivadas de
u(x,y) e v(x,y) sdo continuas em todo ponto de D, ja que se o caso for esse, os
Teors. 1.4' e 1.5 seriam a reciproca um do outro. Esse é realmente o caso,
embora tenhamos de acabar o Cap. 3 para estarmos capacitados a demonstra-lo.

Ha ainda um teorema que nos é familiar e que podemos examinar agora.
Seu proposito é o de fornecer uma “regra da cadeia” conveniente para deri-
vadas, € o de nos convencer de que (falando imprecisamente) “uma fungéo
analitica de uma fung¢do analitica é analitica”.

Teorema 1.6 Hipoteses
Hl1. g(z) é analitica num dominio D e tem imagem E.
H2. f(w) € analitica num dominio que contém E.

Conclusées

Cl. F(z) = f[g(z)] € analitica em D.

C2. Para cada z, em D, F'(zy) = f'[9(z0)]9'(z,)-

Demonstragdo E suficiente mostrar que C2 é verdadeira ‘para um ponto

arbitrario z, em D.
Como f(w) é diferenciavel em w, = g(z,), segue que

limy o [f(wo + k)= f(Wo)l/k = f'(wo),

e portanto podemos escrever f(w, + k)—f(w,) = f'(wo)k + E,(k)k, onde
lim,_, ,E,(k) = 0.
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Se h € um numero complexo qualquer, tal que z, + h também esta em
D, seja k = g(z, + h)—g(z,). J& que g(z) € diferenciavel em z,,

lim, _,,[g(zo + B)—g(zo))/h = g'(z,),

k =gz, + h)—g(z,) = g'(z,)h + E,(h)h
onde lim,_E,(h) = 0. 9z )=9(z0) = ¢'(z0) 1)
g(z) é também continua em z,, portanto, lim, ,,k = 0. Isso significa que

lim, . oE, (k) = lim,__,E,(k) = 0.

€ escrevemos

Agora,
[F(zo + h)—F(z,)] _ {fla(zo + W]-fl9(z0)]} . [fwo + k)—f(Wo)].
h h ’ h ’
_ [f'(wo)k + E,(k)k] )
h >
{f'wolg'(zo)h + E,(hh] + E (k)[g'(zo)h + E,(h)h]} |

h
= f'(wog'(zo) + fl(wo)Ez(h) o= g’(zo)E1(k) = E1(k)Ez(h)

Tomando agora os limites quando h — 0, vemos que

F'(zy) = I19(z0)19'(zo)-

Problemas

1.20. Mostre de duas maneiras que f(z) = f(x + iy) = 3x + i4y ndo ¢ dife-
renciavel em z = 0.

1.21. Verifique que f(z) = (|xy|)*/* satisfaz as equa¢des de Cauchy-Riemann
em z = 0, mas ndo possui derivada em z = 0.

1.22. Suponha que f(z) = senx cosh y + icosxsenhy. Encontre f(z,) num
ponto qualquer z, = x, + iy,. Se z, = x, + i0, o que vem a ser f(z,)
e f(z0)?

1.23. Se n & um inteiro positivo e f(z) = 2", verifique que f'(z,) = nz5~?!,
para todo z,.

X1.24. Suponha que seja f(z) = u(x,y) + iv(x,y), onde u e v, em coordenadas
polares, possuem derivadas parciais continuas de primeira ordem, em
relagdo a r e 6, em algum ponto z, = r(cos 6 + isen0), z, # 0. Mostre
que se u, = (1/r)v, € v, =—(1/r)uy, entdo f(z) é analitica em z,, e
f'(zy) = (cos 0 —isen O)(u, + iv,).

H1.25. Sez =r(cos@ + isenf),r > 0,0 < 0 < 27, ¢ f(z) = r'/*[cos (6/2) + isen
(6/2)], verifique que as equagdes do problema anterior estdo satisfeitas
e que

fl(z) = (% r”2>[cos (6/2)-isen (6/2)].

A51.26. Vimos que se f(z) = u(x,y) + iv(x,y) € diferenciavel em z, = x, + iy,,
entdo f'(zo) = u(Xy,y0) + W (xg:¥0) = v,(Xg.Yo) —ith(Xg,)o)- Seja a um
vetor unitario em z,, formando um 4ngulo a com o eixo real positivo.
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Mostre que

f(zo) = [D,u(x4,y,) + iD,v(xq,y0)](cos & —1i sen a)
onde D u(x,.v,). Du(x,.y,) sdo as derivadas direcionais de u e v em
(xq,yo) na diregdo de a. Escreva as equagdes obtidas para f’(z,), ao
escolher « =0 e a = /2.
~G41.27. Se f(2) é definida para |z—z,| <7 e |f(z)| é constante ai, mostre que se
f(2) € analitica entdo deve ser constante.
=>%1.28. Mostre que se f(z) € definida, ndo constante, e a valores reais para
|z—zo| < r, entdo f(z) ndo pode ser analitica em z,. (Entretanto como
no Exemplo 1.7, f(z) pode ter uma derivada em zg).
1.29. A fungfio f(z) = z possui uma derivada em todo lugar? E analitica em
;! todo lugar?
577 3%130. Se f(2) é analitica num dominio D e f'(z) = 0 em todo ponto de D,
mostre que f(z) ¢ identicamente constante em D.

1.4 FUNCOES HARMONICAS

Se D é um dominio em R? e se g é uma fungfio a valores reais, definida
em D, que possui derivadas parciais de segunda ordem em cada ponto de D,
dizemos que g & harménica em D se

V29(x,y) = g,(x.y) + g,,(x,y) = 0, (1.2)

em todo ponto (x,y) de D. Aqui V2g é o Laplaciano de g, ¢ a Eq. (1.2) é conhe-
cida como equa¢do de Laplace em duas dimensdes. Tais fungdes aparecem
muito naturalmente quando lidamos com fungdes analiticas de uma variavel
complexa. -

Se f(z) = u(x,y) + iv(x,y) € analitica em um dominio D do plano com-
plexo, sabemos que u e v possuem derivadas parciais de primeira ordem em
cada ponto de D, mas ndo sabemos ainda se essas derivadas sdo continuas
ou se possuem derivadas parciais de primeira ordem. No momento, vamos
assumir que u# € v possuem derivadas parciais de segunda ordem continuas
em cada ponto onde f(z) = u(x,y) + iv(x,y) é analitica. O desenvolvimento
do Cap. 3 nos mostrara que u e v tém estas propriedades.

Teorema 1.7 Hipobteses

H1. f(z) é analitica num dominio D.

H2. f(z) = u(x,y) + iv(x,y), onde u e v possuem derivadas parciais de segunda
ordem continuas em cada ponto de D.

Conclusdo
u(x,y) € v(x,y) sdo harmonicas em D.

Demonstragdo Faremos a demonstracdo para u(x,y) e deixaremos a cargo
do leitor efetuar os detalhes para u(x,y).
Em cada ponto z, = x, + iy, de D, H1 implica que

“x(xo ,J’o) = vy(x() s}’o) € uy(xo a}’o) = _Ux(xo ,yO)-
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Assim,
uyy(xo syo) = ny(xo ’yo) = vyx(x() aY()) = uxx(xo syo)-

(Por que essas passagens sio validas?) Entdo

5 Vzu(xo Vo) = U (Xg:Y0) + uyy(xo Vo) =0

o

. O leitor deve agora fazer uma pausa para verificar que as partes real e
’ '_j,; imaginaria das fung¢des definidas no Exemplo 1.8 e no Prob. 1.22 sdo realmente
" harmonicas.

_Para funcbes harmonicas em dominios do R R?, nosso trabalho com funcdes
analiticas _pode nos dar alguma 1i;fofmacao adxclonal de de que fungdes har-
monicas ocorrem aos pares sendo que o “agente de ligagdo” em cada par e
umwlmca Estabelecemos esta situagdo no Teor. 1.8, sem porem

dar a prova.

Teorema 1.8 Hipodtese: u(x,y) ¢ harmoénica num dominio simplesmente
conexo D.

Conclusdo

Existe uma funcdo f(z), analitica em D, tal que u(x,y) = Re f(z) em cada
ponto de D.

Comentarios

1. A parte imaginaria de f(z) aqui € também harmonica em D; ela ¢ denominada
harmonica conjugada de Re f(z). Assim o Teor. 1.8 pode ser enunciado
novamente como segue: Se u(x,y) € harmoénica em D, existe uma fungdo
conjugada harmonica v(x,y) de u(x,y) tal que f(z) = u(x,y) + iv(x,y) € ana-
litica em D.

2. O Teor. 1.8 pode deixar de ser verdadeiro se D ndo for simplesmente
conexo. (Veja o Prob. 2.26.)

Podemos ilustrar um procedimento para encontrar uma harmonica conjugada
de uma dada fungdo harmonica, através de um exemplo. A justificativa do
desenvolvimento deste procedimento constituiria boa parte do que € neces-
sario para demonstrar o Teor. 1.8. Provavelmente, o leitor reconhecera esse
procedimento pelas discussdes do Teorema de Green no plano ou pelos métodos
de resolugdo de equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem, exatas
ou lineares.

Exemplo 19 u(x,y) = y>-3x%y é harménica para todo z = x + iy. Para
qualquer z ¢ qualquer dominio simplesmente conexo, contendo z, sabemos
que existe uma fungdo f(z) = u(x,y) + iv(x,y), analitica neste dominio, satis-
fazendo u (x,y) = v (%) e u(xy) = —v.(x,y).

Agora, se u, =-6xy =v,, entdo v(x,y) = -3xy* + h(x), onde h(x) é
alguma fungdo a valores reais de x. . Também
0, = =3 + H(X) = —u,,

portanto,
u, = 3y —h(x) = 3y* - 3x2.
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Entdo h'(x) = 3x?, h(x) = x> + k, onde k é uma constante arbitraria. Pondo
v(x,y) = —3xy? + x> + k; v(x,y) é harmodnica e verifica-se facilmente que
f(2) = u(x,y) + iv(x,y) = (y> -3x2y) + i(x> - 3xy?) + ik = z> + ik é analitica.

Problemas

1.31. Verifique que u(x,y) € harmonica e encontre uma harmdnica conjugada
para u(x,y).
“a) u(xy) = y/(x* + %), (%) # (0,0)
b) u(x,y) = sen x cosh y
¢) ux,y) = x*-y>.

% 1.32. Suponha que u(x,y) seja harménica num dominio D, e v(x,y) seja uma
harmonica conjugada para u(x,y) em D. Para constantes reais ¢ e k, as
equacdes u(x,y) = ¢, v(x,y) = k determinam familias das assim chamadas
curvas de nivel para u e v.

Suponha que, para ¢ = ¢y, k = k,, as curvas de nivel u(x,y) = c,,
v(x,y) = k, se interceptem num ponto z, = x, + iy, de D. Prove que
se f(z) = u(x,y) + iv(x,y) € analitica em z,, com f'(zy) # 0, entdo as
curvas de nivel u(x,y) = ¢q, v(x,y) = k, sdo ortogonais em z,.
¥1.33. Se u(x,y) = x*>-y?, v(x,y) = 2xy, esboce algumas curvas de nivel para
cada fung@o. Note que as curvas definidas por u(x,y) =0 e v(x,y) =0
se interceptam em (0,0), mas ndo sdo ortogonais. Por que isso ndo con-
tradiz o problema anterior?
/ ,(;&1.34. Suponha que D seja um dominio que ndo contém (0,0) e que u(x,y) é
(o uma funcdo a valores reais com derivadas parciais de segunda ordem
continuas em D. Mostre que, através da mudanga de variaveis {x = r cos 6,
y =rsenb}, Vu =u, + u, se torna

5 1 1
Viu=u, + 7u,+ 7 JHoo-
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Respostas aos problemas

Capitulo 1

1.

a) 2i, —i, —i.
b) 2 + 2i,-2 + 2i, 1/2-i/2.
c) 6 + 8i, —117 + 44i, 3/25—(4/25)..

1.2. a) z, = 2"?[cos(n/4) + isen (n/4)],
z, = 5'?[cos (5.82) + isen (5.82)].
b) z, + 2, =3, z,;z, =3 + i = 10"?[cos (.32) + isen (32)],
2,/z, = 1/5 + (3/5)i = (.632)[cos (46) + isen (.46)].
c) i) 2x—4y = 3;
ii) 32x2 + 16xy + 20y%—-96x —24y + 36 = 0.
14. z, e z, devem estar na mesma reta pela origem.
1.6. O conjunto de pontos que estio do mesmo lado do que b em relagdo
a mediatriz do segmento de reta que liga a a b.
1.7. a) z = cos(2nk/3) + isen (2nk/3), k = 0,1,2.
b) z = cos (n/5 + 2nk/S) + isen(n/S + 2nk/5), k = 0,1,2,3,4.
¢) z = 3%%[cos (nk/3) + isen (nk/3)], k = 0,1,2,3,4,5.
d) z = (1/2)[-1 + i /11].
€) z = 2[cos (n/6 + 2rk/3) + isen (n/6 + 27k/3)], k = 0,1,2.
1.9. ¢) [1 + cosx—cosnx—cos(n—1)x]/(2—-2 cos x).
1.10. (c) e (d) s@o abertos; todos sdo conexos; (c) e (d) sio dominios; (c) € um
dominio simplesmente conexo.
1.17. (b), (c) e (f) sdo compactos.
1.22. f'(z,) = cos x, cosh y, —isen x, senh y,, f(x,) = senx,, f'(xy) = cosx,.
1.29. Niao; ndo.
1.31. a) v(x,y) = x/(x? + y?).
b) v(x,y) = cos x senh y.
c) v(x,y) = 2xy.
1.33. Se f(x + iy) = u(x,y) + iv(x,y), f'(0) = 0.
Capitulo 2
 23. z = 2kni, k inteiro qualquer.
2.5. a) z =1log5 + i(n/2 + 2kn), k inteiro qualquer.
b) z = (1/2)log 2 + i(n/4 + 2kn), k inteiro qualquer.
c)z=x+1iy,y>0.
2.10. a) z = £ cos‘1(4/\/ﬁ) + 2kmn—(i/2) log 31, k inteiro qualquer.

b) z
c) Z

+ cos™1(2/3) + 2k + 1)n—ilog3, k inteiro qualquer.
kr + (i/2) log 5, k inteiro qualquer.
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2.12:

2.17.
2.18.

2.19.
2.20.

Cap

3.1,
33,
3.6.
3.8.
3.9

3.10.
3.11.
3.12.
3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

3.17.

3:21.,
3.22.

3.26

Cap
4.1.

a) z = kni, k inteiro qualquer.

b) z = (2k + 1)=i/2, k inteiro qualquer.

¢) z =1log(2 + +/3) + i(n/2 + 2kn), k inteiro qualquer.
d)z=1log(4 + ﬁS) + 2kmi, k inteiro qualquer.

x = log[y + (y* + D)¥2].

a) z = Log 17 + 2kmi, k inteiro qualquer.

b) z = (1/2) Log 3 + (2k + 1)=i/2, k inteiro qualquer.
(1/2) Log 2 —in/4.

a) +exp (in/4).

b) 2Y/8 exp [i(n/16 + kn/2)], k = 0,1,2,3.

c) 2exp (2kri/3), k = 0,1,2.

d) exp (-n/2 - 2kn), k inteiro qualquer.

itulo 3

0.

Sim.

32./2.

1+ 2i/3.

0 se k é par, -2 se k é impar.

aloga—a + 1.

(2/3)(@**-1).

27ni se n = —1, 0 nos outros casos.

0 para todo n, se a esta fora de C; 0 para todo n # 1, se a estd no interior
de C; 2mi se n = 1 e a esta no interior de C.

a) 0.

b) —mi.

c) 7i.

a) 0.

b) —mi.

c) mi.

Nio; seja f(z) = Rez.

a) —2nxi.

b) 2ri(e? —e).

c) 2mi.

d) 0 se C ndo abrange o ponto 2; 2zi se C abrange o ponto 2.
e) 0 se m # n; 2ni se m = n.

80/27.

No(s) ponto(s) de W mais distante(s) do eixo imaginario, do lado direito.

.2emz=+1;0em z = +i.
itulo 4
a) p = o0; converge para todo z finito.

b) p = o0; converge para todo z finito.
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o p=1;|z-2| <1
d) p = 0; converge somente para z = 1.

42. a) |2z + 3| < 3.

4.4.

4.6.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.

b) |z +1] <2

0 [3z+2| <1

a) |z| < 1;1-Log(1-2).
b) |z| < 15 z(1 + 2)/(1-2)%

0 |z] < 1;—'[ (1/z) Log (1 - z) dz.

d) |3z + 2| < 1; 3z + 2)/(3z + 1)
{z:Imz > 0}; k—Log[1-exp (2riz)], onde

o

k=Y exp[-2z(n + 1)]/(n + 1).

i *Yn + 1);|z| < 1.
n=0

(_1)1122"-

0

a)

n

8 I8

b) ¥ (122"t 1/2n + 1).
n=0

a) z — z3/3! + 2%/51-27/7!
b) 1= 22/2! + 2%/41- 25/6!
c) z— 222 + 23/3-z%/4.
d) z + 22/2 + 2%/3—25/120.
e) z+ z% + z3/3-2°/30.

f) e+ ez + ez? + (2/3)ez>.
g) —2z—-2z3-275-27",

22" 120 + 1)!

2) 1Az + 3 (C1pzo 1o,

n=1

b) i (_1)n22n2—2n—3‘

n=0

¢) —1/6(z —2i)—i/6 + (5/36)(z = 2i) + (i/9)(z — 2i)*+ - - -
d) 1/(z— 2i)* - 6i/(z - 2i)* - 30/(z - 2i)° + 216i/(z—2i)5 —-- -
a) 1/2—(1/4)z - (3/8)2% + (3/16)2° + (13/32)2* — (13/64)z° . ..

b) 1/23-2/z* + 3/2°-6/z° + 13/27...
c) 1/z3-2/z%-5/z° + 10/z6-11/27 ...

d) 1/5(z + 2)—(4/25) + (9/125)(z + 2)—(12/625)(z + 2)*...

169 -
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4.16.

4.17.

4.18.
4.21.

4.23.
4.24.
4.25.

4.28.

Introducdo as varidveis complexas

a) i z7"/n!
n=0

b) Y 1)z~ 2"n!
n=0

Y. (-1y'z=2""1/(2n + 1)!; r pode ser arbitrariamente grande.
n=0

z-1)%+(z-1)"2

a) Zero de ordem 1 em z = 0; pdlo de ordem 1 em z = —1.

b) Nenhum zero; pdlos simples em z = +i.

c) Zeros simples em z = 2kmi, k inteiro qualquer; nenhum polo.

d) Nenhum zero; pélos simples em z = 2kni, k inteiro qualquer.

e) Zeros simples em z = exp (2kni/3), k =0, 1,2; pdlos simples em
z = Log2 + 2mni, m inteiro qualquer.

f) Zeros de ordem 2 em z = +1; pdlo de ordem 2 em z = 0.

Sim.

z = 2k + 1)r/2; k inteiro qualquer; ordem 1.

Poélo de ordem 2 em z = 0; pdlo de ordem 1 em z = kn, para cada inteiro

nio-nulo k.

b) 1.

Capitulo 5

5.1.

5.2;

54.
5.6.
5.7:
5.13.

5.14.
5.15.

a) 1.

b)l/dem z= +1,-1/4 em z = +i.

¢) (-1)* em z = krn, k inteiro qualquer.

d) -1/ em z = (2k + 1)/2, k inteiro qualquer.
e)e2emz=1--e>emz=2 ¢32emz=23.
f) 1em z =0.

g) 12em z=0.

h)-1emz=0, e(l1-senlcosl)/sen*1l em z = 1.
a) mi.

b) 0.

c) 0.

d) —mi.

e) 2mi.

f) 0.

67i.

m,+m, ++m,.

—10/n.

a) 2n/312,

b) 7/32.

c) 2mexp (-32)cos 1/31/2,

d) 7 exp (—o/21/2) sen (a/21/2).

@/8)(1 + e~*).

/2 se m >0, -n/2 se m < 0,0 se m =0.
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6.14.
6.15.
6.16.
6.17.

6.19.

6.20.
6.21.
6.22.
6.23.
6.24.
6.25.

6.26.

Introdug@o as varidveis complexas

k. /4 + 3k,/4.

e~? cos x.

(2/m) Arg (e”) — 1.

1 4+ (1/m) Arg (z + 1/z).

(@) = A + (B-A4) [W} onde w = (z—342)/3112; _ 1)
0= Logbh—Loga - s

—log|(z—iw)/(z + ix)|.

(4/m) Argz—2 + 2log|(z—i)/(z + i)|.

O centro se aproxima de i e o raio tende a 0.

~log|z/2 + 2/z|.

(2/m) Argz—1-31log|z|.

2—(4/m) Arg [i2—i + 2)/2 + i-2)] + log|(z—1)/2] -1log|22/(5 + iz)|.

25(1 + 2)% + (7 - 24i)(1 — 2)°
() Aral + %(e- 7] -2y tog | 2o -2 E T 00 -,

Capitulo 7

7.1,

7.2,
7.3.

H(w) = k(w + 1/w), F(w) = k(1 -1/w?); equipotenciais u + u/(u?® + v?) =
= constante, formas aerodinimicas v - v/(u? + v?) = constante.

Hw) = k(1 + e”®)12 F(w) = —[ke™2*/(1 + e~ 2%)}/2].

a) —(1/2)log {[s* + r*—2rscos (¢ — 0)]/[1 + r2s%>—2rscos (¢ —0)]}.

Capitulo 8

8.1
8.2.
8.3.
8.5.

8.6.
8.7.

8.9.

a) wif?,

b)i i

a) f'(z) = 2¢,

b) f(z) = 2¢° 1.

a) f'(2) =4g'(2) + g(z), onde [(0) =g(0)
/2.

G(2) = F/(2).

a) para todo z, exceto {z:z & real, |z| > 1}.
b) 2a(l—x%)"12, 1 <% < 1,

c) 2n(l —z?)~ 12,

I'(z)I'(1-z) = nsen nz.
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