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26.22

26.23

26.24

26.25

26.26

Determine o termo que envolve x° na expansio de

10
(x3+ ) ’
SOLUGﬁO
De () "' (')~ '= x°, obtemos 3(10—r + )= 1(r= )=20ur=8.
Para o oitavotermo: n=10,r=8, n—r+2=4,r-1=7,n-r+1=3.

; _10-9-8-7-6-5-4 ;,/a 7_ S
oitavo termo = 1334567 (x”y (x) =120a’x

=R

Determine o termo independente de x na expansfio de

(-3
x
SOLUCAO
De (x")""'(7)"'= x°, obtemos 2(9 —7 + 1) = 1(r-1)=0our=7.
Para o sétimotermo: n=9, r=7, n—-r+2=4,r-1=6,n—r+1=3.
9-8.7:6-5-4

. L HE A RS P 0
sétimo termo 1.2_3_4'5'6(}:2)( xS =84

Calcule (1,03)" para cinco casas significativas.

SOLUGAO
10-9 10-9-8 10-9-8-7
10 10 o Foge S Figed i 2 DR dopr oo
(1,03)1° = (1+0,03)!° = 1+10(0,03) + T 5-(0.03)° + T>=(0,03’ + 75 =—-(0.03)* +
=1+0,3+0,0405+0,00324+0,00017 +- -+ = 1,3439

Observe que todos os 11 termos da expansao de (0,03 + 1)'° seriam necessérios para calcular (1,03)".

Calcule (0,99)" para quatro casas decimais.

SOLUGCAO
(0,99)!% = (1 -0,01)!5 = 1 + 15(—0,01) + “: ':"(—0.01)2 + %1—3(—0,01)3

15-14-13-12 .

T3 OO

=1-0,15+ 0,0105 — 0,000 455 + 0,000 014 — - - - = 0,8601

Determine a soma dos coeficientes na expansio de (a) (1 +0)% &) (1 -x)"
SOLUGAO
(@) Sel,c.cy ..., cpsio os coeficientes, temos a identidade

(1+0°=1 textod e +c,ox'°. Denotemos x = 1.
Entdo, (1 +1)'°=1+¢, +¢,+ - - - + ¢,,= soma dos coeficientes = 2'°= 1024.
() Denotemos x = 1. Entdo, (1 ~x)'"" = (1 =1)'° =0 = soma dos coeficientes.

Problemas Complementares

-

26.27

Expanda pela férmula binomial.

4
@ «+2° (0 0+3* (& @y ® (§+ f—,)
b r—2)5 5 _ 1
®) =-2° (H i’) ) @287y iRt =128
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8

26.28

26.29

26.30

26.31

26.32

Determine o termo indicado nas expansdes a seguir.
(a) 5° termo de (@ - b)’

(b) 7* termo de (12— -1-)9

X

(6 1% aritio s (a- v'l"a)w

(f) 16°termo de (2 — l/x)18
(c) Termo médio de (y - 1)3 (g) 6" termode (x* —2y)"
y

14
(#) 112 termo de (x + i)

2 16
(d) 8 termode (%-‘Zy) Vx

10
Determine o termo independente de x na expanséo de (‘\/} + 31_2) .
X

12
Determine o termo envolvendo x na expansio de (xz + l) .
X

Calcule (0,98)° para cinco casas decimais.

Calcule (1,1)"J com precisio de centésimos.

Respostas dos Problemas Complementares

26.27 (a) x6+3x5+1:5-x4+

53,15
et T
(b) *°— 10x* + 40x — 80x* + 80x — 32
() y*+12° + 54>+ 108y + 81
10 5 1
54534+ e
d) x Wr+ —+ 5+
() -y xS~ a2y 4y
(f) a®=12a°b + 60a*b? - 1600 b® + 240a%b* — 192ab’ + 64hS
x* 3 27 S54x 81
e e o i o S, L 20
® T 2y+2yz+y3+y4
(h) Y>+6y2+15y+20 + 15y~ 1 +6y~2+y=3

26.28 (a) 352°b* (¢) 70 (e) 210a (g) —14784x1%y°
(b) 84 (d) -2860x8y7 _‘5;% ) 1001
X
2629 5
26.30 792x°
26.31 0,88584
26.32 2,59
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Probabilidade

27.1 PROBABILIDADE SIMPLES

Suponhamos que um evento possa ocorrer em /i casos e ndo ocorrer em f casos, sendo todos estes k + f casos ignal-
mente provédveis, Entdo, a probabilidade de ocorrer tal evento (chamado seu sucesso) €

__h _h
PEr s n
e a probabilidade de ndo ocorrer tal evento (chamado seu insucesso) €
_f _f
=% +f n’

onden=h+f

Segue-sequep+g=1,p=1l-geg=1-p.

As chances de o evento ocorrer séio h : fou hlf; as chances de o evento nédo ocorrer sdo f: h ou f/h.

Se p € a probabilidade de um evento ocorrer, as chances a favor sdo p : ¢ =p : (1 - p) ou p/(1 - p); as chances
de o evento ndo ocorrer sio g : p ~ {1 —p) : pou (1 - p)/p.

27.2 PROBABILIDADE COMPOSTA

Dois ou mais eventos sio considerados independentes se a ocorréncia ou ndo ocorréncia de qualquer um deles ndo
afetar as probabilidades de ocorréncia dos demais.

Assim, se uma moeda € jogada quatro vezes e ocorre cara todas as vezes, o quinto arremesso pode ser cara ou
coroa, sem ser influenciado pelos arremessos anteriores.

A probabilidade de dois ou mais eventos independentes ocorrerem € igual ao produto das probabilidades in-
dividuais. Portanto, a probabilidade de obter cara em todos os cinco arremessos € de 3(3) = 1.

Dois ou mais eventos sdo considerados dependentes se a ocorréncia ou ndo ocorréncia de um deles afetar as
probabilidades de ocorréncia dos demais.

Suponhamos que dois ou mais eventos sejam dependentes. Se p, € a probabilidade do primeiro evento, p, € a
probabilidade de o segundo ocorrer apés o primeiro, p, € a probabilidade de, apés o primeiro e o segundo eventos.
o terceiro ocorrer, etc. Entdo, a probabilidade que todos os eventos ocorram € dada pelo produto p, - p, - p; - - -

Por exemplo, uma caixa contém trés bolas brancas e duas pretas. Se uma bola € retirada ao acaso, a probabi-

2 2
lidade de que seja preta é S0 g Se esta bola ndo for recolocada na caixa e uma segunda bola for retirada, a
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probabilidade de que esta também seja preta € 3% = % Portanto, a probabilidade de ambas serem pretas €
2l 1
5\4) 10

Diz-se que dois ou mais eventos sdo mutuamente exclusivos se a ocorréncia de um deles excluir a ocorréncia
dos demais.

A probabilidade de ocorrer um entre dois ou mais eventos mutuamente exclusivos € a soma das probabilida-
des dos eventos individuais.

Exemplo 27.1 Se um dado € jogado, qual é a probabilidade de obtermos cinco ou seis? Obter cinco € obter seis
sd0 eventos mutuamente exclusivos, de modo que

1
PGB oub)=POB)+PE)=—+=-=—-=—
(S 0u6) = P(5) + P(E) = o+ ===
Diz-se que dois ou mais eventos sao ndo mutuamente exclusivos se tiverem pelo menos um resultado em co-
mum ¢, portanto, pudercm 0cOIrer a0 Mesmo tempo.
A probabilidade de ocorrer um entre dois ou mais eventos ndao mutuamente exclusivos € a soma das probabi-
lidades dos eventos individuais menos a probabilidade de seus resultados em comum.

Exemplo 27.2 Se um dado € jogado, qual € a probabilidade de obtermos um mimero menor do que 4 ou um ni-
mero par?

Os niimeros menores do que 4 sdo 1, 2 ¢ 3. Os nimeros pares em um dado siio 2, 4 ¢ 6, Como estes dois eventos
t&ém um resultado em comum, 2, sdo nao exclusivos.

P(menor do que 4 ou par) = P(menor do que 4) + P(par) — P (menor do que 4 e par)
3,31
6 6

]

o a ox]

27.3 ESPERANGA MATEMATICA

Se p € a probabilidade de uma pessoa receber uma soma de dinheiro m, o valor de sua esperanga ep-m.
Portanto, se a probabilidade de vocé ganhar um prémio de $ 10 € 1/5, sua esperanga é 5 $10)=%2.

27.4 PROBABILIDADE BINOMIAL

Se p € a probabilidade de um evento ocorrer em qualquer tentativa e g = 1 — p € a probabilidade de este evento néo
ocorrer, entdo a probabilidade de ele ocorrer exatamente r vezes em n tentativas € ,C;p'q" . (Veja Problemas 27.22
€27.23.)

A probabilidade de um evento ocorrer pelo menos r vezes em » tentativas &

p+C1p"1q+C'p"22+- +Crprnr

Esta expressdo € a soma dos primeiros n— r+ 1 termos da expanséo binomial de (p + g)". (Veja os Problemas 27.24
~-27.26.)

27.5 PROBABILIDADE CONDICIONAL

A probabilidade de um segundo evento ocorrer dado que o primeiro evento ocorreu € chamada de probabilidade con-
dicional. Para encontrar esta probabilidade, divida a probabilidade de os dois eventos ocorrerem pela probabilidade
do primeiro evento. A probabilidade de ocorrer um evento B dado que o evento A ocorreu € representada por P(BJA).

Exemplo 27.3 Uma caixa contém fichas pretas e vermelhas, Uma pessoa retira da caixa duas fichas sem recolo-
cd-las na caixa. Se a probabilidade de pegar uma ficha preta ¢ uma vermclha ¢ 15/56 ¢ a probabilidade de retirar uma
ficha preta na primeira vez ¢ 3/4, qual € a probabilidade de retirarmos uma ficha vermelha na segunda vez, se j4 sa-
bemos que a primeira ficha retirada era preta?
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Se B é o evento “retirar uma ficha preta” e R € o evento “retirar uma ficha vermelha’ entdo P(R|B) ¢ a probabili-
dade de retirar uma ficha vermetha na segunda vez depois de ter retirado uma preta na primeira.

P(R ¢ B)
P(B)
_ 15/56
34
15 4
&~
i
T4
Portanto, a probabilidade de retirar uma ficha vermelha na segunda vez depois de ter retirado uma preta na pri-

meira € 5/14.

P(R|B) =

Problemas Resolvidos

27.1 Uma bola € retirada ao acaso de uma caixa que contém 3 bolas vermelhas, 2 bolas brancas e 4 bolas azuis. Deter-
mine a probabilidade p de que cla seja (a) vermelha, (b) ndo vermelha, {c) branca, (d) vermelha ou azul.

SOLUCAO
(@) _ _maneiras de retirar 1 das 3 bolas vermelhas _ 3 " i 1
P = Tmaneiras de retirar 1 das (3+2+4) bolas 3+2+4 9 3
1 2 2 3+4 7
) p=l-3=3 (0 p=5 (@ p=—F3—=3

27.2 Uma bolsa contém 4 bolas brancas e 2 bolas pretas; outra bolsa contém 3 bolas brancas e 5 bolas pretas. Se reti-
rarmos uma bola de cada bolsa, qual a probabilidade p de que (@) ambas sejam brancas, (b} ambas sejam pretas,

(¢) uma seja branca e a outra preta?

SOLUGAO

4 3 1 2 5 5
@ p= (4+2)(3+5) =1 W= (4+2)(3+5) -z
(c) Probabilidade de a primeira bola ser branca e a segunda preta = %(g) =5

Probabilidade de a primeira bola ser preta e a segunda branca = %(%) = ;—

Estes eventos sdo mutuamente excludentes; portanto a probabilidade solicitada &

..
P=178 " 2
Qutro método.
pepl s B
24 24

27.3 Determine a probabilidade de obtermos o total 8 ao jogarmos dois dados de faces numeradas de 1 a 6 uma dnica
VEZ.
SOLUCAO
Cada face de um dado pode ser combinada com qualquer face do outro dado; assim, o total de casos possiveis € =
6 - 6 = 36 casos.
Existem cinco maneiras de obtermos 8: 2, 6; 3,5;4,4;5,3: 6, 2.

nimero de casos favordveis 5

Probabilidade solicitada = — — =
nidmero de casos possiveis 36
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274

275

27.6

27.7

27.8

27.9

Qual € a probabilidade de se obter pelo menos um 1 ao jogarmos duas vezes um dado?

SOLUGAO
A probabilidade de nio obter 1 em um lan¢amento do dade =1 - 1/6 =5/6.
A probabilidade de néo obter 1 em dois langamentos = (5/6)(5/6) = 25/36.
Portanto, a probabilidade de obter pelo menos um 1 em dois lancamentos = 1—- 25/36 = 11/36.

A probabilidade de A ganhar um jogo de xadrez contra B € 1/3. Qual € a probabilidade de A ganhar a0 menos uma
partida em trés jogos?

SOLUGAO
A probabilidade de A perder uma partida em um jogo € 1~ 1/3 = 2/3, e a de A perder todos os trés jogos € (2/3)’ = 8/27,
Portanto, a probabilidade de A ganhar pelo menos uma partida =1 — 8/27 = 19/27.

Trés cartas sdo retiradas de um baralho de 52, cada uma sendo recolocada no baralho antes de a outra ser retirada.
Calcule a probabilidade p de que todas sejam (a) espadas, () ases, (c¢) vermelhas.

SOLUCAO

Um baralho de 52 cartas inclui 13 espadas, quatro ases e 26 cartas vermelhas.
13\ 1 4 1 26\ 1
= | — = - b = =) o — =| - = -
@ p (52) s & F (52) 297 © P (52) 8

As chances de uma pessoa ganhar um prémio de $500 sfo de 23 a 2. Qual € sua esperanga matemdtica?
SOLUGCAO

2
23+2

Esperanca = probabilidade de ganhar x soma em dinheiro = ( ) (§500)=$40

Nove ingressos, numerados de 1 a 9, estdo dentro de uma caixa. Se dois deles séo retirados ao acaso, determine a
probabilidade p de:

(@) ambos serem impares. (c) umser pare o outro, impar.
(b) ambos serem pares. (d) serem osde mimeros2e5.
SOLUGAO

Existem cinco ingressos fmpares & quatro pares,

_ nimero de selegdes de 2 entre 5 ingressos fmpares  sC, 5

@ p nimero de seleces de 2 entre 9 ingressos oCs T 18

C 1 Ci4sC; 54 5 C. 1
p) p=Y2__ wdl 4l e Y =22 _ 2
®) p 6 6 () p 'Cs %9 @b > 36

Uma bolsa contém 6 bolas vermelhas, 4 brancas e 8 azuis. Se 3 bolas devem ser retiradas ao acaso, determine a
probabilidade p de que:

(a) sejam todas vermelhas. (d) pelo menos uma seja vermetha,
(b) sejam todas azuis. () obtenhamos uma de cada cor.
(c) sejam 2 brancas e 1 vermelha. (f}  as bolas sejam retiradas na ordem: vermelha, branca, azul.
SOLUGAO
© p= ndmero de selegdes de 3 entre 6 bolas vermelhas _ (C; _ 5
P nimero de selegdes de 3 entre 18 bolas "~ 8C; 204
C. 7
b = 83 = —
) r= 7102
(c) p= 4C2°6C1 = 3
18C3 68
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(d) Probabilidade de que nenhuma seja vermelha= 112 =25, -5-5—.

55 149

Portanto, a probabilidade de que pelo menos uma bola seja vermelha = 1 — 204 = 204"
@ _6-4-8_  6-4-8 4
P=7C 18 17-166 17
G podl 41 2 648 648 2
P 176 51 P="4Py 18-17-16 5l
27.10 Trés cartas sfo retiradas de um baralho de 52. Determine a probabilidade p de que:
(@) todas sejam ases. (b) sejam todas ases e retiradas na ordem: espada, copas, ouros.
(c) todas sejam espadas. (d) todas sejam do mesmo naipe.
(e) ndo haja duas de mesmo naipe.
SOLUGAO
(a) Existem ,C, selegBes de trés entre 52 cartas ¢ ,C, selegBes de trés entre quatro ases.
Portanto, p= L L R

2C; 503 5525

(b) Existem .,P, ordens de retirar trés de 52 cartas, sendo uma delas a ordem dada.

Portanto = i = . = 1
: P= P, T52.51.50 132600

(¢) Existem ,,C, selegBes de trés entre 13 cartas de espadas.

il 1L

Portanto,
ortanto 2Cs 850

(d) Existem quatro naipes, cada um composto de 13 cartas. Portanto, existem quatro maneiras de selecionar um
naipe e |,C, maneiras de selecionar trés cartas de um dado naipe.

413G _ 22
52C3 425

Portanto, p=

(e) Existem ,C, =,C, =4 maneiras de selecionar trés entre quatro naipes, € 13 - 13 - I3 maneiras de selecionar
uma carta de cada um dos 3 naipes dados.
—— _4-13-13-13 169
52C3 425
27.11 Qual ¢ a probabilidade de duas cartas diferentes de um baralho de 52 cartas bem embaralhadas estarem juntas, se
néo considerarmos seus naipes?

SOLUCAO
Considere a probabilidade de, por exemplo, um ds € um rei estarem juntos. Existem quatro ases € quatro reis em um
baralho. Portanto, um 4s pode ser escothido de quatro maneiras e, depois disso, um rei pode ser escolhido de qua-
tro maneiras. Portanto, um 4s e depois um rei podem ser selecionados de 4 - 4 maneiras. Da mesma forma, um rei
e depois um &s podem ser escolhidos de 16 maneiras. Assim, um ds e um rei podem estar juntos de 2 - 16 = 32 ma-
neiras,

Para cada maneira (4s, rei), as demais 50 cartas e a combinacio (rei, 4s) podem ser permutadas de 51! manei-
ras. O nimero de arranjos favordveis €, portanto, 32(51!). Como o niimero total de permutagdes de todas as cartas
do baralho € 52!, a probabilidade solicitada é

32511) 32 8

520 52 13

27.12 Um homem possui dois bilhetes de loteria de um total de 20. Se existem dois bilhetes premiados, determine a
probabilidade de que este homem tenha (a) ambos, (&) nenhum, (c) exatamente um deles.
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27.13

SOLUCAO
(a) Existem ,,C, maneiras de selecionar dois bilhetes entre 20.
Portanto, a probabilidade de ganhar os prémios é de = S = -1—
20C; 190

QOutro métedo. A probabilidade de ganhar o primeiro prémio € 2/20 = 1/10. Apés ganhar o primeiro prémio
(ele ainda tem um bilhete e sobram 19 bilhetes, dos quais ser4 sorteado o segundo), a probabilidade de ganhar o se-
gundo prémio € de 1/19.

. L. 1/1 1
Portanto, a probabilidade de ganhar os prémios € de = ﬁ(ﬁ) =190
(&) Existem 20 bilhetes, 18 dos quais sdo ndo sorteados.
186 _ 153

Portanto, a probabilidade de ndo ganhar qualquer prémio é = =—= ;
20C> 190

Outre método. A probabilidade de ndio ganhar o primeiro prémio € 1 — 2/20 = 9/10. Se ele ndo ganhar o pri-
meiro prémio (ele ainda tem dois bilhetes), a probabilidade de ndo ganhar o segundo é de 1 — 2/19 = 17/19.

9117 153
: T I amio & = _( il o
Portanto, a probabilidade de ndo ganhar qualquer prémio & ol 1 9) I

(¢) Probabilidade de ganhar exatamente um prémio
= 1 —probabilidade de ndo ganhar prémio algum — probabilidade de ganhar ambos
153 1 36 18

190 190 190 95

Outro método.
. . . - 218 9
Probabilidade de ganhar o primeiro prémio mas nao o segundo = —|==
20119 95
- - . i 18/ 2 9
Probabilidade de ndo ganhar o primeiro prémio mas ganhar o segundo = o\ S %
Portanto, a probabilidade de ganhar exatamente um prémio = i+ .18
nto, a probabilidade de g ex P e

Uma caixa contém sete bilhetes, numerados de 1 a 7. Se trés bilhetes sdo retirados da caixa, um por vez, determi-
ne a probabilidade de eles serem alternadamente fmpar, par, impar ou par, impar, par.

SOLUGAO
A probabilidade de o primeiro bilhete retirado ser impar (4/7), o segundo ser par (3/6) e o terceiro ser impar

4/3\/3 6

A probabilidade de o primeiro bilhete retirado ser par (3/7), o segundo ser par (4/6) e o terceiro ser {mpar (2/5)

-5

5
35

S+
SIES)

Portanto, a probabilidade € = —+

Outro método. As ordens possiveis de sete niimeros tomados trés por vez sdo ,P,=7-6-5=210.

Ordens nas quais os nimeros sdo alternadamente impar, par, impar=4 -3 - 3 = 36.
Ordens nas quais os mimeros sdo alternadamente par, {mpar, par=3-4-2=24.

Portanto, a probabilidade solicitada = ———= —=-.
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27.14

27.15

27.16

2717

A probabilidade de A poder resolver um dado problema € 4/5, ade B € 2/3 ¢ ade C € 3/7. Se os trés tentarem, cal-
cule a probabilidade de o problema ser resolvido.
SOLUGAO

A probabilidade de A nio resolver o problemaé 1 ~4/5=1/Senquantoade Bé1-23=13eade Cé1-3/7=
4/7.

A probabilidade de nenhum deles resolver é = ;—(%) (;}) .

Portanto, a probabilidade de os trés ndo falharem, isto €, de pelo menos um deles resolver o problema, €
L (. L
s\3/\7) 105 105

A probabilidade de que um certo homem esteja vivo daqui a 25 anos € 3/7, e a probabilidade de que sua mulher
esteja viva daqui a 25 anos € 4/5. Determine a probabilidade de, daqui a 25 anos (a) ambos estarem vivos, (b) pe-
lo menos um deles estar vivo, (¢) apenas 0 homem estar vivo,

SOLUGAO
o . . 3/4\ 12
(@) Probabilidade de que ambos estejam vivos= As1=3%
b) Probabilidade d b eateja tiioh i 25 aaog e 1 -2 1-2) = o L) - 4
(b) Probabilidade de que ambos estejam mortos em 25 anos = 7 5)=7\5) =35
- . 4 31
Portanto, a probabilidade de pelo menos um estar vivo =1 — 335

(c) A probabilidade de que o homem esteja vivo = 3/7, e a probabilidade de que sua esposa nio esteja=1-4/5=
1/5.

1 3
Portanto, a probabilidade de que apenas o homem esteja vivo = ;(-5-) =3

Existern trés candidatos, A, B e C, para um cargo. As chances de A ganhar sdo de 7 para 5, ¢ as de B ganhar sdo de
1 para 3. (a) Qual ¢ a probabilidade de A ou B ganhar? (b) Quais sdo as chances a favor de C?

SOLUGAO

e ) 7 _ Z_
(a) Probabilidade de A ganhar: iy
Probabilidade de Bganhar: ——= =
gamar: 73T g
Probabilidade de A ou B ganhar = l+ 1.2
e A= 1"476
s 5 1
(b) Probabilidade de C ganhar: 1 — €= -

Portanto, as chances a favor de C sdo de 1 para 5.

Uma bolsa contém cinca dimes e dois quartos, e uma segunda bolsa contém um dime e trés quartos. Se uma moe-
da € retirada de uma das bolsas, qual € a probabilidade de que ela seja um quarto?
SOLUCAO
A probabilidade de selecionar a primeira bolsa (1/2) e de selecionar uma moeda de quarto (2/7) € (1/2)Q2/T)=1/7. A
probabilidade de selecionar a segunda bolsa (1/2) e de selecionar uma moeda de quarto (3/4) € (1/2)(3/4) = 3/8.

1 3 29

Portanto, a probabilidade solicitada = —4 == ==,
7 8 56
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27.18

27.19

27.20

27.21

27.22

Uma bolsa contém duas bolas brancas e trés pretas. Quatro pessoas, 4, B, C, D, nesta ordem, retiram da bolsa uma
bola cada uma ¢ n#o as recolocam. A primeira a retirar uma bola branca ganha $ 10. Determine snas esperangas.

SOLUCAO
Probabilidade de A ganhar = g e sua esperanga = §($ 10) =$4.

Para encontrar a esperanga de B: probabilidade de A falhar = | ~ 2/5 = 3/5. Se A falhar, a bolsa conteréd duas
bolas brancas e duas pretas. Portanto, a probabilidade de B ganhar é de 2/4 = 1/2. Portanto, a probabilidade de B ga-

nhar € de (3/5)(1/2) = 3/10, e sua esperancga € $ 3.
Para encontrar a esperanga de C: a probabilidade de A fathar = 3/5, e a probabilidade de B também falhar € de
1-1/2=1/2. Se A e B falharem, a bolsa conterd duas bolas brancas e uma preta. Portanto, a probabilidade de C ga-

3/1\/2 1 1
nhar é de 2/3. Assim, a probabilidade de C ganhar € de = g(i)(i) = 3’ e suaesperanga ¢ §($ 10)=82.

Se A, B e C falharem, sobrardo apenas bolas brancas ¢ D ganhard. Portanto, a probabilidade de D ganhar é

3f1Y/1\/1 1 1
3(5)(?)(-1—) = Jg» © @ Sua esperanca é E(S 10)=3§ L.

§+-3—+~1-+~3—=1

Verificaciio: $4+ $3 + $2+ $1 = $10 e 0 s 5

Onze livros, sendo cinco de Engenharia, quatro de Matemdtica e dois de Quimica, sdo colocados ao acaso em
uma estante. Qual € a probabilidade p de os livros de uma mesma drea ficarem todos juntos?

SOLUCAO

Quando os livros de uma mesma drea estdo todos juntos, os de Engenharia podem ser arranjados entre si de 5! ma-
neiras, os de matemdtica de 4! maneiras, os de quimica de 2! maneiras, e os trés grupos de 3! maneiras.

maneiras de livros de cada drea ficaremjuntos  5141213! |
maneiras de organizar 11 livros 11l 1155

Cinco blocos vermelhos e quatro brancos séo colocados em fila ao acaso. Qual a probabilidade p de os blocos dos
extremos serem vermelhos?

SOLUGAO
' - G+4)! 9
Nimero total de maneiras de organizar cinco vermelhos e quatro brancos = T 126
Nimero de maneiras de organiz4-los com dois vermelhos nas extremidades = J0=0L o W o 35
(5-2)14! 314!
Portanto, a probabilidade solicitada é p = L.
iR “PT126 18

Uma bolsa contém seis moedas de cobre e uma de prata; uma segunda bolsa contém quatro moedas de cobre.
Cinco moedas siio retiradas da primeira bolsa e colocadas na segunda, e depois duas s@o retiradas da segunda e
colocadas na primeira. Determine a probabilidade de a moeda de prata estar

(a) na segunda bolsa,

(b) na primeira bolsa.

SOLUCAO

Inicialmente, a primeira bolsa contém sete moedas. Quando cinco s#o retiradas dela e colocadas na segunda, a pro-

babilidade de que a moeda de prata seja colocada na segunda bolsa € 5/7, e a probabilidade de que prata permane-
¢a na primeira bolsa € 2/7.

A segunda bolsa agora contém 5 + 4 = 9 moedas. Finalmente, depois de duas destas nove moedas terem sido
5/7\ 5
colocadas na primeira bolsa, a probabilidade de que 2 moeda de prata esteja na segunda é 5(5) =geca probabili-

7 71\9/ 9 9 9
Calcule a probabilidade de que um tnico langamento de nove dados resulte 1 em exatamente dois deles.

_ 2 52\ 4 5
dade de que esteja na primeira =+ (= |=={oul—-=-=-],

By Possuidao



324

TeoriA E PROBLEMAS DE ALGEBRA

27.23

27.24

27.25

SOLUGCAO

1 1\2
A probabilidade de que em um certo par dos nove dados apareca 1 € é(g) = (-6-) . A probabilidade de que n@o apa-

7 7
reca 1 nos outros sete dados € (1 o —) = (—) . Como podem ser formados 4, pares diferentes com os nove dados,

6 6

o 1\%/5\7 78125

a probabilidade de termos exatamente um par de | € ¢Cy E g = 7003t
Ou, pela férmula: probabilidade = €, pran=" = .o L1 (2) = 28125
P P Sabr P4 =0t gi\s] T 279936

Qual € a probabilidade de obtermos 9 na soma das duas faces de um par de dados, exatamente uma vez, em trés
langamentos?

SOLUCAO
Um 9 pode ocorrer de quatro maneiras: 3, 6; 4,5; 5, 4; 6, 3.

s 1 -
Em qualquer lancamento de um par de dados, a probabilidade de obter 9 = 4/(6-6) = g ca probabilidade de
nio obter9=1 —--;— = g . A probabilidade de um langamento qualquer de um par de dados seja um 9 e que os outros

2
dois ndo sejam € de (6) (5) . Como existem ,C, = 3 maneiras distintas de obtermos exatamente um 9 em trés lan-

1)/8\> _ 64
gamentos, a probabilidade ¢ 3C1{gl\g) = 333

1\/8\? _ 64
Ou, pela férmula: probabilidade 3C1 ol\g) T 233

Se a probabilidade de um estudante de nivel médio ndo completar o curso em quatro anos é 1/3, qual € a probabi-
lidade p de, entre quatro estudantes de nivel médio, pelo menos trés completarem quatro anos escolares?

SOLUGCAO

. . axsf 2N 1
Probabilidade de trés completarem e um nio = 4C3 3)\3)= 4Cy 31\ 3/

. 2\4 2\4 2\3 1\ 16
Probabilidade de os quatro completarem = 3] Portanto, p = 3 + 4C4 3 \3 = T

Ou, pela férmula: p = primeiros 2 (n —r+ 1 =4 -3 + 1) termos da expansio de

2,1\ _(2)¢, o (2F(L) 6,32 _16
373/ " \3) T4N3)\3) T8 81 27

Uma moeda € lancada seis vezes. Qual € a probabilidade p de obter pelo menos trés vezes cara? Quais sio as
chances de obter pelo menos trés vezes cata?

SOLUGCAO
Em cada langamento, a probabilidade de obter cara é igual a de obter coroa, que & 1/2.
A probabilidade de obtermos cara em trés determinados langamentos dos seis € (1/2)", A probabilidade de ndo

obtermos cara nos outros langamentos € (1/2)°. Como h4 +C; maneiras distintas de escolhermos trés langamentos
em seis, a probabilidade de obtermos exatamente trés caras €

-l
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Da mesma forma,
probabilidade de obtermos exatamente quatro caras = E,C.J]!Z)‘S =.Cy 1/2)%.
probabilidade de obtermos exatamente cinco caras = (Cs(1/2)° = ,C,(1/2)".
probabilidade de obtermos exatamente seis caras = )"

1% 1}% 1\° 1\¢
Portanto,p = (5) + GCI(E) + GCZ(E) + 6C3(‘2")
1\6 1\é 21
= 5 (1+6C1+6C2+6C3)= 5 (1+6+15+20)=§'£

As chances de obtermos pelo menos trés caras sdo 21:11 ou 21/11.

Ou, pela férmula: p = primeiros 4 (n — r+1=6 — 3 + 1) termos da expansio de

1 1\6 [1\6 1\6 1\¢ 1\¢ 21
4 -l vl ol -3

27.26 Determine a probabilidade p de, em uma familia com cinco filhos, existirem pelo menos dois meninos e uma me-
nina. Considere a probabilidade de nascer homem igual a 1/2.

SOLUGAO
Os trés casos favordveis sdo: 2 meninos, 3 meninas; 3 meninos, 2 meninas; 4 meninos, | menina.
1\? 1 25
p= (5) (5Cy+ 5C3+sCy) = :'3-2'(10 +10+95) = —2

27.27 A probabilidade de um estudante escolher quimica e estar na lista dos melhores alunos € 0,042. A probabilidade
de um aluno estar na lista dos melhores é 0,21. Qual € a probabilidade de o aluno escolher quimica, sabendo-se
que esta na lista dos melhores?

SOLUCAO

P (escolher quimica e estar na lista dos melhores)
P (estar na lista dos melhores)

P (escolher quimica | estar na lista dos melhores)

0042
T 0,21
=02

27.28 No Country Club, 32% dos membros jogam golfe € sao mulheres, Além disso, 80% dos membros jogam golfe.
Se um membro do clube ¢ selecionado ao acaso, encontre a probabilidade de este membro ser mulher, dado que
joga golfe.

SOLUCAO

P (ser mulher | jogar golfe) = B (mu]l-}er ¢ jogar golfe)
P (jogar golfe)

]
=
e

Problemas Complementares

27.29 Determine a probabilidade de um digito, escolhido ao acaso entre os digitos 1, 2, 3, ..., 9, ser (a) impar, (b) par,
(¢) um nmuiltiplo de 3.

27.30 Uma moeda € langada trés vezes. Se H = cara e T = coroa, qual € a probabilidade de os langamentos resultarem na
seguinte lista: (@) HTH, (b) THH, (c) HHH?
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4

27.31

27.32
27.33
27.34

27.35
27.36

27.37

27.38

27.39

27.40

2741

27.42

27.43

27.44

27.45

27.46

27.47

27.48

Se trés moedas sdo langadas, qual € a probabilidade de obter
(a) trés caras, (#) duas caras e uma coroa?

Determine a probabilidade de obter soma igual a 7 em um iinico lancamento de dois dados.
Qual € a probabilidade de obter soma igual a 8 ou 11 em um tnico langamento de dois dados?

Um dado € langado duas vezes. Qual € a probabilidade de obter 4 ou 5 no primeiro langamento e 2 ou 3 no segun-
do? Qual € a probabilidade de nio obter 1 em langamento algum?

Qual € a probabilidade de obtermos cara pelo menos uma vez em seis langamentos de uma moeda?

Cinco discos em uma sacola estdo numerados de 1 a 5. Qual € a probabilidade de a soma dos niimeros de trés dis-
cos escolhidos ao acaso ser maior do que 10?

Trés bolas sio retiradas ao acaso de uma caixa que contém 5 bolas vermelhas, 8 pretas e 4 brancas. Determine a
probabilidade de (a) as trés serem brancas, (b) duas serem pretas ¢ uma ser vermelha, (¢) serem uma de cada cor.

Quatro cartas sdo retiradas de um baralho de 52 cartas. Determine a probabilidade de (@) todas serem reis, (b)
duas serem reis ¢ duas serem ases, (¢) serem do mesmo naipe, (d) serem de copas.

Uma mulher ganhar4 $ 3,20 se, em cinco langamentos de uma moeda, ela obtiver as seqiiéncias HTHTH ou
THTHT, onde H = cara e T = coroa. Determine sua esperanga.

Em um acidente de avido, foi anunciado que trés pessoas em um total de 20 passageiros ficaram feridas. Trés re-
porteres estavam neste avido. Qual € a probabilidade de as trés pessoas feridas serem os trés reporteres?

Uma comissdo de trés pessoas deve ser escolhida de um grupo de 5 homens e 4 mulheres. Se a selecéo € feita ao
acaso, encontre a probabilidade de (a) as trés pessoas serem mulheres, (b) duas pessoas serem homens

Seis pessoas sentam-se ao redor de uma mesa circular. Qual € a probabilidade de duas pessoas especificas se sen-
tarem lado a lado?

A e B langam alternadamente uma moeda. O primeiro a obter cara ganha o jogo. Se nenhum puder fazer mais do
que cinco langamentos, determine a probabilidade de a primeira pessoa a langar a moeda ganhar o jogo. Quais
sd@o as chances de quem comega perder o jogo?

Seis blocos vermelhos ¢ 4 blocos brancos sio dispostos em fila a0 acaso. Determine a probabilidade de os dois
blocos do meio serem da mesma cor.

Determine a probabilidade de, em 8 langamentos de uma moeda, obtermos (a) exatamente quatro caras, (b) pelo
menos 2 coroas, (¢) no mdximo 5 caras, (d) exatamente 3 coroas.

Em dois langamentos de um par de dados, determine a probabilidade de obtermos soma igual a (a) 11 exatamente
uma vez, (b) 10 duas vezes.

Qual € a probabilidade de obtermos 11 em pelo menos trés langamentos de um par de dados?

Em dez langamentos de uma moeda, qual € a probabilidade de obtermos nfio menos de trés caras e nio mais de
seis caras?
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27.49 A probabilidade de um automdvel ser roubado e encontrado dentro de uma semana € 0,0006 e a de ser roubado €
0,0015. Qual € a probabilidade de um automével roubado ser encontrado em uma semana?

27.50 No Paldcio das Pizzas, 95% dos clientes encomendam pizza. Se 65% dos clientes que encomendam pizza tam-
bém encomendarem pdo, determine a probabilidade de um cliente que encomenda pizza também encomendar
pdo.

27.51 Em um shopping, uma agéncia de publicidade realizou uma enquete com 100 pessoas sobre a existéncia de uma
drea para fumante no shopping. Dos 60 nio-fumantes entrevistados, 48 eram favordveis i existéncia de drea para
fumantes. Dos 40 fumantes entrevistados, 32 eram favoraveis. Qual & a probabilidade de uma pessoa selecionada
a0 acaso ser favordvel & drea para fumantes, sabendo-se que ela € nfo-fumante?

27.52 Em uma nova subdivisdo dos comodos de residéncias, 35% das casas t€m estar fntimo e lareira, 70% tém apenas
estar intimo. Qual € a probabilidade de uma casa selecionada ao acaso nesta nova subdivisdo ter lareira, sabendo-
se que ela tem estar intimo?

Respostas dos Problemas Complementares

2729 (@ 59 (b)) 49 (o) 13
2730 (@ 18 (&) W8 () 1/8
2731 (@) 1/8 (b) 3/8

27.32 1/6

27.33 7/36

27.34 109, 25/36

27,35 63/64

2736 1/5

1 7 4
27.37 (a) 7 (b) 3 ©) It

i 36 4 11
2.8 @ 23575 @ s 9 T @D T

27.39 20 centavos

27.40 11140

27.41 (a) 121 (b) 10/21
27.42 2/5

21
2743 3, 21N

27.44 l
- 15
35 247 219 7
27.45 (a) -_l-é'g (b) 256 (c) % (d) ﬁ
17 1
27.46 (") E’z‘ (b) m
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919

27.47 3832

99
27.48 8

2749 04

27.50 i—;- (aproximadamente 68%)

27.51 0.8
27.52 05
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Capitulo 28

Determinantes e Sistemas de
Equacoes Lineares

28.1 DETERMINANTES DE SEGUNDA ORDEM

QO simbolo
a, b,
a, b,

composto de quatro numeros a,, b, a,, b, arranjados em duas linhas e duas colunas, € denominado deferminante
de segunda ordem ou determinante de ordem dois. Os quatro nimeros sdo denominados elementos do determinan-
te. Por definigéo,

a, b

=a bz'—blaz
a, b,

2 L)
-1 =2
Aqui, os elementos 2 e 3 estido na primeira linha e os elementos —1 e —2, na segunda. Os elementos 2 e —1 estdo na

primeira coluna e os elementos 3 e -2, na segunda. Um determinante é um ntimero.
Um determinante de ordem um € o préprio néimero.

Entio, =(2)(-2) - (3)(-1) = —4+3 = -1

28.2 REGRA DE CRAMER

Sistemas de duas equagdes lineares a duas incégnitas podem ser resolvidos pelo emprego de determinantes de se-
gunda ordem. Dado o sistema de equagses

ax+biy=c )
arx+bry=1c;
€ possivel, por qualquer método do Capitulo 15, obter
C]bz"'b]CZ ayCz—C1ds>
a!bz—blaz a]bz"'blﬂz (ﬂ] 2 142 )

Esses valores para x ¢ y podem ser escritos em termos de determinantes de segunda ordem como segue:
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o] b] I a
¢ by a; ¢
x=——=, y=— @
a; b ’ ay by
az bz az b'z

E facil lembrar a férmula envolvendo determinantes quando se tem em mente o seguinte:
(a) Os denominadores em (2) sdo dados pelo determinante

a, by

a by

no qual os elementos sio os coeficientes de x e y arranjados na forma em que aparecem nas equagdes (1).
Esse determinante, geralmente representado por D, chama-se determinante dos coeficientes.

(b) O numerador na solugéo para qualquer das incdgnitas € o mesmo determinante dos coeficientes D, exce-
to que a coluna de coeficientes da incdgnita a ser determinada € substituida pela coluna de constantes no
lado direito das equagdes (1). Quando a coluna de coeficientes para a varidvel x no determinante D for
substituida pela coluna de constantes, chamamos o novo determinante D,. Quando a coluna dos coeficien-
tes de y no determinante D for substituida pela coluna de constantes, chamamos o novo determinante D,

2+ =8

Exemplo 28.1 Resolva o sistema {x —2y=-3

2 3
O denominador paraxe y & D = | i —Zl =2(~2)=3(1)=~1.

8 3 2 8
D = = -2) - - = - = = - _ = =
x |_3 _2| 8(-2)-3(-3)=-7,  D,=|] _3| 2(~3) - 8(1) = —14
Dy _7_ D, -14
x-D-_?—l, y-—D...—_7 =2

Assim, a solucéo do sisterna € (1, 2).

O método de solugdo de equacdes lineares por determinantes € chamado de Regra de Cramer. Se o
determinante D for igual a zero, entdo esta regra niio poderd ser utilizada para resolver o sistema.

28.3 DETERMINANTES DE TERCEIRA ORDEM

O simbolo
a b o
a by o
a3 bz ¢

composto de nove nimeros arranjados em trés linhas e trés colunas, é chamado de determinante de terceira or-
dem. Por definigdo, o valor desse determinante € dado por

a, bch + b162a3 + Cq 02b3 —Cq b2a3- a; 62b3 = blﬂz C3
e € chamado de expansdo do determinante.

Para lembrar essa definigdo, apresentamos o seguinte esquema. Reescreva as duas primeiras colunas 2 direita
do determinante como mostrado:

(a) Forme os produtos dos elementos em cada uma das trés diagonais mostradas que correm da esquerda para a
direita e de cima para baixo, precedendo cada um desses termos do sinal positivo.
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(k) Forme os produtos dos elementos em cada uma das trés diagonais mostradas que correm da direita para a es-
querda e de cima para baixo, precedendo cada um desses termos do sinal negativo.

(c) A soma algébrica dos seis produtos de (a) e (b) € a expansido do determinante.

Exemplo 28.2

Calcule
3 -2 2
6 1 -1
-2 -3 2

Reescrevendo,

O valor do determinante é

GB)M2) + (=2(-1D)(=2) + 2)(6)(=3) = QYD(=2)=B)(~1)(=3) = (=2)(6)(2) = - 15.

A Regra de Cramer para equagGes lineares a trés incégnitas € um método de resolugio das seguintes equagdes
parax,yez

ayx+biytez=d
X+ byy+crz=d; 3
azx+ by +caz=ds
por determinantes. E uma extensio da Regra de Cramer para equagdes lineares a duas incégnitas. Se resolvermos
as equagdes (3) pelos métodos do Capitulo 12, obtermos
_dibyes+cydaby+ bicads—c1byds — bydycz —dycybs
" aybycy+ bycyay+ crazby — ¢ baay— byaycy — aycybsy

_ o d203+6102d3+d162a3 —Cldgag,—dlagCg,"a[Czdg
a|b2c3+ b102a3 + ¢ ﬂzb:;—cl bgag,— blﬂzc3—a102b3
_ 01b2d3 +d1ﬂ2b3 + bldzag = d1b203 _b132d3— a;d2b3

aybyey+ bycray+ crasba — c1baas— brasca—agcaby
Essas equag¢des podem ser escritas em termos de determinantes como:

a; by ¢ di by ¢ a di g a; by day
D= 253 bg Ca sz dz bz Cy Dy= as dz Ca DZ= 25} bg dg
as b3 C3 d3 b3 C3 ds d3 C3 as b3 d3
D, D, D
Al =¥ =z 4
D YD 7D )

D ¢ o determinante dos coeficientes de x, y e z nas equagdes (3) e pressupde-se que seja nao-nulo. Se D for igual
a zero, a Regra de Cramer nfio poder4 ser utilizada para resolver o sistema de equagGes.

E facil lembrar a férmula envolvendo determinantes se tivermos em mente que:
(@) Osdenominadores em (4) sdo dados pelo determinante D, no qual os elementos sio os coeficientes de x, y e
z arranjados da forma em que aparecem nas equacgdes dadas (3).

() O numerador na solug¢do de qualquer incégnita é o mesmo do determinante dos coeficientes D, exceto em
que a coluna de coeficientes da incégnita a ser determinada € substituida pela coluna de constantes no lado
direito das equacoes (3).

N . h D, D D,

(¢) A solugdo do sistema é (x, y, z), onde x = o Y= —bl e =7
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Exemplo 28.3 Resolva o sistema

x4 2p—gi==3
3x+y+z=4
x—y+2z=6
1 2 =1
D=3 1 1| =2+2+341+1-12=-3
1 =1 2
-3 2 -1
D, = 4 1 1| =-6+124+4+6-3—-16= -3
6 -1 2
1 -3 -1
D,=13 4 1|=8-3-18+4-6+18=3
1 6 2
1 2 -3
D,=|3 1 4|=64+8+9+3+4-36=—6
1 -1 6
D3 “D_ 32 _ _D._-6_
¥=p=53=h y=p=53=-L = =53=2

A solugio do sistemaé (1, -1, 3).

Problemas Resolvidos

28.1

28.2

Calcule os determinantes.

@ |7 i=o0-on=1-2-1

® o 2| =O-2-16 = -6+6-0

© |, _3|=0c9-o@=0-s=-¢

(@) i ;2 = xy? -2y

e) ;:_21 2‘;iil=(J.f+z)(x—3)—(zx+s)(3x—1)=—-5;:2—14x—1

(a) Demonstre que se as linhas e as colunas de um determinante de ordem dois forem trocadas entre si, o valor do
determinante permanecerd inalterado.

(b) Demonstre que se os elementos de uma linha (ou coluna) forem respectivamente proporcionais aos elementos
da outra linha (ou coluna), o determinante serd igual a zero.

SOLUCAO

ay by

=a1b _ab.
) b2| %

(@) Suponhamos que o determinante seja l

O determinante com linhas ¢ colunas trocadas de forma que a primeira linha torna-se a primeira coluna ¢ a

. ay dz
segunda linha torna-se a segunda coluna € | bl =@ by —azb;.
1 b2
a b
(b) O determinante com linhas proporcionais é kai k;’ = aykby —byka; = 0.
1
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28.3 Determi lores d GEt B
.. termine OS valores € X para 08 quais x+1 4x+2 o
SOLUCAO
= L sy i) ()Y AR A0
x+1 ax+2| " * - B

Entdo, 2" —x - 1=(x-1)(2x+1) =0, de formaquex=1,-1/2.

28.4 Solucione os seguintes sistemas, utilizando determinantes.

@ {4x+2y=5

x-4y=1
SOLUGAO
4 2 5 2 45
D=|3 _4!-—22, DI—ll _4|—~22, Dy 3 1|——ll
D2 Dy il 1
D =22 D -2 2
A soluc¢do do sistema € (1, 1/2).
3u+2v=18
®) {~5u-v=12
SOLUCAO
3 2 18 2 3 18
D—l_5 _1| 7, Du—|12 _11 —42, D,= s 12|—126
D, -4 B, _135
H_F_ T = 6, v—D- = 18
A solugio do sistema € (-6, 18).
Sx—-2y—14=0
© {2x+3y+3=0
SOLUGCAO P —
Reescrevamos como |9, 4 3y = 3.
5 -2 14 -2 5 14
D—|2 3|—19, D, = 3 3l 36, D, |2 _3| —43
D 36 Tyl
p 19 YD1
A solucdo do sistema € (36/19, — 43/19).
28.5 Resolvaparaxey.
3x=2 Ty+1
ad —+ )’10 =10 (1) Multiplicando (1) por 10: 6x + 7y = 103.
@ Ytz 2y-s .
> _T=3 (2) Multiplicando (2) por 6: 3x —4y = —1.
6 7 103 7 6 103
D= = - = = - = —
|3 _4| 45, D, }_1 _4} 4053, D, 3 _1‘ 315
D, —405 D, -315
= e— = ———= =-—-¥-=_"_-
M MR

A solugdo do sistema € (9, 7).
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3
}%—m=0 (4] Multiplicando (1) por (x+ 1)(y +1): 2x =3y = 1.
()
3
& +——=0 (2) Multiplicando (2) por (x — T2y — 3): 3x + 4y =27,
x=7 2y-3
2 -3 1 -3 2 1
D—|3 4|_1~;, Dx=|27 4|=as. Dy=l3 27|=s1
_D, 8 _D, 351 _
=P T Y pTpT?
A solugio do sistema € (5, 3).
28.6 Resolva o seguinte sistema de equacdes.
et
x y 6 . 1
(a) 2 3 1 Essas sdio equagdes linearesem — e i
xTyT2
3 -6 16 =6 7 3 1/6 7
D"—' 1 = = = —
lz 3l 2, tx lm 3| 2" LSl 112‘ 6
1_Dw 72 1 1 Dy T6_1
x D 21 6 'y D 21 18
1 1 1 1
X T ﬁg—ﬁ, y—m—m—lS
A solugdo do sistema € (6, 18).
3 8 31\ 81
—_——t —= “l+ ===
2Zxr Sy g . E(x)+5(y) 2
(b) 4 1 podem ser escritas 1 41
—_—— =1 o - =y =
% (x)+3(y) '
Bim 32 85| 18 D = 3 85 12 _|32 3 _9
B B ] =11 4] s W=l-1 1| "2
1. Dy _25_ 2 1 _Dy 92 5
x D 185 3 y D 185 4
ol 1.3 11 4
x 23 27 iy 54 5

A solugiio do sistema € (3/2, 4/5).

28.7 Calcule os determinantes.

3 -2 2
@ |1 45
6 —1 2

Repetindo as primeiras duas colunas:

(BHAQ2) + (=2)(5)(6) + (H)(—1) = )(4)(6) ~ BYSH-1) = (-)(1)(2) = —67
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=] 2 =3
() 5 -3 =29
1 -1 -3
2 3 2
{c) 0 -2 1| =-15
-1 4 0
a b c
(d) |c a b| =a®+b>+—3abc
b ¢ a
(x=2) (+3) (z-2)
(e) -2 3 4 =1llx+6y+2z-6
1 -2 1

28.8 (a) Demonstre que se duas linhas (ou duas colunas) de um determinante de terceira ordem tiverem seus elemen-

tos correspondentes proporcionais, entdo o valor do determinante serd zero.

() Demonstre que se os elementos de qualquer linha {(ou coluna) forem multiplicados por qualquer constante e
adicionados aos elementos correspondentes de qualquer outra linha (ou coluna), o valor do determinante perma-
necerd inalterado.

SOLUGAO

(a) Devemos provar que
a b g
ka, kb, kc;| =0,
a3 by o

onde os elementos da primeira e da segunda linha sdo proporcionais. Isso é demonstrado pela expansio do

determinante.
(b) Suponhamos que o determinante considerado seja
a b o
a b o
a3 by o

Devemos demonstrar que, se & é qualquer constante,

a b[ C1 ] bl [
a; b, €5 = |a, b, o
as + kﬂ‘z b3 + kbz 3+ kCz I3 b3 C3

onde multiplicamos cada elemento da segunda linha do determinante considerado por ke o adicionamos ao
elemento correspondente da terceira linha. O resultado é provado pela expansio dos determinantes, demons-
trando que eles sdo iguais.

28.9 Solucione os sistemas de equagdes.

2x4+y—z=5
(@) <3x—-2y+2z=-3
x=3y—-3z=-2

2 1 -1
Aqui D=3 -2 2{=42 e
' 1 -3 -3
5 1 -1 2 5 -1 2 1 5
D.=|-3 -2 2|=42 D=3 -3 2|1=8 D=3 -2 -3|=-42
-2 -3 -3 I =2« =3 1 =3 =2
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Be_ 2 _ 2 8 e
**p-a b Y pTp=r =pTgp ol
A solugfio do sistema € (1, 2, -1).
x+2z=7
(b) 43x+y=5
2y =3z =5
x+0y+2:=7
Escrevamos como 3x+y+0z=5
Ox+2y—-32z=-5
10 2
Entdo, D=3 1 0] =9 e
02 -3
70 2 1 7 2 1 0 7
D,=| 51 o0|l=9 D=3 5 ofj=8 D,=|31 5|=27
=5 2 =3 0 -5 -3 0 2 -5
D 9 D 18 D 27
=_x__=1 =—t= —= =—ft=—=
D9~ YEPT9TH =pmyTd
A solugiio do sistema € (1, 2, 3).
28.10 Asequaghes para as correntes iy, i,, iy em um dado circuito elétrico sdo
3, —2ip+4diy=2
i1+3i2—6f3=8
2!'1“‘5.2—'21.:;:0
Determine i,.
SOLUGAO
3 -2 2
1 3 8
_ 2 -1 0} -2 1
BT 2 4 M 2
1 3 -6
2 =1 =2
Problemas Complementares
:JE
28.11 Calcule os determinantes:
4 -3 -2 4 2 -1
@ 1,4 2| LGN 7| © |4 01
-2x =3y a+b a-»b x—1 x+1
d
@ 4x —yI © —bl 0 x+2 x—2|
3
28.12 Demonstre que, se os elementos de uma linha (ou coluna) de um determinante de segunda ordem forem multipli-

cados por um mesmo nimero, o determinante resultard multiplicado pelo mesmo nidmero.
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3
-
+

28.13 Resolva as incégnitas nos sistemas abaixo.

@ {5x+2y=4 ) {3r-55=—6 @ {28+4x+5y=ﬂ @ {5x—4y=16

2—y=7 dr+2s=5 —3x+4y+10=0 2x+3y=-10
x v
(o > N Vsevrey-7 ® 15 5 o MY
—_———=-3 et e Ll DowBow camie Bkt =
7 2 x+y X oy 12 u v 6
Y
28.14 Calcule os determinantes.
-2 1 2 1 0 -2 3. #=1 4
(a) 3 -1 3 (b) 0 -3 4 () |-2 1 -3
1 3 =2 —4 2 -1 1 3 =2
Xy z 1 1 1
@ |-2 31 (e) la b ¢
41 2 a b 3
a
28.15 Para qual valor de k
k+3 1 -2
3 -2 1| =07
-k =3 3

28.16 Demonstre que, se os elementos de uma linha (ou coluna) de um determinante de terceira ordem forem multipli-
cados pelo mesmo nimero, o determinante resultard multiplicado pelo mesmo niimero.

28.17 Resolva as inc6gnitas nos sistemas abaixo.

Ix+y—2z=1 ut+2v—3w= -7 x+3y=-2
(@) {2x+3y—z2=2 () q2u—v+w=5 {c) ¢5y—2z=14
x—2y+2z=-10 Ju—v+2w=2_8 3z+dx = -7

28.18 Resolva a incdgnita indicada nos sistemas abaixo.

3iy+5H+2i3=0 Ux+2ly+1z=12
(@) {i4+2~3i3=5 parai, (b) < 4/x+2/y—3/z=2/3 parax
2?]—1’2"'1‘.3:—1 3/x—4!y+4/z=l;‘3

Respostas dos Problemas Complementares

2811 (@ 5 (b)) -2 (o) 4 (@) lwy () —@*-b (f) -8

2813 (1) x=2,y=-3;(2,~3) (e) x=12, y=16; (12,16)
(B) r=172, s=3/2; (112,312) (f) x=5y=-2;(5,-2)
() x==2,y=—4; (-2,-4) (&) x=12,y=15; (12,15)
(d) x =823, y = —82/23; (8/23, -82/23) (k) w=2/3, v=23/5; (2/3,3/5)
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2814 (@) 43  (B) 19 (¢) 0 (d) 5x+8—14z  (€) bc2—cb?+atc—ac? +ab? - ba?

28.15 Todos os valores de k.

2817 (@) x=-2,y=1,z=-3;(-2,1,-3)
B) u=1,v=-1,w=2;(1,-1,2)
(¢) x=—-4,y=2,2=3;(-4,2,3)

2818 (@)i,=08 (Byx=6
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Capitulo 29

Determinantes de Ordem n

29.1 INVERSAO

Uma inversdo no arranjo dos inteiros positivos ocorre sempre que um inteiro precede outro inteiro menor.
Porexemplo, em 4, 3, 1, 5, 2, o inteiro 4 precede 3, 1 € 2; o inteiro 3 precede 1 ¢ 2, e 5 precede 2; assim h seis
inversdes.
Da mesma forma, uma inversdo do arranjo de letras em ordem alfabética ocorre sempre que uma letra prece-
de outra que lhe € precedente no alfabeto. Assim, bdca tem b precedendo a; d precedendo c e a; e ¢ precedendo a;
conseqiientemente, hd quatro inversges.

29.2 DETERMINANTES DE ORDEM ~

O simbolo
ay bl c1 ... kl
as bz Ca PR kz
as b3 c3 ... k3
a,; by oty e ok

composto de n’ nimeros (chamados elementos) arranjados em £ linhas ¢ n colunas, é denominado determinante
de ordem n. Esse simbolo € uma abreviacdo para a soma algébrica de todos os produtos possiveis, cada um com-
posto de n fatores, onde:

(1) Cada produto tem como fatores um e somente um elemento de cada linha e de cada coluna. Haverd n! destes
produtos.

(2) Cada produto tem associado a si um sinal positivo ou negativo conforme a quantidade de inversdes dos indices
for par ou impar, apos as letras no produto terem sido escritas na ordem de aparecimento na primeira linha do
determinante.

A soma algébrica assim obtida ¢ chamada de expansdo ou valor do determinante. Cada produto na expansda
com scu sinal associado € denominado rermo da expansio do determinante,
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As vezes, um determinante de n-ésima ordem € escrito como

ay iz 413 ... Ay
dyp Gz daz ... Oy
@31 4z 4z ... dzy
Ay Qpa Au3y ... Qup

Nessa notagio, cada elemento € caracterizado por dois indices, o primeiro indicando a [inha na qual o elemento
aparece € o segundo indicando a coluna na qual ele aparece. Assim, a,, € o elemento da segunda linha e terceira
coluna ¢ a,, € 0 elemento da terceira linha e segunda coluna.

A diagonal principal de um determinante consiste nos elementos do determinante que se encontram sobre a
reta que liga o canto superior esquerdo ao inferior direito do determinante.

29.3 PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES

I. A troca de todas as linhas com todas as colunas correspondentes de um determinante ndo altera o valor do mes-
mo. Conseqiientemente, qualquer teorema demonstrado para linhas vale para colunas e vice-versa.

Exemplo 29.1
a by ay a a
ay bz a1 = bl bz bg
a3 b3 C3 €] €3 C3

I1. Se todos os elementos de uma linha (ou coluna) forem zero, o valor do determinante sera zero.

Exemplo 29.2

a) 0 Cy
a, 0 Ch| = 0
a3 0 ¢

ITI. A troca de quaisquer duas linhas (ou colunas) troca o sinal do determinante.

Exemplo 29.3
ap by ¢ a3 by c
[75] bz G|l = — Jia b2 Ca
as b3 Cy a bl Cy

IV. Se duas linhas (ou colunas) de um determinante forem idénticas, o valor do determinante serd zero.

Exemplo 29.4

ay by a
as bz a5 ={)
az by a3

V. Se todos os elementos de uma linha (ou coluna) de um determinante forem multiplicados por um mesmo nd-
mero p, o valor do determinante serd multiplicado por p.

Exemplo 29.5
pa, bl ] ay b; Cq
pay by el =play by ¢
pay by c3 a3 b3 o
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VI. Se todos os elementos de uma linha (ou coluna) de um determinante forem expressos como uma soma de dois
(ou mais) termos, o determinante poderd ser expresso como a soma de dois (ou mais) determinantes.

Exemplo 28.6
a1+ai b] C aj bl Cq t?i b[ cy
aytay ba | = |ay by o|+|a: by Cs
az+a; by c3 ay by o ay by ¢

VII. Se acada elemento de uma linha (ou coluna) de um determinante o elemento correspondente de qualquer ou-
tra linha (ou coluna) for adicionado m vezes, o valor do determinante n@o ser4 alterado.

Exemplo 29.7
a; + mbl bl c ay bl €1
a + mbz bz G| = (22 bz (%]
as +ﬂlb3 b3 C3 as b3 C3

Essas propriedades podem ser demonstradas para os casos especiais de segunda e terceira ordens pelo empre-
go dos métodos de expansdo do Capitulo 28. Para demonstracGes de casos gerais, veja os problemas resolvidos
mais adiante neste capitulo.

29.4 MENORES COMPLEMENTARES

O menor complementar (ou simplesmente menor) de um elemento em um determinante de ordem # € o determi-
nante de ordem n — 1 obtido pela remocao da linha e da coluna que contém o elemento considerado.
Por exemplo, o menor complementar de b; no determinante de quarta ordem

a; by ¢y d,

€ obtido excluindo a linha ¢ a coluna que contém b,, como mostrado, e escrevendo o determinante resultante de
ordem 3,

ay ¢ dy
a; ¢ d
as Ca d4

O menor complementar de um elemento € representado por letras maitisculas. Assim, 0 menor complementar
correspondente ao elemento b, é representado por B;.

29.5 VALOR DE UM DETERMINANTE

O valor de um determinante pode ser obtido em fung@o de menores complementares como segue:

(1) Escolha qualquer linha (ou coluna).

(2) Multiplique cada elemento de uma linha (ou coluna) por seu correspondente menor complementar precedido
de sinal positivo ou negativo se a soma da colunas e da linha que identificam este elemento for par ou impar,
respectivamente. O menor complementar de um elemento com seu sinal € chamado de co-fator do elemento.

(3) Adicione algebricamente os produtos obtidos em (2).
Por exemplo, desenvolvamos o determinante
a by o 4
a by o d,
a3 by c3 dj
ag b4 Cq d4
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pelos elementos da terceira linha. Os menores complementares de a;, b;, c;, d, sdo A;, B,, Cye D,, respectivamen-
te. O sinal correspondente ao elemento a, € + pois ele aparece na primeira coluna ¢ terceira linhae 1 +3 =4 € par.
Da mesma forma, os sinais associados com os elementos b;, ¢, € d, 580 —, + € —, respectivamente. Assim, o valor
do determinante é

a3A3—byBy+c3C3—ds D,

A Propriedade VII € itil para a produgdo de zeros em determinada linha ou coluna. Essa propriedade, combi-
nada com a expansdo em fungo dos menores complementares, facilita o cdlculo do valor de um determinante.

29.6 REGRA DE CRAMER

A Regra de Cramer para a solug@o de n equagdes lineares a n incégnitas € exatamente andloga a regra mostrada no
Capitulo 28 paran=2en=3.
Dadas n equagdes lineares a n incégnitas x,, X, X;, . . ., X,
apx;tapxtapxs .. tagpx,=n
a1 X1+ axpx; +tanxy+...+ ayux, =r;

: : ; )

. .

X1 + dp2Xy + Ap3X3 ol b QpnXp = I'n

Denotemos D o determinante dos coeficientes de x,, x,, x5, . . ., X,, isto €,

a1 412 M43 ... Qi

a1 G Gz ... A,
D ==

An1 Qp2 Qp3 ... Qun

Representemos por D, o determinante D com a k-€sima coluna (que corresponde aos coeficientes da incdgnita x,)
substituida pela coluna dos coeficientes no lado direito de (1). Entéo,

D
x1=—1 D2

D o pr BT
Se D # 0, hd uma e somente uma soluggo.

Se D=0, o sistema de equacGes pode ter solugdes ou nao.

Equagdes sem solugio sdc denominadas inconsistentes; de outra forma, sdo consistentes.
Se D=0 e no minimo um dos determinantes D,, D,, . . ., D, # 0, o sistema considerado € inconsistente.
SeD=D =D,=...=D, =0, o sistema pode ser consistente ou ndo.

EquagGes com uma quantidade infinita de solugdes sdo chamadas de dependentes. Se um sistema de equagdes
for dependente, entdo D = 0 e todos os determinantes Dy, D,, ..., D, = 0. O inverso, entretanto, nem sempre € ver-
dadeiro.

3
D desde que D # 0.

29.7 EQUAGOES LINEARES HOMOGENEAS
Ser,, ry, ..., 7, nas equagdes (1) sdo todos zero, o sistema € denominado homogéneo. Nesse caso, D, = D,= D, =
...=D =0, e o seguinte teorema € verdadeiro.

Teorema: Uma condigdo necessdria e suficiente para que n equagdes lineares homogéneas an
incégnitas tenham solugdes além da solug@o trivial (na qual todas as incégnitas s3o iguais a ze-
ro) € que o determinante dos coeficientes, D, seja zero.

Um sistema de m equagbes a r incégnitas pode ter solugdes simultidneas ou néo.

(1) Se m > n, as incégnitas em n das equagGes podem ser determinadas, Se esses valores satisfazem as equagoes
¢ n restantes, o sistema € consistente; de outra forma, € inconsistente.

(2) Se m<n, entdo m das incégnitas podem ser determinadas em fungéo das n — m incégnitas restantes.
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Problemas Resolvidos

29.1

29.2

29.3

294

29.5

Determine a quantidade de inversdes nos seguintes agrupamentos.

(@ 3.1,2 O 3 precede 1 e 2. H4 duas inversdes.

) 4,2,3,1 QO 4 precede 2, 3 e 1; 2 precede 1; 3 precede 1. Hi cinco inversoes.

() 5,1,4,32 O 5 precede 1, 4, 3, 2; 4 precede 3, 2; 3 precede 2. H4 sete inversdes. =
(d) b,a,c O b precede a. Hd uma inversdo.

() b,a,edc O b precede a; e precede d ¢ c; d precede ¢. Hé quatro inversdes.

(@) Qual seria a quantidade de inversdes dos indices em b dyc,a, se as letras fossem colocadas em ordem
alfabética?
(b) Qual seria a quantidade de inversdes das letras em &,d,c,a, se os indices fossem arranjados na ordem natural?
SOLUGAO
(@) O novo arranjo € g,b c,d;. Os indices 4, 1, 2, 3 t€m trés inversdes.
(b) O novo arranjo € b,c,d,a,. As letras bcda tém trés inversaes.
O fato de haver trés inversdes em (a) e (b) nfio € uma mera coincidéncia. A quantidade de inversdes de indices

quando as letras sio dispostas em ordem alfabética € a mesma de letras quando os indices s@o colocados em ordem
natural.

Escreva a expansio do determinante
a b1 ¢
a by o
a3 by o

com o emprego de inversoes.
SOLUGAO
A expansdo consiste nos termos do arranjo abc com todos os arranjos de indices possiveis, com um sinal preceden-
do o produto determinado pela quantidade de inversées dos indices: um sinal positivo se a quantidade de inversdes
for par e um negativo se for impar.

Ha seis termos na expansfo:

a,byc, 0 inversio, sinal + aybyc, duas inversdes, sinal +
a,by¢, uma inversao, sinal — a;b,c, trés inversdes, sinal ~
a,b,c, uma inversdo, sinal - a,b ¢, duas inversdes, sinal +.

A expansdo €: a\b,c, — a,byc, — ab oy + aybye) — asbye, + aybc,.
Determine os sinais associados aos termos d,a,c,b, € a;¢,d b, na expansdo do determinante

a by ¢ 4
a» b2 Ca d 2
a3 b 3 C3 d3
a, by cy d,

SOLUCAO
d,a,c,b, escrito a,b,c,d, tem cinco inversdes de indices. O sinal associado & —.
acd b, escrito ab ¢, d, tem duas inversdes de indices. O sinal associado € +.

Demonstre a Propriedade I1I: se duas linhas (ou colunas) forem trocadas entre si, o sinal do determinante seré tro-
cado.

SOLUGAO
Caso 1. As linhas 530 adjacentes.
A troca de duas linhas adjacentes representa a troca de dois fndices adjacentes em cada termo da expansio. Conse-

qlientemente, a quantidade de inversdes de indices € aumentada ou reduzida em um. Entiio, o sinal de cada termo &
trocado, bem como o do determinante.
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29.6

29.7

29.8

29.9

Caso 2. As linhas ndo sdo adjacentes.

Suponha que haja k linhas a serem trocadas. Entdo, serdo necessirios k intercimbios de linhas adjacentes para le-
var a linha superior para a linha imediatamente acima da inferior, mais um para inverté-las, e mais k trocas para le-
var a linha inferior para onde a superior estava. Isso envolve um total de £+ 1 + k = 2k + 1 trocas. Como 2k + 1 ¢
impar, ha uma quantidade impar de trocas de sinais, o que resulta no mesmo que uma simples troca de sinal.

Demonstre a Propriedade IV: se duas linhas (ou colunas) sdo idénticas, o determinante tem valor zero.

SOLUGAO
Denotemos por D o valor do determinante, Pela Propriedade III, o intercdmbio de duas linhas idénticas alteraria 0
valor para — D. Como os determinantes sido os mesmos, D =- D, ou seja, D =0.

Demonstre a Propriedade V: se todos os elementos de uma linha (ou coluna) forem multiplicados pelo mesmo nd-
mero p, o valor do determinante serd multiplicado por p.

SOLUGAO

Cada termo do determinante contém um e somente um elemento da linha multiplicada por p e, assim, cada termo
tem fator p, Esse fator €, portanto, comum a todos os termos da expansdo e, assim, o determinante € multiplicado

por p.
Demonstre a Propriedade VI: se todos os elementos de uma linha (ou coluna) de um determinante forem expres-
s0s como a soma de dois (ou mais) termos, o determinante poderd ser expresso como a soma de dois (ou mais)
determinantes.

SOLUCAO

Para o caso de determinantes de terceira ordem, devemos demonstrar que

aj+ai by ¢ a by ¢ ap by
ay+as by | =lay by e|+las by o
as+ ﬂs b3 Cy as b3 C3 ﬂé b3 3

Cada termo na expansio do determinante 4 esquerda é igual 4 soma dos dois termos correspondentes no de-
terminante da direita, por exemplo, (a, + @)) byc, = a,b,c, = ajbyc,. Assim, a propriedade € vilida para determinan-
tes de terceira ordem. O método de verificagéio € o mesmo para casos gerais.

Demonstre a Propriedade VII: se a cada elemento de uma linha (ou coluna) de um determinante for adicionado m
vezes 0 elemento correspondente de qualquer outra linha (ou coluna), o valor do determinante ndo seré alterado.

SOLUCAO
Para o caso de determinante de terceira ordem, devemos mostrar que

a; + mbl bl (5} ay bl Cy
a, + mbz b2 C| = {az bz 5]
a3 +Mb3 b3 C3 as bs [}

Pela Propriedade VI, o lado direito pode ser escrito como

a; b 1 €1 mbl b] [
as bz cz| + |mby b‘2 Cr
as; by ¢3 mb3 b3 C3

O ltimo determinante pode ser escrito como

b by
m| by bz Ca
b3 bg, C3

que € zero conforme a Propriedade IV.

By Possuidao



CAPITULO 29 * DETERMINANTES DE OrDEM 1 345

29.10 Demonstre que

3 23 1
6 5 4 =2
9—36—»5_0
12 2 8 7

SOLUGAO
O niimero 3 pode ser fatorado de cada elemento da primeira coluna e 2 pode ser fatorado de cada elemento da ter-
ceira para obtermos

1 21 1
2 -2
G, 5 5 _s
4 2.4 7

que € igual a zero, visto que a primeira e a terceira colunas sdo idénticas.

29.11 Use a Propriedade VII para transformar o determinante

1 -2 3
2 -1 4
-2 31

em um determinante de igual valor com zeros na primeira linha e na segunda e terceira colunas.

SOLUCAO
Multiplicando cada elemento na primeira coluna por 2 e adicionando o produto aos elementos correspondentes da
segunda, obtemos
1 @)(1)-2 3 1 03
' 2 2)@)-1 4f{=] 2 3 4
-2 (2)}-2)+3 1 -2 -1 1

Multiplicando cada elemento da primeira coluna do novo determinante por — 3 e adicionando o produto aos
elementos correspondentes da terceira coluna, obtemos

1 0 (=3)(1)+3 1 0 0
' 2 3 (=3 +4|=] 2 3 -2
2 -1 (=3)(-2)+1 4 =T 7

O resultado poderia ter sido obtido em um tinico passo escrevendo

1 @QU)-2  (=3)(1)+3 1 0 0
l 2 Q@) -1 (=3@+4|l=[2 3 -2
-2 @(-2)+3 (=3)(=2)+1 =g =f 3

Os niimeros 2 € - 3 foram escolhidos de forma a obtermos zeros nas posigdes desejadas.

29.12 Use a Propriedade VII para transformar o determinante

2 3
-2 2
1 4
4 =2

em um determinante igual que tenha trés zeros na quarta linha.
SOLUGAO

Multiplicando-se cada elemento da primeira coluna (a coluna bdsica, mostrada com destaque) por —3, —4 ¢ +2 e adi-
cionando-se os produtos respectivamente aos elementos correspondentes nas segunda, terceira e quarta colunas, o
resultado é
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29.13

29.14

29.15

(=B 6 (-3 +2 (B)+3 3 -3 —-10 9
- (=3(-DH1 () -2 -D+2| |2 7 6 -2
(=)@ -5 (=H@+1 QW +4] | 4 -17 -15 12

(=31 +3 (=41 +4 @) -2 1 0 0 0

Observe que é€ 1til escolher uma fila ou coluna bdsica contendo o elemento 1.

Obtenha quatro zeros em uma fila ou coluna no determinante de quinta ordem

3 54 6 2

SOLUCAO
Produziremos zeros na segunda coluna empregando a linha bdsica em destaque. Multiplicando os elementos dessa
linha por - 5, — 3, 3 e — 2 ¢ adicionando os produtos aos elementos correspondentes da primeira, segunda, quarta e
quinta fila, obtemos

-17 0 -11 16 17

-4 0 -7 9 13

0 7
Obtenha trés zeros em uma fila ou coluna do determinante
3 4 2 3
-2 2 3 =2
2 =3 3 4

4 5 =2 -2
sem alterar seu valor,

SOLUGAO

E conveniente utilizar a Propriedade VII para obter um elemento 1 em uma linha ou coluna. Por exemplo, multipli-
cando cada elemento da coluna 2 por - | e adicionando os produtos aos elementos correspondentes da coluna 3, ob-
temos

Usando a terceira coluna como coluna basica, multiplicamos seus elementos por 2, — 2 e 2 e adicionamos os
produtos respectivamente & primeira, segunda e quarta coluna para obter
=l g -2 -1
0 o 1 0
14 -15 6 16
-10 19 -7 -16

que € igual ao determinante dado.

Escreva o menor complementar ¢ o co-fator correspondente do elemento da segunda linha e terceira coluna do
determinante
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SOLUCAO

Cruzando a linha e a coluna que contém o elemento, o menor complementar € dado por
2 -2 1
1 -2 -1
2 1 -2

Como o elemento estd na segunda linha e terceira coluna e 2 + 3 = 5 é um niimero impar, o sinal associado é
negativo. Portanto, o co-fator correspondente ao elemento considerado €

2 -2 1
=l =2 =1
2 1 -2

29.16 Escreva os menores ¢ os co-fatores dos elementos da quarta linha do determinante

3 -2 4 2
2 1 S5 -3
1 5 -2 2
-3 -2 -4 1

SOLUGAO

Os elementos na quarta linhaso-3,~-2,-4e 1.

|
(3]
N
[

Menor complementar do elemento —3 = 5 -3 Co-fator = —Menor

5 =3 Co-fator = +Menor

Menor complementar do elemento —2 =

Menor complementar do elemento ~4 = -3 Co-fator = ~Menor

Menor complementar do clemento 1= 5 Co-fator = +Menor

W = MW o B W L
|
[ )
[ &)

29.17 Expresse o valor do determinante do Problema 29.16 em termos de menores ou ¢o-fatores.

SOLUGAO
Valor do determinante = soma dos elementos, cada um deles multiplicado pelo co-fator associado

-2 4 2 3 4 2
=== 1 5 =3|b+={+]2 5 -3
5 =2 2 P -2 2
3 -2 2 3 -2 4
+(=43-12 1 =3|t+aN+|2 1 s
1 s 2 1 5 -2

Calculando os determinantes de terceira ordem, obtém-se —53.
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O método de cdlculo aqui indicado € entediante. Entretanto, podemos reduzir muito do trabalho se primeira-
mente transformarmos um dado determinante em um equivalente tendo zeros em uma linha ou coluna, pela aplica-
¢do da Propriedade VII, como mostrado no problema seguinte.

29.18 Calcule o determinante do Problema 29.16 primeiramente transformando-o em um que tenha trés zeros em uma
linha ou coluna e, a seguir, expandindo-o por menores complementares.
SOLUGAO
Escolhendo a coluna bdsica como indicado,

multiplicando seus elementos por -2, -5 ¢ 3 e adicionando-o0s aos elementos correspondentes da primeira, tercei-
ra e quarta coluna, obtemos

7 -2 14 -4
0 1 0 0
-9 5 27 17
1 -2 6 -5

Expandindo de acordo com os co-fatores dos elementos na segunda linha, obternos
(0)(sen co-fator)+(1)(seu co-fator)+(0)(seu co-fator)+(0)(seu co-fator)

7 14 -4
(I)(seu co-fatory =14 + | ~9 =27 17
1 6 -5

Expandindo esse determinante, obtemos o valor — 53, que estd de acordo com o resultado do Problema 29.16.
Observe que o método desse problema pode ser empregado para calcular determinantes de terceira ordem em
termos de determinantes de segunda.

29.19 Calcule os determinantes.

i f 1 4
@135 0 34
5 3 w33

Multiplicando os elementos na linha bésica indicada por — 2, 1 e ~ 3 ¢ adicionando os produtos aos elementos cor-
respondentes na segunda, terceira e quarta linha, obtemos

4 1 -

= -9 5 -2
A [PY U R
70 1 71"
-10 0 3 -7 =103 =7

Multiplicando os elementos na coluna bésica indicada por ~7 ¢ adicionando os produtos aos elementos correspon-
dentes na primeira e terceira coluna, obtemos

-4 5 -37
-1 01 o =~(1){+ :‘:: :g}=—ss
31 3 -28
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-3 1

2 -3

(®) 1 4
4 -1

2 1

Multiplicando os elementos na coluna bésica indicada por 3, 2, | e — 4 respectivamente e adicionando os produtos
aos elementos correspondentes na primeira, terceira, quarta e quinta colunas, obtemos

-8 -3 -4 -0 13

-8 -4 -6 13 -8 -4 -6 13
5 2 5 4 -11
0 1 0 0 0]l=15- _g _: : _;: il P "11_
e — s 1 1 r
# =8 = 1 -3 -8 0 9 -3 -8 0 9

-3 -2 -8 0 9

No dltimo determinante, multiplicamos os elementos na linha bisica indicada por 6 e — 4 e adicionamos os
produtos respectivamente aos elementos da primeira e segunda linhas para obter

=50 =22 0 79

-50 -22 79 -50 -22 79
33 17 0 -5
-1 5 34 1? =—(1)}x+} 33 17 -55{p=-| 33 17 -55
-3 -80 9 ARG :
Multiplicando os elementos da linha indicada do tltimo determinante por 2 e adicionando-os 2 segunda linha,
obtemos

-50 -22 79

-3 -8 9

Multiplicando os elementos na linha indicada no 1ltimo determinante por 22 e 8 ¢ adicionando-os respectiva-
mente aos elementos da primeira e terceira linha, obtemos

544 0 -735

544 -7
-l2z7 1 -37|= -(1){+ 213 2;§|}=-427
213 0 -287
29.20 Fatore o determinante.
x y 1 I 1 1 Remova os fatores x e y das primeira e segunda
* ¥y 1l=xplx y 1 coluna, respectivamente.
2 oy X2 ¥y 1
0 0 1 Adicione -1 vez os elementos da terceira coluna
=xy|x—1 =1 1 aos elementos correspondentes na primeira ¢ se-
xt—-1 y2-1 1 gunda coluna.
o ]x=1 y-1 l
g x2—1 y2 -1
1 1 Remova os fatores (x— 1) e (y — 1) da primeira e
= =)y 1)| | s g
x+1 y+1 segunda coluna, respectivamente.

=xy(x—1Dy -1 -x

29.21 Resolva o sistema
2xx+ y— z+ w=—4
x+2y+22-3w=6
3x— y— z+2w=0
2x+3y+ z+4w= -5
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SOLUCAO
2 1 =1 1
1 3., =3
D=lg =1 <1 32 S
2 3 1 4
-4 1 -1 1 2 -4 -1 1
6 2 2 -3 1 6 2 -3
Br= | ooy =9, 2] =% D>=13 0 -1 2
-5 A 3. @& 2 -5 1 4
R P 3 1= =4
1 2 6 -3 1 2 2 6
Pa=ls o4 o a|=%® Da=13 1 -1 o0
2 3 =5 4 2 3 1 =5
a = e— = e——m = =—-=3 = ——
Entio, X D 1, e 2, z=h ; W= 1

29.22 As correntes i, i,, Iy, i, € i; (medidas em amperes) podem ser determinadas pelo seguinte conjunto de equagdes.
Determine ;.
i1—2ip+i3=3
ir+3ig—is= =5
I +ip+iz—is=1
2ip+i3—2ig—2is=0
iy +iz+2i4+is=3
SOLUGAO
1 -2 3 0 0 1 -21 0 0
0 1 -5 3 -1 0 10 3 -1
Dy=f1 1 1 0 -1|=38, D=1 11 0 -1}=19, iy=—2=2amp
0 2 0 -2 =2 0 21 -2 =2
1 0 3 2 1 1 01 2 1
29.23 Decida se o sistema
x—3y+2z=4
2x+y—3z=-2
4x —Sy+z=35
€ consistente.
SOLUCAO
1 -3 2
D=|2 1 =-3|=0
4 -5 1
No entanto,
4 -3 2
Di=1|-2 1 =-3|=-7
5 =5 1

=-172

Portanto, pelo menos um dos determinantes D,, D,, D, # 0, de modo que as equagdes sdo inconsistentes.

Isso poderia ser constatado de outra maneira, multiplicando a primeira equagéo por 2 e entdio adicionando-a 2

segunda para obter 4x — 5y + z = 6, o que ndo € consistente com a iltima equagéo.
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29.24 Decida se o sistema

4r—2y+6z=8
2x—-y+3z=5
2x—y+3z=4
€ consistente.
SOLUGAO
4 -2 6 8 -2 6
D=2 -1 3|=0 D=5 -1 3|=0
2 -1 3 4 -1 3
4 8 6 4 -2 8
Dy=|12 5 3|=0 Dy=12 -1 5|=¢0
2 4 3 2 -1 4

Nada pode ser dito sobre a consisténcia a partir destes fatos. Em um exame mais minucioso do sistema, pode-
mos notar que a segunda € a terceira equagdes sao inconsistentes. Portanto, o sistema € inconsistente.

29.25 Decida se o sistema

2x+y—2z=4
x=2y+z=-2
5x—5y+z=-2
€ consistente,
SOLUGAO

D =D, =D,=D;=0.Conseqgiientemente, nada pode ser concluido a partir desses fatos.

Resolvendo as duas primeiras equagdes para x € y (em termos de z), x = g(z +2),y= g(z +2) . Esses valo-
res sdo encontrados por substituicdo para satisfazer a terceira equagdo. (Se ndo satisfizessem a terceira equacdo, o
sistema seria inconsistente.)

Assim, os valores x = %(z +2),y= ;{z + 2) satisfazem o sistema e h4 infinitos conjuntos de solugdes, obti-

dos por atribui¢do de vdrios valores @ z. Entio, se z=3,x=3,y=4;5e 2=-2,x=0, y=0 etc.
Segue-se que as equagdes dadas sdo dependentes. Isso pode ser comprovado de outra forma: multiplicando-se a
segunda equagiio por 3 e adicionando-se o resultado a primeira, entdo obter 5x — 5y + z =— 2, que € a terceira equagio.

29.26 O sistema

2x—3y+4z=0

x+y—-22=0

3x+2y—3z=0
tem somente a solugéo trivial x=y=z=07?

SOLUGAO
2 -3 4
D=1 1 =-2]=-17 D;=D2=D330

3 2 -3

Como D#0e D, =D, =D, =0, o sisterna tem somente a solugdo trivial.

29,27 Encontre solugdes ndo-triviais para o sistema

x+3y—-2z=0
2X—4y+z=0
x+y—z=0

se existirem.
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SOLUGAO
1 3 -2
D= |2 -4 1 =0 DI=D2=D3=
1 1 -1

Portanto, hd solugGes ndo-triviais.

Para determinar essas solugdes nao-triviais, resolvemos para x e y (em termos de z) as primeiras duas equa-
¢des (nem sempre isso serd possivel). Encontramos x = z/2, y = /2. Esses valores satisfazem a terceira equagfo.
Uma quantidade infinita de solugdes € obtida pela atribui¢@o de valores a z. Por exemplo, se z=6, entiox=3ey=
3isez=—4,entdlox=-2ey=-2etc.

29.28 Para quais valores de k o sistema

x+2y+kz=0
x+ky+2z=0
3x+y+z=0
terd solucdes ndo-triviais?
SOLUGAO
Solucdes ndo-triviais sdo obtidas quando
1 2 k%
D=2 k 2|=0
311

Portanto, D =—3&"+3k+6=00uk=-1,2.

Problemas Complementares

29.29 Determine a quantidade de inversdes em cada agrupamento:
(a) 4,3,1,2 (b) 3,1,5,4,2 () ca.db,e

29.30 Para o agrupamento d,, b, c,, e, a;, determing
(a) aquantidade de inversdes de indices quando as letras estdo em ordem alfabética,
(b) aquantidade de inversdes de letras quando os fndices est@o em ordem natural.

29.31 Na expansio de
ap by ¢ d
ay by o dy
ay by c3 ds
ays by cq4 dy

determine os sinais associados aos termos d,, b, ¢,, g, e byc,ad,.

29.32 (a) Comprove a Propriedade I: se as linhas e colunas de um determinante s&o trocadas, o valor do determinante
ndo € alterado.

(b) Comprove a Propriedade II: se todos os elementos em uma linha (ou coluna) forem zero, o valor do determi-
nante serd zero.

29.33 Demonstre que o determinante
2 3
4 6
8 12
16 24

B o R S R
— e W

€ igual a zero.
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29.34 Transforme o determinante

29.35

29.36

29.37

29.38

29.39

-2 4 1 3
1 -2 2 4
3 1 -3 2
4 3 -2 -1

em um determinante igual que tenha trés zeros na terceira coluna.

Sem alterar o valor do determinante

=2 E =3 =2 =2
3 4 2 1 3
1 -3 4 -1 -1
2 -1 2 4 2
obtenha quatra zeros na quarta coluna.
Para o determinante
-1 2 3 -2
4 -1 =2 2
-3 1 2 -1
2 4 -1 3

(a) escreva os menores e 0s co-fatores para os elementos da terceira linha,
(b) expresse o valor do determinante em termos de menores ou co-fatores,
(¢) determine o valor do determinante.

Transforme o determinante

-2 1 2 3
¥ =2: =5 2
1 2 1 2
4 3 -1 -3

em um determinante que tenha trés zeros em uma linha e entdo calcule o determinante empregando a expanso por
menores complementares.

Calcule os determinantes:

2 -1 3 2 3 -1 2 1 1 2 -1 1
-3 1 2 4 4 2 0 -3 -2 3 2 -1
@1y 30 3 @I, 15 2 @15 1
-1 2 =2 -3 1 3 -1 4 -1 4 =3 2
3 2 =1 3 2
-2 0 3 4 3
() 1 -3 =210
2 4 0 1
-1 -1 21 0
Fatore os determinantes:
a b c ; L Ll
X z
@ |a b ® |, 20
& 3 ¥
1 x3 y3 23
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29.40 Resolva os sistemas:

x=2y+z-3w=4 2x+y—-3z=-5

2 +3y—z-2w=—4 3y+4z+w=35
@ x—4dy+2z—-4w =12 ) 2z—w—=4dx=0

-y—-3z+2w= -2 w+3x—y=4

29.41 Determine i, e i, no sistema

2y —3iy—iy= —4
38y + iy = 2iy+ 2iy+ 2is=0
—iy = 3iy+ 2y + 3ig =2
i+ 23— is=9

2!11+l.2=5
29.42 Determine se 0s sistemas sdo consistentes.
@ 2x—-3y+z=1 2x—y+z=2 x+3y—-2z=12 2u+v=3w=1
x+2y—z=1 (b) {3x+2y—dz=1 (c) {Ix—-y—z=1 (d) Ju=2v=w=2
3x—-y+2z=6 x—dy+6z=3 x+6y—4z=3 u+3v-2w= -2

29.43 Encontre solugdes ndo-triviais, se existirem, para o sistema
3x-2y+4z=0
2x+y=3z=0
x+3y—-2z=0

29.44 Para qual valor de k o sistema

x+ky+z+w=0
Ix+(k=1)y=2z2=-w=0
x—2y+4z+2w=0
x+y+z+2w=0

terd solugdes ndo-triviais?

Respostas dos Problemas Complementares

2929 (a) 5 b) 5 () 3

29.30 (a) 8 (b) 8

29.31 Negativo e positivo, respectivamente.

29.36 (c) -38

29.37 28

2938 (a) 38 (b)) —143 (c) —108 (d) 88

2939 (a) abela=b)(b—c)c=a) (b) (x-Dy-D(z—-Dx-y)y-2)(z-x)
2040 (@) x=2,y=-1,z=3, w=1 ) x=1,y=-1,z=2, w=0

2941 i1=3,i4=-2

29.42 (a) consistente (b) dependente (c) inconsistente (d) inconsistente
2943 Somente a solugdo trivial x=y=z=10

2944 k=-1
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Matrizes

30.1 DEFINICAO DE MATRIZ

Uma matriz € um arranjo retangular de miimeros, os quais s3o as entradas ou os elementos da matriz. Exemplos:

[1 —4] i_z; :j [o 8 —1]
7 0 5 ¢ 65 3

As matrizes sdo classificadas pela quantidade de linhas e colunas. As matrizes acimaso 2x2,3x2,3x 1e
2 x 3, com o primeiro nimero indicando a quantidade de linhas e 0 segundo, a de colunas. Quando uma matriz tem
a mesma quantidade de linhas e colunas, € uma matriz quadrada.

ay  ap a4pz o dig

Ay Ay 4z Qn
A=

At Am2  Gu3 " Qpp

A matriz A € m X n. As entradas na matriz A s#o duplamente indexadas, com o primeiro nimero indicando a linha
da entrada e o segundo, a coluna da entrada. Uma entrada genérica da matriz € denotada por a;. A matriz A pode
ser representada por [a,].

30.2 OPERAGCOES COM MATRIZES

Se as matrizes A ¢ B tém 0 mesmo tamanho, a mesma quantidade de linhas e a mesma quantidade de colunas, e
as entradas genéricas sfo da forma a;e by, respectivamente, entdo a soma A + B = [g,] + [b)] = [a;+ b)] = [c;] =
C paratodos os i ej.

. 2 3 4 1 03 =2
Exemplo 30.1 Determine a soma de [6 0 —I] € B—[_l 1 2].

23 4 03 -2] [2+0 3I+3 4+ (-2 |_|2 6 2
AikB [5 0 —1}*[-1 1 2]"[6+(—1) 041 —142 ]'[5 1 1]
A matriz —A € denominada o oposto da matriz A, e cada entrada em — A € o oposto da entrada corresponden-
teemA.
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) (-1 2 -3 . [t 2 3
w0 A'[—z 0 1]’ A= [2 0 —1]

A multiplicacdo de uma matriz por um niimero real resulta em todas as entradas da matriz serem multiplica-
das pelo mesmo mimero.

Exemplo 30.2 Multiplique a matriz A = [2 g _‘:] por—2.
2 3 4 -4 -6 -8
e e e

O produto AB, onde A ¢ uma matriz m X p ¢ B € uma matriz m x n, € C, uma matriz m x n. As entradas c; da
matriz C sdo determinadas pela férmula ¢; =a,b; + apb,; + apby - - - +ab,.

A X B = C
-all a2 a3 - alp‘ ‘bn blZ s b blj T bln- l-CH Cig; * 27 Ly e Cln-
1 Gz dyz - 4y bay by -+ by - by, €21 €3 " €3 *** Czn
E o @ 8 9 TR 2 VAR < P I -
a1 ajz aﬂ e a"p : : : s . : C,‘l sz i Cij " Cfﬂ
5 2 d bpy b by b 1
[ m1 8m2 @m3 """ Gma | | 2L SeE & pn- | €m1 Cm2 Cmj Cmn_
5 4 1 301 -1
Exemplo 30.3 Determine o produto AB quando A = [0 1 2] e B=|-13 1 2
4 0 3 =2
s 30 o
24 1 o=l
AB = 01 -2 -1 31 2
- 4 0 3 =2

e [23) +4(-1)+1(4)  2(0)+4(3)+1(0)  2(1)+4()+1(3) 2(—1)+4(2) + 1(-2)
L 03) +1(=1) +(=2)(4) 0(0) +1(3) + (=2)(0) (1) + 1(1) + (=2)(3) O(—1) + 1(2) + (=2)(-2)

AB='6-4+4 0+12+0 2+4+4+3 -2+8-2
_0—1—8 0+ 3+0 0+1-6 O0+2+4

AB =

[ 6 12 9 4
-9 3 -5 ¢

1. —3
Exemplo 30.4 Determine os produtos CD e DC quando C = [ L 2 3] e D=1{0 2

=1 0 #
) 4 -2
- F1 =3 .
co=| 1 23], S|_[ 10+20043@) 1(-3)+20)+3(-2)
-1 0 4 S| P10 +00 +44) ~1(=3)+0@) +4(~2)
CcD = ”

1+0+12 —3+4-6] 13 -5
-14+0+16 3+0-8

L =300 0 5 37 [MO+E3ED) 19+(-3)0)  13)+(=3)@)
DC=]|0 2 [ ]

15 =5

—1 0 4|=%D+2(-1 0(2) +2(0) 0(3) + 2(4)
[ 4 -2 | 4D+ (=2)(-1) 42D+ (=2)(0)  4(3) +(-2)(4)
[1+3 2+0 3-12 4 2 -9
DC={0~2 0+0 O+ 8|=|-2 0 8§
| 442 840 12— 8 6 8 4
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No Exemplo 30.4, observe que, embora os produtos CD e DC existam, CD # DC. Portanto, a multiplicacio
de matrizes ndo € comutativa.

Uma matriz unidade € uma matriz n x n com entradas iguais a 1 quando os indices indicativos de linha e co-
luna sdo iguais € as demais entradas sao zero. Representamos a matriz unidade n x n por L.

Por exemplo,
1 00
Iz = [; 2] € I3 = 0 1 0
0 01

Se A ¢ uma matriz quadrada e I € a matriz unidade de mesma ordem, entdo AI=IA = A,

30.3 OPERAGOES ELEMENTARES SOBRE AS LINHAS

Duas matrizes sdo denominadas linha-equivalentes se uma delas puder ser obtida a partir da outra por uma seqiién-
cia de operagdes elementares sobre as linhas.

Operacoes elementares sobre as linhas

(1) Troca de duas linhas.
(2) Multiplicagdo de uma linha por uma constante néo-nula.
{3) Adic¢do de um muiltiplo de uma linha a outra.
Diz-se que uma matriz estd em forma linha-reduzida na forma de escada se ela tiver as seguintes caracteristicas:
(1) Todas as linhas nulas ocorrem na base da matriz.
(2) Uma linha que nfo € toda nula tem um 1 como sua primeira entrada distinta de zero, que € denominada 1 lider.

(3) Para duas linhas sucessivas e ndo-nulas, o 1 lider na linha mais alta estd mais a esquerda do que o 1 lider da li-
nha mais baixa.

(4) Toda coluna que contém 1 lider tem zeros em todas as demais posigoes.

Exemplo 30.5 Use operagdes elementares sobre as linhas para transformar a matriz A em forma linha-reduzida
na forma de escada.

2 1 47 Ry[1 1 3 2 1 32
A=|1 3 2|~Ry|2 ~R2—2R1 -5 0|~IR,l 0 10
3 —1 6 R;-3R; -10 0 0 —-10 0

R;-3R, [1 0 2

~ 010

R3+10R,| 0 0 ©

o = O
(=T =T &7

1
A matriz A em forma linha-reduzida na forma de escada fica | 0
0

30.4 INVERSO DE UMA MATRIZ

Uma matriz quadrada A ter inverso se existir uma matriz A™ tal que AA™ =A”A = 1.
Para determinar o inverso de uma matriz quadrada A, se ele existir, procedemos da seguinte forma:

(1) Forme a matriz particionada [A[I], onde A € a matriz n x n dada e I € a matriz unidade n x n.
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(2) Realize opera¢des elementares sobre as linhas de [A|I] até que a matriz particionada tenha a forma [I[B], isto
¢, até que a matriz A na esquerda seja transformada na matriz unidade. Se A nao puder ser transformada na ma-
triz unidade, A ndo tem inverso.

(3) A matriz B é A™, o inverso da matriz A.

2 5
Exemplo 30.6 Determine o inversodamatriz A= 1 4 ]
1
2 5 4|1 0 0] RJt 4 3|010
[All=|1 4 3|01 0|~Ryf2 5 4|1 00
1 -3 =210 0 1 1 -3 -2j0 0 1
1 4 3|0 4 3 0 1 0
~Ry—2Ri10 -3 -2;1 -2 0 -——;Rz 23| -1/3 23 0
R;—-R; [0 -7 -5]0 -1 1 -5 0 -1 1
R—4R2-1 0 1/3 43 —=5/3 0] 1 0 173} 43 -5/3 0
~ 01 23(-1/13 23 0|~ 01 23|-13 23 0
R;+7R,{0 0 -13|-73 113 1] -3R;{0 0 1 7 o=l =3
—(I3)R3|1 0 0]-1 2 17
~R,-(23)R3]0 1 0{-5 8 2|=[A"Y]
0 0 1f 7 -11 3]
-1 2 1
A7l -5 8 2
7 -1 -3

Se a matriz A € linha-equivalente a I, entdo a matriz A tem inverso e € inversivel. A n3o tem um inverso se ndo
for linha-equivalente a I.

1 3 4
Exemplo 30.7 Determine o inverso, se existir, damatrizA=| -2 -5 -3
1 4 9]
1 3 4|10 0 1 3 4| 1 0 0]
(A=} -2 -5 =3|0 1 0|~Ry+2R([0 1 5| 2 1 0
1 4 9|00 1 -R; |0 1 5{-1 0 1_
R,—3R;[1 0 -11]-5 =3 07
~ 01 52 10
R;—R, |0 0 0]-3 -1 1]

A matriz A ¢ linha-equivalente 4 matriz da esquerda. Como a matriz 4 esquerda tem uma linha inteira de zeros, ela
ndo € equivalente a I. Assim, a matriz A nfio tem inverso.

Outra forma de determinar se o inverso de uma matriz A existe € verificar que o determinante associado a uma
matriz inversfvel € ndo-nulo, isto €, det A # 0 se A™" existir.

Para matrizes 2 x 2, o inverso pode ser encontrado por um procedimento especial:

a .
Se A= i 4 entdo A= L | a2 —an onde det A # 0.
a1 axn detA| —ay; ap

(1) Determine o valor do det A. Se det A # 0, entdo o inverso existe.

(2) Troque as entradas da diagonal principal, permutando a,, e a,,.

(3) Troque os sinais das entradas da diagonal secundiria, substituindo a,, por - a,, e a,, por — a,,.
(4) Multiplique a nova matriz por 1/det A. Esse produto é A~
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30.5 EQUACOES MATRICIAIS

Uma equagio matricial AX = B ter4 solugiio se e somente se a matriz A~ existir, e a solucdo serd X =A™'B.

Exemplo 30.8 Resol somamicial |+ o || *{= %
xempio 30. esolva a equacio matricial 2 -3]|y =1 gl

[7 -5 A oy |31 =sm1 -1[-3 5
SeA'[z -3] entao A “[2,'11 -7;11] * [—2 7]
=1f-3 s5}[7 -5]fx]_-1]-3 5][1
1m|-2 7|2 -3{|ly| 1u|-2 7
=1[-11  o][x]_ ~-1[-6
11 0 —11||y| 11( 18
1 0][x]_ -1[-6
0 1f{y| 11|18
[x] [ 611
y| | -1811

30.6 MATRIZ SOLUCAO DE UM SISTEMA DE EQUAGOES

[= 0 o8 ]

Para resolver um sistema de equagdes utilizando matrizes, escrevemos uma matriz particionada que ¢ a matriz dos

coeficientes & esquerda aumentada pela matriz das constantes a direita.
x+2y+3z= 6
A matriz aumentada associada com o sistema X = o= fll
x— y— z=-—4

1 2 3] 6
A=|1 0 -1] 0
1 -1 —1| -4

Exemplo 30.9 Utilize matrizes para resolver o sistema de equagdes:

X2+ X-'3—2.I4 = ‘—3
Il+hz'“ X3 = 2
211 + 4x2 T X3 314 = -2

.1'1—4I2"'7x3— x4 =-—19

Escreva a matriz aumentada para o sistema.

0 1 1 -2] -3
1 2 -1 0 0
2 4 1 -3 =2
1 -4 =7 -11-19

Coloque a matriz 4 esquerda na forma-reduzida na forma de escada.

-1 0} 2 1 2

Raf1 2 -1 0] 2
~RJ0 1 1 =2f -3|_ 0 3 1 =gl=3
2 4 1 =3} -2] Ry-2R]JJO0 0 3 -3| -6
1 -4 =7 ~11-19] R,-R; |0 -6 -6 -11-21

By Possuidao



350  Tcoria e ProBLEmaAs DE ALGEBRA

Ri—2R;| 1 0 -3 4 8 Ri+3R; [1 0 0 11 2
~ 01 1 =2]=3l<R;=Ry [0:d1 0 =1]=1
3R, [0 0 1 -1 —2| 001 —-1|-2
R,+6R,10 0 0 -131-30) (-v3)R,Lo 0 0 11 3
R;—R4| 1 0 0 0} -1
""R2+R4 0 1 0 0 2
R,+RJ 0 0 1 0] 1

000 11 3

Da matriz linha-reduzida na forma de escada da matriz aumentada, escrevemos as equagdes:
x1=—1, I2=2, x3=1 < x4=3

Assim, a solucdo do sistema € (-1, 2, 1, 3).
X + ZXZ —X= 1]
3x1 o 5x2 =1

12 -10]_ 12 -10] 12
35 0/1| Ry=3R)|0 -1 31| =R,|0 1

H

Portanto, x; =2 - 5x3 e

Exemplo 30.10 Resolva o sistema de equagdes:

-1 0
=3 -1
~R;-2R;|1 0 5

01 -3

Xp+5x3=2 e X3 = 3x3= =1 X3 = —1+ 3x3.

O sistema tem infinitas solugGes da forma (2 — 5x;, —1 + 3x;, x;), onde x; € um nimero real.

Problemas Resolvidos

30.1 Determine (@) A+ B, (b) A —B, (c) 3A, e (d) 5A - 2B quando

2 11 2 =3 4
A=[—1 < 4] ¢ B'[—s 1 —2]
SOLUGAO
2 11 2 -3 4 242 1+(-3) 1+4 ] [ 4 -25
(@) A+B=[_1 = 4]+[-3 1 —2]‘[—14-(—3) -1+1 4+(-2)]‘[—4 0 2]
2. 4 1 2 -3 4] [ 2-2 1-(-3) 1-4 ] [0 4 -3
®) A_B=[—1 -1 4]"[——3 1 —2]_[—1—(—3) =1—1 4"(‘2)]_[2 2 6]

[z 111 [32 3m3m]_[6 3 3
© 3“‘“3[—1 -1 4]‘[3(—1) 3(-1) 3(4)] [—3 43 12]
2 1) [2 -3 4]_[ 5s@-200  s)-2-3) 5(1)-2(4)
“ SA'z"'S[—l 4 4]_2[—3 1 —2]"[5(-1)—2(—3) s(-1)-2(1) 5(4)—2(—2)]

e 11 -3
1 -7 24
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30.2 Determine, se existirem, (a) AB, (b) BA, e (c) A’ quando

2
A=[321] e B=[3]
0

SOLUGAO
2
(@) AB=[321]| 3 |=[3(2)+23)+1(0)] =[12]
0
2 2(3) 2(2) 1) 6 4 2
(b)) BA=|[3][321]1=]3(3) 3(2) 3)|{=|9 6 3
0 03) 0(2) 0(1) 000

(¢) A%=[321]{321]; ndo é possivel. A", n>1, existe somente para matrizes quadrada

30.3 Determine AB, se possivel.

2 1 0 -1 0 -1 3 -
(@ A=[—3 4] e B={4 0 z} (b)A=|: 4 —5} e B=[D 7]
16 8 -1 7 0 2

SOLUGAO

21 0 -1 0
() AB=| -3 4|l4 0 2|;ndo¢possivel.
1 6 8 -1 7

A é uma matriz 3 x 2 e B, 3 x 3. Como A tem somente duas colunas, pode ser multiplicada apenas por matrizes que
contenham duas linhas, ou seja, matrizes 2 x k.

13, —11)43(0) —1(2)+3(7) -1 19
) AB=| 4 -5 [0 7]: ) +(-5)0) 4D+ |=| 4 -27
0 2 0(1) +2(0) 0(2) + 2(7) 0 14

30.4 Escreva as matrizes na forma linha-reduzida em forma de escada.

1 -2 1 -1 4
01 -
3 2 =3 2 -3 -1
(@ |2 3 -1 (b)
)k 3 -5 3 -4 3
-1 1 -1 2 5
SOLUCAO
0 1 =37 RyJ2 3 -1 2 3 -17 R-3R,[2 0 8
@ [2 3 -1{~R|0 1 -3}~ 0 1 -3]|~ 01 -3
4 5 =2 4 5 =2| Ry-2R;J0 -1 0] R;+R, |0 0 -3

(1)R; [1 0 4 R;—4R;[1 0 0

~ 0 1 -3]~R,+3R;{0 1 0

(-13)R3]0 0 1 0 0 1
01 =3 100
A forma linha-reduzida em forma de escadade | 2 3 ~1 é 010
4 5 =2 000
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1 -2 1 -1 4 1 -2 1 -1 4 Ri+2R;{1 0 1 -3 -14

(b) 2 -3 2 -3 -1 |~R,—-2R;| 0 1 0 -1 -9}~ 010 -1 -9
3 -5 3 -4 3 R;—=3R;| 0 1 0 -1 -9 R3—R, |0 0 0 0 0

-1 1 -1 2 5 Ry+R; LO -1 0 1 9 Rs+R, LO O O 0 0

1 -2 1 -1 4 1 01 -3 —14

A forma linha-reduzida em forma de escada de 2 = 2 = =l é f L@ =k =0
-5 3 -4 3 000 0 0

-1 1 -1 2 5 000 0 0

30.5 Determine o inverso, se existir, de cada matriz.

1 -1 0 32 1
(a) A=ﬁ _f:] (b) B=[_j g] (c) C=[1 0 -1 dD={10 -1
6 -2 -3 01 2
SOLUGCAO
2 3 o L
(@) det A= |1 _7| =—14—-3 = =17; det A # 0, entdo A" existe.

-1 -7 =3 m7 3T
A 1= -1
17 [—1 z] A [m? —2;17]
A primeira forma da matriz € freqiientemente utilizada, porque reduz a quantidade de célculos com fragdes. Além
disso, ela torna mais fécil o trabalho com matrizes em calculadoras graficas.

(b) delB=|_i _g =6—6=0. Comodet B = 0, ndo existe B
1 -1 0]1 00} [t -1 0] 100 10 -1] 0 10
(© =1 o0 -1j0 1 0}~]0 1 —-1|-1 1 0|~|0 1 -1|{-1 10
|6 -2 =310 0 1] fo 4 -3l-6 01 00 11-2 -4 1
[1 0 0] -2 =3 1]
~lo -3 =3 1|=[1C™Y
K -2 -4 1]
T—2 -3 1
Cl=|-3 -3 1
| -2 -4 1
(3 2 100 10 -1/0 1 0 1 0 -1]0 1 0
d [Dh=(1 0 -1{0 1 0}]~|3 2 1|1 0 O|~|0 2 4|1 -3 0
[0 1 001 01 2100 1 01 210 01
1 0 -1]0 1 0 10 -1]0 1 o0
~l0 1 210 o 1]l~]o 1 20 0 1
02 4l1 -3 0 00 ol1 -3 -2

Como a matriz a esquerda na forma final néo € linha-equivalente a matriz unidade I, D ndo tem inverso.

-2 -1 0 3
306 Se A= [ 1 0] e B= [ 2 0:l , resolva as equagdes para X.
3 —4 -4 -1
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(@) 2X+3A=B (b) 3A+6B=-3X

SOLUGAO
(@ 2X+3A=B.Logo,2X=-3A+BeX=-3A+IB.
3 -2 -1 . 0 3 340 (32)+(32) 3 3
X=—~2- 1 0 +3 2 0l=|(-32)+1 0+0 =i -12 0
3 —4 -4 -1 (—9/2) -2 6+ (—1/2) —-13/2 1172
(b) 3A+6B=—-3X Logo,-3X=3A+6Be¢X=—-A-2B,
-2 -1 0 3 2+0 1-6 2 -5
X==| 1 0}|- 2 0]=|-1-4 0+0|=|~-5 0
3 -4 -4 -1 -3+8 4+2 5 6
I : SEFy=
30.7 Escreva a equagdio matricial AX = B e use-a para resolver o sistema ~2x+y=0,
SOLUGAO
A - X= B

e S R IR P R
bl

GI-6 =)
HEH

A solugdo para o sistema € (4, 8).

30.8 Resolva os sistemas de equagdes utilizando matrizes.

(@) x=2y+3z= 9 ) x+2y—2z=3

—x+3y =—4 x+y =4
2x—5y+5z= 17 22— y+z=2
SOLUGCAO
1 -2 3] 9 [1 -2 3] 9 1009 1 0 9}19
(@ | -1 3 0f-4|~]0 1 3 s|-~{0o1 3} 5s5t~-l01 3} 5
2 -5 51 17 [0 -1 -1l -1 00 2l 4 00 1l 2
"1 0 0} 1
~{0 1 0] -1
0 0 11 2

Da matriz linha-reduzida em forma de escada, escrevemos as equagdes:
x=1,y==1 e 2=2

O sistema tem a solugdo (1, -1, 2).

1 2 -1]3 1 2 -1 3 1 2 -1| 3
® 13 1 of4]~]0 =5 3| -5|~{0 -5 3] -5
2 -1 112 0 -5 31 -4 0 0 of 1

Como a iiltima linha resulta na equagfio Oz =1. que no tem solug¢do, o sistema de equagdes ndo tem solucdc.
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Problemas Complementares

0o 7

a el

3 12 5 2 =50
B_[l N 3] Cz[o 2 -3] D=[7 3]

Realize as operacdes indicadas, se possivel.

(@) B+C (¢) 3B+2C () C-5A (m) B?
(b) SA () DA () BC (n) D(AB)
() 2C—-6B (g) AD (k) (DA)B (o) A°®
(d) —6B (h) C-B H A? (p) DB+DC

30.10 Determine o produto AB, se possivel.

0 -1 0 2
(@) A=|4 0 2 e B=|-3 4
8 -1 7 1 6
1 -1 7 1 2"
) A=|2 -1 8 e B=]2 11
3 1 -1 1 -3 2]
1 2 3 4 -6 37
© A=[0 5 e B=| 5 4 4
3 -2 1 -1 0 1
[ 6
-2
(d A= % e B=[10 12}
6

g |
'&' 30.11 Resolva os sistemas de equacbes utilizando uma equagdo matricial da forma AX = B,

(@) x=y= 0 (b) x+2y= 1 (c) 1,5x+0,8y=23 (d) 2x+3y=40
5x=3y=10 Sx—4y=-23 0,3x — 0,2y = 0,1 3x-2y= 8

-
30.12 Escreva as matrizes na forma linha-reduzida em forma de escada.

2 -1 =3 1 2 5 33

(a) 1 0 -2 1 @ [3 2 49

|3 1 12 |5 -3 -2 4
[1 0240 1 20 -1 -1
11151 S =87 T 3
® 1120063 @y 13 1 1
11150 | 2 37 3 4
[ % =1, 2 [ 2 -1 3 1 1
1 2 =1 -1 0 -2 1 -3
©@ 3 o 4 Dl 1 2 -1 -4 3
|t B P i 2 -2 -3 -1
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&

30.13 Determine o inverso, se existir, para cada matriz.

9 13

(a) [2 3] (e)
[ 3 =2

() -1 2] )]
"% o 1 i

1 =) @ 2

(c) 0 -1 2 1 ()
-2 13 0
1 3 -2

@ -2 4 1 (h)
| 51 -3

C s 3 4
ERT
7 4 6
[1 2 -17
5 3 B
(4 -2 3
3 -2 4
5 3 3
[ 2 5 =2
1 -2 0 1
0 1 2 =i
=3 4 3
k=1 3 =3 0

30.14 Resolva os sistemas de equacgdes utilizando matrizes.

(a) x—=2y+3z=-1 (e)
—x+ 3y = 10
2x—5y+5z=-7

by x-=3y+:z= 1 o
2x— y-2z= 2
x+2y—3z=-1

(c) x+ y-3z=-1 (03]

y—z= 10
-x+2y 1

(d) 4x— y+ Sz=11 (h)
x+2y—- z= 35
5x-8y+13z= 7

X + x3=1
5x2+312 =4
3x;—4xy=4

4x) +3x; + 17x; =0

Sxy+4x,+22x3=0

4x; +2x5 4+ 19x3=0
X1+ xp+x3+ x4=6
le+3x2 - I4=D

=3x; tdx, +x3+20,=4
X1+ 2xy—x3+ x3=0
3x;— 2xp — 6x3 = —4

—3x;+2x,4+6x3= 1
X;— x3—5x3=-3

Respostas dos Problemas Complementares

(5 -2 5 .
309 @ 1 0} )
[10 -25 .
(&) o 35] ()
[-14 -8 —130
© | -6 10 —24] (k)
[-18 -3 =30
(d) | 6 6 -18 0]
13 =72 15
(e) [3 ) 3] (m)
N [14 -14] (n)
(g) ndo € possivel (0)
-1 -3 -5
(h) [_1 3 _G:I »)
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nio € possivel
ndo € possivel
[28 21 28]
4 —45
0 49
nio & possivel

[28 21 28]
8 =335
0 343

[38 —11 35]
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30.10

30.11

30.12

30.13

30.14

(a

—

—_—
£~
—

{(a)

(©

(e

(@)

(®)

©

(d)

(@)
b
(c)
@
(e)

(g
()

1 =4
10 16 ()
26 46

(5.5 (b (-3,2)
1 0 0 -1
010 0
001 -1
[1 0 0
010
001
L0 00
10 20 -1
01 -10 2
00 01 4
00 00 o
3 =18
-2 9

iz 2

41 3
[ 7 6 -5 1

1] s 12 -19 11

18] 3 0 3 3
[ -1 12 -7 5

]'—13 7 11

- -1 7 3

28_—22 14 10

(—1»3'2)

sem solugio

6
8
4

-21 15 1
-23 19 () |21
7 5 1
© 1,1) (4 (8,8)
(1 0 2 4 0
B |01 -1 10
00 001
(00 000
1 0 0 1
@ [0 1 0 -1
0 01 -2
(100 s
01 0 —1255
) 001 =35
|0 0 0 0
i [ -8 -2
(e) = 53 2
| -26 1
1‘ 13 -4
N 33 2 7
| -16 10
21 =16
(&) —| -16 14
2 [ -19 19
21 9 -4
1] 3 3 o
L 6l-6 0 2
-9 -3 4

(2z -1, z, z), onde z € um niimero real.
(—z+3,z+1, z), onde z é um nimero real.

(-4,8,5)
(0,0, 0)
(1,0,3,2)
sem solugdo
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Inducao Matematica

31.1 PRINCIPIO DA INDUGAO MATEMATICA

Algumas afirmagdes sédo definidas no conjunto dos inteiros positivos. Para decidirmos a validade dessas afirma-
¢oes, poderfamos pensar em comprové-las separadamente para cada inteiro positivo que nos interessasse. No en-
tanto, como existem infinitos inteiros positivos, este procedimento caso a caso nunca poderia comprovar se tais
afirmacdes sdo sempre verdadeiras. Pode-se utilizar um procedimento chamado de indugdo matemdtica para esta-
belecer a veracidade de uma afirmag8o para todos os inteiros positivos.

Principio da Inducio Matemética
Seja P(n) uma afirmagdo verdadeira ou falsa para cada inteiro positivo n. Se as seguintes condigdes forem satis-
feitas:

(1) P(1) € verdadeira, e
(2) Sempre que, para n =k, P(k) ser verdadeira implica P(k+1) ser também verdadeira.
Entdo, P(n) € verdadeira para todos os valores inteiros positivos 7.

31.2 PROVA POR INDUCAO MATEMATICA
Para comprovar um teorema ou uma férmula por indugéo matemdtica, existem dois passos distintos.

(1) Mostrar por substituigio efetiva que a afirmagio (teorema ou férmula) proposta € verdadeira para um inteiro
positivo n, tal comorn=1 oun = 2 etc.

(2) Supor que a afirmagao (teorema ou formula) € verdadeira para n = k e entfio provar que ela € verdadeira para n
=k+1,

Uma vez que os passos (1) e (2) sejam completos, pode-se concluir que a afirmagio (teorema ou férmula) €
verdadeira para todos os inteiros positivos maiores ou iguais a a, o inteiro positivo do passo (1).
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Problemas Resolvidos

31.1

31.2

31.3

Prove por indug@io matemdtica que, para todos 0s inteiros positivos n,

1+2+3+---+u="("—2+1)
SOLUCAO
Passo 1 A férmula € verdadeira paran= 1, uma vez que
1
L

2

Passo 2 Suponhamos que a férmula seja verdadeira para n = k. Assim, adicionando (k + 1) a ambos os lados,

1+2+3+'--+k+t{k+1)=ﬁ;—]l+(k+1)=&t%gu2

que € o valor de n (1 + 1)/2 quando (k + 1) € substitufdo por n.

Portanto, se a formula é verdadeira para n = k, provamos que também € verdadeira para n = k + 1. Todavia, a
férmuola vale para n = 1; assim, vale paran =1+ 1 = 2. Segue-se que, como ela vale para n =2, deve valer também
paran=2+1=3, e assim por diante. Portanto, a férmula ¢ verdadeira para todos os inteiros positivos n.

Comprove por indu¢io matemdtica que a soma dos n termos de uma progressao aritméticaa, a+d,a +2d, ... €

(g) [2a+ (n— 1)d], isto&,

at+(atd)+(@a+2d)+---+[a+(n-1)d) =7 [2a+(rn—1)d]

SOLUCAO

1
Passo I A formula € verdadeira paran = 1, uma vez que @ = 3[2a+(1—1)d] =a.
Passo 2 Suponhamos que a férmula seja verdadeira para n = k. Entéo,

k
at(a+d)+(a+2d)+---+[a+ (k- 1)d]=5[2a+(k— 1)d]
Adicione o (k + 1)-ésimo termo, que € (a + kd), a ambos os lados da 1iltima equagio. Assim,

a+(a+d)+(a+2d}+---+[a+(k-1)d]+(a+kd)=§[2a+(k-1)d}+(a+kd)

2 2
O lado direito da dltima equagiio € igual a = ka +f‘-2—~d - "—; oM. ;r ka4 2a

_ kd(k+1)+2a(k+1) _k+1 D
2 2
que € o valor de (n/2) quando » € substituido por (k + 1).
Portanto, se a formula ¢ verdadeira para n = k, provamos que também € verdadeira para n =k + 1. Contado, a
férmula vale para n = 1; sendo assim vale para n=1+ 1 = 2. Segue-se que, como ela vale para n = 2, deve valer tam-
bém paran =2+ 1 =3, e assim por diante. Portanto, a férmula € verdadeira para todos os inteiros positivos .

Comprove por indugdo matemdtica que, para todos os inteiros positivos #,

2_n(n+1)(2n+1)

12422434 4n 7

By Possuidao



Carituro 31 » InougEo Matemitica 369

31.4

SOLUGAO
Passo 1 A formula € verdadeira para n = 1, uma vez que

11+ 1)2+1)
6

12 = =1

Passa 2 Suponhamos que a férmula seja verdadeira para n = k. Entio,

k(k+1)(2k+ 1)
6
Adicione o (k + 1)-ésimo termo, que € igual a (k + 1), a ambos os lados desta equacdo. Entdo,

k(k +1)(2k + 1)

P+2243%+---+k2=

24+2243R 4+ K2+ (k+172 = % + (k+1)2.
2
O lado direito da ultima equagdo = ket T2k +61) hbtky 1)
(kD[RR K+ (6k+6)]  (k+1)(k+2)(2k+3)
a 6 - 6

que € o valor de n(n + 1)(2n + 1)/6, quando n € substituido por (k + 1).

Portanto, se a férmula € verdadeira para n = k, também € verdadeira para n =k + 1. Contudo, a férmula vale
para n = ; portanto, vale paran = [ + I = 2. Segue-se que, como ela vale para =2, vale também paran=2+1=
3, e assim por diante. Portanto, a férmula € verdadeira para todos os inteiros positivos 7.

Prove por indugdo matematica que, para todos os inteiros positivos n,
1 1 1 1 __n

137357597 T )@+ 2+l

SOLUCAO
Passo 1 A foérmula € verdadeira para n = 1, uma vez que

1 i 1
@2-DE+1) 2+1" 3

—

Passa 2 Suponhamos que a férmula seja verdadeira para n = k. Entdo,

b TP S 1 __k
-3 3.5 "5-i (k—1)(2k+1) 2k+1

Adicione o (k + 1)-ésimo termo, que é igual a
NI S,
2k + 1)(2k + 3)’

a ambos os lados desta equacio. Entéo,
1-3 3.5 5.7 (2k—1)(2k+ 1) (2k+l](2k+3)_2k+l (2k+ 1)(2k+3)

O lado direito da dltima equagdo é igual a

kk+3)+1  k+1
k+1)(2k+3) 2k+3°

que € o valor de n/(2n + 1) quando n € substituido por (k + 1),

Portanto, se a férmula € verdadeira para n = k, também € verdadeira para n = £ + 1. Contudo, a férmula vale
para n =1; portanto, vale paran = I + 1 = 2, Segue-se que, como ela vale para n = 2, vale também paran=2+1=
3, e assim por diante. Portanto, a férmula & verdadeira para todos os inteiros positivos n.
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31.6

31.7

Comprove por indugdo matemdtica que a™ - b™ € divisivel por a + b quando n € qualquer inteiro positivo.

SOLUGAO
Passo 1 O teorema € verdadeiro para n = |, uma vez que a@-b= (a+ b)a-b).
Passo 2 Suponhamos que o teorema seja verdadeiro para n = k. Entéo,

a* - b* & divisivel por a + b.

2k+2

Precisamos demonstrar que ¢~~~ — b™*? & divisivel por a + b. Da identidade

92k+2 e b2k+2 - HZ(QZk - bZk) + bu(az e bZ)

segue-se que a* "% — b**? é divisivel por a + b se a”* + b™* também for.

Portanto, se o teorema € verdadeiro para n = k, provamos que também € verdadeiro para n = k + 1. Todavia, o
teorema € verdadeiro para n = 1; portanto, € verdadeiro também paran =1 + 1 = 2. Segue-se que, como € verdadei-
ro para n = 2, vale também para n =2 + 1 = 3, e assim por diante. Portanto, o teorema € verdadeiro para todos os in-
teiros positivos 7.

Prove a férmula binomial

(ﬂ+x)" :a"+ﬂﬂ"—1x+man—2x2+'.'+ﬂ(n—1)...(n_r+2)a
2 (r=1)

n—r+1xr—l R +xn

para os inteiros positivos n.
SOLUGAO
Passo I A férmula € verdadeira paran=1.

Passo 2 Suponhamos que a férmula seja verdadeira para n = k. Entdo,

k(k - 1 ~1)- - (k—
(a+x)"=a“+na"_1x+(—2|~—)a"_2x2+---+k(k 1)( E; JP-{Fz)a"‘_’“x"'1+-‘-+Jr"
! r— 4

Multiplique os dois lados por a + x. O preduto do lado direito pode ser escrito

k(k— 1)

a"‘+1+ka"x+Tak_1x2+-‘-+k(k_1)(;:i;cl_r+2)ak_’+2x"1+--‘+ax".
+akx+ ka2 + -+ e l)(.,-_.g;_ r+3)ak*’+2x’_1 + - xkHl
Cisitic k(k—=1)---(k—r+ 2)ak_r+2xr—l + k(k — .- (k- r+3)ak—r+2xr—1
(r=1)! (r=2)!
ek = 1Yo (k=p kI g 5 | =2
- (r=2)! =N g T
_ G DRk =1) - k=r43)
(r=1)! ’

o produto do lado direito pode ser escrito

(k+Dk(k=1)---(k=r+3) ,_..
+ r—1)! " salail

que € a férmula binomial quando substituimos n por k + 1.

{a+x)'k+1=ak+1+(k+])akx+..‘ r—l+.._+xk+l

Portanto, se a férmula € verdadeira para n = k, € verdadeira para n = k + 1. Contudo, a férmula vale paran = 1;
segue-se que, vale paran =1 + 1 =2, e assim por diante. Deste modo, a férmula € verdadeira para todos os inteiros
positivos n.

Comprove por indugdo matemdtica que a soma dos dngulos internos, S(n), de um poligono convexo é S(n) = (n —
2)180°, onde n € o nimero de lados do poligono.
SOLUGAO

Passo 1 Como um poligono tem pelo menos trés lados, comegamos com n = 3. Paran =3, §(3) = (3 - 2)180° =
(1)180° = 180°. Isto é verdadeiro porque a soma dos dngulos internos de um triangulo é 180°.
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