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ser visto, somente os dos Trajetos 1 ¢ 3 ¢ os dos Trajetos 2 ¢ 3 excedem 2,50 ¢ siio, portanto, sig-
nificantes. Para resumir toda essa informagio, tragamos uma reta por baixo de todos conjuntos de
tratamentos para 0s quais as diferengas entre as médias nido sdo significanies, obtendo, assim, pa-
ra 0 nosso exemplo

Trajeto | Trajeto 2 Trajelo 3 Trajeto 4
258 268 232 30,0

Como estamos interessados em minimizar o tempo dirigindo para o trabalho, isso nos diz que os
Trajetos 1, 2 e 4, como wm grapo, sao preferiveis ao Trajeto 3, e que os Trajetos 3 e 4 come um
grupe sao menos indicados que os outros dois. Para ir mais adiante, podemos precisar considerar
outros fatores; talvez a beleza do cendrio ao longo do caminho.
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15.6 Realiza-se um experimento para determinar qual dentre (rés marcas de bola de golfe. A, B
ou C, atinge maior distdncia ao ser langada. Critique o experimento se:
{a) um golfista profissional joga todas as bolas de marca A, um outro joga todas as da
marca B e um terceiro joga todas as bolas da marca C;
{(b) todas as bolas da marca A sdo jogadas primeiro, as da marca B em seguida e, por il-
timo, as da marca C.
15.7 Uma botinica deseja comparar (rés géneros de bulbos de wlipa de flores vermelhas. bran-
cas e amarelas, respectivamente. Ela dispoe de quatro bulbos de cada tipo e planta-os num
canteiro com a seguinte disposicio, onde V, B ¢ A denotam as trés cores:

v ¥V vV v
B B B B
A A A A

Quando as plantas alcangam a maturidade, ¢la mede sua altura ¢ faz uma andlise de va-
ridncia. Critique esse experimento ¢ indique como poderia ser melhorado.

15.8 Para comparar trés dietas de emagrecimento, cinco dentre 15 pessoas so designadas alea-
toriamente para cada dieta. Apos duas semanas seguindo a dieta, faz-se uma andlise de va-
ridincia de um critério em suas perdas de peso, a fim de testar a hipétese nula de que as uiés
dietas sdo igualmente eficazes. Alegou-se que esse processo nilo pode oferecer uma conclu-
sdo wvdlida, porgue as cinco pessoas gue inicialmente pesavam mais poderiam receher a
mesma dieta. Verifigue que a probabilidade de isso ocorrer por acaso € da ordem de 0,001,

15.9 Com referéncia ao exercicio precedente. suponha que cinco das 15 pessoas sejam desig-
nadas aleatoriamente para cada uma das rés dietas, descobrindo-se, postericrmente, gue
as cinco pessoas que inicialmente pesavam mais receberam todas a mesma dieta. Ainda
caberia fazer uma andlise de variincia de um critério?

15.10 Refaca a parte (b) do Exercicio 15.1 aplicando uma andlise de varidncia, usando as férmu-
las de cilculo para obter as necessirias somas de quadrados. Compare os valores de F as-
sim obtidos com os da parte {(a) do Exercicio 15.1

15.11 Use um aplicative computacional apropriado ou uma calculadora grafica para refazer o
Exercicio 15.1.

15.12 Relaga a parte (b) do Exercicio 15.4 aplicando uma andlise de varifincia, usando as [ormu-
las de cdlculo para obter as necessdrias somas de quadrados, Compare os valores de F as-
sim obtidos com os da parte (a) do Exercicio 15.4.
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H % 15.13 Use um aplicativo computacional apropriado ou uma calculadora grifica para refazer o
Exercicio 154,

15.14 Os nimeros de erros cometidos em cineo ocasides por quatro digitadores, ao digitarem um
relatdrio Wenico sio os seguintes:
Digitador 1: 100 13 9 11 12
Digitador 2: 11 13 & 16 12

Digitador 3: 100 15 13 11 15
Digitador4: 15 7 11 12 9

Supondo que as suposighes necessdrias possam ser atendidas, Faga wma andlise de variiin-
cia ¢ decida, ao nivel 0,05 de significincia, se as diferengas entre as quatro médias amos-
trais podem ser atnibuidas ao acaso,

15.15 Os dados abaixo mostram os rendimentos (em bushels por hectare) de sementes de soja
plantadas em fileiras a cada 5 cm, em lotes essencialmente andlogos, com as fileiras afas-
tadas 50, 60, 70 ¢ 80 ¢m uma da oulra:

50 cm & cm T0 cm 8 cm
2% 2.7 219 19.8
228 230 213 204
23.2 224 21.6 19,3
234 251 20,2 18.5
236 219 21.6 1.1
21.7 2314 238 21.9

Supondo que esses dados constituam amostras aleatdrias de quatro populaces normais com
o mesmo desvio-padriio, faga uma andlise de varifincia para testar, ao nivel 0.01 de signifi-
cincia, se as diferengas entre as quatro médias amostrais podem ser atribuidas ao acaso.

E % 15.16 Use um aplicativo computacional apropriado ou uma caleuladora grifica para refazer o
Exercicio 15.15.

15.17 Uma grande firma de propaganda utiliza muitas médquinas reprogrificas, vdrias de cada
um de quatre modelos diferentes. Durante os Gltimos seis meses. o chefe do eseritdrio re-
gistrou, para cada médquina, o nimero médio de minutlos por semana em que esteve para-
da devido a reparos, resultando os seguintes dados:

ModeloG: 56 61 68 42 8 70
ModeloH: 74 77 92 §3 54
ModeloK: 25 36 29 56 44 48 38
ModeloM: 78 105 8% 112 6l

Considerando que as suposi¢iies necessarias podem ser atendidas, faga uma andlise de va-
ridncia para decidir se as diferencas entre as médias das quatro amosiras podem ser atri-
buidas ao acaso. Use a=0,01. (Sugesido: use que 0s tolais das quatro amostras sio 379,
360, 276 ¢ 445, que o total geral ¢ 1.460, ¢ que ¥ x° = 104.500.)

15.18 Usadas com trés lubrificantes diferentes, certo grupo de pegas de méquina acusa as se-
gcuintes perdas de peso (em miligramas) causados por atrito:

Lubrificante X: 10 13 2 10 14 g 12
Lubrificante ¥: 0 g 12 ] g 11 7
Lubrificante Z: 6 7 7 5 9 8 4
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Supondo que esses dados constituam amostras aleatdrias de (rés populagdes normais com
o mesmo desvio-padrio, faga uma andlise de varidncia para decidir s¢ as diferengas entre
as rés médias amostrais podem ser atribuidas ao acaso. Use o nivel 0,01 de significancia.

15.19 Para estudar o desempenho de um novo projeto de barco a motor, foi marcado o lempo que
o barco levou para pereorrer um certo trajeto do mar sob virias condigdes de vento e dgua.
Supondo que possamos atender as condigdes necessdrias, use 05 dados seguinies {em mi-
nutos) para testar, ao nivel 0,05 de significincia, se as diferengas entre as ués médias
amaostrais sio significantes:

Mar calmo: 26 19 18 22

Mar moderado: 25 27 25 20 18
Mar agitado: 23 25 2B 31 26

E % 15.200 Use um aplicativo computacional apropriado ou uma calculadora grifica para refazer o
ia) Exercicio 15.18;
(b} Exercicio 15.19.
g 15.21 Os valores a seguir sio as percentagens da safra do ano anterior para macieiras sujeitas a
oito diferentes esquemas de pulverizagio.

Esguema
A 130 98 128 106 139 [21
B 142 133 122 131 132 141
C 114 141 95 123 118 140
D 17 99 84 76 70 75
E 104 86 113 11 103 12
F 148 143 11 142 131 100
G 149 129 134 108 119 126
H 92 129 i 103 107 125

Supondo que as condighes necessdrias possam ser atendidas, use um aplicativo computa-
cional apropriado para conduzir uma andlise varifincia com a= 0,05,

15.22 No Exemplo 15.1, fizemos uma andlise de varidncia para os dados exibidos & pdgina 363,
em que as médias para as rés localidades ao longo do rio Mississipi foram 40,5, 39.0 ¢
31.50. Use o método do intervalo estudentizado para fazer um teste de comparagdes mil-
tiplas ao nivel 0,01 de significiincia e discuta os resullados supondo que a baixa contami-
nagiio por cilcio seja desejavel.

15.23 Como uma continuagio do Exercicio 15.15, use 0 método do intervalo estudentizado pa-
ra fazer um teste de comparagiio miltipla ao nivel 0,01 de significancia ¢ interprete os re-
sultados.

15.24 Como uma continuagio do Exercicio 15.21, use o método do intervalo estudentizado pa-
ra fazer um tesie de comparacio maltipla ao nivel 0,03 de significiincia e interprete os re-
sultados.

@ 15.25 Uma andlise de varifincia e um teste de comparagtes miltiplas subseqiiente do desempe-
nho de quatro agentes imobilidrios deram o seguinte resultado:

Bruno Iilia Mestor Susana

onde Susana teve a média de vendas mais alta, Interprete os resultados,
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¥ 15.26 Uma andlise de varifincia e um teste de comparacies miiltiplas subseqiiente do contetido
de gordura de cinco refeicoes congeladas deram o seguinte resullado:

A CBFDE

onde A teve o maior contetido de gordura e E o menor. [nterprete esses resultados, saben-
do que as cinco refeigies constam de uma lista de recomendagdes para dietas de baixa
gordura,

15.27 Com referéncia i nota de rodapé a pdgina 363, verifique que € igual a zero a soma « dos
eleitos de tratamentos.

15.28 Verifique simbolicamente que para uma andlise de varifincia de um critério
(a) EQH_’E =pN-5 E.‘
k- X

k T Fhaadl
-5 5, onde sfé a varidincia da i-ésima amostra,

B LANEIAMENTO DE EXPERIMENTOS: BLOQUEAMENTO

Para introduzir um outro conceito importanie no plangjamento de experimentos, suponhamos que
seja aplicado um teste de compreensio de leitura a amostras aleatdrias de alunos da oitava série
de quatro escolas, com os resuliados seguintes:

Escola A: 87 70 92
EscolaB: 43 75 56
EscolaC: 70 66 350
EscolaDy 67 85 79

As médias dessas quatro amostras sio 83, 58, 62 ¢ 77 e, como as dilerencas entre elas sio muilo
grandes, poderia parecer razodvel concluir que haja algumas diferengas reais entre os graus de
compreensio de leitura dos alunos da oitava série das quatro escolas. Nio € o gue decorre, entre-
lanto, de uma andlise de varidncia de um critério. Temos:

Faonte de Crrans de Somade  Cuadrado
variacdo liberdade  quadrados  médio F
Tratamentos 3 1.275 426 2.90
Erro B 1.174a 147
Total | 11 2.454

¢ como F = 2.90 ¢ menor do que 4,07, o valor de F . para 3 ¢ 8 graus de liberdade, a hipotese nula (de
que as médias populacionais sio todas iguais) ndo pode ser rejeitada ao nivel 0,05 de significancia.

A razdo disso ¢ que hd nfio s6 considerdiveis diferencas entre as quatro médias, mas também
diferengas muito grandes entre os valores dentro das amostras. Ma primeira amostra eles vio de
70 a 92, na segunda amostra vio de 43 a 75, na terceira viio de 50 a 70 e na quarta amostra vio de
67 a 85. Pensando um pouco sobre a questiio, pareceria razodvel concluir que essas diferengas
dentro das amostras possam ser causadas por diferengas de capacidade, um fator irrelevante (que
poderiamos considerar um fator de “incomodaciio™) que foi aleatorizado ao tomarmos uma amos-
tra aleatdria de alunos de oitava série de cada escola. Assim, as variacoes causadas por diferencas
de capacidade foram incluidas no erro experimental; isso “inflacionon™ a soma de quadrados de
erros que Migura no denominador da estatistica F, ¢ os resuliados ndo foram significantes,
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Para evitar tal situagio, poderiamos manter fixo o fator irrelevanie, mas isso raramente nos
dard a informagio desejada. Em nosso exemplo, poderiamos limitar o estudo a alunos da oitava
séric com nota média (NM) de 90 ou mais, mas entio os resultados se aplicariam apenas a alunos
da oitava séric com NM de 90 ou mais. Uma outra possibilidade seria fazer a fonte conhecida de
variabilidade (o fator irrelevante) variar deliberadamente sobre um intervalo o amplo quanto ne-
cessdrio, fazendo-o de forma que a variabilidade causada possa ser medida e, assim, climinada do
erro experimental. Isso significa que devemos planejar o experimento de tal forma que possamos
fazer uma andlise de varifineia de dois critérios, em que a variabilidade total dos dados seja di-
vidida em trés componentes atribuidos, respectivamente, aos tratamentos (em nosso exemplo, as
quatro escolas), ao Falor irrelevante ¢ ao erro experimental.

Como veremos mais adiante, isso pode ser conseguido, em nosso exemplo, selecionando aleato-
riamente, em cada escola, um aluno de oitava série com NM baixa, um aluno com NM tipica e um
aluno com NM alta. supondo que “baixa”™, "tipica” ¢ "alta” sejam definidas de maneira rigorosa. Su-
ponha, entio. que procedamos dessa maneira. oblendo os resultados mostrados na seguinte tabela:

NM INM NM
Baixa  Tipica Alia

Escola A 71 o2 89
Escola B - 51 85
Escola C 50 64 72
Escola D 67 81 86

O que fizemos aqui ¢ denominado blogueamento, ¢ os wrés niveis de NM sio denominados blo-
cos. Em geral, os blocos sdo os niveis em que mantemos fixo um [ator irrelevante, de modo gue
possamos medir sua contribuigio para a variabilidade total dos dados por meio de vma andlise de
varidneia de dois critérios. No esquema escolhido para nosso exemplo. estamos trabalhando com
blocos completos, que sio completos no sentido de que cada tratamento figura 0 mesmo niime-
o de vezes em cada bloco. Ha um aluno de oitava série de cada escola em cada bloco.

Suponha, além disse, que a ordem na gual os estudantes sfio testados possa ter algum eleilo
sobre os resullados. Se a ordem ¢ aleatorizada dentro de cada bloco (isto é, para cada nivel de
MNM), esse esquema ¢ denominado planejamento em bloco aleatorizado.

BB ~NALISE DE VARIANCIA DE DOIS CRITERIOS

A andlise de experimentos em que utilizamos blogueamento para reduzir a soma de quadrados dos
erros requer uma andlise de varidncia de dois critérios. Nesse tipo de andlise, referimo-nos s duas
varidiveis sob consideragio como “tratamentos™ ¢ “blocos™, embora esse tipo de andlise também se-
jaaplicado a experimentos de dois fatores, em que ambas as varidveis (em interesse material.

Antes de entrar em detalhes, frisamos que hd essencialmente duas maneiras de analisar tais
experimentos de dois fatores, conforme as variiveis sejam independentes ou apresentem uma in-
teracdo. Suponha que um fabricante de pneus esteja experimentando diferentes tipos de banda de
rodagem e constate que uma delas se adapta especialmente bem a estradas de terra, enguanto gue
outra € especialmente adequada a estradas pavimentadas, Nesse caso, dizemos que hi uma inte-
ragiio entre as condigdes da estrada e os tipos de banda de rodagem. Por outro lado, se cada uma
das bandas de rodagem ¢ afetada igualmente pelas condigGes da estrada, dirfamos que ndo hé in-
teragio e que as duas varidveis (condigfes da estrada e banda de rodagem) sdo independentes. Es-
se Gltimo caso serd comegado a considerar na proxima segiio, ¢ um método que também seja con-
veniente para testar para interages serid descrito na Segiio 15.9.
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B ANAUSE DE VARIANCIA DE DOIS CRITERIOS SEM INTERACAO

Para formular as hipoteses a serem testadas no caso de duas varidveis, escrevemos yi, para repre-
sentar a média populacional que corresponde ao i-dsimo tratamento ¢ ao j-ésimo bloco. Em nos-
so exemplo anterior, i, € a nota média da compreensio de leitura na /-ésima escola para alunos
de vitava série com nivel j de nota média. Expressamos isso por

pij =+ e+ B

Come no rodapé da pdgina 363, u ¢ a média global (a média de todas as médias populacionais
;) e os a; sdo os efeitos de tratamento (cuja soma € zero). Correspondentemente, denomina-
mos 05 fi, de efeitos de bloco (cuja soma também € zero) e escrevemos as duas hipdteses nulas
que desejamos testar como

y=w==mn=0 ¢ f=pH=-=§=0

A alternativa para a primeira hipdtese nula (que, em nossa exemplificagio, equivale & hipétese de
que o grav médio de compreensdo de leitura dos alunos da oitava série € 0 mesmo nas qualro es-
colas) € que os efeitos de tratamento o, ndo sdo todos iguais a zero; a alternativa da segunda hi-
potese nula (que, em nossa exemplificagiio, equivale & hipdtese de que a compreensio média de
leitura dos alunos da oitava série ¢ a mesma para lodos os trés niveis de NM) € que os efeitos de
bloco f; nio sdo todos nulos.

Para testar a segunda hipdtese nula, precisamos de uma grandeza, andloga i soma de quadrados
de tratamentos, que mega a variacio entre as médias de blocos (38, 72 ¢ 83 para os dados i pigina
380). Assim, denotando por T., o total de todos os valores do j-¢simo bloco, substituimos esse valor
no lugar de 7., na formula de cdleulo de SQ(Tr) & pdgina 371, somamos em relagio a j no lugar de em
relagio ad. e permutamos » e &, obtendo, analogamente a SQ(Tr). a soma de quadrados de blocos

[ GRMULA DE 1 o
CALCULO PARA Lobo ~§T.,. =
SOMA DE -
QUADRADOS
DE BLOCOS
MNuma andlise de varidncia de dois critérios (sem interagdo), calculamos STQ e SQ(Tr) de
acordo com as férmulas & pdgina 371, SOB de acordo com a férmula imediatamente acima, e en-
tao obtemos SOE por subiragio. Como
STO = SO(Tr) + SOB + SOE
emos
SDMA DE SQE = STQ — [SQ(Tr) + SQB)
QUADRADOS
DE ERROS
[ANALISE DE
VARIANCIA DE
DQIS CRITERICS)

MNote que a soma de quadrados de erros para uma andlise de varidncia de dois eritérios nfo é
igual & soma de quadrados de erros para a andlise de varidneia de um critério leila sobre os mes-
mos dados. embora ambas sejam denotadas pelo mesmo simbolo SQE. De fato, estamos agora di-
vidindo a soma de gquadrados de erros para a andlise de variancia de um critério em dois termos:
a soma de quadrados de blocos, SOB, e o resto, que € a nova soma de quadrados de erros, SQE.
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Podemos agora construir a seguinte tabela de andlise de varifincia para uma andlise de varidn-
cia de dois crilérios (sem interagio):

EXEMPLO BIEH:]

Fonte de Grans de Soma de Oueadrado
tt.:.-ndqﬁa :‘f'b_cr-n'ude :I{mq'n_z_dos médio F _
- 50T OM(Tr)
Tratamenios k=1 | SQ(Tr) OM(Tr = e OME
_ SQB oMB
Blocos n—1 SO0 OME = = _QME
SQK
Total kn =1 | STQ

Os quadrados médios sio novamente as somas de quadrados divididas por seus respectivos graus
de liberdade, e os dois valores F sio os quadrados médios para tratamentos e para blocos dividi-
dos pelo quadrado médio para o erro. Lzualmente, o niimero de graus de liberdade para blocos é
n— 1 (como no caso de tratamentos, com n substituido por £), € o nimero de graus de liberdade
para o erro € obtido subtraindo os graus de liberdade para tratamentos e blocos de kn — 1, o ni-
mero total de graus de liberdade:

kn=11—-(k—-1D—-in—-l=kn—-k—-n+1
=(k=1)n=1)
Assim, no teste de significincia para tratamentos, os graus de liberdade do numerador e do deno-

minador de Fsfok—1e (k- 1)(n— 1} e, no teste de significincia para blocos, os graus de liber-
dade do numerador ¢ do denominador de Fsiion =1 ¢ (k= 1)n - 1).

No exemplo que wtilizamos para ilustrar a necessidade dos blecos, fornecemos os seguintes da-
dos para comparar as notas de alunos da oitava série de quatro escolas num teste de compreensio
de leitura utilizando, para isso, os blocos das médias baixa, tipica ¢ alta;

NM NM NM
Baixa  Tipica Alta
Eseola A 71 92 89
Escola B 44 51 85
Escola C 50 64 72
Escola D 67 81 86

Supondo que os dados consistam em amostras aleatdrias independentes de populagdes normais,
todas com o mesmo desvio-padrio teste, ao nivel (0L03 de significineia, se as diferencas entre as
médias obtidas para as quatro escolas (Iratamentos) siio significantes, e também se as diferencas
entre as médias obtidas para os trés niveis de NM (blocos) siio significantes.

Sﬂ-luq_aﬂ‘ 1. H“.' == =0= 0

By =B.=p=0
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H,: os eleitos de tratamento nio sio todos iguais a zero; os eleitos de bloco nio sio todos
iguais a zero.,

o = (105 para ambos o5 lesies.

Para os tratamentos, rejeitar a hipdtese nula se F = 4,706, onde F deve ser determinado por
uma andlise de varifincia de dois critérios e 4,76 ¢ o valor de F,  parak-1=4-1=3e
(k=1)n—=11=(d-=1)3-1)=6graus de liberdade. Para os blocos, rejeitar a hipdiese nu-
la se F = 5,14, onde F deve ser determinado por uma andlise de variiincia de dois critérios
eSldéovalorde F paran-1=3-1= 2efk=Din=1)=0E=1%3=1)=06 graus de
liberdade. Se alguma das duas hipdteses nulas nio pode ser rejeitada, devemos aceiti-la ou
reservar julzamento.

Substituindok=4,n=3,T,.=252,T,. =180, 7,. = 186, T,.=234,T., =232, T.,= 288, T, = 332,
T.=852e3 % ¥ = 63.414 nas formulas de cilculo para as somas de quadrados, obtemos

1
STQ = 63414 — -ﬁ-{aszf

= 03414 — 60.492
= 2.922

SQ(Tr) = % (252% 4 180° + 1867 4 234%) - 60.492
=1260
S5B = %{3323 4 288% 4 332%) — 60.492
=1.256

o

SQE = 2.922 — (1260 + 1.256)

= 406
Como os graus de liberdade sio k- l=d - 1=3, n-1=3-1=2 (k- ln—-1)={d-1)
(3-1=6ckn—1=4.3-1= 11, obtemos, entdo, QM(Tr) = 152 = 420, gMB = 13% =

628, OME = 4% ~ 67,67, F & 45 6,21 para tratamentos e F & £2 %928 para blocos,
Todos esses resultados estdo resumidos na seguinte tabela de andlise de varifincia;

Fonte de Crranes de Soma de  Ouadrado
va r_ia;ﬁa { :'.Ele_u!ﬂde guadrados  médio F
Tratamentos 3 | 1.260 - 420 6,21
Blocas 2 1.256 628 | 928
Erra _ 6 _ 406 67.67 |
Toral 11 2922

Como F = 6.2] excede 4,76, a hipotese nula para os tratamentos deve ser rejeitada; e como
F=928 excede 5,14, a hipdtese nula para os blocos deve ser rejeitada. Em ountras palavras,
concluimos que o grau médio de compreensio de leitura de alunos da oitava série ndo ¢ o
mesmo para as quatro escolas, e que o grau médio de compreensiio de leitura de alunos da
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oitava série ndo € 0 mesmo para os wrés niveis de NM. Observe que, com blogueamento, ob-
tivemos diferencas significantes entre o5 graus médios de compreensio de leitura de alunos
da cilava séric nas quatro escolas, o que niio ocorreu sem o blogueamento. |

Quando conferimos os cileulos na solugio do Exemplo 154, verificamos gue a versiio mais
recente de MINITAB wtiliza a abordagem do valor p. Como pode ser visto na Figura 15.4, as co-
lunas encabegadas por DF (graus de liberdade, em inglés), 55 (somas de quadrados, em inglés),
MS (quadrados médios, em inglés) e F siio as mesmas do que antes; mas a Figura 15.4 também
mostra uma coluna de valores p, que levam diretamente a decisGes sobre as hipdteses. Para trata-
mentos, o valor p é 0,029 e, como 0,029 ¢ menor do que 0,05, a hipdtese nula para tratamentos
deve ser rejeitada. Para blocos, o valor p € 0,015 e, como 0,015 ¢ menor do gue 0,05, a hipdtese
nula para blocos deve ser rejeitada.

Conforme salientado anteriormente, também se pode aplicar a andlise de varifincia de dois cri-
térios & andlise de um experimento de dois atores, em que ambas as varidveis (fatores) tm impor-
tancia material. Poderia ser utilizada, por exemplo. na andlise dos dados seguintes, coletados num
experimento projetado para testar se o alcance de vbo de um missil (em quilémetros) € afetado pe-
las diferengas entre os langadores ¢ também pelas diferengas entre os tipos de combustivel.

Combustivel | Combustivel 2 Combustivel 3 Combusiivel 4

Langador X 459 57,6 52,2 41,7
Lancador Y 46.0 51.0 50,1 38.8
Lancador 7 45,7 36,9 553 48.1

Note que utilizamos um formato diferente para essa tabela, para distinguir entre experimentos de
dois [atores com latorves irrelevantes aleatorizados ao longo de odo o experimento, ¢ experimen-
tos com fatores irrelevanies aleatorizados separadamente ao longo de cada bloco.

Também, quando se aplica uma andlise de vanifincia de dois critérios dessa maneira, costu-
mamos denominar as duas varidveis fator A e fator B (em ver de tratamentos ¢ blocos) ¢ escre-
vemos SQA ¢ QMA em vez de SQ(Tr) ¢ QM{Tr): continuamos escrevendo SBQ ¢ QMB, mas ago-
ra o B representa o fator B, em vez de blocos.

BB PLANEIAMENTO DE EXPERIMENTOS: REPLICAGAO

Figura 154
Impresso de com-
putador para o
Exemplo 15.4,

Na Segdo 15.5, mostramos come € possivel aumentar a quantidade de informacio a ser obtida de
um experimento por blogueamento, isto €, pela eliminaciio do efeito de um Fator irrelevante. Ou-
tra maneira de aumentar a informaciio a ser obtida de um experimento consiste em aumentar o vo-
lume dos dados. Assim € que, no exemplo da pigina 379, poderfamos aumentar o tamanho das
amostras ¢ aplicar o teste de compreensio de leitura a vinte alunos da vitava série de cada esco-

Andlise de Varifincia de Dois Critérios: C3 contra C1, C2

Analysis of Variance for C3

Source DF 88 M3 F P
C1 3 1260.0 £20.0 .21 0.029
C2 2 1Iz56.0 628.0 9,28 0.015
Ercor & §06.0 L

Total 11 2822.0
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la, em lugar de trés. Para plancjamentos mais complicados, chega-se a0 mesmo objetivo realizan-
do o experimento todo mais de uma vez, o que ¢ denominado replicagiio. Quanto ao exemplo da
pdgina 379, poderfamos [azer o experimento (selecionar ¢ testar doze alunos da oitava $érie) nu-
ma semana ¢ entdo replicar (repetir) todo o experimento na semana seguinie.

A replicaciio nio apresenta dificuldades conceituais, mas apresenta diliculdades computacio-
nais, que mencionamos aqui somente porgque ¢ requerido pelo nosso estudo na Segio 15,9 Além
disso. se replicamos um experimento que exige uma andlise de varidneia de dois critérios, pode-
ri haver a necessidade de uma andlise de varifincia de s eritérios, pois a propria replicagio po-
derd constituir uma fonte de variagio dos dados. Isso poderia ocorrer em nosso exemplo relativo
is notas nos testes de compreensio de leitura, digamos, se o clima na segunda semana fosse mui-
o quente ¢ dmido, dificultando a concentrago dos estudanies.

B ~NALISE DE VARIANCIA DE DOIS CRITERIOS COM INTERACAO

Quando o conceito de interaciio fol mencionado pela primeira vez, foi descrito um experimento
em que um fabricante de pneus descobre que um tipo de banda de rodagem € especialmente bom
para estradas de terra, enquanto um outro tipo € especialmente bom para estradas pavimentadas,
Uma situagio semelhante surge quando um fazendeiro descobre que uma variedade de milho se
adapta melhor com um tipo de fertilizante enguanto uma outra variedade se adapta melhor a um
outro fertilizante; ou quando € observado que uma pessoa comete menos erros com um tipo de
processador de lexto enquanto uma oulra pessoa comete menos erros com outre tipo de proces-
sador de texto.

Para considerar um exemplo numérico, voltemos ao experimento de dois fatores a pigina
384, o que tratou do efeito de wrés langadores de misseis e quatro tipos de combustivel sobre o al-
cance de vio de certos misseis. Analisando esses dados pelo método da Segio 15.7, repartimos
ST, que € uma medida da variagio total entre os dados, em trés componentes atribuidos, respec-
tivamente, aos langadores diferentes, aos combustiveis diferentes e ao erro (ou acaso). Se existi-
rem interagoes, o que € bem possivel, essas variagdes causadas estariam ocultas por que estariam
incluidas como parte de SQE. que € a soma de quadrados de erros. Para isolar uma soma de qua-
drados que possa ser atribuida 2 interagio, precisamos de uma outra maneira de medir a variagiio
devida ao acaso, e faremos isso repetindo todo o experimento. Suponhamos, entfio, que assim, ob-
tenhamos os dados mostrados na tabela seguinte:

Combustivel 1 Combustivel 2 Combustivel 3 Combustivel 4

Langador X 46,1 554 | 52.6 ‘ 443
Langador ¥ | 463 21 | si4 | 398
Langador Z 458 579 ‘ 56,2 ‘ 47.6

que denominamos Béplica 2 para distingui-la dos dados & pagina 384, que agora passamos a de-
nominar Réplica 1. Combinando as duas réplicas numa tabela, obiemos

Combustivel I Combustivel 2 Combustivel 3 Combustivel 4
Lancador X 459, 46,1 ‘ 57.6. 55.9 | 522,526 | 417, 443
Lancador Y 46,0, 46,3 | 51,0, 52.] 50,1, 514 | 388, 396

Lancador Z 45,7, 458 | 56,9, 579 | 553, 56,2 | 48,1, 47,6
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Figura 15.5
Impresso de com-
putador para uma
aniilise de varidncia
de dois critérios
com interacio,

onde o primeiro valor em cada célula provém da Réplica | ¢ o segundo valor provém da Réplica 2.
Agora podemos representar as variagoes devidas ao acaso pela variagio dentro das 12 eélu-
las da tabela ¢, em geral, a nova soma de quadrados de erros passa a ser

R
SQE =33 (xijn — %ij-)?

=1 j=1 k=1

onde x,, € o valor correspondente ao i-¢simo tratamento, o j-ésimo bloco ¢ a fi-ésima réplica, e X
¢ a média dos valores das células correspondentes ao i-€simo tralamento e ao j-ésimo bloco.

Substituindo os dois valores de cada célula da tabela imediatamente precedente pela sua mé-
dia, oblemos

Combusrivel | Combustivel 2 Combustivel 3 Combustivel 4

Lancador X 46 36,75 524 43
Langador ¥ 46,15 51,55 50,75 392
Langador 7 45,75 57,40 55,75 47,85

e € assim que nossos dados ficariam depois de removidas as variacoes devidas ao acaso. Em outras
palavras, a Gnica variaciio que persiste € devida aos tratamentos, aos blocos e & interagiio, e se fizés-
semos uma andlise de varidncia de dois critérios como na Secio 13.7, obteriamos correspondentes
tratamentos. blocos ¢ somas de quadrados de interagio, onde essas dltimas seriam o que era a so-
ma de quadrados de erros. Na verdade, tudo isso € feito sé conceitualmente. Se realmente fizésse-
mos uma andlise de varidincia de dois critérios com as médias no lugar dos dois valores em cada cé-
lula, verfamos que cada uma das somas de quadrados foi dividida por um fator de 2. Do mesmo mo-
do, se tivéssemos r réplicas, cada soma de quadrados teria sido dividida por um fator de r.

Como nas Segoes 15.3 e 15.7, existem tformulas de calcular as viirias somas de quadrados de
uma andlise de varidncia de dois critérios com interagtes. Contudo, como as contas necessirias
sdo, para dizer o minimo, de dificil manuseio, costuma-se fazer essas contas com o auxilio de um
computador. Isso € precisamente o que faremos aqui, obtendo os diversos graus de liberdade, so-
mas de quadrados, quadrados médios, valores de F, e valores p do impresso de MINITAB mos-
trado na Figura 15.5.

Ma verdade, tudoe de que precisamos siio os valores p dados no impresso como 0,000, o que
significa (0,000 arredondado até a terceira casa decimal. Como esses valores siio todos menores
do que 0,035, as hipéteses nulas para langadores, combustiveis e interages langadores/combusti-
veis devem ser todas rejeitadas. (Os valores p reais, obtidos por meio de uma calculadora HP
STAT/MATH. sae 0.00000023, 0.000000000017 ¢ 0.0001.)

Anéilise de Varifincia de Dois Critérios: C3 contra C1, C2

Analysis of Variance for C3

Source DF SE HS F P
Gl 2 91.503 45.752 70.81 2.000
G2 3 570.825 190.275 293.%67 0.000
Interaction & 50.937 B.48%9 13.10 0.000
Error 12 T 0.648

Total 23 722.040
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Para comparar os intervalos de tempo que trés canais de televisio destinam a comerciais. uma
pesquisadora mede o tempo dedicado a comerciais em amostras aleatdrias de 15 programas
em cada canal. Para sua surpresa, ela constata que hé tanta variagio dentro das amostras — pa-
ra um canal, os ndmeros variam de § a 35 minutos — que € praticamente impossivel obter re-
sultados significantes. H4 alzuma forma que permita i pesquisadora superar esse obsticulo?

Para comparar cinco processadores de palavras, A, B, C, D e E, quatro pessoas, 1,2, 3 e 4,
foram cronometradas preparando um certo relatdrio em cada uma das méguinas. Os resul-
tados (em minutos) constam na seguinte tabela:

! 2 3 4
A 49,1 | 482 523 370
B | 475 40,9 44.6 49.5
C 76.2 46,5 a1 35,3
D 50,7 43.4 47,0 526
E | 558 I 483 526 57,8

Expligque por que esses dados nio deveriam ser analisados pelo método da Segiio 15.7.

Os contetidos de colesterel (em miligramas por pacote) obtidos por quatro laboratdrios pa-
ra pacotes de 150 gramas de trés alimentos dietéticos muito semelhantes siio 0s seguinles:

Laboratdrio | Laboratdrio 2 Labeoratdrio 3 Laboratdrio 4
Alimente A iz 2.8 3.1 id
Alimento B 3l 26 2.7 30
Alimento C 35 34 3.0 33

Faca uma andlise de variincia de dois critérios, utilizando o nivel de significincia 0.01 pa-
ri ambos 08 testes.

Quatro testes de conhecimento em ciéneias, diferentes mas supostamente eguivalentes, fo-
ram dados a cada um de cinco estudanies, que obtiveram as seguinies notas:

Estndeante C Estuddante D Estudante £ Esindamie F Estiedante G

Teste | 77 62 52 66 6
Teste 2 85 63 49 63 76
Teste 3 81 635 46 64 79
Teste d 88 | 72 55 60 66

Faga uma andilise de variiincia de dois critérios ao nivel 0,01 de significiincia para ambos
05 lestes.

Um téenico de laboratério mediu a resisiéneia  ruptura de cinco tipos de fio de linho, uti-
lizando quatro instrumentos diferentes de medida [, 1, I, ¢ 1, ¢ obteve os seguintes resul-
tados (em gramas):
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15.34

ol 1535

I 15.36

f Iz f3 Iy
Fio | 209 204 199 219
Fie 2 25.0 265.2 2740 24,8
Fig 3 25,5 23,1 21.5 244
Fip 4 24.8 21.2 23,5 23,7
Fio- 5 19.6 212 221 21,1

Faga uma andlise de varidncia de dois critérios, utilizando o nivel de significincia 0,05 pa-

ra ambos 05 lestes,

Os ndmeros de pegas defeituosas produzidas por quatro operdrios trabalhando, em turnos,
em rés méquinas diferentes sio os seguintes:

Ay
Miiguina A;
Az

Operdrio
By, B B By
35 | 38 | 41 32 |
| 3 40 | 38 | 31 |
| 36 | 35 43 | 25 |

Faga uma andlise de varifineia de dois critéries, utilizando o nivel 0,05 de significiincia pa-

ra ambos os testes,

Mum experimento planejado para avaliar trés detergentes, um laboratdrio lavou roupa trés
vezes em cada combinagiio de detergente e temperatura de dgua, obtendo os seguintes re-

eistros de limpeza da roupa:

Agua fria 45,39, 46

Agua moma 37.32,43

Detergente A Detergenie B Detergente C
| 43,46, 41 55,48, 53

| 403746 | 36,5153
44,45, 38 46,49, 42

Agua quente 42,42 46

| 198

Use o nivel 0,01 de significiincia para testar para diferencas entre os detergentes, diferen-
¢as devidas & temperatura da dgua e diferengas devidas a interagtes.

Um servigo de testes de produtos de consumo quer comparar a qualidade de 24 bolos as-
sados em sua cozinha com cada uma de quatro misturas diferentes, preparadas de acordo
com trés receitas diferentes (em que variam as quantidades de ingredientes frescos adicio-
nadoes), sendo elaborados uma vez pelo Chefe X e outra vez pelo Chefe Y. Pede-se a um
provador para dar uma nota de 1 a 100 para cada bolo, obtendo 0s seguintes resultados,
onde em cada caso o primeiro ndimero se refere ao bolo assado pelo Chefe X e o segundo

nimero a0 bolo assado pelo Chefie Y:

Mistira A Mrs!'ﬂm i M!.mrm O Mistra D

Receita | l
Receirg 2 ‘ 68, 61
Receita 3 | 75, 68

'.-"{]'. 68

7,73

69,71

74, 68

74,70

67,63

73,67
66, 61

70, 66
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Use o nivel 0,05 de significiincia para testar para diferengas devidas s diferentes receitas,
diferengas devidas iis diferentes misturas e diferengas devidas a interactes entre receitas e
misluras.

BN PLANEJAMENTO DE EXPERIMENTOS: CONSIDERAGOES ADICIONAIS

Na Seciio 15.5, vimos como o blogueamento pode eliminar a variabilidade do erro experimental
devida a um fator estranho ¢ como, em principio, podemos lidar da mesma maneira com duas ou
mais fontes estranhas de variagio. O dnico problema real € que isso pode aumentar o tamanho de
um experimento além does limites priticos. Suponha que, no exemplo da compreensio de leitura
por alunos da oitava série, quiséssemos também eliminar qualquer variabilidade causada por dife-
rengas de idade (12, 13 ou 14) ¢ de sexo. Admitindo todas as combinagies possiveis de NM, ida-
de e sexo, deveremos utilizar 3 - 3 - 2 = 18 blocos diferenies. e se deve haver um alunoe de oitava
série de cada escola em cada bloco diferente, teremos de selecionar e testar, ao todo, 18 -4=72
alunos de oitava série. Se quiséssemos eliminar qualquer variabilidade que possa ser devida a ori-
gem étnica, para a qual poderfamos considerar cinco categorias, isso elevaria para 72 - 5 = 360 o
ntimero de alunos da oitava série necessdrios.

Nesta se¢io, vamos mostrar como, is vezes, podemos resolver problemas como esse, ao me-
nos em parte, planejando os experimentos como quadrados latines. Ao mesmo tempo, espera-
mos inculcar no leitor que € através de planejamento adequado que experimentos podem propor-
cionar uma riqueza de informacio. Para dar um exemplo, suponha gue uma organizacio brasilei-
ra de pesquisa de mercado deseja comparar quatro maneiras de embalar um lanche rdpido, mas
estd preocupada com as diferencas regionais possiveis na popularidade do lanche ¢, também, com
os efeitos de anunciar o lanche de diversas maneiras. Assim, a organizagio decide testar os dife-
rentes tipos de embalagem em quatro regides cardinais do pais, no Norte, no Sul, no Leste ¢ no
Oeste do pais e fazer a promogio por meio de descontos, sorteios, vale-brindes ¢ vendas do tipo
dois-por-um. Haveria, assim, 4 - 4 = 16 blocos (combinagoes de regides e métodos de promogio),
o que exigiria 16 - 4 = 64 dreas de mercado (cidades) para promover cada tipo de embalagem.
uma vez dentro de cada bloco. Além disso, os mercados de teste deveriam estar separados uns dos
outros. de modo que os métodos de promogio nido interfiram entre si, ¢ o Brasil simplesmente niio
t&m 64 mercados de teste suficientemente separados. Contudo, € interessante observar que, com
um plangjamento adequado, 16 dreas de mercado (cidades) serdo suficientes, A tiulo de ilustra-
¢do, consideremos o seguinte arranjo, denominado quadrado latino, em que as letras A, B. Ce D
representam os quatro tipos de embalagem:

Descontas  Sorteios  Vale-Brindes  Vendas 2 por |

Norte A B G D i

Snl B C D A i
Leste c 3] A B |
Oeste D A B C |

Em geral, um quadrado latino € um arranjo quadrado das letras A, B, C. D, . . ., do alfabeto lati-
no, Lal que cada letra ocorra uma, ¢ 0 uma, vex em cada linha ¢ em cada coluna.

) quadrado latino precedenie, encarado como um plancjamento experimental, exige que
scjam dados descontos com a embalagem A numa cidade do Norte, com a embalagem B numa
cidade do Sul, com a embalagem C numa cidade do Leste ¢ com a embalagem D numa cidade
do Oeste; que 08 sorteios sejam utilizados com a embalagem 8 numa cidade do Norte, com a
embalagem C numa cidade do Sul, com a embalagem D numa cidade do Leste ¢ com a emba-
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lagem A numa cidade do Oeste, ¢ assim por diante. Note que cada tipo de promogio ¢ usado
uma ver ¢m cada regido ¢ uma vez com cada tipo de embalagem; cada tipo de embalagem &
usado uma vez em cada regifio ¢ uma ver com cada lipo de promogio: ¢ cada regifio ¢ usada
uma ver com cada tipo de embalagem ¢ uma vez com cada tipo de promogio. Como veremos,
iss0 nos permite fazer uma andlise de varidncia que conduz a testes de significiincia para todas
trés varidveis.

A andlise de um guadrado latino » x ¢ € muito semelhante a uma andlise de varidneia de dois
crilérios. A soma de quadrados total e as somas de quadrados para linhas ¢ colunas sio calcula-
das da mesma maneira como foram caleuladas anteriormente STO, SO(Tr) ¢ 508, mas devemos
encontrar umd soma extra de quadrados que mega a variabilidade gue ¢ devida & varidvel repre-
sentada pelas letras A, B, C, [, . . ., a saber, uma nova soma de quadrados para tratamentos. A for-
mula para essa soma de quadrados ¢

Soma pe P L s

QUADRADOS DE 5Q(Tr) = = (T3 +Tg+Te+-) 3 o

TRATAMENTOS

FARA

QUADRADOS

LATINOS
onde T, € o total das observagdes correspondentes ao tratamento A, T, € o total das observagtes
correspondentes ao tratamento B, ¢ assim por diante. Finalmente, a soma de quadrados de emros
¢ obtida novamente por subtragio:

SDMA DE \ . . .

S0FE =510 — |[S0L + 5 SO(Tr

QUADRADOS Q 0 — [SOL + SQC 4+ 50(Tn)

DE ERROS PARA

QUADRADOS

LATINOS

onde SQL e SOC siio as somas de quadrados para as linhas e para as colunas, respectiva-
menle,

Podemos, agora, construir uma tabela de andlise de varifincia para um quadrado latino r x
r. Os quadrados médios sio novamente as somas de quadrados divididas pelos seus respectivos
nimeros de graus de liberdade, e os trés valores F siio os guadrados médios para linhas, colu-
nas ¢ tratamentos divididos pelo quadrado médio de ervo. Os graus de liberdade para linhas, co-
lunas e tratamentos sio todos iguais a r — | e, por subtragiio, o ndmero de graus de liberdade
para o ermro ¢

== tr=D=(r=D === =3r+2=0-1r=2)

Assim, para cada um dos trés testes de significiineia, os graus de liberdade do numerador ¢ do de-
nominadorde Fsior= 1 e{r— 1(r=2).
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Feonte de Ceraiis de Bt de Ouadrado
variagde liberdade queadrados midio F
: _ SQL OMR
Linhas r=1 S0L OMR = =1 OME
Colunas r=1 soc OMC = f?(’; %
: : ST T
Tratamentos r=1 STy OM(Tr = -%]ﬂ Q_;.T_&ﬂ
Soe
=12 SQE E=s ——MM—
Erre (r—1r—2) Q oM C=De=2
Tewal | STg

m 155 Suponhamos que, no exemplo do lanche rdpido dado nesta secio, a organizacio de pesquisa de
mercado obtenha os dados constantes da tabela abaixo, na qual as cifras representam as vendas
de uma semana em milhares de unidades monetdrias:

Descontos  Sorteios  Vale-Brindes  Vendas 2 por -

A B 8 D
Norte
45 38 42 53
B C 3] A
Sud
39 43 50 54
C D A B
Lesie
42 50 47 44
D A B C
(este
46 48 46 52

Supondo que as suposicies necessdrias possam ser atendidas, analise esse quadrado latino ao ni-
vel 0,05 de significincia para cada teste.

Solucio 1. H,: osefeitos de linha, coluna e tratamento (definidos como no rodapé da pdgina 363 ¢ na
pdgina 390) sdo todos iguais a zero.

H,: os efeitos de tratamento nfio o todos iguais a zero.
2. a=0,05 para cada testes.

3. Para linhas, coluna ou tratamentos, rejeitar a hipdtese nula se F = 4,76, onde os F sio ob-
tidas por meio de uma andlise de varidncia, e 4,76 ¢ ovalorde F parar— 1 =4-1=3¢
(r=1r=2)={(4 - I1)4 - 2) = 6 graus de liberdade.

4, Substituindo r=4,T,.= 181, T, = 186, 7,. = 183, T, = 192, ., = 175, T, = 179, T., = 185,
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T,=203,7, =197, 5, =161, T, =119, T, =199 T..=14le . T x = 34.756 nas férmu-
las de cdlculo para as somas dos quadrados, oblemos

1
SOT = 34.756 — ﬁ(m}z = 34.756 — 34.410,25 = 34575
501 = %{Iﬂll + 1867 + 183% 4 192%) — 3441025 = 17,25
ele =4luf52 + 179 + 1852 + 203%) — 3441025 = 11475

ST = j-t{ 197 4+ 167° + 179% + 199°) — 34.41025 = 174.75
SOE =34575 — (1725 + 114,75 + 174,75) = 39,00

) trabalho restante € apresentado na seguinte tabela de andlise de varidncia:

Fonte de Grans de  Soma de Quadrado
variagdo liberdade quadrados médio '
Linfias 17,25 3,75
(regides) 3 17,25 ‘ —3 = 35,75 E =z (1,88 |
Ceolunas |
114,75 3825
{mdrode 3 11475 | —— =38,25 | —— = 5,88
promocional) 3 6,5
|
Traramentos 174.75 58,25
{embalagens) 3 174,75 = 58,25 —15.5 2= 896
| I.
39
v 6 39,00 ?m =65
Total 13 345,75

5. Para as linhas, como F = (.88 ¢ menor do que 4,76, a hipdtese nula ndo pode ser rejeitada;
para as colunas, como F = 5,88 excede 4,76, a hipotese nula deve ser rejeitada; para os trata-
mentos, como F = 896 excede 4,76, a hipdtese nula deve ser rejeitada. Em outras palavras,
concluimos que foram as diferengas em promogiio ¢ embalagem, ¢ niio as diferentes regides,
que afetaram a venda do lanche rdpido. I

Ha muitos outros plangjamentos experimentais além dos que abordamos, que atendem a uma
ampla diversidade de propdsitos especiais. Sio largamente utilizados, por exemplo, os planeja-
mentos em bloco incompletos, apliciveis quando niio € possivel termos cada tratamento em ca-
da bloco,

A necessidade de tal planejamento surge, por exemplo, quando desejamos comparar 13 mar-
cas de pneus mas nito podemos colocd-los todos num carro de teste ao mesmo empo. Numeran-
do os pneus de | a 13, podemos usar o seguinte planejamento experimental:
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Teste Pneu Teste Pneu

! 1 2 4 10 8 8 9 11 4

2 v S e | Q9 9 10 12 5

7 7 8 10 3

Ha aqui 13 repeti¢oes de testes, ou blocos, ¢ como cada tipo de pneu aparece juntamente com ou-
tro tipo de preu uma vez dentro do mesmo bloco, o planejamento € denominado planejamento
em bloco incompleto equilibrade. E importante o fato de cada tipo de pneu aparecer juntamen-
te com outro tipo de pneu uma vez dentro do mesmo bloce, pois facilita a andlise estatistica ao as-
segurar que temos a mesma quantidade de informagiio para comparar cada par de tipos de pneu,
Em geral, a andlise dos plangjamentos em bloco incompletos € bastante complicada, e niio a abor-
daremos aqui, pois nosso objetive ¢ apenas mostrar o que se pode fazer com o planejamento cui-
dadoso de um experimento.

SOIDIOYIXT —

&

15.37 Um agronomo deseja comparar a safra de 15 variedades de milho e, ao mesmo tempo, ¢s-
tudar os efeitos de quatro fertilizantes diferentes e de rés métodos de irrigaciio. Quantos
lotes de teste ele deve plantar, se cada variedade de milho deve crescer num lote de teste
com cada combinagio possivel de fertilizanies e métodos de irrigagio?

&

15.38 Suponha que queiramos comparar o nimero de pegas defeituosas fabricadas por cinco operd-
rios trabalhande em quatro médguinas diferentes (1, 2, 3 ¢ 4) em dois turmos diferentes (1 e I1).
{a) Considerando os operdrios como “iratamentos™ diferentes, relacione os blocos (com-
binagdes de médquinas ¢ turnos) que seriam necessdrios para que cada pega fosse fa-
bricada em cada turno.
(b) Quantas observactes seriam necessdrias se cada operdrio deve trabalhar duas vezes
em cada maquina em cada tumo?

6 15.39 Um fabricante de produtos farmacéuticos deseja langar no mercado um novo remédio con-
tra resiriados, que na verdade ¢ uma combinagio de quatro medicamentos, ¢ tenciona ex-
perimentar inicialmente com duas dosagens de cada medicamento. S¢ A, ¢ A, denotam as
dosagens baixa e alta, respectivamente, do medicamento A, B, ¢ B, denotam as dosagens
baixa ¢ alta, respectivamente, do medicamento B, C, e C, denotam as dosagens baixa ¢ al-
ta, respectivamente, do medicamento C, ¢ D, e D, denotam as dosagens baixa ¢ alta, res-
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pectivamente, do medicamento D, relacione as 16 combinagdes que devem ser testadas, se
cada dosagem de cada medicamento deve ser usada uma ver em combinagio com cada
dosagem de cada um dos outros medicamentos,

@ 15.40 Usando o fato de que cada uma das letras deve ocorrer uma ¢ uma s6 vez em cada linha ¢
em cada coluna, complete os seguintes quadrados latinos:

® O Ta

(c) R

(B]

H 15.41 Para comparar quatro marcas diferentes de bolas de golfe, A, B, C ¢ [, cada tipo foi lan-
gado por cada um de quatro golfistas profissionais. P, P, P; e P,, utilizando uma vez ca-
da um de quatro tacos diferentes T, T, T; e T, As distincias (em metros) do ponto de lan-
camento ao ponto em que as bolas pararam sio dadas na tabela seguinte:

e & 35 Iy
D B A C
P
231 215 261 199
o | € A B D
# 234 300 280 266
A & D B
Ps
301 208 247 255
a | 2 D c A
253 258 210 | 290

Considerando que as suposigoes necessdrias possam ser atendidas, use um compulador
para analisar esse quadrado latino, usando o nivel 0,05 de significincia para cada teste.
H 15.42 Os dados amostrais do quadrado latino 3 x 3 a seguir siio as notas em Histéria obtidas por
nove alunos de faculdade de diferentes etnias e com vdrios interesses profissionais, que es-
tudaram sob orienlagio dos professores A, B e C:
Etnia
Latine Germdnico  Eslave

Direito | A B C
73 86 69

Medicina = B c A
45 79 56

Engenharia C A B
70 83 03
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Considerando que as suposigies necessdrias possam ser atendidas, use um computador
para analisar esse quadrado latino, usando o nivel 0,05 de significincia para cada Leste,
@ 15.43 De nove pessoas entrevistadas numa pesquisa, trés sio do Nordeste, trés sdo do Sudeste ¢
irés sdo do Oeste. Quanto & profissio, 1rés sio professores, rés sio advogados e rés siio
médicos, ndo havendo dois quaisquer da mesma profissiio que provenham da mesma re-
gido. Além disso, teés volam com o partido A, trés com o partido B e trés com o parido C,
nio havendo dois da mesma filiagiio politica que exergam a mesma profissiio ou prove-
nham da mesma regido. Se um dos professores € do Nordeste e vota com o Partido C, ou-
tro professor € do Sudesie ¢ vota com o partido B. ¢ um dos advogados ¢ do Sudeste e vo-
ta com o Partido A, qual € a filiagio politica do médico que € do Oeste? (Sugesido: cons-
trua um quadrado latine 3 » 3, Esse exercicio ¢ uma versie simplificada de um famoso
problema proposto por R, A. Fisher em sua obra clissica The Design of Experiments.)

@ 15.44 Para testar sua capacidade de tomar decistes sob pressio, nove dos mais graduados exe-
cutivos de uma companhia devem ser entrevistados por cada um de quatro psicdlogos, Co-
mo um psicélogo necessita de um dia inteiro para entrevistar (rés execulivos, o esquema
de entrevistas foi arranjado como segue, com os nove administradores denotados por A, B.
C.D.E F, G, Hel

Dia Psicilogo Executivos
Margo 2 | B C 2
Margo 3 I E F @
Margo 4 | H I A
Margo 5 Il e 2 H
Margo 6 11 B8 F A
Margo 9 1 D E 7

Margo 10 11 DG oA
Margo 11 111 A T
Margo 12 111 B E H
Margo 13 v & 17 {
Margo 16 v € 7T A
Margo 17 v D F H

Substitua os seis pontos de interrogaciio pelas letras apropriadas, considerando que cada
um dos nove executivos deve ser entrevistado juntamente com cada um dos outros execu-
Livos uma ¢ 6 uma vez no mesmo dia. Observe gue isso tornard o arranjo um planejamen-
to em bloco incompleto equilibrado, o que pode ser importante porque cada executivo €
testado juntamente com outro, uma tnica vez sob condigdes idénticas.

@ 15.45 Um jornal publica regularmente colunas de sete colaboradores. mas em cada ediciio tem
espago apenas para trés deles. Complete a tabela a seguir, em gue os colunistas sio nume-
rados de 1 a 7, de modo que o artigo de cada colunista aparega trés vezes por semana ¢ um
artigo de cada colunista apareca em conjunto com um de cada um dos outros colunistas
UIMa Ve por semana.

Dia Colunista
Segunea L =% A
Terpa 4
Cnarta I 4 5
Oweinta 2
Sexia 1 & 7
Sdbado 5
Domingo 2 4 b
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ka1 I ISTA DE TERMOS-CHAVE [com indicacto das paginas de suas definicoes

[ ==
Aleatorizacio, 363, 367 Intervalo estudentizado, 375
Andlise de variincia, 362, 368 Mddia global, 363, 368
Andlise de variincia de dois critérios, 380 Planejamento completamente aleatorizado,
Andlise de varifincia de um eritério, 363, 368 367
ANOVA, 362 Plan¢jamento de experimentos, 362
Blocos, 380 Plancjamento em bloco aleatorizado, 380
Blocos completos, 380 Planejamento em bloco incompleto equilibra-
Blogueamento, 363, 380 do, 393
Comparacio miltipla, 363, 375 Planejamento em bloco incompleto, 392
Distribuigio F, 365 Quadrado latino, 389
Efeitos de blocos, 381 Quadrado médio de erro, 370
Efeitos de tratamento, 363 Quadrado médio de tratamento, 369
Erro experimental, 368 Rardo de variancias, 365
Estatistica F, 364 Replicagio. 385
Estudentizagdo, 375 Soma de quadrados de blocos, 381
Experimento controlado, 367 Soma de quadrados de erros, 369
Experimento de dois fatores, 380 Soma de quadrados de tratamentos, 369
Experimentos de dois critérios, 363 Soma de quadrados total, 368
Fatores, 384 Somas de quadrados de interagiio, 386
Graus de liberdade do denominador, 365 Tabela de andlise de varifineia, 370
Graus de liberdade do numerador, 365 Total geral, 371
Interagio, 380 Tratamentos, 369
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m muitas pesquisas estatisticas, o objetivo principal ¢ estabelecer relaghes que possibi-
litem prever uma ou mais varidveis em termos de outras. Assim ¢ que se fazem estudos
para prever as vendas futuras de um produto em fungio do seu prego. ou a perda de pe-
so de uma pessoa em decorréncia do ndmero de semanas que se submete a uma dieta de 800
calorias-dia. ou as despesas de uma familia com médico ¢ remédios em fungiio de sua ren- @
da, ou o consumo per capita de certos alimentos em fungdo de seu valor nutritivo ¢ do gas-
lo com propaganda na televisiio, ¢ assim por diante.

MNaturalmente, o ideal seria que pudéssemos prever uma quantidade exatamente em termos de ou-
tra, mas isso raramente ¢ possivel. Na maioria dos casos, devemos contentar-nos com a previsio de
médias ou de valores esperados. Por exemplo, niio podemos prever exatamenie quanto ganhard um in-
dividuo especifico formado em nivel superior dez anos depois de sua formatura mas, com base em da-
dos adequados, é possivel prevermos o ganho médio de Lodos os graduados em nivel superior dez anos
depois de sua formatura. Analogamente, podemos prever a safra média de certa variedade de trigo em
termos do indice pluvioméirico de janeiro, e podemos prever a nota média esperada de um calouro do
curso de Direito em fungio do seu Q1. Esse problema da previsao do valor médio de uma varidvel em
termos do valor conhecido de outra varidvel (ou dos valores conhecidos de outras varidveis) constitui
o assim denominado problema da regressiio. A origem desse termo remonta a Francis Galwon (1822-
1911), que o empregou pela primeira vez num estudo da relagio entre as alturas de pais ¢ filhos.

Mas Segdes 16.1 ¢ 16.2, apresentamos uma introdugio geral ao ajuste de curvas ¢ ao método
mais utilizado, o método dos minimos quadrados. Depois, na Se¢iio 16.3, discutimos as ques-
toes referentes a inferéncias baseadas em ajuste de retas a dados emparelhados. Problemas nos
quais as previsdes se baseiam em mais de uma varidvel e problemas em que a relagio entre duas
varidveis niio € linear 530 tratados nas Secdes 16.4 ¢ 16.5, que siio opcionais.
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Semipre que possivel, procuramos expressar, ou aproximar, as relagbes entre grandezas conheci-
das e grandezas que devem ser determinadas em termos de equaches matemdticas. Isso tem tido
muito sucesso nas ciéncias naturais, nas quais sabemos, por exemplo, que. a uma temperatura
constante, a relagio entre o volume v ¢ a pressio v de um gds ¢ dada pela férmula
&
y= =
X
onde & ¢ uma constante numérica. Mostra-se, também, que a relagio entre o tamanho y de uma cul-
tura de bactérias, ¢ o tempo v durante o qual esteve exposta a certas condigiies ambientais, € dada por
y=u-

onde a e b sdo constantes numéricas. Mais recentemente, equaces como essas tém sido usadas
também para descrever relagtes no campo das ciéneias do comportamento, das ciéneias sociais ¢
outros campos. Assim € que a primeira das equagdes precedentes costuma ser usada em Econo-
mia para descrever a relagio entre pre¢o e demanda, e a segunda tem sido usada para descrever o
crescimento do vocabuldrio de uma pessoa ou a acumulagio de riqueza.

Sempre que utilizamos dados observados para chegar a uma equaciio matemiitica que descre-
va a relagiio entre duas varidveis. o que constitui um processo conhecido como ajuste de curvas,
precisamos encarar trés tipos de problemas:

Devemaos decidir que tipo de curva e, dai, que tipo de equaciio “de previsio” queremos
utilizar.
Devemos encontrar a equagio particular que é a melhor em algum sentido.

Devemos investigar certas questoes relativas aos méritos da equagao escolhida e de
previsoes feitas a partir dela.

0 segundo desses problemas € abordado com algum detalhe na Se¢io 16.2, e o lerceiro, na Se-
ciio 16.3.

O primeiro tipo de problema, em geral, € resolvido por inspegio direta dos dados. Esboga-
mos os dados em papel comum (aritmético) de grifico ou, eventualmente, em papel de grifico
com escalas especiais (veja Seglio 15.5) ¢ decidimos visualmente o lipo de curva (uma reta, uma
pardbola....) que melhor descreve o padrdo geral dos dados. Ha métodos que nos permitem fazer
iss0 de maneira mais objetiva, mas sio bastante avangados ¢ niio serfio discutidos neste liveo,

Para 0s nossos objetivos aqui, vamos nos concentrar principalmente em equacdes lineares a
duas incognitas. Essas equagdes sio da forma

y=uqa+bx

onde a € o corte no eixe y (o valor de y para x = 0) ¢ b € a inclinagio da reta (a saber, a variagio
de y que acompanha um aumento de uma unidade em x).% As equagies lineares $io dleis ¢ impor-
lantes nio 56 porque muitas relagtes 18m efetivamente essa forma, mas também porque, muitas
vezes, constituem boas aproximactes de relaghes que, de outro modo, seriam dificeis de descre-
ver em termos matemiticos.

#* Em oulros ramos da Mateneitica, as equagbes lineares a duas incommitas muilas vezes s50 e3Crilas Como y = me+H, mas v =a + by
lem a vantagem de prestar-se mais facilmente a generalizagdes, como, por exemplo. emy =a+ by + ex” ouem y=a + by, + box,.
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A expressio “equagio linear” decorre do fato de que o grifico de ¥y = a + b ¢ uma linha re-
ta. Ou seja. todos pares de valores de x e vy que satisfazem uma equagdo da forma y = a + bx sio
pontos gue estiio sobre uma reta. Na pratica, os valores de a ¢ b costumam ser estimados com ba-
se em dados observados ¢, uma vez determinados, podemos substituir valores de x na equagiio ¢
caleular os correspondentes valores que previmos para y.

A titulo de ilustragiio, suponha que tenhamos dados sobre a safra de trigo y de um municipio do
Mato Grosso (em sacos por hectare), e sobre a precipitagiio pluviométrica x (em centimetros medidos
de margo a fevereiro) e que, ainda, pelo método da Seciio 16.2, obtenhamos a equaciio de provisio

v =023 +4,42¢

{veja Exercicio 16.8). A Figura 16.1 exibe o grifico correspondente, devendo-se observar que, pa-
ra qualguer par de valores de v e y tais que y = 0,23 + 4,42x, obtemos um ponto (x, y) que cai na
refa. Substituindo x = 6, por exemplo, vemos gue, quando hd uma precipitagio anual de 6 centi-
metros, podemos esperar uma colheita de

sacos por heclare; da mesma forma, substituindo x = 12, vemos que. para uma precipitaciio anu-
al de 12 centimetros, podemos esperar uma colheita de

y=023+442-12=53.27

sacos por hectare. Os pontos (6; 26.75) ¢ (12; 53,27) estio sobre a reta da Figura 16,1, ¢ isso va-
le para quaisquer outros pontos determinados da mesma maneira,

HEEE O METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

Figura 16.1
Grifico de uma
equagio lincar.

Uma vez que tenhamos decidido ajustar uma linha reta a um determinado conjunto de dados, en-
contramos o segundo tipo de problema, a saber, a determinagiio da equagiio da reta particular que,
em cerlo sentido, constitui o melhor ajuste. Para ilustrar o que estd em jogo, consideremos os se-
guintes dados amostrais obtidos num estudo da relag@o entre o tempo durante o qual uma pessoa
esteve exposta a um alto nivel de ruido ¢ a amplitude da fregiiéncia sonora i gual seus ouvidos
respondem. Aqui x € o tempo (arredondado para a semana mais proxima) que uma pessoa mora
na proximidade de um aeroporto movimentado, diretamente na trajetéria dos avides que decolam
e pousam, ¢ y ¢ o seu alcance auditivo (em milhares de ciclos por segundo):

y=023+442x

o

Sacos de trigo por hectare

'l
3 10 15

Centimetros de precipitagio
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MNimerao de Alcance

SENS audiiive
x ¥
47 15,1
56 14.1

e 13.2
178 12.7
19 14,6
75 13,8
160 11.9
3l 14.8
12 15,3
164 12,6
43 14.7
T4 14.0

Esses doze pontos de dados (x, v) estio esbogados na Figura 16.2 no que se denomina um dia-
grama de dispersao. Isso foi feito com a ajuda de um computador, mas teria sido facil fazé-lo a
mdo, Como pode ser visto, 0s pontos ndo caem todos sobre uma reta, mas o padrio geral da rela-
¢iio € deserito satisfatoriamente como sendo linear. Pelo menos, ndo hd um desvio acentuado da
lincaridade, e por isso nos sentimos justificados na decisio de que uma linha reta € uma descri-
¢io adequada da relagio subjacente.

Chegamos agora ao problema de encontrar a equagiio da reta que, em certo sentido, constitui
o melhor ajuste aos dados e que, esperamos, vird a dar as melhores previsdes possiveis de v a par-
tir de x. Do ponto de vista logice, ndo hd uma limitagio para ¢ nimero de retas que podem ser ira-
¢adas numa folha de papel de grafico. Algumas dessas retas ajustam tio mal os dados que pode-
mos simplesmente ignord-las, mas muitas outras parecem constituir ajustes mais ou menos bons,
¢ o problema € encontrar justamente a reta que melhor se ajusie aos dados de alguma forma bem
definida, Se todos os pontos se situam sobre uma reta, nfio existe problema, mag isso € um caso
extremo, raramente encontrado na préitica. Em geral, devemos contentar-nos com uma reta que
tenha certas propriedades desejdveis, mas nfio necessariamente perfeita,

O) eritério que. hoje em dia, & usado quase que exclusivamente para definir uma reta de “me-
lhor™ ajuste, remonta & primeira metade do século XIX e ao trabalho do matemidtico francés
Adrien Legendre; € conhecido como o método dos minimos quadrados. Da maneira em que se-
rit utilizado aqui, esse método requer que a reta que ajustamos aos dados tenha a propriedade de
que seja minima a soma dos quadrados das distinecias verticais dos pontos 4 reta.

L
154 Wk
2 N
g
= i .
25 :
£
3 134 g
7 .
L
Figura 16.2
Impresso de com- 121 .

T T T

putador para os da- ] 100 200
dos anditivos, MNimero de semanas
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Para explicar por que isso € feito, consideremos os dados a seguir, que poderiam representar
os ndmeros de respostas certas, x ¢ v, dadas por quatro estudantes, em duas partes de um teste de

miiltipla escolha:
A ¥
A 6
9 10
1 2
{] 2

MNa Figura 16.3, eshogamos os pontos de dados correspondentes e tragamos duas retas por esses
pontos para descrever o padrio geral,

Se utilizarmos a reta horizontal do diagrama & esquerda para “prever” v para os valores da-
dos de x, obleremos ¥ = 5 em cada caso, e os erros dessa “previsio” sio6-5=1,10-5=35,
2-5=-3¢2-5=-3. NaFigura 16.3, esses sfio 0s desvios verticais dos pontos de dados até
a reta,

A soma desses erros € 1 + 5 4 (=30 + (= 3) =10, mas isso ndo ¢ indicativo do tamanho desses
€IT0s, € Nos encontramos numa situagio semelhante 4 da pagina 86, que nos levou a defini¢io do
desvio-padrao. Elevando os erros ao quadrado, tal como elevamos a0 quadrado os -'.le1.~ivim da mé-
dia, & pagina 86, vemos que a soma dos quadrados dos erros é 17+ 57 + (=3)" + (-3)" = 44.

Consideremos, agora, a reta do diagrama 4 direita, tragada de modo a passar pelos pontos (1,
2) e (9, 10); vé-se facilmente que sua equagiio € y = 1 + x. Visualmente, essa reta parece ajustar-
se muito melhor aos dados do que a reta horizontal do diagrama i esquerda e, se a utilizarmos pa-
ra prever v para os valores dados de x, obteremos 1 +4=5,1+9=10. 1 +1=2¢e 1 +6=7.0%
erros dessas “previsoes,” que, na figura i direita, também sio as distiincias verticais dos pontos
de dados até areta, 5806 -5=1,10-10=0,2-2=0e2-7=-35,

A soma desses erros € 1 + 0+ 0 + (=5) =— 4, gue € numericamente maior do que a soma dos
erros que oblivemos em relagdo i outra reta da Figura 16.3, mas isso ndo lem importincia. A so-
ma dos quadrados dos erros € agora 17 + 0° + 07 + (=5)° = 26, ¢ isso ¢ muito menos do que o va-
lor 44 obtido antes. Nesse sentido, a reta a direita proporciona um ajuste muito melhor aos dados
do que a rela horizontal & esquerda,

Podemos ir um pouco mais além ¢ procurar determinar a equagio da reta para a qual a soma
dos quadrados dos crros (a soma dos quadrados dos desvios verticais dos pontos de dados da re-
ta) ¢ um minimo. No Exercicio 16.11, pede-se ao leitor verificar que a equagio de uma tal reta ¢

yi= % + %%.1: para o nosso exemplo. Essa reta € denominada a reta de minimos quadrados.

—
-
L=
L
.

E 3

-3 =3

Figura 16.3

Dhuas retas ajusta-
das aos quatro pon- PR AR TN TN Y O S|
tos de dados. 12345678 910
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Para mostrar como a equagiio de uma tal reta € efetivamente obtida para um dado conjunto de
pontos de dados. consideremos n pares de ndmeros (x,, ¥,). (xXs. ¥5). . . .oe (x. ¥, ). que podem re-
presentar, por exemplo, o impulso ¢ a velocidade de n foguetes, a altura e o peso de n pessoas, a
velocidade de leitura e o grau de compreensiio de n estudantes, o custo de resgatar n navios afun-
dados e o valor dos tesouros descobertos, ou a idade e custo de consertar n automdoveis, Escreven-
do a equagio da reta como ¥ = a + by, onde o simbolo # (“ipsilon chapéu”) serve para distinguir
entre os valores observados y e o valores correspondentes ¥ na reta, o critério dos minimos qua-
drados exige que minimizemos a soma dos quadrados das diferencas entre os y e os ¥ (ver Figu-
ra 16.4). Isso significa que devemos encontrar os valores numéricos das constantes a e b que fi-
suram na equacao v = a + bx, para os quais

Z{I\' — = Elx — (a + bx)]?

tem © menor valor possivel. Como a determinagiio das expressoes de a e b que minimizam
¥ (v- )’ € bastante trabalhosa ou exige recursos do Célculo, limitamo-nos a enunciar o re-
sultado, que a ¢ b sio dados pelas solugdes, em relagio a a ¢ b, do seguinte sistema de duas

equagtes lincares:
Z,r =na+ b (Z .r)

Ferma(L4)+5(T)

Nessas equaches, denominadas equagbes normais, 1 € o niimero de pares de observagdes, ¥ xe
- ] -

2 v siio as somas dos valores observados x e y, 2. v ¢ a soma dos quadrados dos valores de x e

3 xv € a soma dos produtos determinados multiplicando cada x pelo v correspondente.

Sabendo que para os dados de alcance auditivo & pagina 401 temosn=12, ¥ x =975, ¥ ¥’ =
117.397, . v=166,8, 3~ v =2.331,54 e }_ xy = 12.884.4, obtenha as equagdes normais que de-
terminam wma reta de minimos quadrados.

Solugéio Substituindo i = 12 ¢ quatro das cinco somas nas expressies das equagdes normais, obtemos

1668 = 12a+ 975k
12.884.4 = 975a + 117.397h

Figura 16.4
A diferenca entre
e ¥
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-1: 2 .
{Observe que ndo utilizamos 3 v nesse exemplo, mas fornecemos esse valor agora, junto com
os demais, para uso [uturo.)

O leitor com alguma experiéncia na resolugiio de sistemas de equagdes lincares em Algebra Li-
near clementar, pode continuar o exemplo acima e resolver essas duas equagdes em a ¢ b usando ou
o método de eliminacao gaussiana ou entdo o método que utiliza determinantes. Alicrnativamen-
te, podemos resolver as duas equagdes normais simbolicamente em ¢ ¢ b ¢ entdo substituir os valo-
res de n e dos diversos somatdrios nas férmulas resultantes. Dentre as vérias maneiras de escrever
essas [drmulas, talver a mais conveniente seja o formato em que ulilizamos as quantidades

=1 (T ¢ s=Tu- (T4

como quantidades intermedidrias ¢ entio escrevemos as fdrmulas para calcular g ¢ & como

SolcoEs pe 5= 3u
EQUACOES Sex
NORMAIS >or=b(3x)
i =
n

em que primeiro calculamos b e entdo substituimos esse valor na formula para a. (Observe que es-
se ¢ omesmo 8 que utilizamos a pdgina 89 na férmula para calcular e desvio-padrio amostral.)

1 16.2 Utilize essas fGrmulas para resolver as equagBes normais e encontrar a e b para o exemplo do al-
cance auditivo,

Solucdo Primeiro substituimos n = 12 e os somatérios necessdrios dados no Exemplo 16.1 nas férmulas

para 8, ¢ 8, obtendo
S =117.397 — %w?ﬁﬁ =38.178.25
[
Spe = 12,8844 - éiﬂﬁl:lﬁﬁ.&i = =668, 1
i -G08, 1 1668 — (=0.0175)(975 4
Entio b = W78 =001 T75ea= : 3 JO) = |5,3, ambos arredondados até o

terceiro digito significativo, e a equagio da reta de minimos quadrados pode ser escrita como

#=15.3 — 0.0175x ]

0 gue fzemos agui pode muito bem ser deserito como um simples exercicio de Aritmética,
pois raramente, ou nunca, utilizamos tantos detalhes na determinagio de uma reta de minimos
quadrados. Hoje em dia, os somatérios necessdrios podem ser oblidos até com as mais primitivas
calculadoras, e os valores de @ ¢ b podem ser oblidos com qualguer tipo de programa estatistico,
Na verdade, a parte mais sutil de toda essa operagio € a digitagio dos dados ¢, se necessdrio, [a-
zer corregbes, a menos gue utilizemos um computador ou uma calculadora grifica. nos quais os
dados podem ser dispostos ¢ editados.

Observe também que quando b ¢ negativo, como no Exemplo 16,2, a reta de minimos qua-
drados tem uma inclinagdo negativa indo da esquerda para a direita. Em outras palavras, a rela-
a0 entre x ¢ ¥ ¢ lal que v decresce quando x cresce, como pode ser observado na Figura 16.2. Por
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outro lado, quando & € positivo, a reta de minimos quadrados tem uma inclinagdo positiva indo
da esquerda para a direita, ou seja, gue v cresce quando x cresce. Finalmente, quando & € igual a
zero, a reta de minimos guadrados € horizontal e o valor de ¥ ndo € (il na estimag@o ou previsiio
do valor de y.

SATERON 16.3  Use uma calculadora grifica para refazer o Exemplo 16.2 sem utilizar os somatdrios dados no
Exemplo 16.1.

Solug@o A Figura 16.5 mostra os dados originais digitados numa calculadora grifica. A janela da calcula-
dora é muito pequena para mostrar todos os dados, mas o resto dos dados foi obtido dragando.
Em seguida, o comando STAT CALC 8 fornece os resultados mostrados na Figura 16.6. Arre-
dondando até o terceiro digito significativo, como antes, obtemos a = 153 e b=-00175. e a
equacao da reta de minimos quadrados €, evidentemente, a mesma

§ =153 -0,0175x |

Se tivéssemos wtilizado um computador nesse exemplo, o MINITAB teria fornecido o impresso
mostrado na Figura 16.7. A equagiio da reta de minimos quadrados, denominada equaciio de re-
gressio (o que serd explicado mais tarde), novamente € y = 15.3 — (L0175 e os cocficientes ae b
sdo dados na coluna encabecada por “"Coefl™” como 15,3218 ¢ = 0,017499. Alguns dos detalhes
adicionais do impresso serdo utilizados mais adiante.

L1 L2 L3 3
47 i5.1
56 iM.4
116 13.2
i78 12.7
i8 14.6
75 13.8
160 11.9
L3{1)=
31 i4.8
12 i5.3
164 12.6
43 i4.7
Figura 16.5 ™ 14
Dados do Exemplo S
16.3. L2(13) =

u=a+bx
a=15.32183377
b=-.8174994925

Figura 16.6
Solugiio do Exem-
plo 16.3.
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Andlise de Regressdio: y contra x

The regression equation is
¥ o=ilanE - DLBYER R

Predictor Coef SE Coef i P
Constant 15.3218 0.1845 B3.4 0.000
X -0.017499 0.001865 -9.38 0.000
S = 0.3645 R-Sq = 89.8% R-3qfadj) = 88.8%

Analysis of Variance

Fipura 16.7 Source DF 55 M3 F P
Impressode MINI- | Regression 1 11.691 11.691 88.00 0.000
TAB para o Exem- Residual Error 10 1.329 0.133

plo 16.3. Total 11 13.020

AN 16.4  Use a equagio de minimos quadrados obtida no Exemplo 16.2 ou no Exemplo 16.3 para estimar
o alcance auditivo de uma pessoa que foi exposta ao ruido de aeroporto (conforme descrito & pé-
2ina 400) durante
(a) um ano;

(b} dois anos.

Solucdo (a) Substituindox=52em § = 15.3-0,0175x, obtemos § = 15,3=0,0175(52) = 14,4 mil ciclos
por segundo arredondando até o terceiro digito significativo.

(b) Substituindo x = 104 nesta equagio, obtemos ¥ = 13,5 mil ciclos por segundo, arredondado
até o terceiro digito significativo. |

Quando lazemoes uma estimativa como essa, ou uma previsio, na realidade nio podemos
esperar sempre obler precisamente a resposta correta. Com referéncia ao nosso exemplo, nio
seria nada razodvel esperar que cada pessoa que tivesse sido exposta ao ruido de acroporto
durante um dado intervalo de tempo apresentasse precisamenie o mesmo alcance auditivo.
Para tornar nossas previsies significativas com base em retas de minimos quadrados. deve-
mos considerar como médias, ou valores esperados, os valores de ¥ obtidos medianie subs-
titwigdo de valores dados de x. Interpretadas dessa maneira, as retas de minimos quadrados
540 denominadas retas de regressio ou, melhor ainda, retas de regressio estimadas. ji que
os valores de @ ¢ b sdio estimados com base em dados amostrais ¢, portanto, pode-se esperar
que variem de amostra para amostra. Na Seciio 16.3, discutiremos questdes relativas & vali-
dade dessas estimativas,

Mas discussdes desta seg@o, consideramos apenas o problema de ajustar uma reta a pares de
dados. Mais geralmente, o método dos minimos quadrados também pode ser utilizado para ajus-
tar outros Lpos de curvas e para deduzir equagtes de previsio a mais de duas incdgnitas. O pro-
blema de ajustar curvas além da reta pelo méwodo dos minimos quadrados serd abordado sucinta-
mente na Seciio 16,5 e, na Segdo 16.4, daremos alguns exemplos de previsao de equaghes a mais
de duas incognitas. Ambas seges estio marcadas como opeionais,
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SOIDIDYIAXT e—

&

16.1
=] 16.2
16.3

E 16.4

16.5

Um cachorro com seis horas de treinamento de obediéncia cometeu cinco erros numa ex-
posigia canina, um cachorre com doze horas de treinamento de obediéncia cometeu seis
erros, ¢ um cachorro com dezoito horas de treinamento de obediéncia comeleu apenas um
erro. Denotando por x o ndmero de horas de treinamento de obediéncia e por ¥ o ndmero
de erros cometidos, qual das duas retas

1 1
;s=ll]—ix ou }=8—§x
fornece um ajuste melhor aos trés pontos de dados, (6, 5) (12, 6) ¢ (18, 1), no sentido de

minimos quadrados?

Com referéncia ao Exercicio 16.1, use um computador ou uma calculadora grifica para
conferir se a reta de melhor ajuste € uma reta de minimos quadrados.

Para verificar se um conservante de alimentos largamente utilizado contribui para a hipe-
ratividade de criangas em idade pré-escolar, um nutricionista escolheu uma amostra alea-
téria de dez criangas de quairo anos reconhecidas como bastante hiperativas de virias es-
colinhas ¢ observou seu comportamento 45 minutos depois de terem ingerido quantidades
controladas de comida contendo o conservante. Na tabela a seguir, x € a quantidade de co-
mida consumida contendo o conservante (em gramas) e v ¢ uma medigio subjetiva de hi-
peratividade (numa escala de | a 20) baseada na agitacio da crianca ¢ na interacio com
oulras criancas:

x ¥
36 fi
82 14
45 5
49 13
21 3
24 8
58 14
73 11
&5 18

52 6

{a) Esboce um diagrama de dispersio para decidir se uma reta pode descrever de modo
razodvel o comportamento geral dos dados.

{(b) Use uma régua para tragar uma reta que, visualmente, deveria estar préxima de uma
reta de minimos quadrados,

{c) Use areta da parte (b) para estimar a medida de hiperatividade de uma dessas crian-
¢as que ingeriu 65 gramas de comida com o conservante 45 minulos antes.

Com referéncia ao Exercicio 16.3, use um aplicativo apropriado ou uma calculadora gréa-

fica para verificar que a equagiio de minimos quadrados para estimar v em termos de x é

dada por y = 1.5 + 0, 16, arredondados até o segundo digito significativo, Também use es-

sa equagio para estimar a medida de hiperatividade de uma dessas criangas que ingeriu 65

gramas de comida com o conservante 45 minutos antes ¢ compare o resultado com o da

parte (¢) do Exercicio 16.3.

Com referéncia ao Exercicio 16.3, emque 3~ x=1525, 3 v= 100, T ¥=32.085¢ L=
5.980, monte as duas equaces normais e resolva-as usando o método da eliminacio gaus-
siana ou dos determinantes.
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16.6 A tabela a seguir mostra durante quantas semanas seis pessoas estio trabalhando num pos-
to de inspecio de automdveis e quantos carros cada uma inspecionou entre o meio dia ¢ as
14 horas, em determinado dia:

Niimero de semanas Namero de carros
trabalhadas inspecionados
X ¥

13
21
23
14
15
21

[ R Y o L [

Sabendoque ¥ x=36, X v=107. £ ¥ =304 ¢ ¥ xy = 721, use as férmulas dadas & ps-
gina 404 para caleular a e b e, assim, obter a equagio da reta de minimos guadrados.

16.7 Use o resultado do Exercicio 16.6 para estimar quantos automdveis pode-se esperar que
uma pessoa ingpecione durante o mesmo periodo de duas horas se ela estd trabathando na
posto de inspecio hd oito semanas.

o 16.8 Verifique que a equagiio do exemplo & pdgina 399/400 pode ser obtida pelo ajuste de uma
s reta de minimos quadrados aos seguintes dados:

Precipitacdo pliviométrica Sufra de trigo
{em centimetros) (em sacos por heclare)

12,9 (2.5

T2 8.7
11,3 523
18.6 80.6

5.8 41.6
103 44.5
15,9 71.3
13.1 4.4

16.9  Os dados abaixo referem-se ao residuo de cloro numa piscina, em virios momentos apis
ter sido tratada com produtos quimicos:

Niimero de Residue de clora
horas {pertes por milhao)
0 2.2
2 1.8
4 1.5
f 1.4
8 11
10 1,1
12 0.9

em que a leitura a 0 hora foi feita imediatamente apds completado o tratamento quimico,

(a) Use as férmulas de cdleulo da pdgina 404 para ajustar wma reta de minimos quadra-
dos que nos permita prever o residuo de clore em termos do niimero de horas apos a
piscina ter sido tratada com produtos quimicos.
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(b) Use a equagao da reta de minimos quadrados obtida na parte (a) para estimar o resi-
duo de cloro na piscina cinco horas ap6s esta ter sido tratada com produtos quimicos.
(¢) Suponha que seja revelado que os dados desse exercicio tenham sido obtidos duran-
te um dia muito quente. Expligue por gue os resultados das partes (a) ¢ (b) podem ser
bastanle enganosos.
E 16.10 Use um aplicativo apropriado ou uma calculadora griifica para refazer a parte (a) do Exer-
cicio 16.9.

E 16.11 Com referéncia aos guatro pontos de dados & pagina 402, que cram (4, 6). (9, 1. (1. 2) ¢
(6, 2), verifique que a equagio de minimos quadrados ¢
R i 14
V= — =—X

o A )

Também calcule a soma dos gquadrados dos desvios verticais dos quatro pontos a essa re-
ta ¢ compare o resultado com 44 ¢ 26, as somas de quadradoes correspondentes obtidas pa-
ra as duas retas mostradas na Figura 16,3,

16.12 A matéria-prima usada na fabricagiio de uma fibra sintética ¢ armazenada num local sem
controle de umidade. Durante 12 dias, mediuv-se a umidade relativa no local de armazena-
mento ¢ o contetdo de umidade de uma amostra da matéria-prima (ambos em percenta-
gens), obiendo os seguintes resultados:

Conterido de

Umidade wmiclade
X ¥
46 12
53 14
37 11
42 13
34 10
29 g
bl 17
44 12
41 10
48 15
a3 g
40 13

(a) Esboce um diagrama de dispersiio para verificar que o relacionamento global entre
essas duas varidveis ¢ muito bem descrito por uma reta.

(b) Sabendoque ¥ x=507. % yv=144, % ¥ =22.625¢ T xv=6.314, monte as duas
equagdes normais.

{¢) Resolva as duas equagdes normais usando o método da eliminagiio gaussiana ou dos
determinantes.

16.13 Com referéncia ao Exercicio 16.12, use os somatérios dados na parte (b) e as formulas de
cilculo a pdgina 404 para encontrar a equagio da reta de minimos quadrados.

E 16.14 Usec uwm aplicativo apropriado ou uma calculadora grifica para encontrar a equagiio da re-
s ta de minimos quadrados para os dados de unidade relativa e o conteddo de umidade do
Exercicio 16.12.

16.15 Use a equagio obtida nos Exercicios 16,12, 16.13 ou 16,14, para estimar o contetido de
umidade quando @ umidade relativa é de 38%.
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16.16

16.17

*16.18

*16.19

Suponha que. no Exercicio 16.12, guiséssemos estimar qual umidade relativa daria um
contetido de umidade de 10%. Poderiamos fazer ¥ = 10 na equagio obtida em qualquer
um dos Exercicios 16,12, 16,13, ou 16.14, e resolver para x, mas isso ndo daria uma esti-
mativa no sentido de minimos quadrados. Para obter uma estimativa de minimos quadra-
dos da umidade relativa em termos do conteddo de umidade, devemos denotar o contetido
de umidade por x e a umidade relativa por v e, entdo, ajustar a esses dados uma reta de mi-
nimos quadrados. Use um aplicativo apropriado ou uma calculadora gréfica para encon-
trar uma tal reta de minimos quadrados e use-a para estimar a umidade relativa que dard
um conteddo de umidade de 10%.

Quando os x sdo igualmente espagados (isto €, quando as diferencas entre valores suces-
sivos de x sdo todas iguais), podemos simplificar enormemente encontrar a equagio de
uma reta de minimos quadrados codificando os x mediante atribuiciio dos valores . .., —
3.-2.-1.0.1,2.3,...quando # ¢ imparoun .. ., —5.-3.— 1, 1,3, 5. .. .. quando # & par.
Com essa codificagiio, e denotando os x codilicados por &, a soma dos x codificados € ze-
ro ¢ as férmulas para caleular ¢ ¢ b da pdgina 404 se tornam

Maturalmente, a equagiio da reta de minimos quadrados resultante expressa v em termos de
# ¢ devemos levar isso em conta quando utilizarmos a equagiio para estimativas ou previsies.
(a) Durante seus cinco primeiros anos de operagio, a receita bruta das vendas de uma
companhia foi 1.4; 2.1; 2,6; 3.5; e 3.7 milhoes de unidades monetdrias. Ajusie uma
reta de minimos quadrados e, admitindo que a tendéncia permanega, faga uma previ-
siio da receita bruta da companhia em seu sexto ano de operagio.

Ao final de oito anos sucessivos, uma inddstria teve 1,0; 1,7:2,3:3,1:3.5:3.4: 3 9; ¢
4.7 milhdes de unidades monetdrias investidas em instalagGes ¢ equipamentos. Ajus-
te uma reta de minimos quadrados e, admitindo que a tendéncia permanega, faga uma
previsao do investimento da companhia em instalagtes e equipamentos ao final do
décimo ano.

(b)

Verifigue que resolvendo simbolicamente as equagdes normais usando determinantes. ob-
temos as fdrmulas alternativas seguintes para caleular a e b

(Z9)(29)- () (Z0)
n(Z5)-(X#)
_(Z9)-(Z9(E)
"(X4)-(Z+)
Use as formulas de cilculo do Exercicio 16.18 para refazer o

{a) Exercicio 16.6;
{b) Exercicio 16.13.

B ~NALISE DE REGRESSAO

No Exemplo 16.4, utilizamos uma reta de minimos quadrados para estimar, ou prever, o alcance
auditivo de uma pessoa exposia ao ruido de aeroporte durante dois anos como sendoe 13,5 mil ci-
clos por segundo. Mesmo que interpretemos corretamente a reta de minimos guadrados como
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uma reta de regressiio (isto €, que consideremos as estimativas baseadas nessa reta como médias
ou valores esperados), ainda hd perguntas que precisam ser respondidas. Por exemplo,

Qual é a precisiao dos valores obtidos para « e b na equacio de minimos quadrados
y =153-0,0175x?

Qual a precisio da estimativa y = 13,5 mil ciclos por segundo do alcance auditivo
médio de pessoas expostas ao ruido de aeroporto durante dois anos?

Afinal de contas, a= 153 ¢ b= - 0,0175, bem como ¥ = 13,5, sfio apenas estimativas baseadas
em dados amostrais e, se basearmos nossos cdlculos numa amostra diferente, o método de mini-
mos quadrados provavelmente daria valores diferentes para a e b, e um valor diferente de ¥ para
xr= 104, Assim, para fazer previsdes, poderfamos perguntar:

K possivel estabelecer um intervalo para o qual possamos afirmar, com algum grau de
confianca, que contém o alcance auditivo de uma pessoa expostas ao ruido de aeroporto
durante dois anos?

Quanto i primeira dessas questdes, dissemos que a = 15,3 e b=—0.,0175 sfio “apenas esti-
mativas baseadas em dados amostrais™ ¢ isso implica a existéncia dos correspondentes valores
reais, denotados, em geral, por e ¢ B ¢ denominados os verdadeiros coeficientes de regressiio.
Conseqiientemente, hd também uma verdadeira reta de regressio g, = e+ x, onde p, € a ver-
dadeira média de v para um dado valor de x. Para distinguir entre os a e & e entre b e f, nos refe-
rimos & a e b como os coeficientes de regressiio estimados. Muitas vezes os denotamos por & e
ﬁ, em vez deae b

Para esclarecer o conceito de uma verdadeira reta de regressio, consideremos a Figura 16.8,
em que eshogamos as distribuigtes de y para diversos valores de x. Com referéncia ao nosso
exemplo numérico, essas curvas sdo as distribuiges dos alcances auditivos de pessoas que fica-
ram expostas a ruido de aeroporto durante uma, duas ¢ trés semanas ¢, para completar a ligura,
podemos visualizar curvas andlogas para todos os outros valores de x dentro do alcance dos valo-
res sob consideragio. Note que as médias de todas as distribuictes da Figura 16.8 estdo sobre a
verdadeira reta de regressio o,

Figura 16.8
Distribuicdes de v
para valores dados
de x,
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Em anilise de regressio linear, admitimos que os x sejam constantes, ndo valores de varid-
veis aleatdrias, ¢ que, para cada valor de x, a varidvel a ser prevista, y, tenha uma distribuigiio (co-
mo na Figura 16.8) cuja média ¢ a+ fx. Em andlise da regressiio normal, admitimos, ainda, que
essas distribuicdes sejam todas normais ¢ com o mesmo desvio-padriio o,

Com base nessas suposigoes, pode ser mostrado que os coeficientes de regressio estimados
a e b, obtidos pelo método dos minimos quadrados, sio valores de variiveis aleatdrias de distri-
bui¢des normais com médias ece e desvios-padrio

1 = )

n ‘s-'.-ll' S.'L".'t

Entretanto, os coelicientes de regressio estimados, a e b, niio sdo estatisticamente independentes.
Note que ambas as fdrmulas do erro-padriio exigem que estimemos o, 0 desvio-padriio comum
das distribuigtes normais ilustradas na Figura 16.8. Caso contrdrio. como supomos 0s © consian-

les. ndo hd problema na determinagio de ¥ e 5, . A estimativa de orgque vamos utilizar ¢ denomi-
nada erro-padrio da estimativa ¢ € denotado por 5. Sua férmula &

onde, novamente, 0s v siio os valores observados de v e os ¥ siio os valores correspondentes na
o ] . . .

reta de minimos quadrados. Mote que 57 € a soma dos quadrados dos desvios verticais dos pontos

em relagdo  reta (a saber, a quantidade minimizada pelo método dos minimos quadrados) divi-

dida por n =2,
A férmula precedente define s, mas, na pritica, calculamos seu valor por meio da fGrmula
de cileulo
ErroPADRAO _ ety
DA ESTIMATIVA V’ n=
onde

Syp = J'z == ;!l. (ET)E

analogamente & formula para §_, a pigina 404,

Calcule s, para a reta de minimes quadrados que ajustamos aos dados & pdgina 401.

Solugdio Comon=12¢j4 mostramos que §,, == 6681, o Gnico outro valor que necessitamos € §, . Como
Y y=1668¢ Y v =2.331,54 fc-ram dados no Exemplo 16.1, segue que

¢ que, portanto,

13.02 — (=0.0175)(—668.1)
10

22 0), 3645 =]
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Ma verdade, esse trabalho todo niio € realmente necessdrio; o resultado € dado no impresso
de computador da Figura 16.7, onde diz s = 0.3645. Também uma calculadora grifica poderia ter
fornecido s = 0,364498 1554, mas ndo exibimos csse detalhe na Figura 16.6.

Se admitirmos todas as suposigies da andlise de regressao normal, de que s x sio constantes ¢
que os y sio valores de varidveis alcaldrias de distribuigdes normais com as médias 1, = @+ Pre
com o mesmo desvio-padrao @, entdo as inferéncias sobre os coeficientes de regressio ¢ e f podem
ser baseadas nas estatisticas

Estarisnicas e
PARA e
INFEREMNCIAS Seyf - + o
SOBRE i
COEFICIENTES o

DE REGRESSAO Sel VS

cujas distribuigGes amostrais sdo distribuictes ¢ com n — 2 graus de liberdade. Note que os valo-
res nos denominadores sdo estimativas dos erros-padrio correspondentes, com s, substitvindo o

() exemplo a seguir mostra como testar hipdteses sobre qualquer um dos coeficientes de re-
gressio are fI.

FAFNel 16.6 Suponhamos gue se tenha afirmado que o alcance auditivo de uma pessoa decresceu 0,02 mil
ciclos por segundo para cada semana gue a pessoa tenha morado na proximidade de um ae-
roporto, diretamente na trajetdria dos avides que decolam ¢ pousam, e que os dados da pdgi-
na 401 tenham sido obtidos com o objetivo de testar essa afirmagiio ao nivel 0,05 de signifi-
cancia,

Solucdio  No gque segue, devemos admitir que todas as suposigoes subjacentes & andlise de regressio nor-
mal tenham sido satisfeitas.

1. H, : B=-002

H, : B=-002
o =005
3. Rejeitar a hipdtese nula se r <— 2,228 ou r 2 2,228, onde
r= =8
Sel /S

¢ 2.228 € o valor de ¢, para 12 — 2 = 10 graus de liberdade; caso contrdrio, aceitar a hipd-
tese nula ou reservar julgamento.
4. Como ji sabemos pelos Exemplos 16.1, 16.2 ¢ 16.5que 5, =38.178,25, h=-00175¢3, =
0.3645, substituindo esses valores, junto com § = — 0,02, fornece
—(L0175 — (—=0,02)
fi= a2 1,340
0,3645/./38.178 25

5. Comor= 1,340 cai no intervalo de —2,228 a 2,228, a hipdtese nula nio pode ser rejeitada; ndo
hi evidéncia real para refutar a alegacio. [ |

Movamente, poderiamos ter poupado trabalho recorrendo ao impresso de computador da Fi-
gura 16.7. Na coluna encabegada por SE Coel € dado que o erro-padrio estimado de b, que € o
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b il

valor que ligura no denominador da estatistica 1, € 0,001865, de forma que podemos escrever di-

retamente
—0,0175 = (=0,02)

0,001865 =130

(s testes referentes ao coeficiente de regressio o siio feitos de maneira idéntica, com a dife-
renga apenas que utilizamos, em vez da segunda. a primeira das duas estatisticas t. Na maioria das
aplicagfes praticas, entretanto, o coeficiente de regressio o nfio tem muita importincia — € ape-
nas ¢ corte no eixo ¥, ou seja, o valor de v correspondente a x = 0. Em muitos casos nao tem gual-
quer significado real.

Para construir intervalos de confianga para os coeficientes de regressao ¢ e f, substituimos o
termo médio de ~ 1, <1 <1, pela estatistica r apropriada da pdgina 413. Entiio, mediante um cdl-
culo algébrico relativamente simples, chegamos is férmulas

Limires oe T
COMFIAMCA @ foy2 - Sp z + 5
PARA . T
COEFICIENTES Wk
DE REGRESSAO VS

onde o grau de confianca é (1 — e 100% ¢ ¢ .. ¢ a entrada na Tabela 11 para n — 2 graus de liber-
dade.

FAFININEN 16.7  Os dados a seguir mostram os tempos médios semanais, em horas, que seis estudantes dedicaram
aos seus trabalhos para casa e os indices de pontuagio para as disciplinas que fizeram naquele se-

MESIre:
Heras gasias em Indice de
deveres de casa pantagio
X ¥
15 20
28 2.7
13 13
20 L9
4 0,9
10 1;7

Admitindo que todas as suposigtes subjacentes 4 andlise de regressao normal tenham sido
satisfeitas, construa um intervalo de 999 de confianga para B, a quantidade pela qual um estudan-
te da populagio amostrada poderia aumentar seu indice de pontuago estudando uma hora extra
POT Semana.

Solucdo  Utilizando o impresso de computador mostrado na Figura 16.9, verificamos que b = 0,06860 ¢
que a estimativa do erro-padriio de b, pelo qual devemos multiplicar r,,, € 0,01467, Como £, =
4,604 para 6 — 2 = 4 graus de liberdade, obtemos 0,0686 £ 4,604(0,01467) ¢, portanto,

0,0011 < g < 0,1361
Esse intervalo de confianga ¢ bastante amplo, ¢ isso se deve a dois fatores — ao tamanho muito

pequeno da amostra e & variacio relativamente grande medida por 5, ou seja, a variagiio entre os
indices de pontuagio de estudantes sujeitos & mesma quantidade de temas de casa. B
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Andlise de Regressio: y contra x

The regression eguatiocn is
€2 = 0.721 + 0.0686 =

Predictor Coef SE Coef T P
Figura 16.9 Constant 0.7209 0.2464 2.93 0.043
ImpmgﬁudgM]’N[. x D.06860 0.01467 4.68 0.009
TAB para 0 Exem-
plo 16.7. S = 0.2720 R-Sq = B4.5% R-Sqladj) = 80.7%

Para responder i segunda questdo formulada na pigina 411, relativa & estimativa, ou previ-
sdo, do valor médio de y para um dade valor de x, utilizamos um méodo semelhante ao que aca-
bamos de discutir. Com as mesmas suposicoes de antes, baseamos nosso argumento numa outra
estatfstica £, chegando aos seguintes limites de (1 - e)100% de confianga para g, . a média de y
quando x=x,;

Limites pe

CONFIANCA (a +bxp) == fopa - 50
PARA A MEDIA

DE y QUANDO

X =,

Como anteriormente, o ndmero de graus de liberdade € n < 2 ¢ os valores correspondentes de ¢,
podem ser lidos na Tabela 11

ALY 16.8  Reportando-nos novamente aos dados da pdgina 401, suponha que queiramos estimar o alcance
auditivo de pessoas que tenham morado nas proximidades de um aeroporto, diretamente na traje-
toria dos avides que decolam. Construa um intervalo de 95% de confianca.

Solucdio  Admitindo que todas as suposigies subjacentes 3 andlise de regressio normal tenham sido satis-
feitas, substituimos n = 12, x, = 104 semanas, 3 x = 975 (do Exemple 16.1) ¢, portanto, ¥ =
97512 =81.25,5_ =38.17825 (do Exemplo 16.2), a + by, = 13,5 (do Exemplo 16.4), 5_= 0,3645
(do Exemplo 16.5) e £,,,, = 2,228 para 12 = 2 = 10 graus de liberdade na férmula precedente do
intervalo de conlianga. obtendo

1 (104 —81,257
3,5+ 2,228(0,3645) | = + ————"
13,5 + 2,228(0,364 ’\j:z+ T

¢ portanto
1325 = jug, = 13,75

milhares de ciclos por segundo quando x = 104 semanas. (Se tivéssemos usado a = 15,32, em vez
de a = 15.3 no Exemplo 16.4, teriamos obtido a + bx, = 13,50, em vez de 13,48, que arredonda-
mos para 13,3, Assim, o resultado teria sido o mesmo. ) [ |

A terceira questio proposta na pigina 411 difere das outras duas. Ela niio se refere & estima-
tiva de um pardmetro populacional, mas sim 4 previsio de uma Gnica observagiio futura, Os ex-
tremos de um intervalo para o gual possamos alirmar com um certo grau de confianca que conte-
réd tal observagio sio chamados limites de previsio, ¢ o cilculo desses limites responderd a ter-
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ceira questio. Baseando nosso argumento em mais uma oultra estatistica £, chegamos aos seguin-
tes limites de previsio de (1 — a) 100% para um valor de y quando v = x,;

LlMlTES DE | R
PRE"‘HS}E‘D ter =+ ) 12 -:-‘.;J'l + ; + %

Novamente, o nimero de graus de liberdade € n - 2 ¢ o valor correspondente de ¢, pode ser lido
da Tabela IL.

Observe que a nica diferenca entre esses limites de previsiio ¢ os limites de confianga para
My, dados anteriormente € que adicionamos 1 ao radicando. Assim, deixamos a cargo do leitor
verificar, no Exercicio 16.24, que, para o exemplo do alcance auditivo e x, = 104, os limites de
95% de previsio sio 12,65 e 14,35, Nio deveria ser surpresa esse intervalo ser muito mais amplo
do que o obtido no Exemplo 16.8. Enquanto que os limites de previsiio se aplicam a previsoes pa-
ra uma pessoa, os limites de confianga obtidos no Exemplo 16.8 se aplicam & média de todas pes-
soas que tenham morado durante dois anos nas proximidades do agroporto, diretamente na traje-
t6ria dos avides que decolam.

Tenha em mente que todos esses métodos se baseiam nas suposigies bastante restritivas da and-
lise de regressiio normal. Além disso, se fundamentarmos mais de uma inferéncia nos mesmos da-
dos, encontraremos problemas relativos aos niveis de significincia e/ou aos graus de liberdade. As
varidveis aleatdrias em que se baseiam os virios processos certamente nio sio independentes.

&

g 16.20 Suponha que os dados do Exercicio 16.3 satisfagam as suposi¢des requeridas pela andlise
de regressiio normal.

{a) Se otrabalho no Exercicio 16.4 foi feito com um computador, use a informagiio for-

necida pelo aplicativo para testar a hipdtese nula = 0.15 contra a hipdtese alternati-

gg va = 0,15 ao nivel 0,05 de significincia.
m (b) Para testes relativos ao coeficiente de regressio B, a caleuladora grifica TI-83 forne-
—d ce o valor de r somente para testes da hipdtese nula = 0. Come a diferenga estd so-
(. mente no numerador, o valor de ¢ para testes da hipéiese nula B = 3, pode ser obtida
muliiphcanco o valor de r 0 pela calculadora por
_ﬁ“ ltiplicand lor de r dado pela calculadora p
O =
i)
w

Sc o trabalho no Exercicio 16.4 foi feito com uma calculadora gréfica. use esse mé-
todo de caleular ¢ para testar a hiptese nula 8 = (1L15 contra a hipdtese alternativa
= 0,15 a0 nivel 0,05 de significincia,
16.21 Suponha que os dados do Exercicio 16,6 satisfagam as suposigoes requeridas pela andlise

de regressio normal.

{a) Use as somas dadas naguele exercicio, % }-'"' =2.001 e o resultado que & = 0,898, pa-
ra calcular o valor de s,

(b) Use a informagio fornecida na parte (a), bem como seu resultado, para testar a hipdte-
se nula = 1.5 contra a hipétese alternativa f < 1.5 ao nivel 0,05 de significincia,

g 16.22 Use um computador ou uma caleuladora grifica para refazer ambas partes do Exercicio 16.21.
Se for usada uma calculadora grifica, siga a sugestdo dada na parte (b) do Exercicio 16.20.

=] 16.23 Supondo que os dados do Exercicio 16.8 satisfagam as suposigoes requeridas pela andlise
de regressio normal, use o resultado daquele exercicio ¢ um computador ou uma calcula-
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dora grifica para testar a hipdtese nula 5 = 3,5 contra a hipdtese alternativa #> 3,5 ao ni-
vel 0.01 de significincia. Se for usada uma calculadora grdfica, siga a sugestio dada na
parte (b) do Exercicio 16.20.

16.24 Com referéncia aos dados 2 pdgina 401 ¢ os cilculos no Exemplo 16.8, mostre que pa-
rax, = 104, os limites de 95% de previsdo para o alcance auditivo sdo 12,65 ¢ 14,35 mil
ciclos por segundo.

16.25 Com referéncia ao Exercicio 16.9, use um computador ou uma calculadora grifica para
testar a hipétese nula = — 0,15 conira a hipétese alternativa § = — 0,15 ao nivel 0,01 de
significincia. Deve ser suposto, evidentemente, que os dados do Exercicio 16.9 satisfagam
as suposicdes requeridas pela andlise de regressiio normal, Também, se for usada uma cal-
culadora grifica, siga a sugestio dada na parte (b) do Exercicio 16.20,

16.26 Com referéncia ao exercicio precedente e com as mesmas suposi¢des. construa um inter-
valo de 95% de confianga para a redugdio do residuo de cloro por hora.

16.27 Suponha que os dados do Excrcicio 16,12 satisfacam as suposi¢des requeridas pela andli-
se de regressio normal.
(a) Use as somas dadas naquele exercicio, ¥ y° = 1.802 ¢ o resultado que b = 0,272, pa-
ra calcular o valor de ..
(b) Use a informagio formecida na parte {a). bem como seu resultado, para testar a hipo-
tese nula f= 0,40 contra a hipGlese alternativa 8 < 0,40 ao nivel 0,05 de significincia.

16.28 Use um computador ou uma calculadora grifica para refazer ambas partes do Exercicio
16.27. Se for usada uma calculadora griifica, siga a sugestio dada na parte (b) do Exerci-
cio 16.20.

16.29 Supondo que os dados do Exercicio 16,12 satisfagcam as suposigdes requeridas pela andli-
se de regressio normal, use um computador ou uma calculadora grifica para determinar
um intervalo de 95% de confianga para o conteddo médie de umidade quando a umidade
relativa é de 50%.

16.30 A tabela a seguir dii os valores, em milhares de unidades monetirias, de avaliagiio ¢ os pre-
gos de venda de oito casas, que constituem uma amosira aleatdria de todas as casas vendi-
das recentemente numa zona rural:

Vafor de Prego de
avaliagdo vende
70,3 144
102.0 1693
62.5 1062
T4.8 125.0
579 99.5
51.6 132.1
110.4 174.2
88.0 143.5

Supondo que esses dados satisfagam as suposigoes requeridas pela andlise de regressio

normal, use um computador ou uma calculadora grifica para encontrar

(a) um intervalo de 95% de conlianga para o prego de venda médio de uma casa nessa
drea rural que estd avaliada em 90,000 unidades monetdrias;

(b) os limites de 95% de previsio para uma casa nessa drea rural que foi avaliada em
90.00 unidades monetdrias,
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g 16.31 Supondo que os dados do Exercicio 16.3 satisfacam as suposictes requeridas pela andlise
de regressiio normal, use um computador ou uma caleuladora grifica para determinar
{a) umintervalo de 99% de confianca para a medida de hiperatividade de uma crianca de
quatro anos de uma das escolinhas 45 minutos depois de ter ingerido 60 gramas de
comida com o conservante;
(b) os limites de 99% de previsdo para a medida de hiperatividade de uma dessas crian-
¢as que ingeriu 60 gramas de comida com o conservante 45 minutos antes.
B o 1632 Supondo que os dados do Exercicio 16.8 satisfacam as suposigdes requeridas pela andlise
e de regressiio normal, use um computador ou uma caleuladora grifica para determinar
{a) um intervalo de 98% de confianga para a safra média de trigo quando hd uma preci-
pitagio pluviomélrica de 10 centimetros;
(b} os limites de Y8% de previsao para a safra de trigo quando hd uma precipitagio plu-
viométrica de 10 centimetros,

g =) 16.33 Supondo que os dados do Exercicio 16.7 satislfagam as suposigoes regueridas pela andlise
de regressio normal, use um computador ou uma calculadora grifica para determinar
(a) um intervalo de 95% de confianga para o indice de pontuagio de estudantes que de-
dicaram aos seus trabalhos para casa uma média de cinco horas semanais durante o
semeslre;
(b) oslimites de 95% de previsdo para o indice de pontuaciio de um estudante que dedicou
aos seus trabalhos para casa wma média de cinco horas semanais durante o semestre,

B REGRESSAO MULTIPLA*

Embora existam muitos problemas em gue uma varidvel pode ser prevista com bastante precisio
em termos de outra, ¢ razodvel esperar que as previsoes devam melhorar levando em conta infor-
magdes relevantes adicionais. Por exemplo, deveriamos poder fazer melhores previsdes sobre o
desempenho de professores recém-contratados se levarmos em consideragiio ndo somente sua
formagao, mas também seu tempo de experiéncia e sua personalidade. Poderemos também fazer
melhor previsdo do sucesso de um novo livro se considerarmos nio s6 a qualidade do trabalho.
mas também o potencial de procura e a concorréncia.

Muitas férmulas matemdticas podem servir para expressar relagdes entre mais do que duas
varidveis, mas as mais comumente usadas em Estatistica (em parte por questies de conveniéneia)
580 equagdes lineares da forma

¥y =by+xy + ey A oo A B

Aqui, y € a varidvel a ser prevista, x,. x,, . . ., € X, $20 as & varidiveis conhecidas, sobre as quais se
baseardio as previsoes, ¢ by, b, b, . . ., ¢ b, sdo constantes numéricas a serem determinadas com
base nos dados observados.

Para ilustrar, consideremos a seguinte equagio, obtida num estudo sobre a demanda por di-
ferentes tipos de carnes:

¥ = 3,489 — 0,090 + 0.064xs + 0,019

Agui, v denota o consuma lotal de carne bovina ¢ lombo suino inspecionados: pelas autoridades
sanitdrias, em milhdes de quilogramas, x, denota o prego de varejo da carne de gado em centavos

# Esta se¢io estd assinalada como opeional porque os cilculos. embora possivelmente executdveis numa calculadora para proble-
mas muito simples, geralmente exigem aplicativos computacionais especiais,
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por quilograma, x, denota o preco de varejo do lombo em centavos por quilograma e x, € a renda
familiar medida pelo indice de certa folha de pagamento. Com essa equaciio, podemos prever o
consumo total de carne de gado e de lombo inspecionados pelas autoridades sanitirias correspon-
dente a valores especificados de x, x, € x..

O problema da determinagiio de uma equagio linear a mais de duas varidveis que melhor des-
creva determinado conjunto de dados consiste em encontrar valores numéricos de by, b b, .. ., e
b,. Geralmenie, isso € feito pelo método dos minimos quadrados; isto €, minimiza-se a soma de
quadrados ¥ (y - #)°, onde, como anteriormente, os ¥ sdo os valores observados e os § siio 0s va-
lores calculados por meio da equagio linear. Em principio, o problema da determinagio de b, b,
by, . o€ by € 0 mesmo que o do caso de duas varidveis, mas as solugies manuais podem ser mui-
to trabalhosas porque o método dos minimos quadrados exige a resolugiio de tantas equagoes nor-
mais gquantas siio as constantes desconhecidas by, b, b,, . . ., e b, Porexemplo, quando hé duas va-
ridveis independentes, x, ¢ x,, e queremos ajustar a equagio

y=by+Mhx + o

devemaos resolver as trés equagtes normais

EGUAC{)ES Z;,' = by + I (Z.r]) + b (z 1'3)

NORMAIS [DUAS

VARIAVEIS Yoay=bo (Ln)+b () + 62 (Lwixe)
INDEPENDENTES :
} E,'I:';_‘F =y (z J.'g) + I (E,‘l‘p’t‘g) + b (Z'ﬁ’%]

Aqui, 3 v,y ¢ a soma dos produtos obtidos multiplicando cada valor dado de x, pelo valor corres-
pondente de v, ¥ x,x, € a soma dos produtos obtidos multiplicando cada valor dado de x, pelo
correspondente valor de x,, e assim por diante.

AN 16.9  Os dados a seguir mostram o ndmero de quartos, o nimero de banheiros e os pregos (em unida-
des monetdrias) pelos quais oito casas unifamiliares de um certo bairro foram vendidas recente-

memnte:
Niimero de Niimero de
qurios hanheiros FPrego

X Xa ¥

3 2 143.800
2 | 109.5300
4 3 158,800
2 i 109.200
3 2 154.700
2 2 114.900
3 3 188400
4 2 142 500

Encontre uma equagio linear que permita prever o preco de venda médio de uma casa unifami-
liar no bairro dado, em termos do nimero de quartos ¢ do ndmero de banheiros.

Solucdo  As quantidades necessdrias para substituir nas trés equagdes normais sfon =8, 3 T e B
=16, »=1.1220000,2 A1 =87, % xx5=55% =363 xy=3711.100e3 xy=
2.372.700, resultando
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1122.000 = 8hg + 250 + 6B
3711100 = 25hy + 87h; + 558
2372700 = 16bg + 550 + 36

Poderiamos resolver essas equacoes pelo mélodo da eliminagio ou utilizando determinantes, mas
em vista dos ¢dlculos bastante extensos, hoje em dia tal tarefa ¢ deixada para os compuiadores.
Assim, recorramos ao impresso de computador da Figura 16,10, onde, na coluna encabegada por
“Coel™, vemos que b, = 65.430, b, = 16.752 ¢ b, = 11.235. Na linha imediatamente acima dos
coeficientes, vemos que a equagio de minimos quadrados ¢

#=034304+ 16.752 v + 11.235 x5
Iss0 nos diz que (no bairro dado e na época em que foi feito o estudo), cada quarto adicional

acrescentava, em meédia, 16.752 unidades monetdrias e cada banheiro adicional acrescentava
11,235 unmidades monetirias ao prego de venda de uma casa. |

Com base no resultado do Exemplo 16.9, determine o preco de venda médio de uma casa com
irés quartos e dois banheiros (no bairro dado na época em que foi feito o estudo).
Soluciio  Substituindo x, = 3 e x, = 2 na equagio de minimos quadrados obtida no Exemplo 16.9, obtemos

7 = 65430+ 16.752(3) + 11.235(2)
= 138.156

ou 138.200 unidades monetdrias. aproximadamente. |

Figura 16.10
Impresso de MINI- Anilise de Regressiio: y contra x1, x2

TAB para o Exem-

lo 16.9 The regression equation is
Bk y = 65430 + 16752 =x1 + 11235 x2
Predictor Coef SE Coef T P
Constant 65430 12134 5.39 0.003
=] 16752 E636 205 0.033
*x2 11235 9885 1.14 0.307
&
#16.34 A seguir estiio os dados relativos as idades e aos rendimentos (em unidades monetdrias) de
uma amostra aleatdria de cinco executivos de uma grande companhia multinacional, jun-
tamente com o ndmero de anos de estudos de pos-graduagiio de cada um:
rm Anas de
- lade  pds-graduagéio Renda
m Y X3 ¥
F% 38 4 181.700
—— 46 0 173,300
" | 39 5 189,500
s 43 2 179.800
() 32 4 169.900
. 52 7 212.500
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{a) Use o aphcative computacional adequado para ajustar uma equagio da formay =,
+ byx, + byx, aos dados fornecidos.
(b)  Use a equacgio obtida na parte (a) para estimar a renda média de um executivo da
companhia multinacional de 39 anos de idade que fez rés anos de pds-graduagio

uma universidade.

E #16.35 Os dadoes a seguir foram coletados para determinar a relacio entre duas varidveis de pro-

cessamento ¢ a dureza de certo tipo de ago:

Duireza Conteida de eobre Yemperatura de temperar
{Rockwell 30 T) {percentagen) {graws Falirenheit)
y Xy Az
789 002 1.000
552 0,02 1,200
50,9 0,10 1.000
574 .10 1.200
83,3 0,18 1.000
60,7 0.18 1.200

{a) Use aplicativo computacional adequado para ajustar uma equagiio da formay= b, +
bx, + bax, acs dados fornecidos.

{b) Use a equagio obtida na parte (a) para estimar a dureza do ago quando seu contetido
de cobre € 0,14% ¢ a temperatura em que ¢ temperado € de 1.100 graus Fahrenheit.

*16.36 CQuando os x, efou 0s x, estdo igualmente espagados, o cilculo dos coeficientes de regres-
sio pode ser consideravelmente simplificado usando o tipo de codificagiao descrito no
Exercicio 16.17. Refaga o Exercicio 16.35 sem usar computador apés codificar como —1,
0 e 1 os trés valores de x;, e como —1 ¢ 1 os dois valores de x,. (Note que, codificado, o
contedido de 0,14% de cobre passa a ser 0,50 ¢ a temperatura de 1,100 graus Fahrenheit
em que € temperado passa a ser 0.)

1 #16.37 Os dados a seguir representam as eficicias percentuais de um analgésico ¢ a quantidade
{em miligramas) de trés medicamentos presentes em cada cdpsula:

Eficdeia
Medicamenio A Medicamento Medicamento C  percentual
X X2 X3 ¥
15 20 10 47
15 20 20 54
15 30 10 58
15 M 20 66
30 20 10 59
30 20 20 a7
30 30 10 71
30 30 20 83
45 20 1 12
43 20 20 82
45 30 10 85
45 30 20 o4

{a) Use aplicativo computacional adequado para ajustar uma equagio da forma y= b, +

bx, + byx, + byx, aos dados fornecidos.
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(b) Use aequagio obtida na parte (a) para estimar a eficicia percentual média de cdpsu-
las contendo 12.5 miligramas do Medicamento A, 25 miligramas do medicamento B
¢ 15 miligramas do Medicamento C.

*16.38 Refaga o Exercicio 16.37 sem usar computador apds codificar como— 1, O ¢ 1 os trés va-
lores de x,. como -1 ¢ I os dois valores de x, ¢ como -1 ¢ 1 os dois valores de x,.

BB REGRESSAO NAO-LNEAR

Quando o padrio de um conjunto de dados se afasta consideravelmente de uma reta. precisamos
considerar ajustar algum outro tipo de curva. Nesta seciio, descreveremos primeiro dois casos em
que a relaciio entre x ¢ v ndio € linear, mas nos quais, mesmo assim, € possivel aplicar o método da
Seciio 16.2. Em seguida, daremos um exemplo de ajuste de uma curva polinomial, ajustando
uma pardbola.

Em geral, esbogamos pares de dados em virios tipos de papel de grifico para ver se hi esca-
las em que os pontos se aproximem de uma reta. Naturalmente, quando 1sso ocorre no papel de
grafico comum, procedemos como na Segdo 16.2. Se isso ocorre quando usamos o papel de gri-
fico semilog (com subdivisdes iguais para x e uma escala logaritmica para y, conforme indica a
Figura 16.11), isso indica que uma curva exponencial dari um bom ajuste. A equacio de uma tal
curva ¢

y=ua-ht

ou, em Forma logaritmica,

logy = loga + x(logh)

onde “log” representa o logaritmo de base 10. (Na verdade, poderiamos usar qualquer base, in-
clusive o niimero irracional ¢, caso em que a equagio costuma ser escritacomo y=a- ¢ ou, em
formato logaritmico. como In v = In a + bx.)

(bserve que, se representamos log a por A, log b por B e log y por ¥, a equagiio original em
formato logaritmico serd escrita como Y'=A + Bx, que € a equagiio usual de uma reta. Assim, pa-
raajustar uma curva exponencial a um dado conjunto de pares de dados, simplesmente aplicamos
o método da Secio 16.2 aos pares de dados (x, 1),

1 FAFATeN 16.11  Os dados referentes aos lucros liquidos (em milhares de unidades monetirias) de uma companhia
durante os seis primeiros anos de operagdo sio 0s seguintes:

Ano Lucro liguido
1 112
2 149
3 238
4 34
5 580
6 867

Na Figura 16.11, eshogamos esses dados em papel de grifico comum no lado esquerdo ¢ em pa-
pel de gratico semilog (com escala logaritmica para v) no lado direito. Comeo pode ser visto, o pa-
drio global estd visivelmente “linearizado™ na figura da direita, e isso sugere que deveriamos
ajustar uma curva exponencial.
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Luero liguido (em milhares
de unidades monetdrias)
SESEES2EEEEE
Luero liguido (em milhares
de unidades monetirias)

£ 5 = 2885

Figura 16.11
Dados esbocados e e ey
em papel de grilico I 2 X 4% F B 1 2 3 4 35 6
comum ¢ semilog, Anos em operacio ARos e Operagio

Solucdo  Obtendo os logaritmos de ¥ com uma calculadora ou, talvez, de uma tabela de logaritmos, obtemos

X ¥ Y=logy
1 12 2,0492
2 149 21732
3 238 23766
4 354 2.5490
5 380 2,7634
6 867 29380

Assim, para esses dados, obtemos n=6,3 x=21, ¥ =91, % Y= 148494 ¢ ¥ x¥=55,1664
¢, portanto, §_ =91 - % 21y’ =175e5,,=55,1664 - %{2] ) 14,8494) = 3,1935. Finalmente, a
substituicio nas duas formulas 4 pigina 404 fornece

3,1935
— l"j'—ﬁ == (0, 1825
A= 14,8494 — 0,1825(21) ~ 1.8362

6
¢ a equagiio que descreve a relagio é
¥ = 1.8362 +0,1825x

Como 1.8362 ¢ 0,1825 sfo as estimativas correspondentes a log a e log b, vemos, tomando anti-
logaritmos, que a = 68,38 ¢ b = 1,32, Assim, a equagio da curva exponencial que melhor descre-
ve a relagiio entre o luero liquido da companhia ¢ o nimero de anos de operagio &

¥ = 68,58(1.532)"

onde ¥ € dado em milhares de unidades monetirias. |

Embora os cdlculos no Exemplo 16,11 tenham sido bastante fceis, poderfamos, € claro, ter
usado um computador. Digitando os valores de x ¢ de ¥ em colunas ¢l ¢ ¢2, obtemos o impresso
mostrado na Figura 16.12. Como pode ser visto, os valores que calculamos para A ¢ B aparecem
na coluna encabecada por “Coel™.

Para obter a equagdo exponencial em seu formato final. teria sido mais Facil ainda usar uma cal-
culadora grifica. Depois de digitar os x e y originais, o comando STAT CALC ExpReg lomece os
dados mostrados na Figura 16.13, Como pode ser visto, as constantes a ¢ b, arredondadas até a se-
sunda casa decimal, sio idénticas 4s da equagho exponencial dada no fim do Exemplo 16.11.
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Andlise de Regressiio: Y = log ¥ conlra x

The regression equation is
¥Y=1log y= 1.8&6 + 0.182 =x

Predictor Coef SE Cosf T P
Figura 16.12 Constant 1.83620 0.02243 81.85 0.000
Impresso de com- X 0.182486 0.0053760 31.68 0.000
putador para o
Excn]piu 16.11. 3 = 0.02410 R-Sq = 89.60% R-Sq{ad_]] = 99.5%

ExERegA

Y=a*p" X
a=68.57875261
- b=1.522264768
Valores de a ¢ b re-
produzidos da janela
de uma caleuladora
cientifica TI-83.

Uma vez ajustada uma curva exponencial a um conjunto de pares de dados, podemos prever
um valor futuro de y por substitui¢iio em sua equagio do valor correspondente de x. Contudo, em
geral é muito mais conveniente substituir x na forma logaritmica da equagio, ou seja, em

log ¥ = loga + x(log h)

2430008 16.12 Com referéncia ao Exemplo 16,11, preveja o lucro liquido da companhia em seu oitavo ano de
Operagio.

SolugGo  Substituindo x = 8 na forma logaritmica da equagio para a curva exponencial, oblemos

log ¥ = 1.B362 4 B(0L.1825)
= 3.2962

¢, portanto, ¥ = 1.980, ou 1.980.000 unidades monetdrias. |

Se os pontos de dados caem perto de uma reta quando esbogados em papel de grafico log-
log {com escalas logaritmicas para x ¢ y), isso indica que uma equagiio da forma
y=a 1’

fornecerd um bom ajuste. Em forma logaritmica, a equacio de uma tal funcio poténcia ¢
log y = loga + d(log.x)
que € uma equagdo linear em log x e log y. (Representando log a, log ve log y por A, X e ¥, res-
pectivamente, a equagiio € dada por
¥=A+bX

que € a equagio usual de uma reta.) Para ajustar uma curva poténcia, podemos, portanto, aplicar
o método da Segiio 16.2 ao problema descrito por ¥ = A + bX. O wrabalho necessidrio para ajustar
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uma fungio poténcia € andlogo ao que tivemos no Exemplo 16,11, e ndo o tlustraremos agui por
meio de exemplo. Contudo, nos Exercicios 16.47 e 16.49, o leitor encontrard problemas nos quais
o método pode ser aplicado.

Quando os valores de y primeiro crescem ¢ depois decrescem, ou primeiro decrescem e de-
pois crescem, muitas vezes um bom ajuste € dado pela pardbola de equagio

¥y =a+ by +cx®

Essa equagio também pode ser eserila como
y¥= f?ﬂ +.Ir3'|.lf + I'J}_.T.Z:

para licar de acordo com a notagio da Segio 16.4. Assim, pode ser Vif.lﬂ que podemos considerar
pardbolas como equagdes lineares nas duas incdgnitas x, = x e x, = x~ ¢ que ajustar uma pardbola
a um conjunto de pares de dados ndo constitui novidade — basta aplicarmos o método da Segio
16.4. Se realmente quiséssemos usar as equagdes normais da pdgina 403 com x, = v e x, =t is-
so requereria a determinaciode ¥ x, ¥ . ¥ 5. T L T v ¥ e £ ¥y, e subseqiiente reso-
lugiio simuliinea de trés equagdes lincares. Como pode ser imaginado, isso exigiria uma grande
quantidade de contas ¢ raramente € feito sem o uso de aplicativos apropriados. Nos dois exem-
plos a seguir, vamos primeiro ilustrar o ajuste de uma pardbola utilizando um computador e de-
pois repetir o problema usando uma calculadora grifica,

FAANITY 16.13 O tempo de secagem (em horas) de um verniz e a quantidade (em gramas) de certo aditivo quimi-
€O S0 0§ seguinles:

Ouantidade Tempo de
de additive SECALem
x ¥

i 7.2
2 6.7
3 4.7
4 3.7
5 4.7
53 4.2
7 3.2
8 5.7

{a) Ajuste uma paribola que, conforme sugere a Figura 16.14, € o tipo correlo de curva para
ajustar os dados fornecidos.

(b) Use o resultado da parte (a) para prever o tempo de secagem do verniz quando se adicio-
nam 6,5 gramas do aditivo quimico.

Solucéio (a) Usando o impresso de MINITAB mostrado na Figura 16.15, verificamos que b, = 9,2446,
b, =-2,0149 ¢ b, = 0,19940 (na coluna encabegada por “Coef™).

Arredondando até a segunda casa decimal, podemos, portanto, escrever a equagiio da pard-
bola como

§ =924 —2,00Lx + 0,205

-, 4
{Observe que digitamos os valores de x na coluna ¢, os valores de +° na coluna ¢2 e os valores de
v na coluna ¢3.)
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Figura 16.14
Diagrama de dis-
persido dos dados de
secagem de verniz.

EXEMPLO BRI

Tempo de secagem (horas)
A

L - . A L i

i L
I 2 3 4 5 &6 T 8
Cuantidade de aditivo (gramas)

(b) Substitvindo x = 6,5 na equagio obtida na parte (a), resulta

¥ =9.24 - 2,01(6.5) + 0.20(6.5)°
2= 4 62 horas

Refaga o Exemplo 16,13 utilizando uma calculadora grifica.

Soluciio  Para evitar confusiio, chamamos a atengiio para o fato de que a TI-83 utiliza a equagio v = ax’ +
by + ¢, com a e ¢ permutados em relagio i versio dada na pdgina 425. Depois de digitarmos os x
¢ 05 v, 0 comando STAT CALC QuadReg fornece o resultado que aparece na Figura 16.16. Ar-

Fipura 16.15
Impresso de com-
putador para o ajus-
te de pardbola.

redondando para duas casas decimais, obtemos
3 =0,20x"—2.01x + 9,24

que ¢ idéntico ao obtido anteriormente, exceto pela ordem das parcelas.

Na pdgina 425, introduzimos as pardbolas como curvas gue se curvam uma dnica vez —
isto €, seus valores primeiro crescem ¢ depois decrescem, ou primeiro decrescem ¢ depois cres-

Anilise de Regressiio: y contra x, x2

The regression equation is
yo= g0y - 2001 %+ 0,199 %2

Predictor Coef SE Coef T B
Congtant 9.2&446 0.7645 12.09 0.000
% -2.0149 0.3898 -5:17 0D.004
x2 0.19940 0.04228 4.72 0:005

§=0.5480 R-Sq = 85.3% R-Sqladj) = 79.4%
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[QuadReg
y=ax2+bx+c

a=.1 99434?61 5
Figura 16.16 b_ -2 a 14880952
Kivsie de oacibiin c=9.244642857
reproduzido na ja-
nela de uma caleula-
dora griifica TI-83.

cem. Para padries que se curvam mais de uma vez, equagoes polinomiais de grau mais alto,
tais como y = a + bx + cx’ + dv’ ouy=a + bx + cx’ + dx’ + ex’, podem ser ajustadas pela téeni-
ca ilustrada no Exemplo 16,13, MNa pratica, costumamos trabalbar com partes dessas curvas, em
particular partes de pardbolas, quando hid apenas um pequeno encurvamento no padrio que pre-
lendemos descrever.

&
*16.39 s dados a seguir referem-se ao crescimento de uma coldnia de baciérias num meio de
cultura:
. Dias desde a Caontagen de
S inocilacdo bactédrias {mifliares)
rm * d
-~ ) 112
O 4 148
i 241
Q 8 363
O 10 585
&)

(a) Sabendoque ¥ x=30,% +'=220, % ¥= 11,9286 (onde ¥=log v)e ¥ x¥ =
75,2228, monte as duas equagdes normais para o ajuste de uma curva exponencial,
resolva-as em log a ¢ log b pelo método da eliminagio ou por determinantes, e escre-
va a equagio da curva em formato logaritmico,

{b) Transforme a equagiio obtida na parte (a) para o formato y = ab’,

{c) Useaequagio obtida na parte (a) para estimar a contagem de bactérias cinco dias de-
pois da inoculagio,

= *16.40 Use wm computador ou uma calculadora grifica para refazer o Exercicio 16.39.

B o ‘ #16.41 Use um computador ou uma calculadora grifica para ajustar uma curva exponencial aos
dados seguintes, relativos a percentagem de pneus radiais fabricados por certa inddstria
e que ainda estio em condi¢des de uso apds terem rodado o ndmero de quilémetros in-

dicado:
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Quildmerros rodados  Percentagem

{em millares)

wtilizdvel
=

30
40
50

97.2
91.8
8.5
64.4
41.0
29.9
17.6
11,3

*16.42 Transforme a equacio obtida no Exercicio 16.41 para o formato logaritmico e use-a para
estimar a percentagem dos pneus que ainda estard utilizdvel apos rodar 25.000 quilémetros.

Qo *1643

“16.44

O o 1645

Use um computador ou uma calculadora grifica para ajustar uma curva exponencial aos
dados seguintes, relativos ao tempo de secagem x de amosiras de teste de concreto e sua

forga de tensdo y:

{horas)

X

¥

rpr:s-mm

= R R N

3.54
892
215
58
225
634

Supondo gue a tendéncia exponencial continue, use a equagio obtida no Exercicio 16,43
(no formato logaritmico) para estimar a forga de lensio de uma amostra de teste de con-

creto com tempo de secagem de oito horas.

Um pedago pequeno de um cacto raro ¢ de crescimento lento Foi enxertado num outro cac-
1o dotado de raizes bem desenvolvidas, medindo-se sua altura anualmente, como mostra a

tabela seguinte:

Anos depais
do enxerte

X

Alrera

{rmilfinetros )

¥

R R N e T I LR e

22
25
29
34
38
44
Al
39
68

Use um computador ou uma calculadora grifica para ajustar uma curva exponencial.
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=] *16.46 s dados a seguir representam a quantidade x (em guilograma por metro quadrado) de fer-
tilizante aplicado ao solo e a safra (em quilogramas por metro quadrade) de um certo ali-

mento:
X ¥
0.5 32,0
1.1 34.3
2,2 15,7
2 20.8
1,6 335

2.0 215

(a) Esboce um diagrama de dispersio para verificar que € razodvel descrever o padriio
global dos dados com uma paribola.

{h) Use um computador ou uma calculadora grifica para ajustar uma pardbola aos dados
fornecidos.

{c) Use a equagiio obtida na parte (b) para estimar a safra quando se aplicam 1.5 quilo-
gramas do fertilizante por metro quadrado.

= % #1647 (s dados a seguir se referem & demanda y (em milhares de unidades) por um produto e seu
preco x (em unidades monetdrias) em cinco dreas comerciais bastante semelhantes:

Preco Demanda
X b
20 22
16 41
10 120
11 89
14 56

Use um computador ou uma calculadora gréifica para ajustar uma pardbola a esses dados,
¢ use-a para estimar a demanda quando o prego do produto € de 12 unidades monetdrias.

16.6 I ISTA DE TERMOS-CHAVE [com indicacd@o das péginas de suas definicses)

| =
*Ajuste de curva polinomial, 422 *Fungio poténcia, 424
Ajuste de curvas, 399 Limites de previsdo, 415
Anidlise de regressio, 410 Método de eliminagiio, 404
Andlise de regressiio linear, 412 Método dos minimos quadrados, 398, 401
Andlise de regressdo normal, 412 *Papel de grifico log-log, 424
Coeficientes de regressio, 411 Papel de grifico semilog, 422
Coelicientes de regressao estimados, 411 #Paribola, 425
*Curva exponencial, 422 Pontos de dados, 401, 403
Determinantes, 404 Regressio, 398
Diagrama de dispersiio, 401 *Regressio miltipla, 418
Equagio de regressao, 405 Regressao ndo-linear, 422
Equagio linear, 399 Reta de minimos quadrados, 402
*Equacdo polinomial, 427 Reta de regressio, 406
Equagies normais, 403 Reta de regressdo estimada, 406

Erro-padrio da estimativa, 412
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16.7 P EFERENCIAS
-

Em livios de Andlise Numérica e textos mais avangados de Estatistica, podem ser encontrados métodos para
decidiv qual tipe de curva pode ser ajusiado a win conjunto de pares de dados. Informagdes adicionais sobre o
contetido deste capitla podem ser encontradas em
CHATTERJEE, 5., and PRICE, B., Regression Analvsis by Example, 2nd ed. New York: John Wiley &
Sons, Ine.. 1991,
DanikL, C.. and Woon, E. Fining Equations to Data, 2nd ed. New York: John Wiley & Sons. Inc.
1980,
DrAPER, N. R., and SMITH, H., Applied Regression Anaivsis, 2nd ed., New York: John Wiley & Sons,
Inc. 1981,
EzexiEL, M.. and Fox, K, A., Methods of Correlation and Regression Analysis, 3rd ed. New York:
John Wiley & Sons, Inc., 1959,
WEISBERG, S., Applied Linear Regression. 2nd ed. New York: John Wiley & Sons, Inc., 1985,
WonnAacoTT, T. H. and WONNACOTT, R. )., Regression: A Second Conrse in Statistics. New York:
John Wiley & Sons, Inc., 1981,
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nos, agora, para o problema de determinar quiio bom ¢ o ajusie de uma tal reta aos da-
dos. Naturalmente, podemos ter alguma idéia disso observando um diagrama de disper-
sfo que exiba a reta juntamente com os dados, mas para mostrar como podemos ser mais ob-

T\:ndn estudado como ajustar vma reta de minimos quadrados a pares de dados, voltamo-

jetivos, vamos voltar aos dados que utilizamos para ilustrar o ajuste de uma reta de minimos @
quadrados: mais precisamente, ao exemplo do alcance auditivo de pessoas expostas ao rui-

do de decolagem de avides durante um certo periodo de tempo:

Niimero de Alcance
FeManeds it
X ¥
47 15.1
56 14.1

116 132
|78 12.7

19 14.6
75 13.8
160 11.9
3l 14.8
12 15.3
16 12.6
43 14.7
74 14.0

Como pode ser visto nessa tabela, hi diferengas substanciais entre 0s v, o menor dos quais é 11,9
e o maior ¢ 15,3, Contudo, vemos também que o aleance auditivo de 11,9 mil ¢iclos por segundo
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foi 0 de uma pessoa que morou naquele local por 160 semanas, enquanto gue o alcance auditivo
de 15,3 mil ciclos por segundo foi o de uma pessoa que morou nagquele local por apenas 12 sema-
nas. [sso sugere que as diferengas no alcance auditive podem muito bem ser devidas, pelo menos
parcialmente, as diferengas de empo em que as pessoas licaram expostas ao ruido do acroporto,
[sso suscita a seguinte questio, que serd respondida neste capitulo: da variaciio total entre os v,
quanio pode ser atribuido & relagio enire as duas varidveis x e v {ou seja, ao fato de que os valores
observados de v corresponderem a diferentes valores de x) e quanto pode ser atribuido ao acaso?

MNa Secdo 17,1, inroduzimos o coeficiente de correlagiio como uma medida da intensidade
da relagdo linear entre duas varidveis, na Segiio 17.2, vemos como inlerpretd-lo ¢, na Segiio 17.3,
abordamos problemas correlatos de inferéncia, Os problemas de correlagio mdltipla e parcial se-
tdo tratados sucintamente na Seqio 17.4, que ¢ opeional,

B © COEFICIENTE DE CORRELAGAO

Para responder a questiio levantada na abertura do capitulo, vamos ressaltar que estamos diante
de uma andlise da varifincia. A Figura 17.1 mostra o que queremos dizer. Como pode ser visto no
diagrama, o desvio de um valer observado de v em relagio & média de todes os v, v— 7, pode ser
escrito como a soma de duas parcelas. Uma parcela € o desvio de ¥ (o valor na reta correspon-
dente a um valor ohservado de x) a partir da média de todos 0s v, ¥ —¥; a outra parcela é o des-
vio do valor observado de v a partir do valor correspondente na reta, v — ¥. Simbolicamente, es-
Crevemos

y=F=G-N+0 -3

para qualquer valor observado y e, elevando ao quadrado ambos os membros dessa identidade ¢ so-
mando sobre todos os n valores de y, verificamos que algumas simplificagGes algébricas levam a

==Y G-P+) -

A quantidade & esquerda mede a variagio total dos y e € denominada a soma de quadrados
total; note que 3 (v — ¥)° ¢ simplesmente a varidncia dos y multiplicada por n = 1. O primeiro
dos dois somatérios & direita, ¥ (3 — ¥)’, ¢ denominado a soma de quadrados de regressio ¢
mede a parcela da variagao total dos v que pode ser atribuida & relaco entre as duas varidveis ve
¥: de fato, se todos 0s pontos estio sobre a reta de minimos quadrados. entiio v = ¥ ¢ a soma de
guadrados de regressiio € igual & soma de quadrados total, Na pritica, isso ocorre raramente, se é
que pcorre, ¢ o fato de que os pontos nao estdo lodos sobre uma reta de minimos quadrados é uma
indicagdo de que hi outros fatores, além das diferengas entre os x, gue afetam os valores de v.
Costuma-se combinar todos esses outros fatores sob uma rubrica geral de “acaso”. A variagio de-

¥ (5, ¥)
[ ]

Figura 17.1 / 4
Hustragio para

mostrar gque y— v =
(y=¥)+(y =7
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vida ao acaso ¢, pois, medida pelos desvios dos pontos em relagiio & reta; especilicamente, ¢ me-
didapor ¥ (v— ¥ ¥, denominado soma de gquadrados residual, que ¢ a segunda das duas parce-
las em que dividimos a soma de quadrados total.

Para determinar essas somas de quadrados para o exemplo do alcance auditivo, poderiamos
substituir os valores observados de v, ou seja. 7. ¢ os valores de ¥ obtidos pela substituigiio dos x
em ¥ = 15,3 —0,0175x (ver pdgina 404), mas had simplificacdes. Em primeiro lugar, para 3, (v —f}:'.
temos a fdrmula de cdleulo

Lot

e na pagina 412 mostramos que essa expressao ¢ igual a 13,02 no nosso exemplo. Em segundo
lugar, 3 (v — #)° € a quantidade que minimizamos pelo método dos minimos quadrados e, di-
vidido por n — 2, define s~ i pédgina 412. Assim, essa expressdio ¢ igual a (n — 2)5” e (12 -
2)(0,3645)° = 1,329 em nosso exemplo, para o qual foi mostrado no Exemplo 16.5 que 5, =
(,3645. Finalmente, subtraindo. a soma de regressio de quadrados & dada por

Y G-FF =D - =Y ty-5F

e, para nosso exemplo, obtemos 13,02 - 1,329 = | 1,69 (arredondado até a segunda casa decimal).

E interessante observar que todas as somas de quadrados que caleulamos aqui poderiam ter
sido obtidas diretamente do impresso de computador da Figura 16.7, reproduzido na Figura 17.2.
Sob o titulo geral “Analysis of Variance”, na coluna encabecada por S5, encontramos que a so-
ma de quadrados total ¢ 13,020, a soma de quadrados de erro (residual) ¢ 1,329 ¢ a soma de qua-
drados de regressio ¢ 11,691, As pequenas diferengas entre os valores mostrados agui ¢ os calcu-
lados anteriormente devem-se ao arredondamento.

Estamos agora em condigfes de examinar as somas de quadrados. Comparando a soma de
quadrados de reeressiio com a soma de quadrados total, vemaos que

269" 11,69
Yo- B0

¢ a proporgdo da variagio lotal dos alcances auditivos que pode ser atribuida i relagdo com x, is-
Lo €, as diferengas entre a duragio do tempo em gue as 12 pessoas da amostra foram expostas ao
ruido do acroporto. Essa quantidade € denominada o coeficiente de determinagio ¢ ¢ denotada
por . Observe que o coeficiente de determinagiio também ¢ dado no impresso da Figura 17.2,
onde diz. perto do meio, que R-sq = 89.8%.

Tomando a raiz quadrada do coeficiente de determinagio. obtemos o coeficiente de correla-
cao, denotado pela letra r. Sew sinal € escolhido de modo a igualar o do coeficiente de regressio
estimado b e, para nosso exemplo, em que b € negativo, obtemos

r= —+/1,BY8 = —(,95

2= (0,898

arredondado até a segunda casa decimal.

Segue que o coeficiente de correlagdo ¢ positivo quando a reta de minimos quadrados tem in-
clinagdo para cima, isto €, quando a relagiio entre x e v € tal que valores pequenos de v tendem a
corresponder a valores pequenos de v ¢ valores grandes de v tendem a corresponder a valores
grandes de x. Do mesmo modo, o coeficiente de correlagio ¢ negativo quando a reta de minimos
quadrados tem inclinagiio para baixo, isto &, quando valores grandes de ¥ tendem a corresponder
a valores pequenos de x e valores pequenos de v tendem a corresponder a valores grandes de .
Exemplos de correlacdo positiva ¢ de correlagio negativa estao exibidos nos dois primeiros
diagramas da Figura 17.3.
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Andlise de Regressio: y contra x

The regression equation is
yo= 15.3 = 0.0175 =

FPredictor Coef SE Goef T &
Constant 15.32318 0.1845 83.04 0,000
*® -0.017499 0.001865 -9 38 0.000

S=0.3645 R-Sq = 89.8% R-Sqladj) = 88.8%

Analysis of Varilance

Soutce DF 55 MS F =}
Fioura 17.2 Regression 1 11.691 11.691 88.00 0.000
RN o Residual Error 10 1.329 0.133
Capia da Figura Total 11  13.020
16.7.

Como uma parte da variagio dos v niio pode exceder sua variagio total, 3 (v— }?}2 nio pode
exceder 2 (¥ -_T'}z e. da formula que define r, decorre que o coeficiente de correlagio deve situar-
se no intervalo de —la+l Se todos os pontos estio sobre uma linha reta, a soma de quadrados
residual, 3~ (y— ¥, € zero,

Y= =3 -7
e o valor resultante de r, que € — | ou +1, indica um ajuste perfeito, Entretanto, se a dispersio dos
pontos € tal que a reta de minimos quadrados ¢ uma reta horizontal coincidindo com ¥ (ou seja,
uma reta com inclinago nula que corta o ¢ixo y em a = 7), entiio
2= =3 -7 ¢ r=0

Nesse caso, nenhuma das variagtes dos v pode ser atribuida 4 sua relagio com x, ¢ o ajuste € tip
pobre que o conhecimento de x em nada contribui para a previsio de y. O valor previstode v € 7,
independentemente de x. Um exemplo disso € mostrado no terceiro diagrama da Figura 17.3.

A férmula que define r mostra claramente a natureza, ou esséncia, do coeficiente de correla-
¢dp, mas. na pritica, raramente ¢ utilizada para determinar seu valor. Em vez disso. ntilizamos a
fdrmula de céleulo

FormuLa DE b S
CALCULO DO 8o v Sy
COEFICIENTE DE
CORRELACAQ
¥
L L]
L
. L] L]
[ ]
L] 2 -
™ L]
Figura 17.3 i i %

Tipos de correlagio. Correlagdo positiva Comelagio negativa Menhuma comelagio
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que tem a vantagem adicional de dar, automaticamente, o sinal de r. As quantidades necessdrias
para calcular r com essa formula foram definidas anteriormente, mas por razoes de conveniéncia
vamos lembrar o leitor de que

Sy = Z:;I —:—: (Zx)z
Syy = EJ‘E — ;; (Z 3-:13
5= Eor-3(E0) (2

BN 17.1 A seguir, temos as notas que 12 estudantes obtiveram em exames finais de Economia e Antropo-

logia:
Economia Antropologia
51 74
63 70
72 88
97 93
35 a7
73 73
95 99
74 T3
20 33
91 91
74 80
80 86

Use a férmula de cdlculo para calcular r.

Solugéo Calculando inicialmente os somatdrios necessdrios, obtemos ¥ x = 850, 3 ¥=65230% Y=
927, % v’ = 74.883 ¢ ¥ xv = 69.453. Em seguida, substituindo esses valores, juntamente com n
= 12, nas formulas de 5, 5, e S, resulta

1

= (830)% = 5.021,67

S =63230 -

Sy = T4.883 — écﬂz?}* =3.272.25

1
5.1'_1- = (9453 — E{ﬂﬁﬂ} [92?_} = 3.790.5

b

3.790,
P . SR =
G21,61(3.212,25)

A expressiio 5, no numerador da formula para r €, na verdade, uma formula de cdleulo para x
(x = Xy = ¥) que. dividida por #. ¢ denominada o primeiro momento produto. Por essa razio, is
vezes r ¢ denominado também de coeficiente de correlacio do momento produto. Note que. em
¥ (x=X)(v - ¥), somamos os produtos obtidos pela multiplicagfio dos desvios de cada x a partir de
¥ pelos desvios de cada v a partir de ¥, Dessa forma. medimos, literalmenie, como 0s v e 0s v variam
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em conjunto. S¢ sua relagio ¢ tal que valores grandes de x tendem a corresponder a valores grandes
de y e valores pequenos de x a valores pequenos de v, entiio os desvios x =¥ ¢ v — ¥ tendem a ser am-
bos positiva ou ambos negativos, ¢ a maioria dos produtos (x = Ty = 7) scrd positiva. Por outro la-
do, se a relagio ¢ tal que valores grandes de x tendem a corresponder a valores pequenos de v e va-
lores pequenos de xoa valores grandes de v, entiio os desvios x — ¥ e v = ¥ lendem a ler sinais opos-
tos, e a maioria dos produtos (x — X)(y — ¥) serd negativa. Por essa razio, 3 (x — X))y — ¥) dividido
por i = | ¢ denominada a covaridincia amostral.

Os coeficientes de correlacio sdo calculados, as vezes, na andlise de tabelas rx ¢, desde que
estejam ordenadas as categorias de linha, bem como as categorias de coluna. Esse € o tipo de al-
ternativa & andlise qui-quadrado que sugerimos ao final da Secio 14.4, onde destacamos que o or-
denamento das categorias ndio era levado em conta no cileulo da estatistica y°. Para usar r num
problema como esse, substituimos as categorias ordenadas por conjuntos de nimeros ordenados
analogamentie. Como jd observamos 4 pagina 346, escolhemos ndmeros que geralmente sio in-
Leiros consecutivos, de preferéncia inteiros gue simplifiquem a aritmética ao méximo, embora is-
s0 ndio seja necessdrio, Para trés categorias, poderfamos usar 1, 2 ¢ 3, ouentiio -1, O e 1; para qua-
tro categorias, poderiamos usar 1, 2, 3 e 4, ouentio -1, (), 1 ¢ 2, ou, quem sabe, -3, -1, 1¢ 3.0
cilculo de r como uma medida da intensidade da relagio entre duas varidveis categdricas ¢ ilus-
trado pelo exemplo seguinte.

FAANENeY 17.2 No Exemplo 14.7, analisamos a seguinte tabela 3 x 3 para ver se hd alguma relagio entre as no-
tas nos testes de qualificagiio de pessoas que fizeram certo programa de treinamento ¢ seu desem-
penho subseqiiente no emprego

Desempenho
Fraco Razgdvel Bom

[

Abaivo da médiu| 67 o4 25 | 156

Motas no teste Me'df'a| 42 76 56 | 174

Acime da média [ 10 23 37 70
119 163 118 400

Rotule as notas obtidas no teste por x=— 1, x=0e¢ x = |, as avaliagdes do desempenho por y = -1,
y=0ey=1,ecalculer.
Solucéo Rotulando as linhas e colunas conforme indicado, obtemos
“

-1 0 I
1| 67| 64 | 25 |156

x 0 42 76 56 | 174

1 10 23 | 3 70
119 163 118 400
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onde os totais de linhas nos dizem quantas vezes x ¢ igual a -1, O e 1. ¢ os totais de colunas nos
dizem quantas vezes v ¢ igual a—1, 0 e 1. Assim,

D x=156(=1)+174-0+70- 1 = -86

D AP =156(=1)7 + 174 - 0 4 70 17 =226

Y y=19%=1+163-0+118-1 =1

D =119(=1 + 163 - 07 + 118 1* = 237
¢, para ». xv. precisamos somar os produtos obtides multiplicando cada freqiiéncia de célula pe-
los correspondentes valores de x ¢ y. Omitindo todas células em que ou x =0 ou y = 0, abtemos

Y xy =67(=1)(=1) + 25(=1)1 + 10 1(=1) 437 - 1 -1
=69

Entdo, substituindo nas formulas de S, §,,. ¢ §,,, resulta

1
S =226 — :I"UE{“%]Z = 207,51

' 2
5.\'_1-' = 23? T m{nl} = 23?,{“]

1
S =069 = m(—gﬁ}{-l} = (G8.78

toddos arredondados até a werceiras casa decimal e, lnalmente,

68,78 :
— == (.31
"= 00 -

B - INTERPRETACAO DE r

Quando ré igual a +1, -1 ou 0, niio hi problema quanto i interpretacio do coeficiente de corre-
lagido. Como jd indicamos, ré +1 ou—1 quande todos os pontos efetivamente estio sobre uma re-
ta, ¢ ¢ zero quando o ajuste da reta de minimos quadrados € tio pobre que o conhecimento de x
em nada contribui para a previsio de y. De modo geral, a definigio de r nos diz que 10057 é a per-
centagem da variagiio total dos y que € explicada por sua relagio com x, ou devida i relagdo, Isso
50 jd € uma medida importante da relagio entre duas varidveis: além disso, permite comparagbes
vilidas da intensidade de vdrias relagoes.

ATty 17.3  Se r=0.80 num estudo e r= 0,40 num ouiro, estaria correto dizer que a correlagiio de 0,80 é duas
vezes mais forte do que a correlagiio de 0.407

Solucéie Nio! Quando r= 0,80, entio 100(0,80)° = 64% da variagio dos v € explicada pela relagio com x,
¢ quando r = 0,40, entdio apenas 100(0,40)° = 16% da variacio dos v ¢ explicada pela relagio com
X Assim, no sentido de “percentagem de variacio explicada por”, podemos dizer que a correla-
¢do de 0,80 € quatro vezes mais forte que a correlagio de 0,40, |

Da mesma forma, dizemos gue uma relagio em que r= 0,60 ¢ nove vezes mais forie do que uma
relagdo em que r=0,20.
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Ha vdrias ciladas na interpretagiio do coeliciente de correlagio. Em primeiro lugar, nem sem-
pre lembramos que r mede apenas a inlensidade de relagbes lineares; em segundo lugar, deveria
ser lembrado que uma correlagio forte (um valor de r proximo de +1 ou de =1) ndo implica ne-
cessariamente uma relagio de cavsa e eleito.

Se ré calculado indiscriminadamente, por exemplo, para os (rés conjuntos de dados da Figu-
ra 174, obtemos r= 0,75 em cada caso, mas rsd ¢ uma medida signilicativa da intensidade da re-
lagao no primeiro case. No segundo caso. hd uma relacdo curvilinea muito fore entre as duas va-
ridveis, e no terceiro caso, seis dos sete pontos estio efetivamente sobre uma reta, mas o sétimo
ponto estd o distante que sugere a possibilidade de um erro grosseiro de mensuragio ou no re-
gistro dos dados. Assim, antes de caleularmos r, deveriamos sempre esbogar os dados para ver se
hi razdo para crer que a relagio seja, de fato, lincar,

O erro de interpretar um valor elevado de r(ou seja, um valor proximo de +1 ou de —1) como
indicagio de uma relagio de causa e efeito € melhor explicado com alguns exemplos. Uma ilus-
tragio [reglientemente usada € a elevada correlagio positiva entre as vendas anuais de chicletes ¢
a incidéncia de crime nos EUA. Obviamenie, ndo podemos concluir que se possa reduzir a taxa
de eriminalidade com a proibigiio da venda de chicletes; ambas as varidveis dependem do tama-
nho da populagio, ¢ ¢ essa relagiio milua com uma lerceira varidvel (tamanho da populagiio) que
produz a correlacio positiva. Um outro exemplo € a forte correlagio positiva que foi observada
entre 0 nimero de cegonhas que fazem ninho em aldeias inglesas ¢ o ndmero de criangas nasci-
das nas mesmas aldeias. Deixamos i imaginaciio do leitor explicar por que poderia haver uma
lorte correlagiio nesie caso, na auséncia de qualquer relagio de causa e efeito.

¥ ¥ ¥
15 I5F 15
0 s 10t . 10
L]
L]
iF 5F . iF ®
Figura 17.4 = )
Tris conjuntos de s » .
pares de dados para .
os quais r=0.75. I 2 34567 % 1 234567 %

@

17.1 No Exemplo 16.7 fornecemos os dados seguintes relativos aos tempos médios semanais,
em horas, que seis estudantes dedicaram aos seus trabalhos para casa e os indices de pon-
tuagiio para as disciplinas que fizeram naguele semesire;

M Horas gastas em Indice de
b4 deveres de casa Poniuagio
Tl X ¥

ﬁ 15 20
—t 28 vhy)
) 13 1.3
— 20 (Y
O 4 09
D 10 1.7
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17.2

17.3

17.4

H % 17.5
[ % 17.6

Calcule r ¢ compare o resultado com a raiz quadrada do valor de #* fornecido no impres-
so da Figura [6.9,

Mo Exercicio 16.3 fornecemos os dados relativos as quantidades controladas de comida
contendo um certo conservante que # = 10 criangas de quatro anos tinham consumido e
a medigao subjetiva de sua hiperatividade 45 minutos depois. Sabendo que » x = 525,
Y A =32085 Y y=100,% v =1.192¢ ¥ xy = 5980, calcule r.

Com referéncia ao Exercicio 17.2, qual € a percentagem da variagiio total de y (medigio
de hiperatividade) que ¢ devida pela relagio com x {a quantidade de comida contendo o
conservante que foi ingerida)?

Os tempos (em minutos) que n = 12 mecinicos levaram para montar uma médquina de ma-
nhd, x, ¢ de tarde, v, s80 0s seguintes:

X ¥
12 14
11 i1
9 14
13 11
10 12
11 15
12 12
14 13
10 16
9 10
11 10

12 14

Sabendo que §,,=25,67,5,=-0,33¢ 5 =42.67, calcule r.

Use um computador ou uma calculadora grifica para caleular r a partir dos dados origi-
nais fornecidos no Exercicio 174,

Os dados a seguir foram obtidos num estudo da relagiio entre a resisténcia (ohms) ¢ o tem-
po de falha (minutos) de certos resistores sobrecarregados:

Resisténcia Tempo de falla

48 45
28 25
33 39
40 45
36 36
39 35
46 26
40 45
30 34
42 29
44 31
48 4]
39 38
34 32
47 45

Use um computador ou uma calculadora griafica para calcular r. Também determine qual
percentagem da variacio no tempo de falha € causada por diferencas na resisténeia,
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E % 17.7

@ 17.8
@ 17.9

@ 17.10

@ 17.11

@ 17.12

0s dados a seguir registram a altitude (em pés) ¢ a temperatura mdxima média (em graus
Fahrenheit) de oito cidades no Arizona, EUA, num certo feriado no fim de verfio;

Temperatura
Alrinede i

1.418 a9z
6.905 70

135 98
1.092 94
5.280 79
2372 bt
2.093 e

196 06

Use um computador ou uma calculadora grifica para caleular r. Também determine qual
percentagem da variagio nas temperaturas maximas € causada por diferengas na altitude,

Depois de caleular r para um conjunto grande de pares de dados, uma estudante descobriu,
para seu desalento, que a varidvel que deveria ter sido designada por x fora designada por
¥, ¢ vice-versa. Ha alguma razio para desalento?

Depois de calcular r para as alturas e os pesos de um grande ndmero de pessoas, um estu-
dante constatou gue os pesos eram dados em libras ¢ as alturas em polegadas. Ele preten-
dia obter r para os pesos em quilogramas e as alturas em centimetros. Sabendo que cada
centimetro corresponde a 0,393 polegadas ¢ cada quilograma corresponde a 2,2 libras, co-
mo deve ele corrigir seus cilculos?

Se calcularmos r para cada um dos conjuntos de dados a seguir, seria surpreendente se ob-
tivermos r= 1 para (a) e r =1 para (b)? Explique suas respostas.

(a) x ¥ (b) x y
6 9 12 5
14 1 8 15

Decida em cada caso a seguir se pode ser esperada uma correlacio positiva, uma correla-
¢iio negativa, ou nenhuma correlagio:

(a) asidades de maridos e mulheres;

(b) aquantidade de borracha em pneus e a quilometragem por eles percorrida;

{¢) o nimero de horas que os golfistas praticam ¢ os pontos que obtém;

{(d) tamanho do sapato e QI;

(e) o pesodacarga de caminhdes e seu consumo de combustivel.

Decida em cada caso a seguir se pode ser esperada uma correlagio positiva, uma correla-

¢iio negativa, ou nenhuma correlagiio:

(a) medida de pdlen ¢ vendas de remédios antialérgicos;

(b) renda e educagio;

{c) ndmero de dias ensolarados em Curitiba no més de fevereiro ¢ fregiiéneia ao zoold-
gico de Curitiba;

(d) ndmero da camisa e senso de humor;

{e) nidmero de pessoas que tomam remédio conira gripe ¢ nimero de pessoas que con-
traem gripe.
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@ 17.13 Se r=0.41 para um conjunto de pares de dados e r = (0,29 para um outro conjunto de pa-
res de dados, compare as intensidades das duas relagdes.

@ 17.14

Num estudo médico, obteve-se r = 0,70 para o peso de criangas de seis meses de idade e
seu peso ao nascerem, e r= 0,60 para o peso de criangas de seis meses de idade e sua in-

gestdo didria de alimentos. DE um contra-exemplo para mostrar gque nio & vilido concluir
que 0 peso ao nascer e a ingestio didria de alimentos conjuntamente respondam por

(0,701 100% + (0,607 100% = 85%

da variagio do peso das criangas quando elas t&m seis meses de idade. Vocé pode explicar

por que essa conclusiio nio € vilida?

@ 17.15

Trabalhando com varios dados siécio-ccondmicos dos Gltimos anos, um pesquisador obleve
r=10,9225 para o mimero de diplomas de lingua estrangeira conferidos por faculdades e uni-

versidades brasileiras e a extensiao das rodovias federais brasileiras. Pode-se concluir que
(0,92252100% = 85.1%

da variagdo nos diplomas de lingua estrangeira € devida as diferengas na propriedade de

rodovias federais?

@ 17.16

Uma estudante calculou a comrelagio entre a altura ¢ o peso de um grupo grande de crian-
cas da terceira série, obtendo um valor de v = 0,32, Ela ndio conseguiu decidir se ela deve-

ria concluir ser alto faz com que a crianga aumente de peso, ou s¢ apresentar excesso de
peso que faz com que a crianga cresga mais, Ajude-a a sair desse dilema,

17.17 No Exemplo 17.2, ilustramos o uso do coeliciente de correlagiio na andlise de uma tabela
de contingéneia com categorias ordenadas. Use o mesmo procedimento para analisar a ta-
bela seguinte, reproduzida do Exercicio 14.29, em que foi analisada a relagio entre a lide-
lidade ¢ a seletividade de aparelhos de rddio utilizando o critério qui-quadrado:

Fidelidade
Buaixa Média Al
Baixa | a 12 | 3l |
Seletividade  Médie | 35 59 | 18 |
Atia | 15 13 | 0 |
17.18 Use o mesmo procedimento que no Exemplo 17.2 para analisar a tabela seguinte, repro-

duzida do Exercicio 14.24, em que foi analisada a relagio entre o padrio de vestudrio de
empregados de bancos ¢ a velocidade de sua progressio profissional utilizando o critério

qui-quadrado;

Muito bem vestido

Padrao de

i) Bem vestido

Mal vestide

Velocidade de progressio

Baiva Mddia  Ala
38 | 135 | 129 |
32 68 43
13 25 17 |

Observe que a velocidade da progressio funcional vai de baixa para alia, enquanto que o

padrio de vestudrio vai de alto para baixo.
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b il

B ANAUSE DE CORRELACAO

Quando caleulamos r com base em dados amostrais, podemos obter wma correlagio positiva ou
negativa bastante forte apenas por acaso, mesmo que nao haja relagao alguma entre as duas va-
rifiveis sob consideragio.

Suponha, por exemplo, que tomemos dois dados, um vermelho e outro verde, € que os jogue-
mos cinco vezes, obtendo os resultados seguintes:

Dado vermelho  Dado verde
x ¥

b e e
o =i T D LA

Presumivelmente, nfio hd relacio alguma entre x e v, 0s niimeros que aparecem nos dois dados. E
dificil ver por que valores grandes de x devam corvesponder a valores grandes de v e valores peque-
nos de v com valores pequenos de v mas, calculando r, obtemos o valor surpreendentemente alto de
r=1066. Isso suscita a questdio sobre se ndo hd algo errado na suposiciio de nidio haver relagiio entre
X e ve, para respondé-la, devemos verificar se o valor elevado de r pode ser atribuido a0 acaso.

Quando calculamos vm coeliciente de correlagiio a partir de dados amostrais, como no exem-
plo precedenie, o valor de robtido € apenas uma estimativa de um parimetro correspondente, que
¢ o coeficiente de correlaciao populacional, que denotamos por p (a letra grega ri). O que r me-
de numa amostra, @ mede numa populagiio.

Para fazer inferéncias sobre p com base em r, devemos farer virias suposigdes sobre as distri-
buiches das varidveis aleatdrias cujos valores observamos, Na andlise de correlagio normal fa-
ZEMOSs as mesmas suposigoes que na andlise de regressio normal (ver pigina 412}, com a excegiio
de que os x nilo 530 constantes, e sim valores de uma varidvel aleatdria com distribvigio normal.

Como a distribuicio amostral de r € bastante complicada sob (ais suposiges, € prética co-
mum basear as inferéncias sobre p na transformaciio Z de Fisher, que € uma mudanga de esca-
la de r para Z. dada por

1 14r

Ellnl—r

7

Aqui, In denota o “logaritmo natural™, ou seja, o logaritmo de base e, onde ¢ = 2,71828.... Essa
transformagio € assim chamada em homenagem a R, A, Fisher, um estalistico proeminente que
mostrou que, sob as suposictes da andlise de correlagio normal e para qualquer valor de o, a dis-
tribuigio de £ ¢ aproximadamenie normal com

1 l+p !

ity ==-In e :
e n—3

Transformando Z em unidades padrao (ou seja, subtraindo p. e entdo dividindo por @), conclui-

mos gue
Estaristica = _

PARAA z=(&=jpdvin=3
INFERENCIAS

SOBRE p
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tem aproximadamente a distribuigiio normal padriio. A aplicagio dessa weoria € muito facilitada
pela Tabela X no fim do livro, que dd os valores de 2 correspondentes a = 0,00; 0,01; 0,02;
(,03;... ¢ 0.99. Observe que a tabela dd apenas valores positivos; se r ¢ negalivo, basta procurar-
mos por =r ¢ lomar o negativo do valor correspondente de Z. Observe lambém que a [Grmula de
. ¢ semelhante & de Z, com rsubstituido por p; portanto, a Tabela X pode ser usada para procu-
rar valores de p. correspondentes a valores dados de p.

FUEEY 17.4 Ao nivel 0,05 de significincia, teste a hipotese nula de auséncia de correlagiio (isto €, a hipétese
nula p =0} para a ilusiragdo a pagina 442, em que jogamos um par de dados cinco vezes, oblen-
do r= 0,66,
Solugdo 1. H,: p=0
H, : p=0
2. a=005
Como u. =0 para p =0, rejeitar a hipétese nula se 2= - 1,96 ou z = 1,96, onde
1=Ln—3
Caso contririo, concluir que o valor de rnao ¢ significativo,

4. Substitvindo n =5 e Z =0,793, que ¢ o valor de Z correspondente a r= 10,66, de acordo com

a Tabela X, oblemos
z=0,793./5-13
=1,12

5. Comoz= 1,12 cai entre — 1,96 ¢ 1,96, a hipotese nula nfio pode ser rejeitada, Em outras pa-
lavras, o valor de r obtido niio € significativo, como deviamos esperar, evidentemente. Uma
maneira alternativa de tratar esse tipo de problema (ou seja, de testar a hipdiese nula p=10) é
dada no Exercicio 17.22, |

FY 17.5 Com referéncia ao exemplo do alcance auditivo e ruido de acroporto, no qual mostramos que
r=~0,95 para n = 12, teste a hipdiese nula p = - 0,80 contra a hipétese alternativa p < - 0.80,
ao nivel 0,01 de significincia,

Solugo 1. H, : p=—0.80
H, : p<-080

=001
3. Rejeitar a hipdtese nula se 7 = — 2,33, onde

z={Z—pzvn—3

4. Substitvindon =12 ¢ Z=- 1832, que ¢ o valor correspondente a r=-1093, ¢ g =~ 1.099,
que conresponde a g = - 0,80, oblemos

z=[-1.832 — (-1,099)]/12 -3
&2 =2.20

5. Como =220 cai entre — 2,33 ¢ 2,33, a hipdtese nula nfio pode ser rejeitada, ||
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Para construir intervalos de confianga para 2, primeiro construimos intervalos de confianga
para g, e fazemos, entiio, a transformacio para r e o por meio da Tabela X, Pode-se obter uma fi6r-
mula do intervalo de confianca para w. substituindo

t=(Z—pz)vn—=3

como termo médio da desigualdade dupla - 2, < 2 < 2, e, entilo, manipulande algebricamente
os termos de modo que o termo do meio seja . Isso leva ao seguinte intervalo de (1 = ) 100%:
de confianga para p.:

INTERVALO el e G
DE CONFIANGA T3 it
PARA u,

AN 17.6 Sabendo que r=0.62 para as estimativas feitas por dois mecinicos para uma amostra aleatéria de
n = 30 consertos, construa um intervalo de 953% de confianga para o coeficiente de correlaciio po-
pulacional p.

Solucdio  Na Tabela X obtemos Z = 0,725 correspondente a r= 0,62, ¢ substituindo esse valor, juntamente
com 1 =30 ¢ 2,4, = 1.96 na formula precedente do intervalo de confianga para p_, obtemos

0725~ 1% _ o comss 1

V21 V21

[831]
0.348 = pz = 1,102

Finalmente. procurando na Tabela X os valores de r que estio mais proximos de Z=0348¢e Z=
1,102, obtemos o intervalo de 95 % de confianga
033 <p <080

para a verdadeira intensidade da relagiio linear entre as estimativas de custo feitas pelos dois me-
cinicos. =]

17.19 Considerando que as suposigies para uma andlise de correlagiao normal tenham sido satis-
feitas, teste a hipdtese nula o = 0 contra a hipdtese alternativa p # () ao nivel 0,03 de signi-
ficinecia, sabendo que
{a) n=15er=059;

(b)Y n=20er=041;
(e} n=40er=036

17.20 Considerando que as suposicies para uma andlise de correlaciio normal tenham sido satis-
leitas, teste a hipdtese nula p =0 conira a hipdiese aliernativa o = 0 ao nivel 0,01 de signi-
licincia, sabendo que
(a) n=l1lder=0>54;

(b) n=22er=-0,61;
) n=44¢r=042.

17.21 Considerando que as suposigdes para uma andlise de correlagio normal tenham sido satis-
Feitas, teste a lipdtese nula p =—10.50 contra a hipdlese alternativa o > - 0,50 ao nivel 0,01
de significincia. sabendo que

o

SOIDIOYIXT —
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(a) n=17er==-022;
(b)) n=34¢r=-043.

17.22 Diante das suposigdes de uma andlise de correlagio normal, o teste da hipdiese nula p=0
também pode ser bascado na estatistica

rafin =12
Ji-p

que tem a distribuigiio f com i — 2 graus de liberdade. Use essa estatistica para testar em
cada caso se o valor de r ¢ significante ao nivel 0,05 de significiincia:

(a) n=12er=0.77;

(by n=loer=049,

17.23 Refaca o Exercicio 17.22 trocando o nivel de significiincia para 0,01,

P=

7B

E ‘ 17.24 A estatistica ¢t dada no Exercicio 17.22 ¢ idéntica A estatistica ¢ que testa B = 0 na andlise
de regressiio linear, sendo seu valor fornecido pelos programas de regressdo linear de apli-

cativos estatisticos ¢ calculadoras grificas. Isso ¢ ilustrado pelo seguinte:

{a) Usando o programa de regressao linear de um pacote de aplicativos estatisticos ou uma
caleuladora gréfica para obter os valores de 1 e » para os dados do Exercicio 16.8.

(b) Substitua o valor obtido para r na parte (a) e n = 8 na férmula para t dada no Exerei-
cio 17.22.

(¢) Compare os dois valores de &

17.25 Num estudo da relag@o entre a taxa de mortalidade decorrente de ciincer no pulmdo ¢ o con-
sumo per capite de cigarros 20 anos antes, os dados de n =9 paises acusaram r=0,73. Ao ni-
vel 0,05 de significiincia, teste a hipdtese nula o = 0,50 contra a hipdtese alternativa p > 0,50,

17.26 Num estudo da relagiio entre o calor proporcionado pela queima de (um metro cibico) de ma-
deira verde e de madeira seca ao ar livee, os dados de n = 13 tipos de madeira acusaram r =
0,94, Ao nivel 0,01 de significincia, teste a hip6iese nula p=0.75 contra a alternativa p = (,75.

17.27 Considerando que as suposicdes para uma andlise de correlagiio normal tenham sido satis-
feitas, use transformagéo Z de Fisher para construir intervalos de 95% de confianga p, saben-
do que
(a) n=15¢er=080
(b) n=28er=-024;

{¢) n=63er=055.

17.28 Considerando que as suposicoes para uma andlise de correlagiio normal tenham sido satis-
feitas, use ransformagdio Z de Fisher para construir intervalos de 99% de confianga p, saben-
do que
(@) n=20¢r=-012;
by n=25er=034;

(c) n=T75¢r=0,18.

B CORRELACOES MULTIPLA E PARCIAL

MNa Secio 17.1, introduzimos o coeficiente de correlaciio como uma medida da aderéncia de uma
reta de minimos quadrados a um conjunto de pares de dados. Se as previsdes devem ser [eitas por
meio de uma equagiio da forma

¥ =bo+bue +bavz+ - + by
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ExempPLO RE&4

Solucéio

Figura 17.5
Impresso completo
do exemplo de re-
gressio miltipla.

obtida pelo método dos minimos quadrados, como na Segiio 16.4, definimos o coeficiente de
correlaciio miiltipla da mesma forma pela qual definimos originalmente r. Tomamos a raiz qua-

G-
2=

que ¢ a proporgiio da variacio total dos v que pode ser atribuida & relagiio com os x. A tdnica dife-
renga ¢ que, agora, calculamos ¥ por meio da equagiio de regressiio madltipla, em lugar da cqua-

drada da quantidade

gio ¥ = a+ br.

Para exemplificar, vollamos ao Exemplo 16.9, em que baseamos uma equagiio de regressiio
linear miiltipla no impresso de computador mostrado na Figura 16.10. Como foi indicado naque-
la ocasido, suprimimos uma parte daquele impresso, mas como agora vamos precisar daguela
parte, reproduzimos o impresso completo na Figura 17.5.

Use a defini¢iio de cocficiente de correlagio miltipla dado acima para determinar seu valor para
os dados do Exemplo 16,9, que tratou com o niimero de quartos, o nimero de banheiros ¢ os pre-
cos (em unidades monetdrias) pelos quais oito casas unifamiliares de um eerto bairro foram ven-

didas recentemente,

MNa andlise de varifincia da Figura 17.5 (na coluna encabegada por $8), vemos que a soma de qua-
drados de regressio € 4.877.608.452 e que a soma de quadrados total ¢ 5.455.580.000. Assim, o
coeficiente de correlacdo mualtipla € igual 4 raiz quadrada de

4.877.608.452

e R ()L RO
5455580000
Andlise de Regressao: y contra x1, x2
The regression equation is
y = 65430 + 16752 x1 + 11335 x2
Predictor Coef SE Coef T F
Congtant 65430 12134 5.39 0.003
xl 16752 6636 2.52 0.053
x2 11235 9885 1.14 B:387
g=10751 R-Sq = 89.4% R-Sqladj) = 85.2%

Analysis of Vardance

Source DF 55
Regression 2 4877608452
Residual Error 5 577971548
Total 7 5455580000
Source DF Seq 55
xl 1 472828432235
x2 1 149324227

MS E
2438804226 21.10
115594310

B
0.004
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Denotando esse valor por R, escrevemos R 2 /(0,894 = 0,95, arredondado até a segunda casa de-
cimal, o que ¢ considerado “essencialmente ndo-ne gativa”, de acordo com o diciondrio de termos
estatisticos de Kendall ¢ Buckland. Na pritica, R € usado mais freqiientemente do que R, ¢ deve-
ria ser observado que seu valor, que € denotado por R-5q, ¢ de fato dado como 89,4% no impres-
so da Figura 17.5. =

Esse exemplo também serve para ilustrar que o acréscimo de mais varidveis independentes
num estudo de correlagio pode ndo ser sulicientemente produtivo a ponto de justificar o trabalho
extra. Como se pode mostrar que r = 0,93 para v e x, (nimero de quartos) sozinhos, vé-se que se
ganha muito pouco considerando também x, (mimero de banheiros). A situagiio ¢ bastante diferen-
te, no entanto, no Exercicio 17.30, em que as duas varidveis independentes x, e x, conjuntamente
respondem por uma propor¢io muito maior da variaciio total em y do que x,ou x, isoladamente.

Quando abordamos o problema da correlaciio e causa, mostramos que uma forie correlagio en-
tre duas varidveis pode ser totalmente devido 4 sua depend@ncia de uma terceira varidvel. Tlusira-
mos isso com os exemplos das vendas de chicletes e a taxa de criminalidade, o mimero de nasci-
mentos ¢ nimero de cegonhas. Para dar outro exemplo, consideremos as duas varidveis, x,, a ven-
da semanal de tagas de chocolate quente numa estagiio de veraneio, e x,, o niimero semanal de vi-
sitantes da estagio. Se, com base em dados adequados, obtemos r = - (0,30 para essas varidveis, is-
so deveria constituir uma surpresa — afinal de contas, deverfamos esperar maior volume de vendas
de chocolate quente quando ha mais visitantes, ¢ vice-versa. portanto uma correlagdo positiva.

Pensando um pouco mais, entretanto, podemos admitir que a correlagio negativa de —0,30 se-
Jacausada pelo fato de as varidveis x, e x, estarem ambas relacionadas com uma terceira varidvel,
X3 a temperatura média semanal na estagiio de veraneio. Com uma temperatura alta, haverd mais
visitantes, os quais, entretanto, prefeririio bebidas frias ao chocolate quente; se a lemperatura ¢
baixa, haverd menos visitantes, mas que prefeririio o chocolate quente is bebidas frias, Suponha-
mos, entao, que outros dados fornecam r=— 0,70 para x, e x;, e r = 0,80 para x, ¢ x,. Esses valo-
Ies parccem razodveis, pois vendas baixas de chocolate quente devem acompanhar altas tempe-
raluras e vice-versa, enquanto que o niimero de visitantes € elevado quando a temperatura ¢ alta,
e reduzido quando a temperatura € baixa.

No exemplo precedente, deveriamos, na realidade, ter pesquisado a relagio entre x, e x, (ven-
das de chocolale guente e nidmero de visitantes da estagio) quando lodos os outros fatores, espe-
cialmente a temperatura, sio mantidos constantes. Como quase nunca € possivel exercer um tal
controle, constatou-se que uma estatistica denominada coeficiente de correlagio parcial desem-
penha satisfatoriamente a fungio de eliminar os efeitos de outras varidveis. Representando os
coeficientes de correlagiio comuns de x, € x,, X, € X,. € X, € Xy, POr Iy, 1)y € Iy, 0 coeficiente de cor-
relagdio parcial para x, ¢ x,, com x, considerado fixo, € dado por

CDEFICIEHTE_ rpa= 2R
DE CORRELACAO - Y S
PARCIAL :

(FAINENel 17.8  Calcule ry, , para o exemplo precedente, gue tratava das vendas de chocolate quente ¢ o nimero
de visitantes de uma estagiio de veraneio,

Solucdio  Substituindo r,, == 0,30, r,, = = 0.70 ¢ r,, = 0,80 na férmula para r,, ,, oblemos

(—0,30) — (=0.70)(0,80)

0,607
V1= (=0,7002,/1 — (0,80)2

N23=
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Como era de se esperar, esse resultado mostra que hd uma relagio positiva entre as vendas de cho-
colale quente ¢ o ndmere de visitantes da estagiio quando se elimina o ¢leito das diferengas de
temperatura. |

Esse exemplo foi dado principalmente para ilustrar o que queremos dizer com um coeficien-
te de correlagiio parcial, mas também serve para lembrar que os coeficientes de correlaciio podem
muito bem dar a impressio errada se ndo forem interpretados com cuidado,

#

SOIDIDYIXT —

#*17.29 Num problema de regressio miltipla, a soma de quadrados de regressio ¢
3 G- =45225
¢ a soma de quadrados total é
S -5 =136.210

Enconire o valor do coeficienie de correlagiio maliipla.

E *17.30 Com referéncia ao Exercicio 16.34 i pigina 420, use o mesmo aplicativo utilizado ante-
riormente para obter o coeficiente de correlagio miltipla. Também determine os coefi-
cientes de correlagdo par y e x, (idade) sozinhos e para y ¢ x, (anos de pds-graduagio) so-
zinhos, comparando-os com o coeliciente de correlagio miliipla.

L 17.31 Com referéncia ao Exercicio 16.34 4 pdgina 420, use 0 mesmo aplicativo do que naquele
exercicio para obter o coeliciente de correlagio miltipla.

6 17.32 Uma equipe de pesquisadores conduziu um experimento para ver se a altura de certas ro-
seiras pode ser prevista com base na quantidade de fertilizante e na quantidade de irriga-
¢io que sio aplicados ao solo. Para prever a altura com base em ambas varidveis, eles ob-
tiveram um coeliciente de correlagio miiltipla de 0,58; para prever a altura com base no
fertilizante sozinho, eles obtiveram r = 0,66, Comente esses resultados.

17.33 Com referéncia ao Exercicio 16.35 & pdgina 421, use um computador ou uma calculadora
grifica para determinar os coeficientes de correlagio necessdrios para caleular o coeficien-
te de correlagiio parcial para a dureza do ago ¢ a temperatura em que o ago € temperado
guando o contetido de cobre é mantido fixo,

6 17.34 Um experimento forneceu os seguintes resultados: ri, = 0.80, ry =~ 0.70 ¢ ry; = 0,90, Ex-
pligue por que essas quantidades niio podem estar todas corretas.

17.5 I ISTA DE TERMOS-CHAVE [com indicacao das paginas de suas definicoes)

==

Anilise de correlaciio normal, 442 Correlagiio negativa, 433
Coeficiente de correlagio, 433 Correlagio positiva, 433
Coeficiente de correlagio do momento produ-  Covaridincia amostral, 436

1o, 435 Momento produto, 435
*Coeficiente de correlagio miltipla, 446 Soma de quadrados de regressiio, 432
*Coeliciente de correlagio parcial, 447 Soma de quadrados residual, 433
Coeficiente de correlagio populacional, 442 Soma de quadrados total, 432

Coeficiente de determinagio, 433 Transformagiio Z de Fisher, 442
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17.6 I? EFERENCIAS
| ™

Iiformacdo mais detaliada sobre as correlagtes miiltipla e parcial podem ser encontradas em

Exeries, M., and Fox, K. A.. Methods of Corvelation and Regression Analvsis, 3nd ed. New York:
John Wiley & Sons, Inc.. 1959,

Harwis, R, 1, A Primer af Multivariare Staristics. New York: Academic Press, Inc., 1975,
e i teatennentier tediico avancade & dado no Volime 2 de

Kenpall, M. G, and STuakt, AL, The Advanced Theory of Statistics. 3rd ed. New York: Hafner Press,
1973,

O Volume | desse livro fomece a fundamentagdo tedrica dos testes de significdncia para «
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18.1 O Teste de Sinais 451
18.2 O Teste de Sinais (Grandes Amostras) 453
*18.3 O Teste de Sinais com Posto 456
“18.4 O Teste de Sinais com Posto (Grandes Amostras) 460
18.5 OTestelU 463
18.6 O Teste U (Grandes Amostras) 466
18.7 OTesteH 468
18.8 Testes de Aleatoriedade: Repeticées 472

TESTES NAO- 18.9 Tess de Aloridode: Repeldes (Grandes Amosias) 473
. 18.10 Testes de Aleatoriedade: Repslices Acima e Abaixo d
PARAMETR'COS ﬁiﬁi:;n: ﬂe:ion e: RepeticBes Acima e Abaixo do

18.11 Correlagio por Poste 476

18.12 Algumas Considerages Adicionais 479
18.13 Resumo 480

18.14 listo de Termes-Chave 480

18.15 Referéncias 481

maioria dos testes citados nos Capitulos 12 a 17 exige suposigies especificas sobre

a populagio, ou populagdes, de onde provém as amostras. Em muitos casos, deve-

maos admitir que as populagtes tenham aproximadamente a forma de distribuigies
normais, que suas varidncias sejam conheecidas ou que se saiba que sio iguais, ou gque as
amostras sio independentes, Como hd muitas situagdes em que € duvidoso se todas as supo- @
sighes necessdrias podem ser satisfeitas, os estatisticos elaboraram procedimentos alternativos ba-
seados em suposighes menos restritivas, que passaram a ser conhecidos como testes nao-para-
métricos.

Afora o fato de os testes nio-paramétricos poderem ser usados sob condigies mais gerais, do
gue os testes padriio que substituem, os lestes nio-paramétricos sio, em geral, mais ficeis de ex-
plicar ¢ de entender: além disso, em muilos tesles ndo-paramétricos a carga computacional € tao
leve que eles siio considerados como téenicas “ripidas e faceis™ ou “de atalho™. Por todas essas
razes, 0s testes ndo-paramétricos t&m se tornado muito populares, existindo vasta literatura vol-
tada & sua teoria e aplicagio.

Mas Secoes 18.]1 e 18.2, apresentamos o teste de sinais como uma alternativa nio-paramétri-
ca aos testes relativos a médias e aos testes relativos a diferengas entre médias, bascados em pa-
res de dados. Nas Secdes 18.3 ¢ 18.4, damos outro teste ndo-paramétrico, que atende aos mesmos
objetivos, mas que desperdiga menos informagio. Mas Segoes 18.5 a 18,7, apresentames uma al-
lernativa nao-paraméirica aos tesies referentes 4 diferenca entre as médias de amostras indepen-
dentes, e uma alternativa ndo-paramétrica um tanto semelhante para a andlise da varifincia de um
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critério. Nas Segdes 18.8 a 18.10, vemos como testar a aleatoriedade de uma amostra apés efeti-
vamenie oblidos os dados; ¢ na Segao 18,11, apresentamos um teste ndo-paramétrico da signifi-
ciincia de uma relagiio entre pares de dados. Finalmente, na Segiio 18.12, mencionamos alguns
pontos fracos dos testes nio-paramétricos ¢, na Sec¢do 18,13, damos uma tabela que lista os diver-
508 lesies ndo-paraméiricos ¢ os lestes “padrio” que eles substituem,

Bl © TESTE DE SINAIS

Exceto pelos testes para grandes amostras, todos os testes referentes a médias que estudamos no
Capitulo 12 foram baseados na suposicio de que as populagtes amostradas tinham aproximada-
mente a forma de distribuigdes normais. Quando essa suposicio € insustentivel na pritica, esses
testes-padriio podem ser substituidos por qualquer uma de vérias alternativas nio-paramétricas, e
essas sdo o assunto das SegGes 18.1 a 18.7. () mais simples dentre as alternativas € o teste de si-
nais, que vamos estudar nesta segiio e na Segdo 18.2.

Aplicamos o teste de sinais para uma amostra quando extraimos amostras de uma popula-
giao continua, de modo que a probabilidade de oblermos um valor amostral menor do gque a me-
diana ¢ a probabilidade de obier um valor amostral maior do que a mediana sio ambas % Malu-
ralmente, quando a populagiio € simétrica, a média it e a mediana {f coincidem e podemos enun-
ciar as hipiteses em termos de qualquer um desses dois parimetros.

Para testar a hipétese nula i = [I, contra uma alternativa apropriada com base numa amostra
aleatdria de tamanho n, substituimos cada valor amostral maior do que f, por um sinal de mais,
¢ cada valor amostral menor do que [, por um sinal de menos. Testamos, entdo, a hiptese nula
de que o niimero de sinais de mais sdo valores de uma varidvel alealdria de distribui¢io binomial
com p = L. Se algum valor amostral for efetivamente igual a [, o que pode ocorrer facilmente
quando tratamos com dados arredondados, simplesmente o descartamos.

Para fazermos um teste de sinais de uma amostra quando a amostra € razoavelmente peque-
na, recorremos diretamente a uma tabela de probabilidades binomiais, como a Tabela V do final
do livro, ou i tabela do National Bureau of Standards a qual nos referimos 4 pdgina 213. Alterna-
tivamente, podemos usar um computador ou uma calculadora para obter as probabilidades bino-
miais requeridas. Contudo, guando a amostra € grande, utilizamos a aproximagio normal da dis-
tribuigio binomial, conforme ilustrado na Segiio 18.2.

18.1 Para conferir a alegagio de um professor de que o valor publicado de 0,050 para o coeficiente de
fricgio de metais bem engraxados deve ser muito pegueno, numa turma de ciéncias Fazem 18 de-
terminagoes do coeficiente, obtendo 0.054; 0,052; 0,044; 0,056; 0,050; 0,051; 0,055; (,L033;
(L047; 0,053: 0,052; 0,050: 0,051; 0.051: 0,054: 0,046; 0,053 e 0,043, Normalmente, o teste f de
uma amostra seria a escolha ldgica para testar a alegacio, mas a assimetria dos dados sugere o uso
de uma alternativa nio-paramétrica. Portanto, o professor sugere gue a turma use o teste de sinais
para uma amaostra para testar a hipétese nula [i = 0,050 contra a alternativa i > 0,050, ao nivel
0,05 de significineia.

Solugo 1. H, : f=0.050
H, : [i>0,050
2. =005

3. A estatistica de teste ¢ o nlimero de sinais de mais, ou s¢ja. o ndmero de valores acima de
0,050,
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4'. Substituindo por um sinal de mais cada valor maior do que 0,050, por um sinal de menos ca-
da valor menor do que 0,050, ¢ descartando o5 dois valores iguais a 0,050, oblemos

++—++++—++t++—+—

Assim, x =12, ¢ a Tabela V mostra que. paran = 16 ¢ p= 0,50, a probabilidade de x 2 12, que
¢ o valor p, € 0,028 + 0,009 + 0,002 = 0,039,

5'. Como 0,039 ¢ menor do que 0,05, a hipdtese nula deve ser rejeitada. Os dados corroboram a
alegagio de que o valor publicado do coeficiente de [ricgiio ¢ muilo pequeno, [

Observe gque utilizamos o método alternativo para testar hipoieses, conforme mencionado i
dgina 309. Como na Secio 14,1, o método alternativo simplifica as coisas quando os testes sdo
baseados diretamente em tabelas binomiais. Embora possa parecer niio necessirio, poderiamos
ter usado um computador para o Exemplo 18.1. Se tivéssemos feito isso, terfamos obtido um im-
presso como o impresso mostrado na Figura 18.1. A diferenga entre os dois valores de p, 0,039 ¢
(L0384, ¢ devida, evidentemente, ao arredondamento.

O teste de sinas também pode ser aplicade guando trabalhamos com pares de dados, como na
Secio 12.7. Em tais problemas, cada par de valores amostrais € substiluido por um sinal de mais s¢
o primeire valor for maior do que o segundoe valor, por um sinal de menos se o primeire valor for
menor do que o segundo valor, e descartamos pares de valores idénticos, Para pares de dados, o tes-
te de sinais ¢ usado para testar a hipotese nula de que a mediana da populagio dessas diferengas &
zero, Quando € uiilizado dessa maneira, o tesie ¢ denominado teste de sinais com pares de dados.

FUNGTeY 18.2  No Exemplo 12.9 foram fornecidos os dados relativos s perdas semanais médias de horas de tra-
balho devidas a acidentes em dez inddstrias, antes e depois da adog¢iio de um programa de segu-
ranga abrangente:

4536 Tie60 46ed4d 124 e 112 33 e 35
5Tes5 83e¢e77 34e29 20 ¢ 24 17e L1

Utilizando o teste ¢ de pares de amostras, mostramos a eficdcia do programa de seguranga ao ni-
vel 0,05 de significincia. Use o teste de sinais com pares de dados para refazer esse exercicio,

Solucdio 1. H, : f,=0, onde fi, é a mediana da populagiio de diferengas amosiradas.
H, ' fi,>0

2. a=005

3. A estatistica de teste é o nimero de sinais de mais, a saber, o niimero de fibricas nas quais
decresceu o niimere de perdas semanais médias de horas de trabalho,

4'. Substituindo por um sinal de mais cada par de valores se o primeiro valor é maior do que o
segundo, e por um sinal de menos se o primeiro valor for menor do que o segundo, obtemos

++++=+++++

Teste de Sinais para a Mediana: Dados

i Sign test of median = 0.05000 versus » 0.05000
Figura 15.1
Impresso de MINI- N BELOW EQUAL ABOVE P MEDIAN

:ﬁﬁ“m‘*“" Data 18 4 2 12 0.0384 0.05150
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Assim, x=9, ¢ a Tabela V mostra que, paran = 10 ¢ p= 0,50, a probabilidade de x2 9, que €
o valor p, ¢ 0,010 + 0,001 = 0,011,

5. Como 0,011 ¢ menor do que 0,05, a hipdtese nula deve ser rejeitada, Como no Exemplo 12,9,
concluimos que os programa de segurancga é elicaz. [

B © TESTE DE SINAIS (Grandes Amostras)

Cuando ng ¢ n(l = p) sio ambos maiores do que 5, permitindo-nos a utilizacio da aproximagio
normal da distribuigdo binomial, podemos basear o teste de sinais no teste de grandes amosiras
da Secdo 14.2, a saber, na estatistica

_ X =—npy

: Vgl = )

com p, = (0,50, que tem, aproximadamente, a distribui¢do normal padrio. Quando n € pequenc,
pode ser indicado utilizar a corregiio de continuidade sugerida i pdgina 334, Isso € o caso espe-
cialmente quando a hipdtese nula 56 puder ser mal e mal rejeitada sem a corregiio de continuida-
de. Como jd indicamos anieriormente, a corregae de continuidade ndo precisa ser considerada
guando. sem ela. a hipdtese nula ndo puder ser rejeitada.

Mo Exercicio 2.44 apresentamos os dados seguintes sobre os nimeros de associados solteiros que
participaram de 48 excursées patrocinadas pela associagio de ex-alunos de uma universidade:

28 51 31 38 27 35 33 40 37 28 33 7
33 31 41 46 40 36 53 23 33 27 40 3D
33 22 37 38 36 48 22 36 45 34 26 28
40 42 43 41 35 50 31 4% 38 33 39 35

Use o teste de sinais de uma amostra para testar a hipétese nula ji = 32 contra a hipétese alierna-
tiva que T # 32 ao nivel 0,01 de significiincia.

Solugge 1. H, : =32
H, : fis32
2. a=001

3. Rejeitar a hipdtese nula se z £-2,575 ou z 2 2,575, onde
X =npy

vapell = pg)

com p, = 0,50: caso contririo, aceitar a hipétese nula ou reservar julgamento.

4. Contando o nimero de valores superiores a 32 (sinal de mais), o nimero de valores inferio-
res a 32 (sinal de menos), € o ndmero de valores que sio iguais a 32, obtemos 34, 14 ¢ 0 (e,
portanto, nenhum precisa ser descartado). Assim, x= 14, n=48¢

- 34 — 48(0.50) ~2.89
480,500 (0,510

5. Como 2,89 ¢ maior do que 2.575, a hipdtese nula deve ser rejeitada. (Se tivéssemos utilizado
corregio de continuidade, terfamos obtido £ = 2,74 ¢ a conclusiio teria sido a mesma.)
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FATZEY 18.4  Dois supervisores classificaram o desempenho de uma amostra aleatdria de empregados de uma
grande companhia, numa ¢scala de O a 100, com o resultado seguinte:

Supervisor | Supervisor 2
&8 73
64 67
o7 81
al 73
82 78
a0 82
a5 B2
77 B0
86 81
79 79
a3 77
a5 82
&8 84
| 93
it 66
17 76
74 74
85 T8

Use o teste de sinais para pares de amostras (baseado na aproximagiio normal da distribuiciio bi-
nomial) para testar ao nivel 0,05 de significincia se as diferengas entre os dois conjuntos de clas-
sificagdes podem ser atribuidas ao acaso,

(a) sem usar corregiio de continuidade;
(b) wsando a corregdio de continuidade.

Solucdo (a) 1.

H, :H, =0, onde [i,, ¢ a mediana da populagiio de diferengas (entre as classificagdes dos su-
pervisores) amostradas.
H, : =0
a =005
Rejeitar a hipdiese nulase z £- 1.9%6 ou z 2 1,96, onde
X —npy

Vapoll = po)

com p, = 0.50; caso contririo, aceitar a hipétese nula ou reservar julgamento,

Contando o nimero de diferengas positivas (sinal de mais), o nimero de diferencas nega-
tivas (sinal de menos), ¢ o niimero de pares iguais (¢ que, portanto, devem ser descartados),
verilicamos que siio, respeclivamente, 12, 4 ¢ 2. Assim, x = 12 e n = 16 ¢, como np =
16(0.50) =B e n(1 — p) = 16(0,50) = 8 sio ambos maiores do que 5, lemos uma justificati-
v para usar a aproximacio normal da distribui¢io binomial. Substituindo na fdrmula pa-
ra 7, oblemos

12 — 16(0,500)

=200
16(0.50)(0.50)

Como 2,00 mal ¢ mal excede 1,96, adiamos a tomada de decisfio aié recalcular z com corre-
¢io de continuidade.
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(b) 4. Com acorrecio de continuidade, obtemos
11,5 = 1640.50)
{1, 20 (0,240

= .75

5. Comoz= 1,75 cai entre <1,96 ¢ 1,96, verificamos que a hipdtese nula nic pode ser rejeitada.
Concluimos que as diferencas entre as classificagtes dos supervisores podem ser atribuidas
ap acaso. (Se tivéssemos baseado nossa decis@io na Tabela V, o valor p teria sido maior do que
0,05, ¢ a decisiio final teria sido a mesma.) =

18.1 Numa amostra aleatéria de 14 ocasides, um empregado de uma firma na cidade teve de es-
perar 4.5; 8.6: 7.3: 7.0: 2,5: 6.1: 8.9: 6,5: 6,3: 1.6: 5.8; 6.3: 5.9 ¢ 9.0 minutos pelo dnibus
que o leva ao trabalho. Use o teste de sinais baseade na Tabela V e o nivel 0,05 de signifi-
céincia, para testar a hipdtese nula i = 6,0 (que sua espera mediana € 6,0 minutos) contra
a hipdtese alternativa i # 6.0,

g 18.2 Use um computador para refazer o Exercicio 18.1.

18.3  Os dados abaixo constituem uma amostra aleatéria de pesos (em gramas) do gengibre
cristalizado de 20 caixinhas: 110,6; 113,5; 111,2; 109.8: 110,5; 111,01; 110,4; 109,7;
112.6; 110.8; 110,5; 110,05 110,2; 111,45 110,9; 110,5; 110,0; 1094; 110.8; ¢ 109,7.
Use o teste de sinais baseado na Tabela V e o nivel 0,01 de significincia para testar a hi-
pitese nula I = 110,0 (que o peso mediano de tais caixinhas de gengibre € 1 10,0 gramas)
contra a hipdtese alternativa Ji = 110.0.

#

SOIDIDYIXT —

L] 184 Use um computador para refazer o Exercicio 18.3.

18.5 Depois de jogar gquatro partidas de golfe num ¢lube carioca, uma amostra aleatdria de 15
golfistas profissionais totalizou os escores de 279, 281, 278, 279, 276, 280, 280, 277,
282, 278, 281, 288 (nossa!), 276, 279 ¢ 280, Use o teste de sinais ao nivel 0,05 de signi-
ficdncia para testar a hipdtese nula i = 278 (que o escore mediano dos golfistas profissio-
nais naguele campo € 278, dois abaixo do par) contra a hipdétese alternativa i > 278. Ba-
seie o teste na
(a) TabelaV;
{b) na aproximagio normal da distribuicio binomial,

E 18.6 Use um computador para refazer a parte (a) do exercicio precedente.

18.7 As milhagens por galio que foram obtidas com 40 tanques cheios de certa marca de gaso-
lina sio as seguintes:

241 250 248 243 242 253 242 136
245 244 245 232 240 238 238 253
245 246 240 2532 2532 244 247 24
246 249 241 258 242 242 48 24
256 245 251 246 M3 252 247 233

Use o teste de sinais baseado na aproximacio normal da distribuigiio binomial para tes-
tar a hipdtese nula [ = 24.2 (que a mediana da populagio de milhagens amoestradas ¢ de
24,2 milhas por galdo) contra a hipdtese alternativa fi > 24.2. Use o nivel 0,01 de signi-
ficincia,

18.8  Os nimeros de passageiros em dezesseis dias nos vios de ida e de volta entre Los Ange-
les e Chicago foram os seguintes: 199 e 232, 231 e 265, 236 ¢ 250, 238 ¢ 251, 218 ¢ 226,
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258 ¢ 269, 253 ¢ 247, 248 ¢ 252, 220 ¢ 245, 237 ¢ 245, 239 ¢ 235, 248 ¢ 260, 239 ¢ 245,
2400¢ 240, 233 ¢ 239, 247 ¢ 236, Use o teste de sinais baseado na Tabela Ve o nivel 0,03
de significincia para testar a hipétese nula fi, = 0, onde fi,, ¢ a mediana das diferengas da
populagio amostrada, contra a hipétese alternativa i, < 0.

Ol 189  Use um computador para refazer o Exercicio 18.8.

18.10 Os nimeros de faltas em 20 dias dos funciondrios de duas repartigies governamentais
foram os seguintes: 29 ¢ 24, 45¢ 32,38 ¢ 38, 3% e 34,46 ¢42,35¢ 41,42 ¢ 36, 3% e 37,
40¢45,38e35,31e¢37,44¢35,42e40,40e32,42¢45,51 e 38,362 33,45¢39,33
e 28, 32 e 38. Use o teste de sinais ao nivel 0,05 de significincia para testar a hipdlese
nula fi,, = 0, onde fi, ¢ a mediana da populagdo de diferengas entre as faltas didrias das
duas repartigdes governamentais. Use a hipdtese alternativa fi,, > 0.

g 18.11 Use a aproximagio normal da distribui¢iio binomial para refazer o Exercicio 18.10.

18.12 Os nimeros de artefatos descobertos em 30 dias por dois arquedlogos numa antiga po-
pulagiio indigena abandonada foram os seguintes: 2¢0,4e1,2¢0,0e 1,2e0,3 ¢ |,
le2 4e¢0,2e3,3e2, 1e0,2e6,5¢2, 32, lel,2el,lel,d4e2, 1lel, 10,0
e2.3el,2el,2e0.0cD. 1ed del,2el,lel,elde Useoteste de sinais ap ni-
vel 0,05 de significiincia para testar a hipdtese nula de que os dois arquedlogos siio
igualmente bons para encontrar artefatos contra a hipdtese alternativa de que eles niio
sdo igualmente bons,

BN O TESTE DE SINAL COM POSTO*

O teste de sinais ¢ ficil de aplicar e possui um apelo intuitivo, mas desperdiga informagiio porgue
utiliza somente os sinais das diferengas entre as observagdes e i, no caso de uma amostra, ou 0s
sinais das diferengas entre os pares de observagdes, no caso de pares de amostras. E por essa ra-
zao que geralmente € preferido um teste ndo-paramétrico aliernativo, o teste de sinais com pos-
to (também conhecido como teste de sinais com posto de Wilcoxon).

Nesse teste, ordenamos as diferengas independentemente de seus sinais, atribuindo o posto |
i menor diferenga numérica {isto €, & menor diferenga em valor absoluto}, o ponto 2 i segunda
menor diferenca numérica,..., e 0 posto i & maior diferen¢a numérica. Novamente descartamos as
diferengas zero e, se duas ou mais diferencas sio numericamente iguais, atribuimos a cada uma
delas a média dos postos que ocupam conjuntamente. Baseamos, entio, o teste em g que € a
soma dos postos das diferencas positivas, em 7', que € a soma dos postos das diferencas negati-
vas, ou em 7. a menor das duas somas.

O teste de sinais com posto serve como uma alternativa tanto ao teste de sinais com uma
amostra quanto ao teste de sinais com pares de amosiras; como tal, ele € aplicivel quando a pro-
babilidade de obter um valor inferior & mediana ¢ igual 4 probabilidade de obter um valor supe-
rior & mediana, lustraremos esse teste agui com as medigtes da octanagem de uma certa marca
de gasolina especial, baseadas nas quais testaremos a hipitese nula fi = 98,5 contra a hipdtese al-
ternativa fi < 98,5, ao nivel 0,01 de significiincia.

As medigies estiio exibidas na coluna da esquerda na tabela a seguir, sendo gue na coluna do
meio aparecem as diferengas obtidas subtraindo 98,5 de cada medicio:

* Como o teste de simal com posto & uma alternativa ao teste de sinal, esta seglio ¢ a Seciio [8.4 podem ser omitidas sem perda de
continuidade.
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Medigges Diferengas Postos
97.5 -0 4
95,2 =33 12
97.3 =12 G
96.0 -2.5 10
96.8 -1.7 7

100.3 1.8 8
974 =11 5
95,3 -3.2 11
0932 =53 14
99.1 0.6 2
96.1 -24 9
97.6 -0.9 3
G982 0.3 |
98.5 0.0
94,9 -3.6 13

Depois de descartar a diferenga zero, verificamos que a menor diferenga numérica é 0,3, a proxi-
ma menor diferenga numérica € 0,6, a seguinte menor diferenga numérica ¢ 0.9,..., e a maior di-
ferenga numérica ¢ 5,3, Esses postos estdo mostrados na terceira coluna, e segue que

T =8+2=10
T =4+ 124+6+104+74+54+11 +144+94+3+1+13
=95

¢, portanto, T'= 10. Como T e igual & soma dos inteiros de | an, ou scja, ﬂﬂitﬂ., poderia-

mos ter obtido T~ mais facilmente subtraindo TV = 10 de % = 105. [Niio ocorreram empates de

posto nesse exemplo mas, como observamos anteriormente, s¢ ocorrerem empates, atribuimos a
cada um dos valores empatados (diferengas) a média dos postos que elas ocupam conjuntamente.

A estreita relac@o entre 71, T~ e T ¢ também refletida por suas distribuictes amostrais, um
exemplo disso, para n = 5, sendo ilustrado na Figura 18.2. Como hd uma chance meio a meio pa-
ra cada posto cair numa das diferengas positivas ou numa das diferengas negativas, existe uma to-

talidade de 2" possibilidades, cada uma com a probabilidade (3)". Para obter as probabilidades as-
sociadas com os diversos valores de 7%, 77 e T, contamos o niimero de maneiras pelas quais es-
ses valores de T, T~ e T podem ser obtidos e multiplicamos por (5)". Por exemplo, paran =3¢

T* =6, existem as trés possibilidades 1e5.2e4. e | e 2 ¢ 3, ¢ a probabilidade é 3 - I{%}ﬁ = %.cu—

mo mostra a Figura 18.2.

Para simplificar a construgiio de tabelas de valores criticos, basearemos todos os testes da hi-
pétese nula I = [, na distribuigiio de T e a rejeitaremos para os valores que caem na cauda es-
guerda. Devemos ler o cuidado, éntretante, para utilizar a estatistica e o valor critico correlos,
Quando [T < [I,, entdo T tende a ser pequeno e, assim, quando a hipdtese alternativa € i < fi,. ba-
seamos o teste em T quando fi > fi,. entdio T~ tende a ser pequeno e, assim, quando a hipdtese
alternativa é fi > fi,, baseamos o teste em T 7; e quando i # Ji,. entiio ou 7 ou 7~ tende a ser pe-
queno, ¢ assim, quando a hipotese alternativa € fi # [i,. baseamos o teste em 7. Essas relagGes es-
tdo sintetizadas na tabela seguinte:
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EXEMPLO RERS

Solucéo

Figura 18.2
Distribuiciio de T+
e paran=3.

Aceitar a hipitese

Hipdtese Rejeitar a mider ou reservar

alternativa hipdrese nula se Julgamento se
jE < i Tt =T T s B
Ji = g I~ = Ta T~ =T
it # fig | r=1, | T>T,

Na Tabela V1., no fim do livro, encontram-se os valores necessirios de T, que siio os maiores va-
lores de T para os quais a probabilidade de T<T, ndo excede ¢ 0s espagos em branco na tabela
indicam que a hipdtese nula ndo pode ser rejeitada, independentemente do valor obtido para a es-
tatistica de 1este. Nole que os mesmos valores criticos servem para testes em diversos niveis de
significincia. dependendo de a hipdlese aliernativa ser unilateral ou bilateral.

Com referéneia is medigies da oclanagem & pdgina 457, use o lgsle de sinais com posio, ao nivel
0,01 de significincia, para testar a hipdtese nula [ = 98,5 contra a hipdiese allernativa fi < 98,5.

1. H i Hg=935
H, : <985

=001

3. Rejeitar a hipdtese nula se T+ <16, onde 16 ¢ o valor de T2 para i = 14; caso contririo,
aceitd-la ou reservar julgamento.

4. Conforme mostrado 3 pigina 457, T = 10.

5. Como T = 10¢ menor do que 16, a hipdtese nula deve ser rejeitada. Concluimos que a
medi¢io de octanagem mediana da marca de gasolina especial considerada ¢ menor do gue
98,5, =
Se nesse exemplo livéssemos oplado por usar um computador, teriamos obtido um impresso

de MINITAB como o da Figura 18.3. Uma vantagem de wiilizar vm computador ¢ que niio preci-

samos nos referir a uma tabela especial; a Figura 18.3 dd o valor de p como sendo 0,004, Isso
também teria levadoe a rejeicio da hipétese nula.

(/32
; 4132
I
33z
I
2/32 | 232 232
I
132 - 1432
1
i i i i i i i ll.rl L i i i ] L i i 'l 1 i i i ] i
012345678 9101112131415 01234567
Distribuigie de T ou T~ Distribuigio de T



Figura 158.3
Impresso de com-
putador para o
Exemplo 18.5.

EXEMPLO RERS

Selucéo

Teste de Sinais com Posto de Wilcoxon: Octanagem

Tegt of median = 98.50 vercus median < 98.50

N for Wileoxon Estimated
M Test Statistic P Median
Octanes 15 14 10.0 0.004 96.85
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O 1este de sinais com posto também pode ser usado como uma alternativa para o teste de si-
nais para pares de amosiras. O procedimento ¢ exalamente o mesmo, mas guando escrevemos a
hipétese nula como I, = 0, entdo [, ¢ a mediana da populagio de diferengas amostrada.

Use o teste de sinais com posio para refazer o Exemplo 8.2, Os dados originais, relativos is per-
das semanais médias de horas de trabalho devidas a acidentes em dez inddstrias, antes ¢ depois
da adogao do programa de seguranga, estio exibidos na coluna da esquerda da tabela seguinte. A
coluna do meio contém suas diferengas e, descartando os sinais, os postos das diferengas numé-
ricas estio exibidos na coluna da direita.

Perdas de homens-hora

anies e depois Diferengas Postos
45 ¢ 36 9 @
73 ¢ 60 13 10
46 ¢ 44 2 &
124 ¢ 119 5 4.5
33 e 35 -2 2
57 e 51 & 7
83 ¢ 77 6 7
e29 5 4.5
20 e 24 2 2
17 e 11 i} T

Assim, T =2eTt =353

H, : [i,=0, onde fi, ¢ a mediana da populagio de diferencas amostradas (entre as perdas de
horas de trabalho antes e depois da adogiio do programa se seguranga).

Hy : fipg>0
a=005

Rejeitar a hipbtese nulase T~ <11, onde 11 € o valor de T, ,, para n = 10; caso contrdrio,

aceitar a hipdiese nula ou reservar julgamento.

Conforme mostrado anteriormente, T- =2,

Como 7™ =2 é menor do que 11, a hipdtese nula deve ser rejeitada. Concluimos que o pro-
erama de seguranga ¢ elicaz. (Se nesse exemplo tivéssemos usado uvm computador, teriamos
obtido um valor de p como sendo 0,003, e a conclus@o teria sido a mesma. ) O



SN&EWGGH

460  EsTatisTiCA APUCADA

I © TESTE DE SINAL COM POSTO (Grandes Amostras|

Quando n 6 15 ou mais, é considerado razodvel admitir que as distribuictes de TF e T~ sejam sa-
tisfatoriamente aproximadas por curvas normais. Nesse caso, podemos basear todos os testes em
T* ou em T~ e, como nfo interessa qual estatistica tomamos, vamos trabalhar aqui com a esta-
tistica T ¥,

Com base na suposigio de que cada diferenga tanto pode ser positiva como negativa, pode ser
mostrado que a média e o desvio-padrio da distribuicio amostral de T ¥ sio

r 1
Mépiae 20
DESVIOPADRAQ

DA ESTATISTICA _ [nt D@n+1)
'II"'i' !‘.l'-rl o T

Assim, para grandes amostras, o que nesse caso € n 2 15, podemos basear o teste de sinais com
posto na estatistica

Teste oe T
SINAIS COM o
POSTO PARA

GRANDES

AMOSTRAS

que € um valor de uma varidvel aleatdria aproximadamente de distribuigao normal padrio. Quan-
do a hipdtese alternativa € [T # i, (ou fi, # 0), rejeitamos a hipdtese nula se 22—z, 00 22 70
quando a hipotese alternativa € i > [, (ou fi, > 0), rejeitamos a hipdtese nula se 2 2 2, e quando
a hipdtese alternativa é [f < [, (ou [T, < 0), rejeitamos a hipotese nula se z<z,,.

BEIEGY 18.7  Os pesos de 16 pessoas, antes ¢ depois de submeterem-se a uma dieta para emagrecimento duran-
te duas semanas, siio os seguintes, em libras: 1690 ¢ 159.9; 188,6 ¢ 181,3; 222,1 ¢ 209,0; 160,1
¢162.3; 187,5¢ 183,5;202,5¢ 197,6; 167,8¢ 171,4; 2143 ¢ 202,1: 1438 ¢ 145,1; 198,2 ¢ 185,5;
1669¢ 158.6; 1429 ¢ 1454; 160,5¢ 159.5; 198,7 ¢ 190,6: 149,7 ¢ 149,0; ¢ 181,6¢ 183.1. Usc o
teste de sinais com posto para grandes amosiras ao nivel (L03 de significincia para testar se a dic-
ta para emagrecimento € elicaz.

Solugdo 1. H, : [,=0.onde [, ¢amediana da populagio de diferengas (entre os pesos antes e depois)
amostradas,

Hy : fp=0
=005
3. Rejeitar a hipotese nula se z = 1,645, onde
T+ — iy
I=—
O+

¢, caso contririo, aceitar a hipdtese nula ou reservar julgamento.

4. Os dados originais, as diferencas e os postos de seus valores absolutos estio exibidos na ta-
bela seguinte:
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Pesas antes
¢ depois Diferengas Postos
1690 ¢ 159.9 9.1 13
188.6 ¢ 1813 7.3 10
222,1 e 2090 13,1 16
160.1 ¢ 1623 =2,2 5
187.5 ¢ 183.5 4.0 8
2025 e 1976 4.9 9
167.8 ¢ 1714 G 7
2143 ¢ 202,01 12,2 14
1438 ¢ 1451 e 3
198.2 ¢ 185.5 12,7 15
1669 ¢ 158.6 8.3 12
1429 ¢ 1454 2.5 6
160.5 ¢ 159.5 1.0 2
198,7 ¢ 190.6 8.1 11
149.7 ¢ 1490 0.7 1
181.6 e I83,1 =13 4

Decorre gque

T*=134+104164+8+9+144+154+1242+11+1=111

16-17 1617
iy = 6T=6E -] Fre = % 319134

obtemos finalmente

e, Como

111 — 68
=— 222
19.34
5. Como z = 2,22 ¢ maior do que 1,645, a hipdtese nula deve ser rejeitada; concluimos que a
dieta para emagrecimento € eficaz. E
®

SOIDIDYIXT ——

#

*18.13 Em que estatistica baseamos nossa decisdo, e para que valores da estatistica rejeitamos
a hipdiese nula, se temos uma amosira aleatdria de tamanho = 10 e estamos utilizan-
do o teste de sinais com posto ao nivel 0,05 de significiincia para testar a hipdtese nula
H = [i, contra a hipdtese alternativa
(a) f1# [y
(b) fi> iy
(c) F<i,?

*18.14 Refaca o Exercicio 18.13 com o nivel de significiincia trocado para 0.01.

*18.15 Em que estatistica baseamos nossa decisiio, e para que valores da estatistica rejeitamos a
hipdtese nula, se temos uma amostra aleatéria de n = 12 pares de valores e estamos utili-
rando o teste de sinais com posto ap nivel 0,01 de significincia para testar a hipotese nu-
la ji,, = 0 contra a hipdtese alternativa
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*18.16
*18.17

*18.18
*18.19
*18.20

*18.21

*18.22

*18.23
*18.24
*18.25
*18.26

{a) E,, #0
(b) fi,=0;
(¢) fi,<0?
Refaga o Exercicio 18.15 com o nivel de significincia trocado para 0,05,

MNuma amostra aleatéria de 13 edicdes, um jornal relacionou 40, 52, 43, 27, 35, 36, 57, 39,
41, 34, 46, 32 e 37 apartamentos para alugar. Use o teste de sinais com posto, ao nivel 0,05
de significiincia, para testar a hipdlese nula [ = 45 contra a hipdtese alternativa

(a) Ji<45;

(b) [I#45.

Use o teste de sinais com posto para refazer o Exercicio 18.1.
Use o teste de sinais com posto para refazer o Exercicio 18.3.

Numa amoestra aleatdria obtida num parque de recreagiio pliblico. foram necessdrios 38,
43, 36, 29, 44, 28, 40, 50, 39, 47 ¢ 33 minutos para jogar uma partida de (&nis. Use o tes-
te de sinais com posto, ao nivel 0,05 de significiineia, para testar se $io, ou nio, necessd-
rios 33 minutos, em média, para jozar uma partida de énis naquele parque.

Numa amostra aleatéria de 15 dias de verdo, duas cidades do estado norte-americano do
Arizona reportaram as seguintes temperaturas médximas em graus Fahrenheit: 102 ¢ 106,
103 e 110, 106 ¢ 106, 104 ¢ 107, 105¢ 108, 102 e 109, 103 ¢ 102, 104 e 107, 110 112,
109¢e 110, 100 e 104, 110e 100, 105 108, 111 ¢ 114, e 105 e 106, Use o teste de sinais
com posto, ao nivel 0,05 de significiincia, para testar a hipdtese nula fi,, = 0 contra a hipd-
tese alternativa jI, < 0.

A seguir estio os ndmeros de Centificados de Depdsito (CD), de trés meses e de seis meses,
que um banco vendeu numa amostra aleatdria de 16 dias Gleis: 37¢ 32,33 ¢22,29¢ 26, 18
€33 41e25.42¢34, 33243, 51e31,36e24,29e22,23e¢ 30,2829, 44 ¢ 30, 24 ¢ 26,
27 e 18, e 30 ¢ 35, Teste ao nivel 0,05 de significincia se o banco vende igualmente os dois
tipos de CD contra a hipitese alternativa de que vende mais CD de trés meses, usando

(a) oteste de sinais com posto baseado na Tabela VI;

(b) o tesie de sinais com posto para grandes amostras,

Use o teste de sinais com posto para grandes amostras para refazer o Exercicio 18.21.
Use o tesie de sinais com posto para grandes amostras para refazer o Exercicio 18.7.
Use o teste de sinais com posto para grandes amosiras para relazer o Exercicio 18, 10.

A seguir € dada uma amostra aleatdria das notas obtidas por maridos ¢ suas esposas num
teste de reconhecimento espacial;

Maridos Esposas Maridas Espasas
108 103 125 120
104 116 96 98
103 106 107 117
112 104 115 130

99 99 110 101
105 94 11 100
102 110 103 96
112 128 105 99
119 106 124 120

106 103 113 116
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Use o teste de sinais com posto para grandes amostras, ao nivel 0,05 de significancia, pa-
ra testar se maridos ¢ esposas s saem igualmente bem nesse lesie.

E #18.27 Use um computador para refazer o Exercicio 18.20.
L] *18.28 Use um computador para refazer o Exercicio 18.21.
L] #18.29 Use um computador para refazer a parte (a) do Exercicio 18.22.

B O tESTE U

Vamos agora apresentar uma alternativa nfio-paramétrica para teste £ de duas amostras relativa a
diferenga entre duas médias populacionais. Essa alternativa é denominada o teste U ou, s vezes,
teste da soma de postos de Wilcoxon, ou ainda, teste de Mann-Whitney, em homenagem aos
estatisticos que contribuiram para seu desenvolvimento. Os diferentes nomes refletem a maneira
na qual siio organizados os cileulos; do ponto de vista ldgico, esses testes sio todos equivalentes,

Com esse teste, conseguimos verificar se duas amosiras independentes provém de popula-
¢oes idénticas. Em particular, podemos testar a hipdtese nula i, = 1, sem precisar supor gue as
populacdes amostradas tenham aproximadamente a forma de distribuigGes normais. Na realida-
de. o teste exige apenas que as populagies sejam continuas (para evilar empaltes), ¢ mesmo ¢ssa
exigéneia ndo ¢ eritica. desde que o mimero de empates seja pequeno. Observe, entretanto, gue
de acordo com o diciondrio de termos estatisticos de Kendall ¢ Buckland, o teste U testa a igual-
dade dos parimetros de localizacio de duas populagdes que 8o, no mais, idénticas. E ¢ claro gue
existem muitos parimetros de localizacio. Por exemplo, na Figura 18.5 4 pdgina 466, os parime-
tros de localizagio em questio sio as medianas populacionais. Aqui elas sio denotadas por ETA
e ETA2. onde anteriormente tinham sido denotadas por [I, e [I..

A fim de ilustrar como aplicar o teste U, suponha que queiramos comparar o tamanho do
grio de areia obtido em duas localidades diferentes da superficie da Lua, com base nos didmetros
seguintes (em milimetros):

Localidade 1: 0,37 070 075 030 045 0,16 062 073 033
Localidade 2: 0,86 055 080 042 097 084 024 051 092 059

As médias dessas duas amostras siio 0,49 e (0,68, e sua diferenca parece grande. mas resta ver
se ¢ significante.
Para aplicar o teste U, primeiramente dispomos os dados conjuntamente, como se constituis-
sem uma tinica amostra, em ordem crescente de magnitude. Com nossos dados obtemos
016 024 030 033 037 042 045 051 055 0.62
I 2 i i y A& 1 8. B i
0,60 070 073 075 080 084 086 092 097
2 1 1 1 2 2 2 2 2

onde, para cada valor, indicamos se provém da localidade 1 ou da localidade 2. Atribuindo aos da-
dos, nessa ordem, os postos 1, 2, 3, .. ., ¢ 19, vemos que os valores da primeira amostra (locali-
dade 1) ocupam os postos 1, 3,4, 5,7, 10, 12, 13 ¢ 14, enguanto que o5 da segunda amostra (lo-
calidade 2) ocupam os postos 2,6, 8,9, 11, 15, 16, 17, 18 ¢ 19, Niio hd empates aqui entre valo-
res nas diferenies amostras, mas, se houvesse, atribuirfamos a cada uma das observagGes empa-
tadas a média dos postos gque elas ocupam conjuntamente. Por exemplo, sc o lerceiro ¢ o guarlo
valores siio iguais, atribuimos a cada um o posto % = 3.5 e se 0 nono, o décimo e o décimo pri-

: b ; 0410411
meiro valores sdo iguais, atribuimos a cada um o posto ==5— = 10. Quando hd empates entre
valores pertencentes & mesma amostra, ndo importa como sejam seus postos. Por exemplo, s¢ o
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terceiro ¢ o quarto valores sfio iguais, mas perlencem i mesma amostra, nfio importa qual seja
considerado como posto 3 e qual como posio 4,

Porém, se hd uma diferenga considerdivel entre as médias das duas populagdes, a maioria dos
postos mais baixos tende a acompanhar os valores de uma das amostras. enguanto a maioria dos
postos mais altos tende a acompanhar os valores da outra amostra. O teste da hipdtese nula, de
que as duas amostra provenham de populagtes idénticas, pode, pois basear-se em W, a soma dos
postos dos valores da primeira amostra, ou em W.. a soma dos postos dos valores da segunda
amostra. Na préitica, nfio importa gual seja a designada como a amosira | e qual seja designada
como a amosira 2, nem se baseamos o teste em W, ou em W, (Quando os tamanhos das amostras
sdo diferentes, costumamos rolular por amostra 1 a menor das duas amosiras, mas isso nio serd
necessdrio para 0 nosso trabalho.)

Se os tamanhos das amostras s3o n, e n,, a soma de W, e W, € simplesmente a soma dos pri-
MEIros 1y + i, INLEIros posilivos, que sabemos ser

(g +nalm +02+ 1)
2

Essa férmula permite encontrar W, se conhecermos W, ¢ vice-versa. Para nossa ilustracio obtemos
Wi=143+44+54+7+10+12+13+14 =69

l—"’-f—':' = 190, decorre gue

¢ como a soma dos 19 primeiros inteiros positivos ¢
Wr =19 —-a9 =121
{Esse valor ¢ a soma dos postos 2, 6, 8,49, 11, 15, 16, 17, [8e 19).
Quando primeiro propusemaos a utilizagiio de somas de postos como uma alternativa nio-pa-

ramétrica do teste 7 de duas amosiras, a decisio foi baseada em W, e W,. Hoje em dia, é mais co-
mum basear a decisio em uma das duas eslatisticas

EST;ES“CAS T fipleg 1)

= o ( r2+ 1)
n3(na

U3 = “‘rg - T

ou na estatistica U, que ¢ sempre igual & menor das duas. Os testes resuliantes siio equivalentes
ao testes baseados em W, ou W,, mas t&m a vantagem de prestarem-se mais facilmente & constru-
¢io de tabelas de valores criticos. Nao s6 os testes U, e U, tomam valores no mesmo intervalo de
() a nyn, — de fato, sua soma ¢ sempre igual a n,n, — mas m distribuigdes idénticas que sio si-
métricas em relagio a =5+, A Figura 18.4 ilustra a relagio entre as distribuigdes amostrais de /),
U, e U para o caso especial emque n, =3 e ny, = 3,

Como jd fod dite anteriormente, supomos gue estamos ratando com amosiras aleatdrias in-
dependentes de populagtes idénticas, mas estamos mais interessados no caso g, = 4, Como na
Seciio 18.3, basearemos todos os lestes na distribuigiio amostral de uma Gnica ¢ mesma estatisti-
ca. Entretanto, aqui essa € a estatistica U, ¢ rejeitaremos a hipdiese nula para valores caindo em
sua cauda esquerda. Contudo, novamente devemos ter cuidado para utilizar a estatistica ¢ o valor
eritico corretos, Se U4, < ., entiio U, wende a ser pequeno ¢, assim, quando a hipdtese alternativa
é i, < u,, baseamos o teste em U1 se i, > o, entédo L/, tende a ser pequeno e assim, quando a hi-
potese alernativa & g, >y, baseamos o teste em U,: e se i, # [4,, entdo ou U, ou U, tende a ser
pequeno, ¢ assim, quando a hipGtese alternativa € y, # 1, baseamos o teste em U, Tudo isso estd
sintetizado na tabela seguinte:
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Figura 184
Distribuigdo de U,
U,elUparan, =3¢
=3

Aceirar a hipitese

Hiporese Rejeirar a nula ow reservar
alternativa hipdtese mula se Julgamento se

M1 = H2 Uy = Uy th = U

> Mo Uz = Uy, s> Uz,

My F 2 U=u, U=U,

Os valores necessdrios de U, que sio os maiores valores de U para os quais a probabilidade de
U= U, nio € maior do que &, podem ser encontrados na Tabela VII, no fim do livro; os espagos
em branco na tabela indicam que a hipdtese nula ndo pode ser rejeitada, independentemente do
valor obtido para a estatistica de 1este. Note que o8 mesmos valores criticos servem para lestes em
diferentes niveis de significincia, dependendo de a hipétese alternativa ser unilateral ou bilateral.

Com referéncia aos dados dos tamanhos de grios i pdgina 463, use o teste U ao nivel 0,05 de sig-
nificéncia para testar se as duas amostras provém, ou ndo, de populagdes com médias iguais.

L H, @ uy=p,
Hy ooy =1,
2. o=005
Rejeitar a hipttese nula se £/ <20, onde 20 ¢ o valor de U/, . para n, =9 e n, = 10; caso con-
tririo, reservar julzamento,

o

4. Jd tendo mostrado & pigina 464 que W, =69 ¢ W, = 121, oblemos

szﬁg—¥=24
i0-11
Up =121 - 2 = 66

e, portanto, U/ = 24, Note que U, + U, = 24 + 66 = 90, que ¢ igual ann, =9 - 10.

5. Como U =24 ¢ maior do que 20, a hipdtese nula ndo pode ser rejeitada; em outras palavras,
nio podemos concluir que haja diferenga na média do tamanho do griio de arcia das duas lo-
calidades na Lua. |

.34

0,20

AL R} 0.10

L i i i i i 'l i

g 1 2 3 o4 5F & 08 % 0 1 2. 3 4
Distribuicho de L ou LUy Distribuigio de Lf
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Teste de Mann-Whitney e C1: Loc. 1, Loc. 2
Loc. 1 N=3g Median = 0. 4500
Loc. 2 Ho= 10 Median = 0. 7450
2y " W= g8.0
Figura 18.5 Test of ETAl = ETAZ vs ETAl not = ETA2 is significant at 0.0942
Impresso de com-
puladofparaﬂ Cannot rejett at alpha = .05
Exemplo 188,

Se nesse exemplo tivéssemos optado por usar um computador, o MINITAB teria produzido a Fi-
gura 18.5. No impresso, ETA (a letra grega 1) denota a populag@io mediana, que antes tinha sido
denotada por {I. Também W= 69 ¢ a estatistica que antes foi denominada W,, e o valor de p é no-
vamente 0,0042, Como 0,0842 excede 0,05, concluimos {como antes) que a hipdtese nula nio po-
de ser rejeitada.

FAAe] 18.9  Os tempos de queima (arredondados até o décimo de minuto mais proximo) de amostras aleatd-
rias de dois tipos de sinais de emergéncias:

Mareal: 172 181 193 211 144 137 188 152 203 175
Marea2: 13.6 190 I11.8 146 143 225 123 135 109 148

Use oteste If ao nivel 0,03 de significiincia para testar se € razodvel dizer que, em média, os si-
nais da marca | siio melhores (duram mais) do que os sinais da marca 2.

SolusGo 1. H, : u,=u,
Hy vpy>
o =005

3. Rejeitar a hipétese nula se U, =27, onde 27 é o valor de U, ,, paran, = 10en, = 10; caso con-
tririo, aceitd-la ou reservar julgamento.

4. Dispondo os dados conjuntamente de acordo com o tamanho, vemos que os valores da se-
gunda amostra ocupam os postos 5, 16,2, 9,7, 20, 3, 4, 1 e 10, de modo que

Wa=54+16+2+9+7T+20+3+4+1+10=77

=

5. Como U, = 22 é menor do que 27, a hip6tese nula deve ser rejeitada; concluimos que os si-
nais da marca | sio, realmente, melhores do que os da marca 2. =]

- O TESTE U |Grandes Amosiras)

O teste U para grandes amostras pode ser baseado tanto em U/, quanto em U, conforme defi-
nido & pdgina 464, mas como os lestes resullantes sdo equivalentes, ndo importando qual
amostra denotamos por amostra | ¢ qual denotamos por amostra 2, vamos utilizar agui a esta-
tistica U .
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Com base na suposigiio de que as duas amostras provenham de populagbes continuas idénti-
cas, pode ser mostrado que a média ¢ o desvio-padrio da distnbuicio amostral de U sdo®

Méoia e i
DESVIO- - 2
PADRAO DA ~ Jmnzlﬂ|+ﬁz+'ﬂ
ESTATISTICA U, = 12

Observe que essas [Grmulas permanecem as mesmas quando permutamos os indices 1 ¢ 2, mas
isso niio deve constituir surpresa — como salientamos i pagina 464, as distribuices de U, ¢ U, sio
as mesmas.

Além disso, se n, e n, siio ambos maiores do que B, a distribuigiio amostral de U, pode ser sa-
tislatoriamente aproximada por uma distribui¢iio normal, Assim, bascamos o teste da hipotese nu-
la g1, = i, na estatistica

Estatisnica L= Y=
PARA O TESTE U a0,
DE GRANDES

AMOSTRAS

que tem aproximadamente a distribui¢io normal padrio. Quando a hipdtese alternativa é 1, # [,
rejeitamos a hipdtese nula se 2 €=z, 0U £ 2 2, quando a hipdtese alternativa € g, > [, rejeita-
mos a hipdtese nula se z 2 z,; e quando a hipdtese alternativa € 4, < i, rejeitamos a hipdtese nu-
lasezs—z .

Os aumentos de peso de duas amostras aleatdrias de perus novos alimentados com duas ragoes di-
ferentes, mas, afora isso, mantidos em condigdes idénticas, sio os seguintes, em libras:

Racio 1: 163 100 10,7 135 149 118 143 102
120 147 236 151 145 184 132 140

Ragio 2: 21,3 238 154 196 120 139 188 192
153 200 148 189 207 211 158 162

Use o teste U para grandes amostras ao nivel 0,01 de significiincia, para testar a hipdtese nula de
que as duas populagtes amostradas sfio idénticas, contra a hipdtese alternativa de que, em média,
a segunda ragdo produz um aumento maior de peso,

Solugiio 1. H, : u, =, (populagdes sio idénticas)
Hy i<y
=001

3. Rejeitar a hipdtese nula se 2 <-2.33, onde

Uy = ey
T,y

Z

# Quando hi empaies em postos, a formula do desvio-padriio dd apenas uma aproximagiio mas, a menos que o ndmero de empates
seja muito grande, raramente hid a necessidade de Fazer alguma corregiio.
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e ki

¢, caso contririo, aceitar a hipdlese nula ou reservar julgamento.

4. Dispondo os dados conjuntamente de acordo com o tamanhe, vemos que os valores da pri-
meira amostra ocupam os postos 21; 1; 3;8; 15;4; 115 2; 5.5; 13; 315 16; 12; 22; T ¢ 10,
(O quinto ¢ sexto valores sdo iguais a 12,0, de modo que atribuimos o cada um deles o pos-
o 3,5.) Assim,
Wi=1+2+3+4+35+7+8+10+11+12+13

+ 15416+ 21 +22 431

= 1815
e
Uy =181.5— # =455
Como py, = 'Efzj =128eco, = %ﬁ %2 26,33, segue que
455 — 128
i -3,11

5. Comoz=-311 ¢ menor do que — 2,33, a hipdtese nula deve ser rejeitada; concluimos que,
em média, a segunda ragiio produz maior aumento de peso. [}

BN © TESTE H

() teste H, ou teste de Kruskal-Wallis, ¢ um teste de soma de postos que serve para testar a su-
posigio de que & amostras aleatdrias independentes provém de populagGes idénticas e. em parti-
cular, a hipétese nula de que y, = U4, = - - - = i, conira a hipdtese alternativa de que essas médias
niio sdo todas 1guais. Ao contrdrio do teste padriio que ele substiti, a andlise da varidncia de um
critério. da Seciio 13.3, o teste H niio exige a suposiciio de que as populagdes amostradas tenham,
pelo menos aproximadamente, distribuigtes normais.

Tal como no teste U, os dados sio disposios conjuntamente de baixo para cima, como s¢
constituissem uma fnica amostra. Entfio, se R, € a soma dos postos atribuidos aos n, valores da i-
ésima amosirae n =1, + 1, + - -+ 1, 0 lesle H € baseado na estatistica

Estatistica 2 LR
PARA O TESTE H ”=m§rm+“

Se a hipdtese nula ¢ verdadeira e se cada amostra lem. pelo menos, cinco observagtes, em geral
¢ considerado razodvel aproximar a distribuicdo amostral de H por uma distribuicio qui-quadra-
do com & — | graus de liberdade. Conseqiientemente, rejeitamos a hipdtese nula g, =g, =--- =,
¢ aceilamos a hipdtese alternativa de que essas médias ndio sio 1odas iguais, quando o valor obti-
do para H ¢ maior do que ou igual a x{‘: para & — 1 gravs de liberdade.

F40HEe) 18.11  Distribuem-se os estudantes aleatoriamente por grupos que estudam espanhol por trés métodos
diferentes: (1) ensino em sala de aula e laboratério de linguagem, (2) apenas ensino em sala de
aula e (3) apenas auto-¢studo em laboratdrio de linguagem. Sio apresentadas, a seguir, as notas
do exame final de amostras de estudantes dos (rés grupos:
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e ek e el

Método 1: 94 88 91 74 86 97
Método 2; 85 82 749 B4 6l T2 80
Método 3: 89 67 T 16 64

Use o teste H ao nivel 0,03 de signilicincia para testar a hipdtese nula de que as populagtes ori-
ginais sio idénticas, contra a hipdiese alternativa de que suas médias nio siio todas iguais.

1. H, : i ==, (As populagbes sio idénticas.)
Hy : Wy, s e 4y ndo sio todas iguais.
=005

3. Rejeitar a hipétese nula se H = 5991, que ¢ o valor de an.u:i para 3 — | =2 graus de liberda-
de; caso contrdrio, aceitd-la ou reservar julzamento,

4. Dispondo os dados conjuntamente de acordo com o tamanho, obtemaos 61, 67,649, 72, 72, 74,
T6, 79, B0, 82, 84, 85, 86, 88, 89, 91, 94 ¢ 97. Atribuindo aos dados, nessa ordem. os postos
Vit cem ¢ 18, oblemos

Ri=6+134+14+10+17+ 18 =84
Re=1+4+454+84+94+10+114+12=555
Ry=2434+45474+15=315

e segue que

12 /84 555 315
o — ] — =L = e .19
. 13~].9(6+ 7 ¥ 5) ¥l
% 6,67

5. Como H = 6,67 ¢ maior do que 5,991, a hipétese nula deve ser rejeitada; concluimos que os
trés métodos de ensino nio sio odos igualmente eficarzes. |

Se tivéssemos utilizado um computador para esse exemplo, terfamoes encontrado que o valor p
correspondente a H = 6,67 ¢ 0,036, ¢ que o valor p ajustado ao empate também € 0,036, Como 0,036
¢ menor do que 0,05, teriamos concluido, como antes, que a hipdtese nula deve ser rejeitada,

o,

SOIDIOYIXT —

L
18.30 Em que estatistica baseamos a decisiio e para gquais valores da estatistica rejeitamos a hi-

pétese nula g, = W, se temos amosiras aleatérias de tamanhos n, =9 ¢ n, = 9 ¢ estamos
usando o teste U baseado na Tabela VII ¢ o nivel 0.05 de significincia para testar a hipd-
tese nula conira a hipdtese alternativa
(a) oy > g
(b) i, #
(c) u,<p?

18.31 Refaga o Exercicio 18.30 com o nivel de significincia trocado para 0,01.

18.32 Em que estalistica baseamos a decisio e para quais valores da estatistica rejeitamos a hi-
pitese nula i, = i, se temos amostras aleatorias de tamanhos i, = 10 ¢ 1, = 14 ¢ estamos
usando o teste IV baseado na Tabela VII e o nivel 0,01 de significincia para testar a hipo-
tese nula contra a hipdtese alternativa
{a) Hy =
(b) o, #

(€} oy <p,?
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18.33
18.34

18.35
18.36

18.37

ol 1838

18.39

18.40
18.41

o 1842

1843
18.44

I 1845

Refaga o Exercicio 18.32 com o nivel de significincia trocado para 0,05.

Em que estatistica baseamos a decisiic e para quais valores da estatistica rejeitamos a hi-
pdtese nula i, = (4, contra a hipdtese alternativa g, # i, se estamos usando o teste [ ba-
seado na Tabela VI e o nivel 0,05 de significineia, ¢

(a) my=d4em=6;

(b) n,=9en=8;

{e) m=5em=12;

(d) ny=7en,=37

Refaga o Exercicio 18.34 com a hipéiese alternativa trocada para y, > i,

Explique por que nio hd valor na Tabela VII para U, correspondente an, =3 en, =3,
{Sugestdo: Recorra i Figura 18.4)

As notas obtidas por amostras aleatérias de estudantes de dois grupos de minorias num
teste de eventos contemporiineos foram as seguintes:

Minoria 1: 73

3]

Minoria 2: 51
49

82 39
67 50

42 36
66 25

68
26

53
64

Use o teste U baseado na Tabela VII para testar ao nivel 0,05 de signilicincia se pode ser
esperado gue os estudantes das duas minorias se saiam igualmente bem nesse lesie,

a1 75
37 65

83 59
18 76

Use um computador para refazer o Exercicio 18,37,

s mimeros de minutos gue amostras aleatdrias de 15 homens e 12 mulheres levaram pa-
ra completar um teste escrito para renovagao de sua carteira de motorista 530 os seguintes:

Homem: 99 74 89 91 77 97 118 75
92 100 102 95 108 BO 110
Mulher: 86 109 98 107 94 103
73 1L 76 93 88 96

Use o teste U baseado na Tabela VII para testar ao nivel 0,05 de significincia se vale i, = t,
ou niio, onde K, ¢ 4, sio os tempos médios que homens ¢ mulheres levam para completar o
leste,

Use o teste U/ para grandes amostras para refazer o Exercicio 18.39.

Os nameros de Rockwell da dureza de seis moldes de aluminio selecionados aleatoria-
mente do lote de produgiio A e oito moldes selecionados do lote B siio os seguintes:

Lote de Produgio A: 75 56 63 70 58 74
Lote de Produgao A: 63 85 77 80 86 76 72 82

Use o teste U baseado na Tabela VII para testar ao nivel 0,05 de significincia se a dureza
dos moldes do lote B ¢, em média, superior 4 dos moldes do lote A,

Use um computador para refazer o Exercicio 18,41,
Use o teste U para grandes amostras para refazer o Exemplo 18.8.
Use o teste U para grandes amostras para refazer o Exemplo 18.9,

Use um computador para refazer o Exemplo 18.10.
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MR TESTES DE ALEATORIEDADE: REPETICOES

Todos os métodos de inferéncia estudados neste livro baseiam-se na suposicio de que nossas
amostras sejam aleatdrias; todavia, hd muitas aplicagtes em que € dificil determinar se tal supo-
sigio € justilicdvel. Isso ¢ verdade, particularmente, quando temos pouco ou nenhum controle so-
bre a seleciio dos dados, como € o caso, por exemplo, quando nos baseamos nos dados que estiio
disponiveis para fazer previses meteoroldgicas a longo prazo, quando utilizamos os dados que
estio disponiveis para estimar a taxa de mortalidade de uma doenga, ou quando utilizamos regis-
tros de vendas de meses passados para fazer previsdes sobre as vendas fuluras de uma loja de de-
partamentos, Nenhuma dessas informacdes constitui uma amostra aleatdria no sentido estrito.

Existem vdrios métodos para julear a aleatoriedade de uma amostra com base na ordem em
que se obiém as informagdes: eles nos permitem decidir, depois de coletados os dados, se os pa-
drdes que parecem suspeitamente nio-aleatdrios podem ser atribuidos ao acaso. A téenica que va-
mos desenvolver aqui e nas duas proximas secfes, o teste i, ¢ haseada na teoria de repeticbes.

Uma repeticiio € uma sucessiio de letras (ou qualguer outro simbolo) idénticas seguida e pre-
cedida por letras diferentes (ou por nenhuma letra). A titulo de ilustragio, consideremos o seguin-
te arranjo de drvores sds, S, ¢ doentes, D, plantadas hi muitos anos ao longo de uma estrada se-
cundiiria;

HHHH DDD HHHHHHH DD HH DDDD

Sublinhando as letras que constituem as repetigdes, vemos que hd repetigies de quatro S, depois
uma repeticio de trés D, depois uma repeticiio de sete S, depois uma repeticiio de dois D, depois
uma repeticio de dois S e finalmente uma repeticio de quatro £,

O nitmero total de repeticdes que aparecem num arranjo desse tipo costuma ser uma boa in-
dicagio de uma possivel falta de aleatoriedade. Se hd muito poucas repetigdes, podemos suspei-
tar de vm agrupamento ou conglomerado definido, ou talver de vma tendéncia; se hi demasiado
repetigies, suspeitamos de algum padrio alternativo repetido ou ciclico. No exemplo precedente
parece haver um conglomerado definido — as drvores doentes parecem vir aos grupos — mas res-
ta saber se isso € realmente significante ou se pode ser atribuido ao acaso.

Se hi n, letras de um tipo, », letras de um outro tipo, e ¥ repetigies, baseamos esse tipo de
decisio no seguinte critério:

Rejeitar a hipitese nula de aleatoriedade se
u gﬂi.]fz o m o= Herz

onde i), e u,, sao dados na Tabela VIII para valoresde n, e n, até 15, e x=005e =
0,01.

MNa construgdo da Tabela VIIL ), ¢ 0 maior valor de « para o qual a probabilidade de w < 1, nio
excede o2, ¢ u,,, € 0 menor valor de u para o qual a probabilidade de v 2 u,, niv excede o/2; os
espagos em branco na tabela indicam que a hipdtese nula nio pode ser rejeitada para valores na-
quela cauda da distribuigiio amostral, independentemente do valor obtido para u.

FAINAE] 18.12  Com referéncia ao arranjo das drvores siis ¢ doentes citado anteriormente, apligue o teste u 20 ni-
vel 0,05 de significincia para testar a hipotese nula de aleatoriedade contra a hipdlese alternativa
de que o arranjo niio € aleatério.
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Solucdio 1. H,: O arranjo € aleatdrio.
H,: O arranjo niio ¢ aleatdrio.

o= 0,05

3. Rejeitar a hipitese nula se u S6.oun 2 17, onde 6 ¢ 17 sio 0s valores de i’ s € i, 4,5 para
n, = 13 e n, = 9; caso contririo, aceiti-la ou reservar julgamento.

4. u =06, por inspeg¢io dos dados.

5. Comon=6¢igual ao valor de u' ... a hipitese nula deve ser rejeitada; coneluimos que o ar-
ranjo de drvores sas ¢ doentes ndo € aleatério. Ha menos repeticies do que seria esperado e
parcce que as drvores doentes dispdem-se em conglomerados. =

IR TESTES DE ALEATORIEDADE: REPETICOES (Grandes Amostras)

Sob a hipétese nula de que n, letras de um tipo ¢ i, letras de um outro tipo estejam dispostas alea-

toriamente, pode ser mostrado que a média e o desvio-padriio de u, 0 nimero total de repetigies, sio

‘ g Znina +1
MEDFA E i+ nz
DESVIO-PADRAC ®
OF o _[2mna@ayng — ny — nz)

e \/{m +n2)(m + 02— 1)

Além disso, se nem n; nem n, € menor do que 1), a distribui¢iio amostral de « pode ser apro-
ximada satisfatoriamente por uma distribuicdo normal. Assim, bascamos o teste da hipdtese nula
de aleatoriedade na estatistica

E statisTicA

PARA O TESTE oo BT
DE GRAMDES Ty
AMOSTRAS

gue tem aproximadamenie a distribuigiio normal padrfio. Se a hipdilese alternativa € que a disposigiio
das letras nilo € aleatdria, rejeitamos a hipdlese nula para £ £z, 0u £ 2 25, s¢ a hipdtese alternati-
va € que hd um aglomerado ou uma tendéncia, rejeitamos a hipdtese nula para z £z, ¢ se a hipd-
tese alternativa ¢ que hd um padr3o alternante. ou ciclico, rejeitamos a hipdtese nula paraz 2 z ..

18.13 O arranjo de homens, H, e mulheres, M, numa fila dnica para compra de entradas para um con-
certo de rock é o seguinte:

HMHMHHHMHMHHHMMHHHHEMMHMH
HHMHHHMMMHMHHHMHMHHHHMMH

Teste a aleatoriedade ao nivel 0,05 de significincia.

Soluciio 1. H,: O arranjo € aleatério.
H : O arranjo ndo ¢ aleatdrio.
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2. a=005

3. Rejeitar a hipdtese nula, se z £-1,96 ou z = 1,96, onde
g Wl
Ty
¢, caso contrdrio, aceitar a hipdtese nula ou reservar julgamento.
4. Comon, =30, n,= 8¢ n=27, ohlemos
2.30.18

e e e
L

_ f2:30-18(2-30-18 - 30— 18)
e G0+ 18230+ 18— 1)

=321

e, entido
_21-235

391 = 109

5. Como z= 1,09 cai entre — 1,96 e 1,96, a hipétese nula néiio pode ser rejeitada; em outras pa-
lavras, ndo hd evidéncia real que possa sugerir de que o arranjo nio seja aleatdrio. |

IR 1:STES DE ALEATORIEDADE: REPETICOES ACIMA E ABAIXO DA MEDIANA

() teste w nao estd limitado ao teste da aleatoriedade de segiincias de atributos, como os S e D,
ou H e M, de nossos exemplos. Qualquer amaostra que consista em medidas ou observagies nu-
méricas pode ser tratada de modo andlogo, utilizando-se as letras g e & para denotar valores que
estiio acima e abaixo da mediana amostral. Omitem-se os nimeros iguais 3 mediana. A seqiién-
cia resultante de a e b (representando os dados em sua ordem original) pede, entiio, ser testada
quanto i aleatoriedade com base no mimero total de repetigoes de a e b, a saber, o nimero total
de repeti¢ies acima e abaixo da mediana. Dependendo do tamanho de n, e n,, usamos a Tabe-
la VIII ou o teste de grandes amostras da Segiio 18,9,

EXEMPLO REHLE I G ¥ viagens (repeligdes) sucessivas entre duas cidades, um dnibus transportou

24 19 32 28 21 23 26 17 20 28 30 24
13 35 26 21 19 29 27 18 26 14 21 23

passageiros. Usando o ndmero total de repeticdes acima e abaixo da mediana, teste ao nivel 0,01
de significincia se € razodvel tratar esses dados como constituindo uma amostra aleatdria,
Solucio Como a mediana dos dados € 23,5 obtemos o seguinie arranjo de valores acima e abaixo dela:
abaabbabbaaabaabbaababbb
1. H; O arranjo ¢ aleatdrio,
H,: O arranjo niio € aleatdrio.
a=001

3. Rejeitar a hipdtese nula se u <6 ou u = 20, onde 6 ¢ 20 580 os valores de u . € 0, para
n, = 12 e n, = 12; caso contririo, aceilar a hipdlese nula ou reservar julgamento.
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4. u= 14 por inspegio do arranjo precedente dos a ¢ b.

5, Como u= 14 cai entre 6 e 20, a hipéiese nula ndo pode ser rejeitada; em outras palavras, nio
hd evidéncia real para indicar que os dados ndo constituam uma amostra aleatdria. |

SOIDIDYIXT —
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18.55

18.56
18.57

18.58
18.59

18.60

18.61

18.62

18.63

18.64

&

A ordem em que um corretor recebeu 25 ordens para comprar, C, ou para vender, V, de
uma certa acio é;

S5S5BBBREBBBSBSSSSSSBREBESS

Use a Tabela VIII para testar a aleatoriedade ao nivel 0,05 de significiincia.
Use o teste de grandes amostras para refazer o Exercicio 18.55.

Um motorista compra gasolina ou num posto da Petrobréds, P, ou num posto da Ipiranga,
[, ¢ o arranjo a seguir mostra a ordem dos postos dos quais comprou gasolina 29 vezes do
longo de um determinado periodo de iempo:

ACACCACACACCAAACACCCACAAACCAC

Use a Tabela VIII para testar a aleatoriedade ao nivel 0,01 de significincia.
Use o teste de grandes amostras para refazer o Exercicio 18.57.

Teste, ao nivel 0,05 de significiineia, se pode ser considerado aleatério o arranjo seguinte
de motores defeituosos, D, e ndo-defeituosos, N, provenientes de uma linha de montagem:

NNNNNNNDNNNNNDDDNNNDDDNN

O arranjo a seguir indica se 60 pessoas, entrevistadas consecutivamente por um pesquisa-
dor, sfio favordveis, F, ou contrdrios, C, a um aumento de 1% no imposto sobre a gasolina
para financiar a recuperagio de estradas:

CFREFCCLCCFCCFFEFCCLC

cc
e P RPrPFCEFCEFEERFFR F F

CFFFCF CFFFCE
cFCEEC CFFFFC

Teste a aleatoriedade ao nivel 0,01 de significincia,

Para testar se um sinal de ridio contém uma mensagem ou se constitui um ruido aleatorio,
certo intervalo de tempo foi subdividido num mimero de subintervalos muito pequenos e,
para cada um desses, foi determinado se a intensidade do sinal excede, £, ou nio excede,
N, um determinado nivel de ruido de fundo. Ao nivel 0,05 de significincia. teste se o ar-
ranjo seguinte, assim obtido, pode ser considerado aleatdrio, indicando que o sinal niio
contém gualquer mensagem e que pode ser considerado como ruido aleatdrio:

ENNNNENENNNEENNNEENENNNEENNN
NNEENENNENNNEEENNNENENNNNNEN

Jogue uma moeda 50 vezes e teste. ao nivel 0,05 de conflianga, se a seqiiéneia resultante de
caras (K} e coroas (C) pode ser considerada aleatdria.

Resistre se 60 carros consecutivos chezando num estacionamento do acroporio sio locais,
L, da cidade, ou de outra cidade, O, Teste a aleatoriedade ao nivel 0,05 de significinecia.

No inicio da Segiio 11.1 foram fornecidos os seguintes ndmeros relativos ans minutos gue
36 pessoas levaram para montar um bringuedo “facil de montar™: 17, 13, 18, 19, 17, 21,
29,22, 16,28, 21, 15, 26, 23, 24,20, 8, 17, 17, 21, 32, 18, 25, 22, 16, 10, 20, 22, 19, 14,
30, 22,12, 24, 28 e 11. Teste a aleatoriedade ao nivel 0,05 de significiincia.
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18.65 Os pesos de 40 ovelhas de uma certa raga sio 66,2; 59.2; 70.8; 58.0; 64.3; 50,7, 62.5; 58.4;
48,7:52.4; 51,0, 35,7, 62.6; 52,3;41,2; 61.1; 52.9; 58,8, 64,1;48,9; 74,3; 50,3, 53,7; 535.5;
51.8; 55.8; 48.9; 51,8; 63,1; 44.6; 47.0; 49.0; 62,5; 45,0; 78,6; 54,2; 72.2; 52.4; 60,5; ¢
46,8 quilogramas. Sabendo que a mediana desses pesos € 54,85 quilogramas, (este a alea-
toriedade ao nivel 0,05 de signilicincia.

18.66 As notas de 42 estudantes, na ordem em que eles terminaram um exame:

75 95 77 93 B9 B3 69 77 92 BB 62 64 N T2
76 83 50 65 84 67 63 54 3B Te V0 62 65 41
63 55 32 58 61 68 54 28 35 49 82 60 66 57

Teste a aleatoriedade ao nivel 0,03 de significincia.

18.67 Numa grande cidade. o ndmero total de lojas de varejo iniciando e encerrando atividades
durante os anos de 1970 a 1999 foram os seguintes:

107 125 142 147 122 116 153 144 106 138
126 125 129 134 137 143 150 148 152 145
112 162 139 132 122 143 148 155 146 158

Utilizando o fato de que a mediana € 140,5, teste ao nivel 0,05 de significiincia, se hd uma
tendéncia significante.

18.68 As vendas trimestrais (em milhdes de délares) durante seis anos de um fabricante de ma-
quinaria pesada sao as seguintes:
838 1025 1210 905 1066 1048 1147 936

089 960 1226 B56 1032 969 1180 921
1005 929 1256 792 1108 951 1256 86.7

Utilizando o fato de que a mediana € 99,7, teste ao nivel 0,05 de significfincia, se hid um
auténtico padrio ciclico.

B CORRELACAO POR POSTO

Como o teste de significiineia de r dado na Secio 17.3 € baseado em suposicoes bastante restriti-
vas, #is vezes recorremos a uma alternativa ndo-paramétrica que pode ser aplicada sob condigbes
bem mais gerais. Esse teste da hipdtese nula sem correlagiio € baseado no coeficiente de corre-
lagao por posto, muitas vezes denominado coeficiente de correlacao por posto de Sperman, ¢
denotado por r,.

Para calcular o coeficiente de comrelagiio por posto para um conjunto de pares de dados, pri-
meiro ordenamos os x entre si em ordem crescente ou decrescente: em seguida ordenamos os y
da mesma maneira, encontramos a soma dos quadrados das diferengas, ¢, entre 0s postos dos v e
dos v, ¢ substituimos na férmula

COEFICIENTE. 6(3 &)
DE CORRELACAQ rp=1-—gt ot
POR POSTO A =1

onde p € o nimero de pares de x e v, Quando hi empales nos postos, procedemos como anlerior-
mente, atribuindo a cada uma das observagoes empatadas a média dos postos que elas ocupam
conjuntamente.
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(AN 18.15 Os niimeros de horas durante as quais 10 alunos estudaram para um exame, ¢ as notas gue obti-
veram, 40 05 seguinics:

Niimero de horas Nota o
de extindn eXame

X ¥

9 56

5 44
11 79
13 T2
10 70

5 54
18 94
15 45

2 33

b 65

Calcule r.

Selug@o  Ordenando os x entre si em ordem crescente e também os v, obtemas os postos exibidos nas duas
primeiras colunas da tabela seguinte:

Pasto Posto

de x de v o d?
5 4 1.0 1.00
2.5 2 0.5 0.25
7 8 =10 1.0:0
8 7 1,0 1.00
6 & 0.0 0,00
2.5 3 0.5 0.25
0 10 0.0 0.00
9 9 0.0 0,00
1 1 0.0 0,00
4 5 -1.0 1.00
4,50

Observe que o segundo ¢ o terceiro menor valor dentre 0s x sdo ambos iguais a 5, de modo que a
cada um associamos o posto ?-'.E-E =2.5. Entdo, determinando os  (as diferencas entre os postos)
e seus quadrados, e substituindo n= 10¢e } & = 4,50 na formula de r., oblemos

G, 50)
- m = 0,97 .

Como se pode ver nesse exemplo, € ficil calcular r, manualmente, e essa é a raziio por que as ve-
zes ele € usado em lugar de r, quando nfio dispomos de uma calculadora. Quando niio hd empates, r,
¢ efetivamente igual ao coeficiente de correlagiio r calculado para os dois conjuntos de postos; quan-
do existem empates, pode haver uma pequena diferenca (que, em geral, € desprezivel). E claro que,
trabalhando com postos em lugar dos dados originais, perdemos alguma informagiio, mas isso geral-
mente € compensado pela facilidade do cileulo do coeficiente de correlagiio por posto. E interessan-
te observar gue se tivéssemos calculado r para os x e v originais do exemplo precedente. terfamos ob-
tido (1,96, em vez de 0,97; pelo menos nesse caso, a diferenga entre r e r, ¢ muito pequena.

A principal vantagem em utilizar r, € que podemos testar a hipétese nula de nio haver qualquer
comrelacgio sem ter de fazer quaisquer suposicoes sobre as populagdes amosiradas. Sob a hipdiese
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