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Regioes multiplamente conexas

No caso de uma regiao multiplamente conexa, a funcao conjugada v pode ser
multivalente. Exemplo tipico desta situagao é dado por u = log+/z? + 2.
Por simples derivacoes, verifica-se prontamente que essa func¢do é harménica
em todo o plano, excluida a origem. Substituindo-a em (3.19), obtemos:

(=) xdy — ydzx

v(z,y) = vo + g
(z0.y0) e ST

Escolhendo como caminho de integragao o contorno formado pelos segmen-
tos retilineos ligando (zg, %) a (z, vo) e (z, vo) a (z, y) (faga uma figura),
a expressao acima nos da:

z
v(z, y) = vy — arctg il arctg 182 arctg £ arctg @,
Yo Yo €z x

Observe agora que

arctg S + arctg o E,
Yo - 2
donde o resultado final:
I Y
v(z, y) = arctg = + const.,
%

que é uma funcdo multivalente na regiao considerada. Em coordenadas
polares, 7 = /22 + 2 e 6 = arctg (y/x), obtemos:

f =u-+iv = logr + 16 + const.,
ou ainda, com z = re¥’ = z + iy,
f(z) = log z + const.
O leitor deve notar que casos como esse se reduzem a situagdo de uma

regido simplesmente conexa, bastando para isso introduzir um corte conve-
niente no plano.
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Principio do médulo maximo

A férmula integral de Cauchy permite deduzir alguns resultados importantes
sobre valores maximo e minimo de fungoes analiticas e fungées harmonicas,
COMO Veremos agora.

3.22. Teorema. Seja f uwma funcdo analitica numa regigo R. Entdo,
|f(2)| nao pode assumir valor mdzimo em R, a menos que f seja constante.

Demonstragao. Sejam z; um ponto qualquer de R, e r > 0 tal que o
disco C : |z — zg| < r esteja todo contido em R. Pela férmula de Cauchy,
1} z
Prn) 1@,

2mi Jo z — =z

Daqui segue-se que

27 ‘
7@ < 5= [ 1fG@llazl = o= [ 1o+ reas =K, (3:20

onde K, como se vé, é a média aritmética dos valores de | f| sobre C'. Vemos,
assim, que o valor de f em qualquer ponto zy € R €, em maodulo, menor ou
tgual @ média aritmética dos valores de | f| sobre qualquer circulo C centrado
em 2g e tal que C e seu interior estejam contidos em R.

Suponhamos agora que |f(z)| assuma valor mdximo M num ponto
zg € R: |f(z0)| = M. Continuando com a mesma nota¢io acima, teremos
|f(z0 +7e?)| < M; e se, para algum valor de 6 tivermos |f(zp + 7€) < M,
pela continuidade de | f(z +7e'?)| como funcéo de 8, esta funcio serd menor
do que M em todo um intervalo de valores de #; daqui e de (3.20) deduzi-
mos prontamente que K < M. Isto contradiz a prépria desigualdade (3.20).
Somos, pois, forcados a concluir que |f(z + re'?)| = M para todo 8; isto é,
|f(2)| é constantemente igual a M em qualquer circulo C' centrado em z e
que esteja, juntamente com seu interior, todo contido na regiao R. Assim,
|7(2)| é constante em todo o disco |z — 2| < r; portanto, o mesmo é verdade
de f(z). Mas, como provaremos adiante (Teorema 6.1 da p. 179), f tera de
ser constante em toda a regiao R. Isto conclui a demonstragao.

Conseqiiéncia imediata desse teorema é o resultado que enunciamos a
seguir.
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3.23. Coroldrio (principio do médulo méaximo). Seja f uma
fun¢do analitica e ndo constante numa regido limitada R e continua em R.
Entao, |f(2)| assume seu valor mdzimo na fronteira de R e em nenhwm
ponto de R.

Demonstragio. Como |f| é continua em R, e este é um conjunto com-
pacto, |f(z)| assume valor méximo em R. Pelo teorema anterior, |f(z)|
nio tem maximo em R; portanto, seu maximo ocorre em algum ponto z da
fronteira de R.

O teorema e corolario anteriores permitem demonstrar resultados ana-
logos para fung¢oes harmonicas.

3.24. Teorema. Seja u uma fun¢do harménica numa regigo R. Entdo,
u(z, y) ndo pode assumir valor mdzimo em R, a menos que seja constante.

Demonstragdo. Considere a fungdo f = u + iv, onde v é uma conju-
gada harmonica de u. f é analitica em R, e o mesmo é verdade da funcao
F(z) = ef(?), Agora é s6 aplicar o Teorema 3.22 a esta funcio, lembrando
que |F(z)| = e*(®¥) e que a exponencial é uma fungéo crescente.

3.25. Teorema (principio do maximo). Seja u uma fungdo har-
ménica e ndo constante numa regiao limitada R, e continua em R. Entdo,
u(z, y) assume seu valor mdzimo na fronteira de R, a menos que u seja
constante.

Demonstragdo. A cargo do leitor.

Problemas de Dirichlet e de Neumann

O teorema anterior tem aplicacbes importantes em problemas de Fisica
Matemaética, quando se faz necessario resolver a equacao de Laplace, ou
mesmo a seguinte equacgao, chamada equacao de Poisson:

=

Entende-se que essa funcao f seja dada numa certa regiao R, onde deseja-se
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achar a funcao u satisfazendo a condigao de ser igual a uma outra fungao
dada na fronteira de R. Um tal problema chama-se “problema de Dirichlet”.
As vezes, ndo u, mas sua derivada normal du/0n é que deve igualar uma
dada funcao na fronteira; este é o chamado “problema de Neumann”.

Os problemas de Dirichlet e Neumann sao exemplos tipicos de “proble-
mas de contorno”, assim chamados justamente porque a funcgdo u tem de
satisfazer certa condigio na fronteira ou contorno da regidao R. Além desses,
ha outros problemas de contorno, conforme as condigoes impostas a funcao
u na fronteira, mas aqui vamos nos limitar apenas aos dois mencionados.

Denotando com OR a fronteira da regido R, f uma funcdo dada em
R e g uma funcio dada em 9R, os problemas de Dirichlet ¢ Neumann,
respectivamente, assim se enunciam: achar u em R tal que

Au=f comu=gem IR;
achar u em R tal que
Au=f com du/On = gem IR,

Vamos mostrar que o problema de Dirichlet, se tem solucéo, essa solucao
é unica. De fato, suponhamos que u; e us sejam solugoes; entdo, pondo
U = U] — U3, teremos,

Au=Au; —Aus = f— f =0,

isto é, u é solugdo da equacdo de Laplace em R. Além disso, em R, u = 0,
pois tanto w; como us sao iguais a g na fronteira. Como u se anula na
fronteira, pelo principio do méximo, u deve se anular em toda a regidao R.

Vamos considerar o problema de Dirichlet para a equacao de Laplace, o
que equivale a tomar f = 0 na equacdo de Poisson. Com o mesmo tipo de
raciocinio que acabamos de fazer, podemos provar que os valores de u em
R nao podem variar mais que seus valores na fronteira. Mais precisamente,
sejam u; e us solugbes dos problemas de Dirichlet em R com valores de
fronteira g; e go, respectivamente. Entdo, pelo principio do méximo,

lui(z, y) — ua(z, y)| < e l91(€, m) — g2(&, )|
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Isto significa estabilidade do problema de Dirichlet, isto é, “pequenas”
variacoes nos valores de g s6 podem acarretar “pequenas” variagoes nos

valores de wu.
Resultados andlogos a esses valem para o problema de Neumann e ficam

para os exercicios.

EXERCICIOS

1. Sendo f = u + iv uma funcéo analitica numa regidgo R, mostre que u é conjugada
harménica de —wv.

2. " Mostre que u = & — 5zy é harmonica em todo o plano. Determine sua conjugada v e
expresse f = u + iv em termos de z = x + iy.

3. Mostre que a(z® — y*) + bzy é a forma mais geral dos polinémios homogéneos e
harménicos do segundo grau em z e y. Determine sua funcdo harménica conjugada
e a fungéo f = u + iv.

4. Determine a forma geral dos polinomios homogéneos e harménicos de grau 3 em z e
y. Determine também a funcio harmoénica conjugada e a funcao f = u + iv.

Mostre que as fungoes u dos Exercs. 5 a 7 sdo harménicas em todo o plano. Determine
a fungdo harmonica conjugada e a funcdo f = u + iv em cada caso:

5. u=g —4zy. 6. u=senz coshy. 7. u=2z° — 3z’

8. Sejam f uma fungao analitica e nio constante numa regido R e z; um ponto qualquer
de R. Mostre que em qualquer vizinhanca de z; existem pontos z tais que [f(z)| >

| (20)l-

9. Seja f uma fungio analitica numa regifio R, ndo constante e que nio se anula nessa
regido. a) Mostre que |f(z)| ndo tem valor minimo em R.
b) Principio do médulo minimo: Mostre que se R é uma regido limitada, f é
analitica e ndo constante em R, nao se anula e é continua em R, entdo |f(z)| assume
seu valor minimo na fronteira de R.
¢) Dé exemplo de uma funcdo f que se anula em algum ponto 2z, de uma regiao
R, tal que |f(20)| = 0 é o valor minimo de |f(z)|.
10. Mostre que uma funcdo harmoénica numa regiao R ndo pode ser constante em qualquer
subconjunto aberto de R, a menos que seja constante em toda a regiao R.

11. Mostre que uma fungéo harménica e ndo constante numa regidao R nao pode assumir
valor minimo. Principio do minimo: No caso de R ser uma regiao limitada e a
funcéo harmoénica continua em R, seu minimo ocorre na fronteira de R.

12. Seja u uma fungdo harménica numa regido limitada R e continua em R. Mostre que
|u| assume seu valor maximo na fronteira de R.
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13. Prove que a solu¢do do problema de Neumann, quando existe, é tinica a menos de
uma constante aditiva.

14. Seja g, uma seqiiéncia de funcoes definidas na fronteira de uma regido R e convergindo
uniformemente para uma funcao f. Prove que as correspondentes solugoes u, do
problema de Dirichlet para a equagdao de Laplace em R, quando existem, formam
uma seqiiéncia uniformemente convergente para a sol¢do da equagao do problema de
Dirichlet com dado de fronteira g.

RESPOSTAS

f(2) = 2+ 5i2% /2 + const.

4. u=az® —3bz’y — 3azy? + by®, v=>ba® + 3az’y — 3bxy® —ay’ + ¢,
f(z2) =u+iv=(a+ib)2® +c

v =coszsenhy+¢, f(z)=senz+ic.
Para a parte a), considere a funcao 1/f.

11. Sendo u a referida funcao, considere a fun¢do —u, que também é harmonica.



Capitulo 4

SERIES DE POTENCIAS

SERIES DE FUNCOES COMPLEXAS

Estudaremos, neste capitulo, o desenvolvimento de fungoes analiticas em
séries de poténcias. Veremos ser <. 2 um modo natural de construir funges
analiticas e um dos instrumentos mais importantes no tratamento dessas
fungoes. Iniciamos este estudo com algumas definigoes gerais relativas as
séries de fungoes.

Comegamos observando que as definigdes de limite e convergéncia de
seqiiéncias e séries de nimeros complexos sdo exatamente as mesmas que ji
conhecemos do caso real. Desses conceitos seguem as mesmas propriedades
ja conhecidas no caso real sobre limites de soma, produto, quociente etc., e
cujas demonstragoes sao feitas segundo as mesmas linhas de raciocinio.

Uma série de funcoes é uma série

3 fal2) = fol2) + fil2) + ...

n=0

cujos termos [, sdo, em geral, funcdes de uma varidvel (complexa) z, todas
com um dominio comum de definicao. As expressoes

an(z), an(z) e folz)+ fi(z)+ ...+ fa(2)+...
n=0

sao meros simbolos com que denotamos uma série. No caso de uma série
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convergente, eles assumem o significado de soma da série, isto é,

Z f(z) = fo(2) + fi(2) + ... = lim s,(2),

onde s,(z) é a soma parcial ou reduzida de ordem n:
2)=) fi(2). (4.1)
j=0

Em se tratando de uma série convergente, é claro que sua soma s(z) =
3 fa(2) é, em geral, uma fungao de z. Neste caso a expressio

ra(2) = s(z) — sn(z z filz) = fas1(8)+ Freal2) + . .-
J=n+1

é chai.ada o resto da série a partir do termo f,41(2).

Convergéncia simples ou pontual
Seja

7= Z fn(2) (4.2)
uma série convergente, para todo z num certo conjunto D. Entao, dado
qualquer € > 0, para cada z € D existe N tal que

n> N = |s(z) — sa(2)| <k, (4.3)

onde s,(z) é a reduzida de ordem n dada em (4.1).

E importante observar que, em geral, N depende ndo somente de &
mas também do valor z considerado. Por exemplo, consideremos a série
geométrica

1+z+22+z3+...,

para a anal

sp(z)=14z24+224.. . +2"=—, z#1
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E claro que para |z| < 1 a série acima converge e sua soma é (1 — z) ™1

1
s(z)=——=1+2+22+..., |z|<l.
=2
Por outro lado,
|z|n+1
5(2) = sa(a)] = 12—
é menor do que ¢ se e somente se (estamos supondo |z| < 1)
1 e
_ log(el1 ~2l) _
log |2|

Hsta dltima expresdo, por sua vez, cresce acima de qualquer valor a me-
dida que z aproxima o valor 1; logo, nao ¢é possivel determinar N de forma
a satisfazer (4.3) para todo 2z de médulo menor do que 1; o valor de N de-
pende de cada z particular que se considere, por isso mesmo a convergéncia
costuma ser chamada de convergéncia <.mples ou convergéncia pontual, que
é o 1inico tipo de convergéncia que temos de considerar quando estudamos
seqiiéncias e séries numéricas. No entanto, ao tratarmos seqiiéncias e séries
de fungoes, sejam elas reais ou complexas, h4 um outro tipo muito impor-
tante de convergéncia, chamada convergéncia uniforme, que vamos consi-
derar em seguida. Esse tipo de convergéncia é um dos tépicos centrais de
qualquer curso de Anélise ([A2], Capitulo 9).

Convergéncia uniforme

4.1. Definigoes. 1) Diz-se que uma seqiiéncia de fungdes (fn(z)),
definidas num mesmo dominio D, converge uniformemente para uma funcdo
f(2) se for sempre possivel determinar wm indice N em correspondéncia a
cade € > 0, tal que

VzeD e n>N=|falz) - f(2)] <e.

2) Diz-se que a série (4.2) converge uniformemente em D se for sempre
possivel determinar um indice N em coriespondéncia a cada & > 0, tal que
a condi¢do (4.3) fique satisfeita para todo z € D,
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4.2. Exemplos. 1) A seqiiéncia f,(z) = mze "* converge para zero,
qualquer que seja z = re? no setor circular r > 0 e |8] < 7/2, mas néo
uniformemente. Para vermos isso, ohservamos que

Inze-uzl il nrlefnr(co59+isen9)| — nre "rcosd

Ora, esta ultima expressao tende a zero em todo ponto z fixo. Mas nao
uniformemente. Por exemplo, basta imaginar ¢ fixo e r = 1/n; ou, ainda, r
fixo e § aproximando-se de 7/2 de tal modo que cos @ = 1/nr.

2) A série geométrica, considerada anteriormente, é um exemplo tipico
de série que converge no disco |z| < 1, mas nao uniformemente. A mesma
série converge uniformemente em qualquer disco fechado |z| < § < 1. Com
efeito, temos:

|z|n+l 6n.+1 6n+1

e T

que ¢ menor do que &, desde que tomemos

loge(1 —6)

—1.
log é

Assim, a condigao (4.3) fica satisfeita para todo z no disco fechado |z| < é.

4.3. Teorema. Uma condicao necessdria e suficiente para que a série
(4.1) convirja uniformemente em D € que, dado € > 0, seja possivel deter-
minar N tal que, para tode inteiro positive p, tenhamos:

z€D e n>N = |sp4p(2) — sn(2)] <, (4.4)
ou seja,
2€D e n>N = |fus1(2) + fata(2) + ... + fatp(2)| <&

Demonstracdao. Supondo que a série convirja uniformemente em D, seja
s(z) sua som=. Entdo, dado £ > 0, existe N tal que, para todo n > N e
z€ D,

[sa(2) = 8(2)] < 5;
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é claro que vale também a desigualdade
£
[snsp(2) = s(2)] < 5.

Entao, usando a desigualdade do tridngulo,

|$n4p(2) —sn(2)] = |[8n4p(2) — 8(2)] + [s(2) — su(2)l|
< lsntp(2) — 8(2)| + |s(2) — sn(2)|
& (3
= 5 e 5 =E.

Isto prova que a condigao é necessdria.

Para provar que ela é suficiente, partimmos da hipétese de que (4.4) es-
teja satisfeita; logo, para cada z fixo, s,(z) é uma seqiiéncia numérica de
Cauchy, portanto, convergente. Seja s(z) seu limite, que é também o limite
de sp4p(z) com p — oo. Entéo,

plirgo[sn+p(z) - s;l(z)] = 3(2) — sp(2);
e, em conseqiiéncia, temos também que

pli{lgo |sntp(2) = sn(2)| = |s(2) — sn(2)].
Finalmente, passando ao limite em (4.4) com p — oo, vem:

2€D e n> N = |s(2) —sn(2)| L&,
provando que a condigdo é suficiente.

Uma conseqiiéncia importante do teorema acima é o chamado teste de
Weierstrass, que consideramos a seguir. Ele é freqiientemente usado para
testar se uma série é ou ndo uniformemente convergente.

4.4. Teorema (teste M de Weierstrass). Sejam Y M, uma série
numérica convergente e f,(z) uma seqiiéncia de fungées definidas num con-
junto D, satisfazendo a condigao |fi(z)| < M, para todo n e todo z € D.
Entdo, a série 3 f,(2) converge uniformemente em D.
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Demonstragao. Observe que

| fat1(2)] + - + | fasn(2)]

|fn+1(z) e R fn+p(z)| <
S MR+1 +...+Mn+p.

Como )’ M, é convergente, dado qualquer £ > 0, existe IV tal que
zEDen>N=>Myp1+...+ Myyp <t
logo, temos também,
2€D en>N=|fa1(2)+... 4+ fusp(2)| <e.

Daqui e do Teorema 4.3 segue a convergéncia uniforme de 3 f.(z) em D.

4.5. Exemplo. Para vermos que a série geométrica 1 + 2+ 2% + ...,
considerada anteriormente, converge uniformemente em qualquer disco |z| <
¢ < 1, basta aplicar o teste de Weierstrass, notando que a refe ; !a série é
dominada pela série numérica 1 + 6 + 6% + ..., a qual é convergente, visto
que 6 < 1.

O teorema seguinte revela a importincia da convergéncia uniforme das
séries de fungdes analiticas; seu alcance serd mais bem compreendido logo
adiante, quando tratarmos das séries de poténcias.

4.6. Teorema. Seja
F(2)=3" fal2) (4.5)
n=0

uma série de fun¢ées continuas, uniformemente convergente num conjunto
D. Entao,

1) f € continua em D;

2) no caso de a convergéncia ser uniforme ao longo de um contorno
C, a integral de f sobre C pode ser obtida por integragao de (4.5) termo a
termo;

3) se a convergéncia € uniforme numa regigo simplesmente .onezra R,
onde as fungdes f, sao analiticas, entdo f também é analitica em R, e
suas derivadas podem ser obtidas derivando a série (4.5) termo a termo um
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numero conveniente de vezes.

Demonstragdo. 1) Seja € > 0 arbitrdrio e zp um ponto qualquer de D.
Com a notagao

Enl2) = Zf,(z ma(2) = Z fi(z

j=n+1
resulta que f(2) = s,(2) + ry(2); logo,
£ = fa)] < lsn(z) = salan)l +Ira(z) = ra(a0)
< lsn(2) = sa20)l + Irn(2)] + Irn(20)]  (4.6)

Da convergéncia uniforme da série (4.5), segue-se que existe um indice
N tal que
zeD, n>2 N =|r(2)| <e.

Fixado n = N, usamos a continuidade de sy(z) para determinar é > 0 tal
que
z€D, |z—2|<d=|sn(2)—sn(20)| <e.

Portanto, com n = N e |z — z| < é, a desigualdade (4.6) nos da
|f(2) — f(z0)| <e+e+e=23e,
donde a continuidade de f em D.

2) Quanto & integracgdo ao longo de C,

/Cf(Z)dZ = fc'sn(z)dz.g./cj?«n(z)dz

= Z[ fi(z)dz= +f rn(z)dz. (4.7)
par e &
Tomando n > N e observando que |r,(z)| < €, obtemos:

‘/C rn(2)dz

< [ Im(lldz| <er,
C
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onde L é o comprimento do contorno C. Portanto, fazendo n — oo em
(4.7), obtemos o resultado desejado:

00
[ 1@dz=Y [ sz (48)
g im’c
3) Vamos supor agora que as fungoes f,, sejam analiticas em R. Entdo

/fj(z)d2=0, ji=0,1,...
C

para todo contorno fechado C em R. Daqui e de (4.8) segue-se que a integral
de f sobre C é nula. Como f é continua e C' é arbitrario, concluimos, pelo
teorema de Morera (p. 106), que f é analitica em R.

Finalmente, devemos mostrar que f' = 3" f,. Dado z € R, seja C um
contorno fechado simples em R, envolvendo z positivamente; por exemplo,
C pode ser um circulo |{ — z| = §. Como a série

L [ i kL Q)
2mi (( — z)F+L e Ot 10— (¢ — z)k+1
converge uniformemente em (, para ( € C, ela pode ser integrada termo
a termo ao longo de C; usando a férmula da derivada k-ésima (p. qq),
obtemos, por integracao termo a termo:

(03]

106 = 3 106)

Isto completa a demonstracao do teorema.

EXERCICIOS

1. Supondo que a seqiiéncia de niimeros complexos (a,) seja convergente, prove que a
série 3 a,2" converge uniformemente em qualquer disco |z| < r < 1. Prove que
isso € verdade mesmo que a seqiiéncia (a, ) seja apenas limitada, ndo necessariamente
convergente.

gasis 113 E o :
2. Prove que a seqiiéncia f,(z) = nze " * tende a zero para todo z no setor circular

r > 0e |f] < 7/4, mas ndo uniformemente. Prove que a convergéncia é uniforme em
qualquer dominio do tipor >c>0c¢ || <7/4 — 6, onde 0 < § < w/4.
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3. Derivando e integrando a série

1 o
1—2z2 =Zz”,
n=0

obtenha os seguintes desenvolvimentos, vilidos em |z] < 1:

'("1_1—2)2=Z(n+1)z“ e 10g(1—z)=—2—;%‘

n=0
onde log(1 — z) é o ramo do logaritmo que corresponde a log1 = 0.

4. Obtenha os seguintes desenvolvimentos:

= oo
1 o2 T “ £ n,
I+Z_Z;(_l)z‘ l_za—znz 3
1 b = A o2 ; i, 00 (_1)n+1 3
1+ 22 —ZD( 1)" (n+ 1)27; log(l-!-.z)_z;TZ :

todos validos em |z| < 1.

Usando o teste de Weierstrass, mostre que as séries dadas nos Exercs. 5 a 16 con-
vergem uniformemente nos dominios indicados em cada caso.

o0
5. Z %—%—EE;T—?Z", em qualquer disco |z| < r < L.

n=1

o0
n® —3cosn gn_1

02 1 7 , em qualquer disco |z| <r < 1.

n=1

7 En+7\/n+lzgn_1

(n+1)2n , em qualquer disco |z| < r < V2.

(z — 1)", em qualquer disco |z — 1] < r < 1.

oo
M2
=T
+|=
r—lzz

oo
9. Z 22" em qualquer disco |z| < r < R.

oc
10. Z ETz"" em qualquer disco |z| < R, qualquer que seja a constante a.

oo
|
11. Z i ", em qualquer disco |z < R.

g
ncosn ./, ;
12. Z s " em qualquer disco |z| < R.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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1

7, qualquer conjunto compacto que exclua os quadrados perfeitos.

518

]
-

e:/‘n.
n? 4227

= +in com n natural.

em qualquer conjunto compacto que nao contenha nimeros da forma

, em qualquer conjunto compacto que exclua os nimeros naturais.

MB 1108

1
nl(z —n)

n+1
ne e

]2

em qualquer conjunto compacto que exclua os nimeros inteiros.

3

oo

1
Prove que a série ((z) = Z i define uma fungéo analitica em Re z > 0, conhecida

1
como funcdo zeta de Riemann.

oo
sennz

o define uma fungao analitica na faixa |Im z| < log 2.

Mostre que a série

1

oo
g sennz ; :
Mostre que a série E 5— converge uniformemente no eixo real, mas em nenhuma

1
regiao do plano complexo.

SUGESTOES

17.
18.

19.

Qualquer ponto z tal que Re z > 0 estd contido num semiplano aberto Rez > ¢ > 0.

Use o teste de Weierstrass, notando que
1 At 1
|sennz[* = Z(ez"” e ¥y 4 5(sen2n1‘ — cos® nx).

Use a experiéncia ganha com o exercicio anterior.

SERIES DE POTENCIAS

Dentre as séries de fungdes, sao de interesse especial as séries de poténcias,
ou séries do tipo

oo
=Y aalz — 20)" (4.9)
n=0
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onde os coeficientes ay, e o ponto zy sao constantes complexas. Como ve-
remos brevemente, toda série de poténcias convergente define uma fungio
analitica, e toda fungao analitica num ponto z = 2y pode ser desenvolvida
em série de poténcias numa vizinhanga de z.

J4 vimos alguns exemplos dessas séries no caso das fungoes (1 —2)7! e
(14 2)71:

1 o0 1 oo
n n. n
= & = ] ) Bz G ) =t

l~z§’l+z Z() l2]

= n=>0

Alids, estas séries sao muito uteis na obtencao de outros desenvolvimentos,
como ja tivemos oportunidade de ver nos Exercs. 3 e 4 anteriores. A seguir
damos mais quatro exemplos.

4.7. Exemplo. Vamos desenvolver a fungio 1/z em série de poténcias
de z — 3. Veja:

ki 1 20 1/3 LA (=1
5 BB 1+(z.—3)/3“Z

desenvolvimento este que é valido em |z — 3| < 3.

4.8. Exemplo. Vejamos agora como desenvolver a mesma fungao 1/z,
porém em séries de poténcias de z +4 = z — (—4):

1_ ! = _1/4 —OQ = n
2 (z+4)-4 1—(z+4)/4—§uw(3+4) :

Aqui o desenvolvimento é vilido em |z + 4| < 4.

Nesses dois tltimos exemplos, temos a mesma fungdo f(z) = 1/z de-
senvolvida em duas séries de poténcias distintas, uma em relagao ao ponto
zp = 3, a outra em relagdo ao ponto zp = —4.

4.9. Exemplo. Vamos desenvolver a fungao f(z) = (22 —9)"! em
poténcias de z — 3:

1 il 4. 1

) (R
2.z—9_2(z—3)—3=?'1—2(;,-—3)/3:?Z

n=0

1

L
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logo,

s €]

2z— Z 3n+1 z*S)n’

desenvolvimento este que é vahdo em |z — 3| < 3/2.

4.10. Exemplo. A mesma funcido do exemplo anterior serd agora
desenvolvida em poténcias de z + 4:

Pt 1 —1 1 i[ +4)]
2250 Be+ =T AT L =2z AT ’

n=0

portanto,
1 —2%
e R Db iRl

Este desenvolvimento é vélido em |z + 4| < 17/2.

Cada uma das séries consideradas nesses guatro tltimos exemplos con-
verge nos pontos z de um disco de centro z5. E é facil ver que elas divergem
nos pontos z fora desses discos. Esta situacao ¢ de cardter geral e segue do
teorema que consideramos a seguir.

4.11. Teorema. A toda série de poténcias (4.9) estdi associado
um nimero ndo-negative v, tal que a série converge absolutamenie em
|z — 20| < 7 e uniformemente em qualquer disco |z — 29| < v’ < r. Ela
diverge em |z — zg| > r. O mimero r, que pode assumir os valoresr =0 e
r = 00, é chamado o “raio de convergéncia” da série; e o disco de raio T e
centro zy, o seu “disco de convergéncia”.

Demonstragao. Pode acontecer que a série sd convirja em z = zg, caso
em que, é claro, r = 0. Do contrario, a série converge em um certo z = 2; #
zy; entao, o termo geral a, (z; — zp)" tende a zero, donde segue-se que existe
M tal que |a, (21 — 29)"| < M para todo n. Portanto,

— 2z |" z—2z |®

(4.10)

lan(z — 20)"| = lan(z1 — 20)"|

21— & Z1— &0

Isto mostra que a série Y |an(z — 2)"| é majorada pela série

MY

z—z ™
21 — 20
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a qual converge no disco |z — 29| < |21 — 20|; logo, a série (4.9) converge
absolutamente em todo z desse disco.

Seja r o supremo do conjunto dos niimeros |z, — zp|, onde z; varia no
conjunto dos pontos onde a série (4.9) converge. Dado qualquer 2’ no disco
|z — z0| < r (Fig. 4.1), pela definigao de r existe z; onde a série converge,
e tal que |2’ — 29| < |21 — 20|. Daqui e do que vimos no paragrafo anterior,
concluimos que a série converge absolutamente em z = 2’ e, portanto, no
disco |z — zg| < .

3
S

Fig. 4.1

Pela sua propria defini¢ao, vé-se também que, se r for finito, a série
diverge em |z — zo| > 7.

Resta provar a convergéncia uniforme em qualquer disco |z—2g| < 7' < r.
Fixemos z; tal que r' < |z; — 29| < r (Fig. 4.2). Entao,

'

z—2zp |
lz1 — 20| =~ |21 — 20|

=g

Daqui e de (4.10), obtemos: |an(z — z)"| < Mg"; aplicando o teste de
Weierstrass (Teorema 4.4), concluimos que a série (4.9) converge uniforme-
mente no disco |z — z0] < < r, 0 que completa a demonstragao. (Observe
que o teorema nada esclarece sobre os pontos da fronteira do disco de con-
vergéncia.) :
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%

Fig. 4.2

4.12. Teorema. O raio de convergéncia r da série (4.9) é dado por

ap

pi= I
Tl"‘_m

bl

Qp+1

quando este limite existe. Em geral, r € dado por

1
r= =,
lim {/|a,
com a convengao de se tomar r = 0 ou v = co, conforme o denominador
desta exrpressio seja infinito ou zero, respectivamente.

Demonstragdo. Suponhamos que exista o primeiro limite referido. En-
tao, pelo teste da razdo, a série ) |a, (z — 29)"| converge (portanto, converge
também a série (4.9)) se

" an(z — z)" 1 . an
lim = lim
] e T R PR R

Qn+1

for maior do que 1, vale dizer, |z — 29| < lim |a, /an+1| =7
Para completar a demonstragdo da primeira parte, resta provar que a
série (4.9) diverge se |z — zy| > r. Ora, se ela convergisse em um certo zi,
com |z; — zy| > r, entdo, pelo teorema anterior, convergiria absolutamente
em qualquer z' com |2y — 29| > |2/ — 29| > r, contradizendo o teste da razéo.
A demonstracao da segunda parte é andloga, utilizando o teste da raiz,
segundo o qual a série }_ |a,(z — 20)"| converge ou diverge conforme seja

lim {/|an (2 — 20)?| = |z — 20/lim {/|an]|



132 Capitulo 4: Séries de Poténcias

menor ou maior do que 1, respectivamente.

EXERCICIOS

Nos Exercs. 1 a 5, obtenha os desenvolvimentos em séries de poténcias, conforme especi-
ficagdo em cada caso. Determine os respectivos discos de convergéncia e represente-os
graficamente.

1. f(z) =1/z em poténcias de z + 1.
2. f(z) =1/z em poténcias de z — i.
3. f(z) =1i/(z+ i) em poténcias de z — 1.
4. f(z) =1/(2z — 3) em poténcias de 2.
5. f(z) =1/(2z — 3) em poténcias de z + 1.
6. f(z)=1/z" em poténcias de z — 1.
7. f(z) =1/7" em poténcias de z + 2.
Determine os raios de convergéncia das séries dadas nos Exercs. 8 a 16.
00 o 90 (Z '.‘:)“
8. an". 9. Zn!z". 10. ZT
n=0 n=0 n=0
0o o 00
1, ZIc:'g(Sn2 +5)(z+14)". 12. 2(senh n)z". 13. Z(\/ﬁ)ﬂ" z2
n=0 n=0 n=0
00 oo 4" ¢ o0 7 3
14. Z(\/ﬁ)“z". 15. Z ?zz". 16. Za_ﬂz" .
n=0 n=1 n=1
0o
17 Zaﬂz", onde as, = 22" e @y =5+
n=0
oo
18. Zan z", onde a, =n’ se n éprimoe a, =0 sen nao é primo.

=
]
=

RESPOSTAS E SUGESTOES

= :;%-_;—5 = ete. O disco de convergencia é |z +i| < 1.
£ i Ths s 1

z+i 14+i+(2-1) 14i 1+(z—1)/(A+19)
é|z—1|<\/§.

—
N -

= ete. O disco de convergéncia
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6. Obtenha primeiro a série de 1/z, depois derive.
8. r=1 . S 12 e =1 e 14. r=0.
15. Trata-se de uma série de poténcias de w = z°.

16. Observe que a,: = n/3n.

i =, 18 r=1.

SERIES DE POTENCIAS, SERIE DE TAYLOR

Vamos estabelecer agora uma caracteriza¢io das fungbes analiticas como
aquelas que podem ser desenvolvidas em séries de poténcias.

4.13. Teorema. Toda série de poténcias

e (4.11)

n=0

representa wma fungdo analitica no seu disco de convergéncia |z — z| < r.
Ela pode ser derivada termo a termo um nimero arbilrario de vezes; e as
séries assim obtidas possuem o mesmo raio de convergéncia v da série ori-
ginal, e representam as derivadas da fungdo f.

Demonstra¢io. Dado z qualquer no disco |z — zy| < r, é claro que existe
r1 < r tal que |z — z| < r (Fig. 4.3a). Neste disco a série (4.11) converge
uniformemente (Teorema 4.11) e pode, entdo, ser derivada termo a termo
(Teorema 4.6). A série de derivadas

oo

Filzy = Z (n+ Lans1(z — 20)" (4.12)

converge pelo menos no disco |z — z5| < r, de forma que seu raio de con-
vergéncia v’ é pelo menos r.

Suponhamos que ' pudesse ser maior do que 7. Seja entdo r” tal que
r<r” <7 esejaz tal que r < |z — 29| < r” [Fig. 4.3(b)]. A série (4.12)
converge uniformemente em |z — zp| < r" (Teorema 4.11); logo, pode ser in-
tegrada termo a termo ao longo de um caminho C, ligando zy a z (Teorema
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4.6), resultando em (4.11). Esta série deve entao convergir pelo menos para
|z — z| < ", o que é uma contradigdo. Fica assim provado que as séries
(4.11) e (4.12) possuem o mesmo raio de convergéncia. O resto do teorema
segue facilmente por indugao.

ZAN (&

™

(a) (b)
Fig. 4.3

4.14. Teorema (da série de Taylor). Seja f uma funcao analitica
nuwma regigo R, zo um ponto qualquer de R, e ro > 0 tal que o disco |z —
zg| < ro esteja todo contido em R. Entdo, nesse disco a fun¢do f pode ser
desenvolvida em série de poténcias de z — zy. Conhecido como a “série
de Taylor” da funcao f relativa ao ponto z, esse desenvolvimento é dado
univocamente por

0 4(n)(,
(O el

n=0
O caso zg = 0 € conhecido como série de MacLaurin da fungdo f.

Demonstragdo. Sejam z um ponto qualquer do disco |z — 29| < o,
r=|z — 2, e r; tal que r < 71 < ry (Fig. 4.4). Pela férmula de Cauchy,

Fay o i Al

C2miJo, (-2
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onde C é o circulo |[¢ — zp| = r1. Observe agora que

1 [ty 1 SN 1 : 1 _Z Z—Z(]}n
(-2 (K-2)-(2—2) (- 1_2__41 AT Ll
g

de forma que a expressio anterior de f fica sendo:

i) 2mf {Z (%)]dc (4.13)

Fig. 4.4

Como f({) é continua, portanto, limitada por uma constante M sobre

o circulo C}, temos:
f(¢) (Z_Zﬂ) M & (T‘)n
o il ol
¢ =2 N~ | T 2, T

n=0 ™ 2=0
Daqui e do teste de Weierstrass segue-se que a série em (4.13) converge
uniformemente em ¢ € C;. Podemos, entao, integri-la termo a termo,

obtendo:
1 d
L SO
& (€ — =)
Este é o desenvolvimento procurado, pois a expressido entre colchetes
que af aparece ¢ igual a (™) (zy)/n!, como vimos na p. qq. Assim, podemos
escrever:

o 2]

f(z) = z_:

0 2mi

% p(n)(,,
) =% s U P S (4.14)

|
=0 n:
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Resta provar que o desenvolvimento acima é tinico. Isto é consegiiéncia
imediata do teorema que consideramos a seguir.

4.15. Teorema (da identidade de séries de poténcias). Sejam

Zan z—2z0)" Zb z— )" (4.15)

n=0

duas séries de poténcias, convergentes numa vizinhanga |z — zy| < r de z.
Seja z, uma sequéncia de pontos distintos, que converge para zp, e tal que
as duas séries coincidem nos pontos dessa segiéncia. FEntdo, as referidas
séries sao idénticas, isto €, a, = b, para todo n. Em particular, esta con-
clusio € vdlida se as séries coincidem numa vizinhanga de zy, ou mesmo
num segmento ou pequeno arco com extremidade em zp.

Demonstragao. As séries representam fungoes f e g, respectivamente,
as quais sao continuas em z = zgp; e como f(2,) = g(2,), passando ao limite,
obtemos f(zp) = g(zp), ou seja, ag = by.

Supondo que a; = b;, j =0,...,k — 1, vamos mostrar que a; = b;.
Com efeito, cancelando os primeiros & termos das séries (4.15) e dividindo-as
por (z — zy)*, obtemos as séries

ar a1 (z—2)+... e bpt+ber(z—z0)+...,

que convergem em |z — zy| < r e coincidem para z = z,. Entao, pelo mesmo
argumento anterior, ay = b, 0 que completa a demonstragao.

Exemplos de séries de poténcias

4.16. A exponencial. Como primeiro exemplo, vamos considerar a
fungdo exponencial f(z) = e*. Temos aqui f")(z) = €; logo, f{™(0) = 1.
Portanto, neste caso o desenvolvimento (4.14) com zy = 0 nos da a série de
MacLaurin da exponencial:

= 2

Z
Z?—1+z+ +grt
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valido para todo z. A constante de Euler é entao dada por

00
1 | [Gllels BERaGn |
iy 2 Ly S ot B
e=¢ —Z%n! =4l b dbatad-.
n=
4.17. Série binomial. Consideremos a fungao f(z) = (1+2)?, onde a
¢ um numero complexo qualquer. A nao ser que « seja inteiro, essa funcio é
multivalente, com ramificagao no ponto z = —1. Vamos considerar o ramo

da. funcao fixado pela condigao f(0) = 1. Como

f@=a(l+2°7, (@) =afa— 1),

e, em geral
M) =al@=-1)...(a—n+1)1+2)*",

obtemos
f™(0) ala—1)...(a—n+1)
Y R n! i

Portanto,
« __ a(a =il 1) 2 s > @)\

(1+2) —l+az+Tz +...—r§](n)z, 2] <1, (4.16)

onde o simbolo do coeficiente binomial que ai aparece estd definido para
todo a complexo pela expressao

(a) :a[a—l)...(a—n+1)

n n!

O desenvolvimento acima da fungao (1 + z)® é conhecido como “de-
senvolvimento binomial” ou “série binomial”. No caso de o ser um inteiro
positivo, a série termina com o termo em 2%, pois, neste caso, o coeficiente
binomial se anula para n > a.

O desenvolvimento de qualquer outro ramo g(z) da funcao (14 2z)“ segue
de (4.16); basta notar que g(z) = e*7 f(z), onde o inteiro k caracteriza o
ramo particular g(z) que se considere. Portanto, o desenvolvimento de g(z)
é obtido multiplicando cada termo de (4.16) por e?¥7ai,
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4.18. Observagoes. O calculo direto das derivadas de uma fungao
nem sempre é o modo mais prético de construir sua série de Taylor. Um
procedimento muito 1itil consiste em utilizar desenvolvimentos conhecidos,
como j4 tivemos oportunidade de ver por meio de exemplos e exercicios.
As vezes é mais facil obter o desenvolvimento da derivada ou da integral
da fungdo original; o desenvolvimento desta é entdo obtido por integragao
ou derivagao, respectivamente. Consideremos, como exemplo ilustrativo, a
fungéo f(z) = arcsen z, ou melhor, a determinacao dada por f(0) = 0. Sua
derivada pode ser desenvolvida usando o desenvolvimento binorqia.l. Veja:

1
1@ = ==
= 1+lzz+1 34 1-2'5.26

2 2291° * 2331

1e85 . n 1)L,
= 14—:{:-————§;;r————2 ™

Como
(2n)! _ (2n)
(2-1)(2-2)...(2n) ~ 27(n!)’

I8 .o (Bn=1) =
podemos escrever:

z)—1+222n( 2n

Integrando de z = 0 a z, encontramos o resultado procurado:

2n
f(z) =arcsenz =z + Z 7 27(1 +)1)(n')2 L olel

Produto e quociente de séries de poténcias

Consideremos duas fungoes, f e g, regulares num ponto zy, dadas por suas
séries de poténcias relativamente a esse ponto:

f@) =Y au(z—2)" e gz)=3 balz—2)", (4.17)
n=0

n=0
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ambas convergentes num disco |z — 29| < r. O produto h = fg também é
regular em zp e tem série de poténcias

h(z2) = f(z)9() Zcu z—2)", (4.18)

que converge pelo menos no mesmo disco |z — z| < 7.
Para determinar os coeficientes ¢, em termos dos coeficientes a, e b,
lembramos que

£ (z0)

n!

an = E] bn=

Assim,
co = f(20)g(20) = agbo;

c1 = f'(20)9(20) + f(20)g'(20) = a1bo + agby;

c = %[f”(ZOJQ(Zo)+2f'(20)9’(20)+f(30)9"(20)]
= agby + a1b; + agbs;

& = %[ F"(20)g(20) + 35" (20)g' (20) + 3 (20)9" (20) + £(20)9" (20)]
= agby + asby + aibs + aghs;

e assim por diante. Em geral, utilizando a regra de derivacdo de Leibniz
(Exerc. 2, p. 52),

w0
cn = agby +a1by_1 + ... +agby = Z aibn_j. (4.19)

De modo andlogo, se deduz uma regra para a divisao de séries de
poténcias. Sejam dadas as séries de f(z) e h(z), indicadas em (4.17) e (4.18),
respectivamente. Vamos determinar a série do quociente g(z) = h(z)/f(z).
Devemos supor, entao, que f(z) = ap # 0. Em conseqgiiéncia, a fungéo
f nao se anula em toda uma vizinhanca de z, onde g é regular e possui
desenvolvimento indicado em (4.17). A determinagao dos coeficientes b, em
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termos dos coeficientes a,, e ¢, se faz usando novamente a relagdo fg = h,
donde as relagoes (4.19). Assim,

aghy = cg = by = ¢p/ap,
apby + a1by = ¢1 = by = (c1 — a1bo) /ao;
e, em geral, paran=0, 1, 2,...,
agbp + ...+ apbp =cp = by = (Cn =l e v anbﬂ)/aﬂ-

O calculo dos coeficientes de uma série de poténcias pelo produto ou
quociente de duas outras é, em geral, complicado. Mas é sempre possivel
calcular os primeiros coeficientes da série, o que muitas vezes contém as
informagoes desejadas. Vejamos alguns exemplos.

4.19. Exemplo. Consideremos o produto e*y/1 + 2, onde tomamos a
determinacao principal da raiz quadrada. Entao,

1% = (55)[5(7)]

file g oo 1
o (1+z+-2-z2+6z3+...)(1+§zﬁ§z2+ﬁzs+---)
= 1+%z+%zz+gz3+---= 2] < 1.

4.20. Exemplo. Seja agora a fungao

-1 z 1
f(z)=ez—1=°°z“=°° o
B ey

Embora z/(e* — 1) ndo tenha sentido para z = 0, a ultima expressdo estd
definida mesmo para z = 0 e coincide com f(z) no seu dominio de defini¢ao
(que exclui os pontos onde e* = 1, isto é, z = 2kmi, k=0, £1,...). Logo,
é natural definir f(0) = 1. Para expandir f(z) em poténcias de z, pomos

f(z) = ﬁ =N O
n=0
Z (n+ 1)!

n=\
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donde
lz(i(nﬂ )(Z""‘ )‘g(z(n—’"“ ) l

Daqui segue-se que

o0
cr
i BNV . RN e | e
5 Z(n—r+1) ¥

Estas relagoes determinam os coeficientes ¢, sucessivamente:
gi=1 0 =110 e = 1432

Entao,

< 22

= - 3 PP e il
L g v ke
e esta série tem raio de convergéncia r = 2x, pois a fungao f é regular no

disco |z| < 27, mas néo em z = +27i, onde e* — 1 = 0.

4.21. Teorema (da série dupla de Weierstrass) Seja
f(z)= Z fa(2)
n=0

uma série uniformemente convergente num disco |z — z| < r. Suponhamos
que as fungoées [, sejam regulares no mesmo disco, de forma que

=Y anilz— ), |z—z]<r.
k=0

Entao as séries Y p- Gy convergem para todo k e

Z (2 ank) (z— ), |z—z0| <1

k=0

Demonstracao. f é analitica no disco |z — zp| < r (Teorema 4.6), logo,
possui desenvolvimento em série de poténcias de z — 2y, cujos coeficientes
Ay sdo dados por Ay = f¥)(z;)/k!. Ainda de acordo com o teorema citado,
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Isto completa a demonstragao.

4.22. Exemplo. Seja desenvolver em série de poténcias de z a funcao
inteira f(z) = e*"*. Usando a regra de multiplica¢io e o Teorema de Weier-
strass, obtemos:

2 3

sentz sentz
B g

i 23 1 9 2 1 23 .

L i L I s 1 g
=1t m il Serhia) £ i el

% =14 genz+

ou seja,

2 .?.'4

Z
Sen z
e — [ e e e
2 8
Esta expressao nos mostra, em particular, que as fungoes €*"* e e* coinci-

dem até segunda ordem com z — 0 :

EP2_gf = 0(2°), z—0,

EXERCICIOS

Obtenha os desenvolvimentos em séries de poténcias de z dados nos Exercs. 1 a 4, e
veriﬁque que eles sao vilidos para todo z.

IR G ) RS S Z( )" i
1. senz = Eu (2n+1)' L 2. cosz= > (2n)'
o zﬂn—l Jn

3. senhz = E —— 4. coshz = E
—1¥ 1"
Xis (2n — 1)! (2n)

Desenvolva em séries de poténcias de z as funcgoes dadas nos Exercs. 5 a 7, cujos
ramos sao fixados pelas condigées arccos0 = 1, arctg 0 = 0 e V1 = 1.

142

8. Desenvolva em série de poténcias de z — 1 a determinagao principal (log1 = 0) de
f(z)=zlogz — z.

5. arccosz. 6. arctg z. (4



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

7.

Capitulo 4: Séries de Poténcias 143

Desenvolva em série de poténcias de z e (z — 2), respectivamente, as fungoes
1 1
o) =gy & =3

Z

e represente graficamente seus discos de convergéncia.
Desenvolva em séries de poténcias de z as fungoes

1 z
AL Sl vap e A8 S el ey
0 - aNng ¥
Mostre que sen z = Z(:, ((231—_3_1)l(z - mr)z""“, onde n é um inteiro qualquer.
o

Obtenha o desenvolvimento de cos z em poténcias de (z — nx — 7/2), onde n é um
inteiro.

Diz-se que uma funcio f é par (impar) se f(z) = f(—z) (f(z) = —f(—2)) para todo
z. Demonstre que o desenvolvimento de uma funcao par (impar) em poténcias de z
86 contém poténcias pares (impares).

Ao fazer o produto de duas séries de poténcias (4.17), em geral elas tém raios de
convergéncia distintos. Mostre que o raio de convergéncia da série produto (4.18) ¢
no minimo o menor dos raios de convergéncia das séries (4.17). Dé exemplos de séries
de poténcias cujo produto seja uma série com raio de convergéncia igual ao menor
dos raios de convergéncia das séries dadas; e exemplos em que o produto seja uma
série com raio de convergéncia maior que o menor dos raios de convergéncia das séries
dadas, ou mesmo tenha raio de convergéncia infinito.

Obtenha os primeiros quatro termos do desenvolvimento de z/(e* — 1) em poténcias
de z. Mostre que

fay= L5142

¢ [ungao par, significando que a funcao dada pode ser escrita na forma
o0
z Bn .
e S
onde By =1, By =-1/2, B, =1/6, By =0, By =—-1/30e By;41 =0 paran > 1.
Esses B, sdo os chamados niimeros de Bernoulli (Jacques Bernoulli (1654-1705)).

(27273' 2*". Substi-

Mostre que

ezz—l + % = %cothg e conclua que %coth% =;

22" BZn z2u
(2n)! i

tuindo z por 2z, obtém-se z cothz = Z
0

Mostre que, para |z| < 1,

1 1 |~ (k+2)...(k "
EXP(I—_—E)=e+ez+ZEH|:Z—-—-( s )k!( +n)}z

k=0
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18. Determine os trés primeiros termos do desenvolvimento

oo
logcosz = E cazy
n=1

tomando log1 = 0.

19. Sejam f uma fungao analitica numa regiao R, z; € R e r o raio de um disco centrado
em z e todo contido em R. Mostre que os coeficientes a, = f")(z)/n! da série
de Taylor da funcao f relativa ao ponto zy sio tais que |a,| < M/r", onde M é o
méximo de |f(z)| em |z — 2| = .

SUGESTOES

9. Observe que f(z) = (1/4%)/(1 — z/4)* e aplique o desenvolvimento binomial; ou
desenvolva 1/(4 — z) em poténcias de z e derive duas vezes. Quanto a g(z), proceda
de modo anélogo, escrevendo z = 2 + (z — 2).

10. Use decomposigio em fragoes simples.

LR 28 |
18. Observe que log(l + 2) = Z%z" e cosz =1+ (cosz—1).

n=1

SERIE DE LAURENT

Vimos, no caso da série de Taylor, que é sempre possivel desenvolver em
série de poténcias de z — zp uma funcio que seja regular em zy. Veremos
agora que o desenvolvimento pode ainda ser possivel, mesmo que a funcéo
nao seja regular em zp, desde que se admitam poténcias com expoentes
negativos. Um exemplo dessa situagio é dado por

1 Z0 1 1 IR ARl
z_3=z_32n' ﬂz%)n' z3+;§+ PR ST T

Esse tipo de série, conhecido como série de Laurent, é uma generalizacao
da série de Taylor. O resultado geral é dado pelo teorema seguinte.

4.23. Teorema. Seja f uma fungdo univalente e analitica numa regiao
anular G: r < |z — z9| < R. Entao, para todo z nesta regido,

n=1

o

s | Z an(z — o Z an(z — zﬂ)ﬂv (4‘20)

(z—zy)" i)
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onde os coeficientes ay, n =0, +1, +2, ..., sao dados por

1 f(©)
= Sl 4 fpest A ¢ 421
sendo C' um contorno fechado em G, envolvendo zy uma vez no sentido
positivo.

Demonstracio. Dado z € G, sejam 7 e rp tais que r < 7y < |z — z|
< ry < R (Fig. 4.5). Designemos por C; e Cy os circulos de centro z e
raios r| e ry, respectivamente, orientados no sentido positivo. Ligando C
e Cy por um arco L, obtemos um contorno fechado v = Cy + L - C; — L
numa regiao de regularidade da fungao f; logo, pela féormula de Cauchy,

piol

foma 2

dg.

As integrais ao longo de L e - L se cancelam mutuamente; portanto,

1o T U

omi CzC—Z 2ni Jo, ( — =

flz) = dg. (4.22)

A
<

Fig. 4.5

A primeira destas integrais é tratada exatamente como no caso da série
de Taylor (Teorema 4.14) e resulta na série de poténcias positivas que.
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aparece em (4.20), a qual, substituida em (4.22), nos da:

o 1 f(6) ;
— n Lo - = . 4.2
10 = Yanle—an)' ~ 5 [ e (4.23)
Quanto a esta ultima integral, notamos primeiro que
Ay 1 S 1 e
(-z (-z)-(2-20) z—2 ;_S-= et L L
z—2p

Esta série converge uniformemente em ¢ € Cy; logo,

1 f(€) ¥
_57_1';,/(:1 C—zdc 5 271'1,/ OZ “+1 a8

n.(]

iE: 1 f(¢)
o Z PR T gmfc,l T

Escrevendo n + 1 como novo indice n, obtemos:

1 1 f(<)
~2mi CIC—Z o s Z(z—zﬂ)" 271'3/('1 (€= 20) ™ %

Substituindo em (4.23), obtemos o desenvolvimento dado por (4.20) e (4.21),
jé que a integral que aparece em (4.21) tem o mesmo valor, qualquer que
seja o contorno C' descrito no teorema, em particular C; ou Cy. Isto com-
pleta a demonstragao.

Como dissemos anteriormente, a série de Laurent é uma generalizacao
da série de Taylor. Se a fung¢éo f é regular mesmo para |z — zy| < r, entéo,
paran = —1,—2,... é também regular em todo o disco |z— 2| < R a fungao
de ¢ dada por

f(¢)

ey — LK -2k,

Em conseqiiéncia, a., =0 paran=1,2,..., e a série de Laurent se reduz
a série de Taylor.
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Regularidade no infinito

E interessante notar que, enquanto a primeira das integrais em (4.22) é uma
fungdo regular no disco |z — 29| < R (na verdade, regular em |z — zg| < ro;
mas, dado qualquer z tal que |z — 2| < R, sempre existe r» < R tal que
|z — 20| < ry), a segunda integral é regular para |z — zg| > r, inclusive no
ponto z = 00, de acordo com a defini¢do que damos a seguir.

Uma fungao g¢(z) se diz analitica, regular ou holomorfa no ponto z = oo
se g(1/¢) for regular no ponto ¢ = 0. Neste caso,

9(1/C) = by + byC + b + ...
numa vizinhanga de ¢ = 0, o que equivale a

A b b
g(z)—bg+;+22+...

numa vizinhanga de z = co. Podemos, entéo, dizer que g é regular no infinito
se ela for desenvolvivel em série de poténcias de 1/z numa vizinhanga do
infinito, |2| > K.

Com essa definigao fica claro o significado da série de Laurent: ela é
a soma de duas séries: uma em poténcias de z — 2, que caracteriza uma
fungao regular no disco |z — 29| < R, o primeiro termo de (4.22); outra em
poténcias de (z — z)~!, que define uma fungio regular em |z — z9| > 7, o
segundo termo de (4.22). A soma dessas duas fungoes coincide com a fungao
f na regido anular r < |z — z| < R.

Zeros de fungoes analiticas

Seja f uma fungdo regular num ponto zy. Entao,

&)=Y nle— 20" (420

n=0

numa vizinhanga |z — zp| < r.
Pode acontecer que aqg seja zero, em cujo caso f se anula no ponto zp,
pois f(z9) = ag. Dizemos entdo que zy é um zero da fungao f.
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Se todos os coeficientes a, se anulam, entao f se anula em toda a vizi-
nhanga |z — 29| < r. Excluido este caso, deve existir m > 0 tal que a,, seja
o primeiro coeficiente ndo-nulo em (4.24), isto é,

ag=...=a.m_1=0 e am;éO.

Dizemos, entdo, que zg é um zero de ordem m da funcao f. Fatorando
(z — 29)™ no desenvolvimento anterior, obtemos:

f(z) = (2 —20)" Z amn(2z — 20)".
n=>0

Pondo e
9(2) = amin(z — 20)", (4.25)
n=0

concluimos que se zy € um zero de ordem m da fungao f, entdo, numa
vizinhanga de zp,

f@)=(z-2)"g(z) e glz)#0. (4.26)

Reciprocamente, suponhamos que exista uma funcio g satisfazendo a
relagdo (4.26) numa vizinhanga |z — zg| < r de zp. A fungdo g possui, nessa
vizinhanga, desenvolvimento de Taylor do tipo (4.25), que, substituido em
(4.26), nos d4 o desenvolvimento (4.24) com ag = ... = @p-1 =0, a,, # 0.
Fica assim demonstrado o seguinte teorema.

4.24. Teorema. Uma condigiGo necessdria e suficiente para que z
seja um zero de ordem m da funcao f € que exista g satisfazendo a relagdo
(4.26); ou ainda, que (z — z9)~ ™ f(z) tenha limite finito e diferente de zero
com z — 2p.

Se uma fungao f é regular no ponto z = oo, este ponto é chamado um
zero de ordem m de f(z) se ( = 0 é um zero de ordem m de f(1/¢). E facil
ver que isto é equivalente a dizer que f possui desenvolvimento

Am | Om+l
f(z):z_m+an+1+"" am?l:oa

vélido numa vizinhanca |z| > K do infinito.
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EXERCICIOS

1. A série de Laurent costuma. ser escrita na forma
o0
f(z) = Z anf(z—2)", r<|z—2z|<R. (4.27)

n=-00

(Deve-se entender entio que temos aqui duas séries separadamente convergentes, uma,
que é asomaden =0an=o0o0eaoutraasomaden=—1an=—c0.) Demonstre
que, se essa série converge na regido indicada, entao a convergéncia é uniforme para
a < |z — z| < b, quaisquer que sejam ae b, comr <a<b< R.

2. Demonstre que a série de Laurent é tinica, desde que fixados o ponto z e a regiio
onde ela é considerada. Sugestdo: Multiplique (4.27) por (z—2) *~! e integre termo
a termo ao longo de um contorno C conveniente.

Nos Exercs. 3 a 8, obtenha as séries de Laurent das fungoes dadas, nas situagoes
indicadas.

3. f{z)=(z_—1)1(z_'§? 2 =1, 0<‘|z—1|<1.

4. ﬂﬂ:m’ zy=Lydla=1] > 1.

5. ()= =g =% 0<k-2<VB
2 g

6. f(z)=m. 20 =072 >0

Teliflz)matell | ag' =100 5] 500

8. f(Z) = ( sen z

m, Zy) =T, Z#‘J‘r.

9. Seja f uma fungio regular no ponto z;. Mostre que 2z, é um zero de ordem m de f
se e somente se

flzo) = () =...= f" " D(2) =0 e f™)(z)#£0.
Determine a ordem do zero z = 0 das fungoes dadas nos Exercs. 10 a 15.

(1 — cos z)sen’z

T 12. (ef —1 - z)%sen’z.

10. (cosz — 1)*sen z. 11,

13. €N _ o=, 14. (ez"’ s l)(sen z2 = 22)_ 15. &t — Elg:'

Determine os zeros e as respectivas ordens das fungdes dadas nos Exercs. 16 a 18.

16. z’senz. 17. (cosz — 1) log(l + z). 18. (2% —4)%(e” - 1).



150 Capitulo 4: Séries de Poténcias

19:

20.

21.

22.

Se z = 2z é zero das fungdes f e g, de ordens r e s, respectivamente, prove que ele é
zero de ordem r + s de fg. De que ordem é esse zero para a fungao f + g7

Demonstre que o inverso de um polinémio de grau m,

1
mzZ™ +a, 2" '+...+az+ag’

f(Z)=Cl amiéo,

¢ uma funcdo regular no infinito e este ponto é um zero de ordem m dessa fungao.
Mostre que uma fungéo racional

Fays A S et R TCR B,
bp2® 4+ bp-12 b4 bzt by '

onde an,, # 0, b, # 0 e m < n, é regular no infinito, e este ponto é um zero de
ordem n — m da fungéo, caso seja n > m.

Demonstre que uma fungio analitica no plano estendido (isto é, incluindo z = c0) é
necessariamente constante. (Este é outro modo de formular o teorema de Liouville
da p. 106)



Capitulo 5

SINGULARIDADES E RESIDUOS

SINGULARIDADES ISOLADAS

Diz-se que um ponto zp é singularidade isolada de uma funcdo f se existe
uma vizinhanga de zy na qual f é univalente e regular, exceto no préprio
ponto zp. Por exemplo, a funcao

possui singularidades isoladas nos zeros do denominador, que sao os pontos
z =0, £m, +2m,... J4 a fungio

1

9(2) = sen(1/z)

tem singularidades isoladas em cada um dos zeros do denominador, que
sd0 os pontos z = 2, = 1/nm, n = £1, £2,... Observe que esses pontos
formam uma seqiiéncia convergente. O limite z = 0 é, entdo, um ponto
de acumulacdo de singularidades isoladas. Como veremos mais tarde, um
ponto como esse também recebe o nome de “singularidade”, mas é uma
singularidade néao-isolada.

Seja zp uma singularidade isolada de uma funcao f, de forma que o
desenvolvimento de Laurent

o0

Y an(z— )" (5.1)

(z— zo)” —

Ms

n=1
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é valido numa certa vizinhanga perfurada 0 < |z — 2| < r de 2.

Singularidades removiveis

Pode acontecer que todos os coeficientes da parte principal sejam nulos,
isto é, a_, =0 paran =1,2,...; neste caso

= Zan(z— z)", 0<|z—z| <

Como esta série de poténcias define uma funcao analitica em |z — z| < r,
com o valor ap no ponto z = z, € natural definir f no ponto 2y, pondo
f(z0) = ap. Vemos assim que uma tal singularidade é apenas aparente e
pode ser removida, bastando definir f de maneira apropriada no ponto zp.
Dai o nome singularidade removivel que se da a tais pontos.

Ja vimos um exemplo de singularidade removivel no Exemplo 4.20 (p.
140), no caso da fungao z(e*—1)~!. As funcoes (cosz—1)/z e z ! log(1+2)
também tém singularidades removiveis em z = 0, pois

cosz—1 1[g (i ] = (-1)* ,
_ Z —-1| = Z 22"l para todo z;
I: =h = (2n)!
. log(1 +z) 1 Z (-=1)" ™ i (—1)”2n a1
—— 2 5 + 1 p -

5.1. Teorema. Uma singularidade isolada zy de f(z) é removivel se e
somente se f(z) for limitada numa vizinhanga de zy, ou tiver limite finito
com z — zp.

Demonstragdo. Suponhamos que f seja limitada, digamos, por uma
constante M, numa vizinhanca de zp. Entao, de acordo com a férmula
(4.21) (p. 145) que d4 os coeficientes da série de Laurent relativa ao ponto
2p, teremos, para r suficientemente pequeno,

Mr—n—l
Ianlﬁ—z——f d|§|=M'r7n.
s [(—zo0l=r
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Como r é arbitrariamente pequeno, concluimos que a,, = 0 para n < 0. Isto
mostra que a série de Laurent se reduz a uma série de Taylor, provando,
portanto, que a singularidade é removivel. O restante da demonstragio é
mais facil e fica a cargo do leitor.

Singularidades do tipo pdlo

Vamos considerar, em seguida, o caso em que no desenvolvimento (5.1) sé
aparece um numero finito de poténcias negativas, isto é, existe m > 0 tal
que a_, # 0 e a_, =0 para n > m. Entdo (5.1) se reduz a

f(g) = (_ziT";)f; +... T 2—’0) Z an(z — 2o .”', G m 20, (5.2)
Neste caso, 2z é chamado pélo de ordem m da fungao f. Um pélo de primeira
ordem é também chamado pdlo simples. No caso de um poélo de ordem m,
o polinémio em (z — zp) ™! que precede a série 320 5 an(z — 20)" em (5.2)
é chamado a parte singular ou parte principal de f no ponto zp. Observe
o leitor que, se subtrairmos de f sua parte principal no ponto zj, o resul-
tado serd uma funcao com singularidade removivel, portanto, regular nesse
ponto. Deixamos ao leitor a tarefa de demonstrar que uma singularidade
isolada zp de f é um pdlo de ordem m se e somente se (z — z)™ f(z) tiver
limite finito e diferente de zero com z — zy. (Compare com o Teorema 4.24
da p. 148, que é a proposicao anéloga no caso de zeros.)

5.2. Exemplo. Vamos considerar a funcao

_ €e’log(l+2)
f(z) T 24(2’ N 2)

primeiro numa vizinhanga de z = 0, digamos |z| < 1. Escolhemos a deter-
minagdo principal do logaritmo, caracterizada por logl = 0. Para vermos
que z = 0 é pélo de ordem 3, basta notar que z°f(2) tem limite finito e
diferente de zero com z — 0. Para achar a parte principal da série de Lau-
rent na origem, procedemos da seguinte maneira, usando multiplicacao de
séries:
s len s Clop{lidk 2) il 42
e = e Sy

23 z
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ey gpos pesp pitiing Y oy
= 3 z o1 5 3 2 1
~1/2 i oy it Fapia ]

= [1+(1 2+2)z+(2+3)z +.o

/8 19 BT, &
/ / / _'_Eanzn_

I

n=

Os primeiros trés termos ai explicitados formam a parte principal da série
de Laurent.

A mesma fungdo tem pdlo simples em z = 2, cuja série de Laurent
correspondente tem parte principal dada por

e’ (log 3)/2*
z2—2
Neste caso, efetuamos um corte ao longo do semi-eixo real negativo (in-
cluindo a origem), de sorte que o dominio da fungéo seja dado por | arg z| <
.

Singularidades essenciais

Além das possibilidades ja analisadas, a série (5.1) pode conter uma in-
finidade de termos com poténcias negativas de z — zp. Dizemos entao que zg
é uma singularidade essencial da funcdo f. Exemplo disso é o ponto z = 0
no caso da funcdo e!/?, pois

— 1 /IN" & SoTfnl
[ /Z == = H (;) — - Z'ﬂ + 1, 0 < |2|.

Diz-se que o ponto z = oo é um pdlo ou uma singularidade essencial
da funcdo f(z) se o ponto ¢ = 0 for um pélo ou singularidade essencial da
funcdo f(1/¢), respectivamente.

Qualquer polinémio de grau n,

1

Pl2) =an2" Fas—12" 4. 4ap, lag #0,

tem pélo de ordem n no infinito, pois

1 5 s
f(§)=P(E):g—n+gn—i~+.--+ao
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tem poélo de ordem n na origem.

Jé4 a funcdo e* tem singularidade essencial no infinito, visto que, pondo
z = 1/(, obtemos:

o0
g Lyl
e ;::1 o +1,

0 que mostra que esta funcdo de ¢ tem singularidade essencial na origem.

Alids, esta situacao é tipica das funcoes inteiras: a unica singularidade
delas é o ponto z = co; e esta singularidade é essencial, a néo ser que a
funcdo inteira se reduza a um polinémio de grau n, em cujo caso z = 0o é
um pélo de ordem n. De fato, dada uma funcédo inteira f, como é regular
em todo o plano, temos, para todo z,

f(Z) o Z anz",
n=0

(e

e daqui segue o resultado enunciado.

donde

E

o0 a +
Dt
n=1

oy

Um resultado interessante sobre singularidades essenciais ¢ dado pelo
teorema que consideramos a seguir.

5.3. Teorema (de Casorati-Weierstrass). Seja f uma fungdo com
singularidade essencial num ponto zg. Entdo, em qualquer vizinhanca de z,
f se aproxima arbitrariamente de qualquer nimero que se prescreva. Dito
de outra maneira, qualquer que seja o nimero a que se prescreva, dados
e>0eé>0, existe z € V{(z) tal que |f(2) —a| <e.

Demonstracdo. Raciocinando por absurdo, suponhamos que existam
€ >0e é > 0 tais que | f(z) — a| > € para todo z € V{(2p). Entao a fungao

1
9(2) = m

é limitada em z € V{(2y); e pelo Teorema 5.1, zp é singularidade removivel
de g(z). Definida convenientemente, g(z) é analitica em z5. Se g(zp) # 0,
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sua inversa g~ !(z) = f(z) —« seria analitica em 2, contradizendo a hipétese
do teorema. Se g(z9) = 0, z seria zero de certa ordem m da funcéao g, sig-
nificando isto que 2z seria pélo de ordem m da funcdo f(z) — a. Mas isto
também contradiz a hipétese do teorema e completa a demonstracao.

EXERCICIOS

Mostre que z = 0 é singularidade removivel de cada uma das funcoes dadas nos Exercs. 1
a 5. Determine o valor que se deve atribuir a fungdo em z = 0 para que ela fique regular
nesse ponto.

=1 h2z—1 1 1 1
i 9 € 3 cosh 2z 3 5 1

e —1° " sen2z’ : sen?z frer il v 2 oseny.

Determine os pélos, com suas respectivas ordens, no caso de cada uma das fungées
dadas nos Exercs. 6 a 13.

z+4-4 sen z 1 1—¢°
I PR R " oB(z—m) " zsenlwz’ " zisen(l+z)’
e’ 1 cosh z senh z
10 ———. 11— B e L
D Z(l—e %) (efz —1)2 2(1 — cos z) zsen?(z +m/2)

14. Seja zp um zero das funcdes f e g. Supondo ainda que g'(z0) # 0, mostre que z é
singularidade removivel de f/g e
!
i 16) _ (1)
==z g(z)  ¢'(20)
15. Demonstre que uma singularidade isolada z; de uma funcéo f é um pdlo de ordem
m se e somente se (z — zg)™ f(2) tiver limite finito e diferente de zero com z — z.

16. Demonstre que zp é pdlo de ordem m de uma funcdo f se e somente se z; for zero de
ordem m de 1/f.

17. Demonstre que uma singularidade isolada zy de uma funcéo f é pdlo se e somente se
|f(z)| tende a infinito com z — zg.

18. Determine a parte principal da funcao
1
z)= ——=
1) z(z —i)?
relativa ao pdlo z = 1.
19. Determine a parte principal da funcdo

£(2) =

£ (z —mnm)?senz

relativa ao pélo z = nr (n inteiro).
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RESPOSTAS

z=0,17 e —i, de ordens 1, 2 e 2, respectivamente.
. z=0,deordem 3; z = £1, £2,43,... de ordens 2.
10. z =0, de ordem 2; z = 2knxi (k inteiro # 0), de ordens 1.
12. z =0, de ordem 3; z = 2kr (k inteiro # 0), de ordens 2.
—1 ik

18, ——— &
B (z—1)? +z—'i

TEOREMA DO RESIDUO

Seja f uma funcdo regular e univalente numa regifdo R, exceto numa singu-
laridade isolada zy € R. Entdo, numa vizinhanca de z; vale o desenvolvi-
mento de Laurent,

Tl = Z Doy Z an(z — 20)",
n=0

n=1 (Z = ZO)TI

os coeficientes a, sendo dados por

1 £0)
/C e (5.3)

"5 O — zp)"t!

onde C' é um contorno fechado de R, envolvendo zy uma vez no sentido
positivo.

O coeficiente a_; acima é chamado o residuo de f no ponto 2y, e deno-
tado (res. f)(z9). Sua importancia reside no teorema que daremos a seguir.

5.4. Teorema (do residuo). Se f € regular e univalente numa regiao
simplesmente conera R, exceto em um numero finito de singularidades iso-
ladas, z1,...,2;, entdo

k
/ f(2)dz = 2xi E (res. f)(z5), (5.4)
0 :
=1
onde C é um contorno fechado de R, envolvendo z1,. .., 2, uma vez no sen-

tido positivo.
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Demonstracdo. No caso em que C encerra uma tnica singularidade z,
a férmula (5.4) se reduz a

/C s tmilos i), (5.5)

que é equivalente & expressao de a_i=(res. f)(zp) dada em (5.3).
No caso de vérias singularidades z1, ..., 2z, utilizamos o Teorema 3.10
(p- 95), segundo o qual a integral sobre C ¢ igual 4 soma de k integrais

Ij=/ Tldzy =l e ks
Cj

onde C; é um contorno fechado que envolve apenas a singularidade z;, uma
vez no sentido positivo (Fig. 5.1). Basta observar agora que cada uma
destas integrais é dada por uma expressdo andloga a (5.5), donde a férmula

(5.4).

Fig. 5.1

Nas secoes seguintes, vamos considerar varias aplicacoes do teorema do
residuo no cdlculo de certas integrais. Isto é feito, como sugere a férmula
(5.4), reduzindo a integracdo a uma soma de residuos; estes devem, entao,
ser obtidos dos desenvolvimentos de Laurent apropriados ou por processos
que deles decorrem. No caso de um poélo simples z, por exemplo, temos

s
flz= . +ap+ai(z—zg)+...
zZ— 20

numa vizinhanca de z, donde

(z— 20)f(2) = 61 +ap(z— 20) +ailz—z)* +...
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Logo, neste caso o residuo a_; é dado pela férmula
(ves. )(z0) = lim [(2 — 20) (=) (5.6)
Seja agora zp um pélo duplo da fungao f, de forma que

f(z) =

a_z a_1q

PRl +ap+ai(z—2z)+...

numa vizinhanga de zp. Daqui obtemos:
(2 —20)*f(2) =a_a +a_1(z — 20) + ao(z — 20)* + .. ;

logo,

di;[(z Bl = g k- St e~ 0 & Al R

Vemos, entéo, que se z; é polo duplo de f, o residuo correspondente é dado
pela seguinte férmula:

(ves. f)(20) = Jim = [(z ~ 207 (2] (5.7)

5.5. Exemplo. Consideremos a fungéo

35
T log?z’

f(2)

que tem p6lo duplo no ponto z = 1. (Estamos considerando o ramo principal
do logaritmo, determinado pela condi¢ao log1 = 0; ou ainda, |argz| < 7.)
De acordo com (5.7), seu residuo neste ponto é

. d(z2—1)2 . 2(z—1log?2—-2(z—1)%logz/z
lim — = = lim =
z—1dz (_log z) z—1 log z
= m?(z—l)'hmlogzﬁi-l-l/z
zhllogz i Bl log” 2z

Calculando estes limites pela regra de 1’Hopital, encontramos (res. f)(1) =
1
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A férmula (5.7) se generaliza para o caso de um pélo de ordem m qual-
quer. Deixamos ao leitor a tarefa de estabelecer o seguinte resultado geral:
Se zy € pdlo de ordem m de uma funcdo f, entdo

g
Lim S 69)

(res. f)(z0) = (

EXERCICIOS

1. Seja f(z) uma func¢do analitica e diferente de zero no ponto z = 2. Mostre que a
fungao g(z) = f(z)/(z — z) tem pélo simples nesse ponto, com residuo igual a f(zg).

2. Sejam p(z) e g(z) fungdes regulares no ponto zo, p(z0) # 0, g(20) = 0 e ¢'(z0) #
0. Mostre que z; é pélo simples da funcao f(z) = p(2)/g(z), com residuo igual a
p(20)/d (z0).

3. Use a regra (5.8) para determinar o residuo de

wiz

€

f(z)=m

; ; P o
no seu pélo z = m. Obtenha o mesmo resultado desenvolvendo e = '™ ¢/™(:~7)

em série de poténcias de z — 7.

Determine os pélos, as ordens e os residuos correspondentes de cada uma das fungoes
dadas nos Exercs. 4 a 11.

z—senz z—senz e
4 =— 5 ——. 6. cothz. 7. —.
zt 2P 42?2 + 72
3z 2
S Lind gy ofling iy et 1/ oleldite),
z(z —1)? zZsen z zsenz 2%sen z

Neste tltimo exercicio, considere o plano cortado ao longo do semi-eixo (—oo0, —1].

12. Calcule a integral
;dz
= i)(z2 +4)

tomando para C, sucessivamente, os seguintes circulos, todos orientados positivamen-
te:

a) de raio 3, centrado na origem;

b) de raio 3, centrado em z = —33;

c) de raio 1/3, centrado em z = 24;

d) de raio 2, centrado no ponto z = 1.
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Calcule as integrais dadas nos Exercs. 13 a 15.

13. j{ 7 14, f Ve 3zils: 15.% B
|z]=1 sen.2 lz=1}=1 |z|=2 z

RESPOSTAS E SUGESTOES

6. Polos simples em z = kmi, k inteiro.

7. Pdlos simples em z = +iw /2.

INTEGRAIS IMPROPRIAS DE FUNCOES RACIONAIS

Veremos agora como o teorema do residuo pode ser utilizado para calcular
certas integrais impréprias de fungdes racionais. Comegamos com um ex-
emplo concreto.

5.6. Exemplo. Seja calcular

ey wlglowi i B dz

f_m 22 +1 _RE%o/_RzQH'
bl =) it
241 (z-i)(z+19)
pontos z = +i. Seja Cp o semicirculo do semiplano Imz > 0, de raio R
e centro na origem. Supondo R > 1, o contorno formado pelo segmento
[-R, R], seguido de C (Fig. 5.2), contém o pdlo z = i, onde o residuo de
f é 1/2i. Pelo teorema do residuo,

R g, dz 1
- — i — =TT, 5.9
/,Rz2+1+f(;rRz2+1 N &

Por outro lado, |f(2)| < 1/(]z|* — 1), donde

dz . TR
< g =
Vcﬁz2+1’R2—1/¢~R“’| R?2—1

O integrando, f(z) , possui pélos simples nos

Isto mostra que

d
h'm/ _?z =k
R—oo CRZ“-F].
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logo, passando ao limite com R — oo em (5.9), obtemos:

/"0 dz A
e e RN =SSO

que é o resultado procurado.

CRr

Y

Fig. 5.2

Embora esse exemplo seja dos mais simples que se possa imaginar, ele
apresenta um procedimento que é aplicavel ao cilculo de toda integral de
—o0 a +0oo de fungoes racionais f(z) = P(z)/Q(z), onde Q(z) ndo se anula

para z real e
grau@ —grau P =m > 2.

De fato, como 2™ P(z) e Q(z) sdo polinémios de mesmo grau, 2z f(z) tem
limite finito e diferente de zero com z — oo; portanto, existem N e K

positivos tais que

K
|z|:R>N=>|f(Z)|SR—m-

Em conseqiiéncia,

[ o] < [ eloe < e [ e =

como m > 2, a integral sobre Cp tende a zero com R — co.

Por outro lado, para R bastante grande,

B P(z) Bl), y o ‘
L+ I, gyt = 2 e e,
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onde a soma se estende a todos os pélos z; da fungao P(z)/Q(z) que jazem
no semiplano Im z > 0. Fazendo entao R — oo, obtemos:

= e} =27 res
/ﬁmQ(z)dz~2 Zj( 7).

5.7. Observacao. Devemos notar que o contorno Cr pode ser tomado
no semiplano inferior Im z < 0. Neste caso, o caminho de —R a R, seguido
do semicirculo Cp, constitui um contorno fechado e com orientagao neg-
ativa, como ilustra a Fig. 5.3. Logo, na formula anterior, o membro da
direita leva um sinal negativo e a soma se estende aos pdlos z; do semiplano
Imz < 0.

Fig. 5.3

5.8. Observacao. O procedimento usado acima, que consistiu em
incluir o caminho de integracdo Cr ao intervalo [—R, R]|, costuma ser
chamado de “dobrar o caminho de integracdo”. Assim, o que fizemos foi
dobrar o caminho de integracao [-R, R] no semiplano superior, incluindo o
contorno Cg. Pela observacao anterior, podemos também dobrar o caminho
de integragdo no semiplano inferior.

EXERCIicCIOS
1. Calcule f ;i““' 7
e e il
, s 2 35 dx
2. Sendo a, b, ¢ numeros reais, com b° < 4ac, calcule _
Caxtsthribe

3. Mostre que

/w dzx - T
o (z? + a?)(z? +b?) 2ab(a + b)’
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onde a > b > 0. Considere as duas possibilidades: a # be a = b.

Calcule cada uma das integrais dadas nos Exercs. 4 a 9.

oo 2 ¢ o0
4./ i 5.[ o Bk G.f 28
w  wEe Y oy Dt g Bl
e zdr 2 atde ® 2 41
A _— 8. _ > 0. 9. dz.
4 /:m (2? + 4z + 13)? /; @+ap /" P
RESPOSTAS E SUGESTOES
2m
1, 2. e
w/+32 Vvdac — b?
3. O integrando f(z) é fungdo par, logo a integral de —oo a zero é igual & integral de
ZEro a o0.
. ™2 7. —/27. 8. 7/da.
4/3

LEMA DE JORDAN

Muitas vezes temos necessidade de calcular integrais impréprias do tipo

/oc e f(z)dz.

—00

Somos entdo levados a dobrar o caminho de integracdo e considerar a integral

B == f e f(z)dz,
Cr

onde Cr é um semicirculo de centro na origem e raio R. O lema de Jordan,

que consideramos a seguir, estabelece condigdes suficientes para que esta

integral tenda a zero com R — oo.

5.9. Lema de Jordan. Sejam r >, R > 0 e Cr o semicirculo
z = Re®, 0 < 0 < 7. Suponhamos que f seja wma funcdo reqular no
semiplano Im z > 0, d excecdo, eventualmente, de um niumero finito de sin-
gularidades isoladas; e que o mdrimo G(R) de |f(z)| para z € Cg tenda a
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zero com R — oco. Entdo Ig — 0 com R — oo.
Demonstracdo. Comegamos observando que
IR i /w e-irR(cos f+isen ”)f(Re“’)z'Re""’dﬁ’
0
1) iR_/D eer sen Hf(ReiB)ei(rR cos B+6’)d9’

donde

b /2

ITr| < RG(R) f e~rRsen04g — 9RG(R) / ¢~rRsenf gy
0 0

Como sen > 26/7 no intervalo 0 < 8 < 7/2!, temos:

|Iz|

IA

/2
2RG(R) [ e~2rRO/% 4g
J0

= ﬂ.G(R) ——(1-e"™)=0 com R— co.

Isto completa a demonstracao.

O leitor néo terd dificuldade em verificar resultado andlogo para r < 0
e Cp no semiplano inferior Im z < 0.

5.10. Exemplo. Como aplicagdo do lema de Jordan, seja calcular

X rsenx
/ ﬁdm, G,>O
0 —0“ -

Observando que o integrando é uma fungdo par e que senz = Ime™, tere-
mos:

* zsenz * zsenz , 1 8 - ggh

0 a+3: 2 25 +:z: g —x 0+ 2
! Para provar isso, consideramos a fungao f(#) = sen § —26/7 no referido intervalo. Sua
derivada, f'(f) = cos@® — 2/7, se anula para um certo valor a, é positiva para 0 < 8 < a
e negativa para a < # < w/2. A funcgéo f ¢é entdo crescente no intervalo 0 < # < a e

decrescente em a < § < 7/2. Como f(0) = f(7/2) = 0, concluimos que f(f) > 0 em todo
o intervalo 0 < # < 7/2; logo, senf > 26 /7 nesse intervalo.
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O integrando g(z) = ze'*/(a®? + 2%) tem pélo simples no ponto z = ia,
que é sua Unica singularidade no semiplano superior. Considerando, entao,
a integral de —R a R (R > a), seguida da integral sobre Cr no semiplano
superior, obtemos:

R zel* ze¥? -
——d ———dz = 27 - —
f_Ra2+22 A cp a2 + 22 2
onde ¢~ %/2 é residuo de g no ponto z = ja. Passando ao limite e usando o
lema de Jordan, vem:

00 iz
Ze o
/ 5 pdz=me™
—oc O+ 2

substituindo em (5.10) obtemos, finalmente,

e —
P 2

/"0 T SenzT e ¢
0

5.11. Exemplo. Vamos agora calcular a integral da funcdo senz/z de
—00 a +o00. Gostariamos de escrever:

0 00 piz
f P e Im/ <z, (5.11)
—00

i

mas observe que enquanto z = 0 é singularidade removivel de sen z/z, esse
ponto é um pélo simples de €*/z, de forma que a integral do segundo
membro nao existe. Isto acontece porque esta integral incorpora a integral
de cos z/z, que ndo aparece no primeiro membro. Mas, embora as integrais

0 iz b A2
e e
=T
a < 0 2

nao existam separadamente (estamos supondo, é claro, que a < 0 < b),
existe o valor principal segundo Cauchy, assim definido:

b cos z cos z
v.p.] z—-hm (/ +/) dz.
a z Z

Existe igualmente

b zz eiz
v.p./ —dz—llm / ] 7032,
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De fato, tanto cos z/z como e'*/z tém parte principal 1/z em z = 0, para a
qual a existéncia da integral no sentido de valor principal é evidente. Isso
justifica a identidade (5.11), pelo menos com limites de integracdo finitos
a e b, desde que se interprete a integral do segundo membro no sentido de
“valor principal”. Adotamos esse procedimento, tomando primeiro a = —R
e b= R para, em seguida passar ao limite com R — +oc:

00 e'iz —& R eiz
/ i e i / e f R
-0 2 R—o0 6—0 -R 5 2

Para fechar o caminho de integragao, além do semicirculo Cg no semi-
plano superior, introduzimos também o semicirculo Cs no semiplano inferior,
de raio 6 e centro na origem, como se vé na Fig. 5.4. O contorno fechado
assim obtido contém o pélo z = 0 da funcgio €'*/z, cujo residulo af é 1.
Entao,

== R eiz ei: eiz !
/ —{-f —dz+ [ —dz+ —dz = 2mi. (5.12)
B 5 z s % O 2

Como
iz

£ =240

onde f(z) é regular, portanto, limitada, numa vizinhanca de z = 0, existe
K > 0 tal que |f(2)| < K para |z| < é. Portanto,

U Tieide gKf |dz| = K76 — 0 com & — 0;
€5 Cs

logo,
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A
Cr
-8 8 L )
el 7
C5
Fig. 5.4

Entédo, passando ao limite em (5.12) com 6§ — 0 e R — o0, e tendo
também em conta que, pelo lema de Jordan, a integral sobre Cz tende a

zero, obtemos:
00 iz
€ 1
f —dz = i.

_Ooz

Substituindo em (5.11), chegamos ao resultado final:

[o o]
senz
f de = .

e o L

EXERCICIOS

Calcule as integrais dadas nos Exercs. 1 a 4.

* cosazx *®  zrsenz
. K £ 2. —_—————dx.
: fn Fra 4l e
*  genz *  cosz
f 8 —dz, > 0. 4. ——dz.
/:oc z{z* +a?) = 8 /u (z2 +1)2 =

5. Seja f(z) uma fungéo regular no semiplano Rez > 0, tal que o méximo G(R) de
|f(2)| sobre o arco Cr: z = Re®, |8 < 7/2, tende a zero com R — co. Mostre que

lim f(z)edz=0, r<0.
R—co i

Prove que an e=*"dz — 0 com R — o0, onde Cg é 0 arco z = R, 0< 0 < n/4.

7. Calcule as chamadas integrais de Fresnel,

oo o0
= [ cosz’dr e S= / senz’dz,
0 0
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mostrando que ambas sdo iguais a /27 /4.

RESPOSTAS E SUGESTOES

1. me2%/4. 2. me *(2 cos2+sen2)/2.
3. w(l —e%)/a. 4. 7/de.

o, o8 i) i &
7. Lembre-se de que fn e " dz = +/7/2. Use = = e "/*z e 0 exercicio anterior para

2

R _iz? —iw 4 Re'T /4 —=z - R __g?
mostrar que g = [" e dz=e" "/ [ e dz = [(1-4)/V2] [ 7" dz+en,
onde eg — 0 com R — oo.

INTEGRANDOS MULTIVALENTES

Vamos calcular a integral

coxkfl
/ e Ve 2
o —&—1

onde consideramos a determinacéo real de x*~1.

Seja C = C; UCgr U Cy U, o contorno fechado formado do segmento
Gy =, Blyargr =10,
do circulo Cr de centro na origem e raio R, do segmento
C'z =Rl arge =22

e do circulo C; de centro na origem e raio r, onde r < 1 < R (Fig. 5.5).
Entao, a tinica singularidade da fungao

k-1
z
==
1) it
no interior de C' é o ponto z = —1, que é pdlo simples, no qual o residuo de

fé

(_l)k—l = e{k—l)log{~1] = e(kfl)m'_
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Cr
o r C,

[ &% G

R
Big. 5.5
Portanto,
/ f(z)dz = 2mieF=H, (5.13)
c

A integral de f ao longo de C'r tende a zero com R — oco. Com efeito,

gkl ; 2 g(k=1)(log R+i6) e 4

fchH o = || Ty iRe

I e(kfl)IogR
< — | df

o R/@ Re'? + 1

k—1 2 k

< RR 40 — 2rR :

R—-1 Jy e

expressao esta que tende a zero com R — oo, pois k < 1.
De modo inteiramente andlogo, verifica-se que a integral ao longo de
C, tende a zero com r — 0. Entao, fazendo r — 0 e R — oo em (5.13),

obtemos:

1dz = 2mielb—m, (5.14)

zk-l
lim lim (f +f )
r—0 R—oo (e Cy/ 2

O argumento de 2 é zero ao longo de C e 27 ao longo de C5, de forma que

Zh=1 R (A 1)logz k 1)(log z+27i)
—I—/ ) a4z — / $+f —  dx
(/01 Fjaze | i rz+1

L s 1\1271]/ $+1
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Substituindo esta expressao em (5.14) vem

[L - elk-D2m] f 3

0o z+1

.'L'k_l (k—1)mi
=, —1)me
dx = 2wie ’

logo,

/°° gkl 27
= — -
e cll=k)ri _ g—(1—k)mi

ou ainda, em forma mais familiar,

o xkfl T
/ dei= :
g 41 sen[(1 — k)7

O meétodo que acabamos de utilizar é aplicavel a toda integral do tipo

o0
f "1 R(z)dz,
0

onde k nao é inteiro, R(z) é uma fungdo racional sem pélos no intervalo
(0, +00) e z*R(z) — 0 com  — 0 e 2 — co. Nestas condigées, a integral
acima converge e as integrais de z"!R(z) ao longo de C, e Cg tendem
a zero com r — 0 e R — o0, respectivamente (o leitor deve verificar isso
em detalhe). Em conseqiiéncia, procedendo como no caso particular acima,
obtemos:

R 2mi k—1
/0 2 R(m)dx:mz:zj (res. R)(2;), (5.15)
J

onde z; s@o os pélos nao-nulos de R(z).

O método acima falha se k for inteiro, pois entdo o denominador em
(5.15) se anula. Neste caso, o integrando z"~!R(z) é uma funcéo racional;
se ela for par, a integral desejada é metade da integral de —oo a +oc do
mesmo integrando, e ja sabemos como calculd-la.

No caso em que o integrando nao é par, a situagdo pode ser contornada.
Seja, por exemplo, calcular a integral

/"0 dx
0 z2+4x+3
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Comegamos integrando a funcao

log z - log z
24+424+3  (2+1)(z+3)

9(z) =

ao longo do mesmo contorno C = C; UCgr U Cy U C, da Fig. 5.5. As
singularidades de ¢ no interior de C s@o os pélos simples z = -1 e z = —3,
onde os residuos de g sdo, respectivamente,

log(—1) _ mi g log(—3) _  log3+mi

2 2 -2 2
Entéao,
log z log3
—_———dz =2 ) ]
fcz‘~’+4z+3dz ™9 $16)

Fig. 5.6

Como no exemplo anterior, as integrais ao longo de C, e Cg tendem a
zero com r — 0 e R — oo, respectivamente. De fato, z = re' sobre C,, e
tomando r < 1/4, obtemos:

U‘ log z {(/’
2 +4z+3 0

r(271'—10gr
— 3—dr—r?

logr +1i6

10
22+4z—l—3 L

27
f df < 2nr(|logr|+27) =0 com r — 0.
0

De modo andlogo, prova-se que a integral sobre Cg tende a zero com R — oo.
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Por outro lado,

(/ f) log z _ulogz ZjR( log = _logm+27ri)d$
a Jo,) 22+4z+3 r \Z2+4x+3 2244243

£, oy it
r T2+4z+3

Substituindo esta expressdo em (5.16), e passando ao limite com r — 0 e
R — o0, obtemos o resultado desejado:

/9" dx _log3
0 z2+4x+3 2

EXERCICIOS

Calcule as seguintes integrais:
oc o0 2
= 3
.13:\/.17 . f a:q+ i
= b T +522 +4

Mostre que, sendo Im o« # 0,

5 dz _ milme

o x(z—a) allmo|’
Sugestao: Integre ao longo do contorno usado no célculo da integral de senz/z (p.
106).

Mostre que
T

fl e/ =1 2

onde tomamos o valor positivo da raiz quadrada. Sugestdo: Use o contorno da Fig.
5.6, fagar = 0e R — co.

INTEGRAIS ENVOLVENDO
FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Um outro tipo de integrais que podem ser calculadas por residuos sao inte-
grais da forma

2T
f(sen#, cos®)df.
0
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Usando a transformacio z = e'?, obtemos:

z—z1 ozl
cosfl =

dz = ie df = i2d8:
T g e df = izdf;

senf =

logo, a integral acima assume a forma:

f f e ﬁ
|2|=1 SR Ty iz’

27 dg
Como exemplo, seja calcular / ——— . Temos:
0

cos@ —2°

/2”_‘19_ _/ . T
0 cosf—2  J=1(z+271)/2-2 iz

il g/ dz
i =122 —42 41

9 dz
T ;,/|.3|=1 (z—2-V3)(z—2+3)

2 o i
— = L = _;
i L8
portanto,
/ @ - =y
0 cos8—27 3
EXERCICIOS

Calcule as integrais dadas a seguir; nas de mimeros 2 e 3, tome |a| < 1, e na de niimero
4, tome a > b > 0.

1/” B,y B 2/"” g0 == B
o 2+sen?d B o l+acosf® /1—q?

8 | 08T Ay anise RO )
"Jo l+asem® J1—@a? “Jo atbcos® TP
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REsiDqu LOGARITMICOS
E PRINCIPIO DO ARGUMENTO

Entende-se por residuo logaritmico de uma funcdo f num certo ponto ao
residuo de f’/f nesse ponto, isto é, ao residuo da derivada logaritmica de f.
E claro que para isso estamos supondo que f seja regular no referido ponto.

Vamos supor que f tenha um zero de ordem r num ponto zg, de sorte
que

f(2) = (z— 20)"g(2),

onde g é regular e diferente de zero em z;. Portanto,

filz) _ rlz—20)"'g(2) + (2 — %)"g'(2)
f(2) (2 —20)"g(2)
i

onde h = ¢'/g é regular no ponto zy. Vemos assim que o residuo logaritmico
de uma funcdo [ num ponto que seja zero de ordem v da funcdo € igual d
ordem 1 desse zero.

O raciocinio anterior pode ser repetido no caso em que zp seja pélo de
ordem s, bastando substituir r por s (Exerc. 1 adiante), o que permite
afirmar que o residuo logaritmico de uma funcdo f num ponto gue seja pélo
de ordem s da funcdo € igual a —s.

Juntando esses dois resultados, demonstra-se facilmente o teorema que
enunciamos a seguir.

5.12. Teorema. Seja f wma funcdo que, a excecdo de pdlos, € analitica
numa regido simplesmente conera R. Seja C C R um contorno fechado
simples, orientado positivamente, e cujo interior contenha um nimero finito
de zeros e polos de f. Entdo,

v e, L
ai b oy =2 P

onde Z e P denotam, respectivamente, os nimeros de zeros e polos de f no
interior de C, contadas as multiplicidades.
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