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Regioes rnultiplamente conexas 

No caso de uma regiao multiplamente conexa, a fun~ao conjugada v po de ser 
multivalente. Exemplo tipico desta situa~ao e dado por u = log J x 2 + y2. 

Por simples deriva~6es , verifica-se prontamente que essa fun~ao e harmonica 
em todo 0 plano, excluida a origem. Substituindo-a em (3.19), obtemos: 

j (X 'Y) xdy - ydx 
v(x, y)=vo+ 22 

(XO,Yo) x + y 

Escolhendo como caminho de integra~ao 0 contorno formado pelos segmen
tos retilineos ligando (xo , YO) a (x , YO ) e (x , Yo ) a (x, y) (fa~a uma figural , 
a expressa.o acima nos da: 

x Xo Y Yo v(x , y) = vo - arctg - + arctg - + arctg - - arctg-. 
Yo Yo x x 

Observe agora que 

donde 0 result ado final: 

x Yo 11: 
arctg - + arctg - = - , 

Yo x 2 

v(x , y) = arctg 1!.. + const., 
x 

que e uma fun~ao multi valente na regiao considerada. Em coordenadas 
polares, r = Jx2 + y2 e f) = arctg (y j x ), obtemos: 

j = u + iv = logr + if) + const., 

ou ainda) com z = reiD = x + iYI 

j(z) = log z + const. 

o leitor deve notar que casos como esse se reduzem a situa~ao de uma 
regiao simplesmente conexa, bastando para isso introduzir urn corte conve
niente no plano. 
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Principio do modulo maximo 

A formula integral de Cauchy permite deduzir alguns resultados importantes 
sobre valores maximo e minimo de fun~oes analiticas e fun~oes harmonicas, 
como veremos agora. 

3.22. Teorema. Seja I uma lun~ao analitica numa regiao R. Entao, 
I I (z) I nao pode assumir valor maximo em R, a menos que I seja constante. 

Demonstra~ao. Sejam Zo urn ponto qualquer de R , e r > 0 tal que 0 

disco C: Iz ~ Zo I :S r esteja todo contido em R. Pela formula de Cauchy, 

I(zo) = ~ ( I(z) dz . 
21ft Jc z ~ Zo 

Daqui segue-se que 

11 112rr 

II(zo)1 :S -2 II(z)lldzl = -2 II(zo + rei9 )ldB = K, 
7rrc 71"0 

(3.20) 

onde K, como se ve, e a media aritmetica dos valores de III sobre C. Vemos, 
assim, que 0 valor de I em qualquer ponto Zo E R e, em modulo, menor ou 
igual a media aritmetica dos valores de III sobre qualquer circulo C centrado 
em Zo e tal que C e seu interior estejam contidos em R . 

Suponhamos agora que lJ(z)1 assuma valor maximo M num ponto 
Zo E R: II(zo)1 = M. Continuando com a mesma nota~iio acima, teremos 
II(zo +rei9 )1 :S M; ese, para algum valor de B tivermos II(zo +rei9 )1 < M, 
pela continuidade de II(zo +reiO)1 como fun~ao de B, esta fun~ao seni menor 
do que M em todo urn intervalo de valores de B; daqui e de (3.20) deduzi
mos prontamente que K < M. Isto contradiz a propria desigualdade (3.20). 
Somos, pois, for~ados a conduir que lJ(zo + rei9 )1 = M para todo B; isto e, 
II(z)1 e constantemente igual a M em qualquer circulo C centrado em zo e 
que esteja, juntamente com seu interior, to do contido na regiao R. Assim, 
II(z)1 e constante em to do 0 disco Iz~zol :S r; portanto, 0 mesmo e verdade 
de I(z). Mas, como provaremos adiante (Teorema 6.1 da p. 179), I tera de 
ser constante em toda a regiao R. Isto condui a demonstra~ao. 

Conseqiiencia imediata desse teorema e 0 resultado que enunciamos a 
seguir. 
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3.23. Corohirio (principio do modulo maximo). Seja f uma 
fun,iio analitica e niio constante numa regiiio limitada R e continua em R. 
Entiio, If{z)1 assume seu valor maximo na fronteira de R e em nenhum 
ponto de R. 

Demonstra,iio. Como If I e continua em R , e este e um conjunto com
pacta, If{z)1 assume valor m3ximo em R. Pelo teorema anterior, If{z )1 
nao tem maximo em R; portanto, seu m3ximo ocorre em algum ponto z da 
fronteira de R . 

o teorema e corollirio anteriores permitem demonstrar resultados ana
logos para fun<;6es harmonicas. 

3.24. Teorema. Seja u uma fun,iio harmonica numa regiiio R. Entiio, 
u{x, y) niio pode assumir valor maximo em R , a menos que seja constante. 

Demonstra,iio. Considere a fun<;ao f = u + iv, onde v e uma conju
gada harmonica de u. f e analitica em R, e 0 mesmo e verdade da fun<;ao 
F{z) = ef(z) . Agora e so ap/icar 0 Teorema 3.22 a esta fun<;ao, lembrando 
que IF{z)1 = eU(x,y) e que a exponencial e uma fun<;ao crescente. 

3.25. Teorema (principio do maximo). Seja u uma fun, iio har
monica e niio constante numa regiiio limitada R , e continua em R . Entiio, 
u(x, y) assume seu valor maximo na fronteira de R , a menos que u seja 
constante. 

Demonstra,iio. A cargo do lei tor. 

Problemas de Dirichlet e de Neumann 

o teorema anterior tem aplica<;6es importantes em problemas de Fisica 
Matematica, quando se faz necessario resolver a equa<;ao de Laplace, ou 
mesmo a seguinte equa<;ao, chamada equa,iio de Poisson: 

~u= f. 

Entende-se que essa fun<;ao f seja dada numa certa regiao R, onde deseja-se 
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achar a fun~ao u satisfazendo it condi~ao de ser igual a uma outra fun~ao 
dada na fronteira de R. Um tal problema chama-se "problema de Dirichlet". 
As vezes, nao u, mas sua derivada normal au/an e que deve igualar uma 
dada fun~ao na fronteira; este e 0 chamado "problema de Neumann" . 

Os problemas de Dirichlet e Neumann sao exemplos tipicos de "proble
mas de contorno", assim chamados justamente porque a fun~ao u tem de 
satisfazer certa condi~ao na fronteira ou contorno da regiao R. Alem desses, 
ha outros problemas de contorno, conforme as condi~6es impost as it fun~ao 
u na fronteira, mas aqui vamos nos limitar apenas aos dois mencionados. 

Denotando com oR a fronteira da regiao R, f uma fun~ao dada em 
Reg uma fun~iio dada em oR, os problemas de Dirichlet e Neumann, 
respectivamente, assim se enunciam: achar u em R tal que 

tJ.u = f com u = 9 em oR; 

achar u em R tal que 

tJ.u = f com au/an = 9 em oR; 

Vamos mostrar que 0 problema de Dirichlet, se tem solu~ao , essa solu~ao 
e unica. De fato , suponhamos que UI e U2 sejam solu~6es; entao, pondo 
U = Ul - U21 teremos, 

isto e, u e solu~ao da equa<;ao de Laplace em R. Alem disso, em oR, u = 0, 
pois tanto UI como U2 sao iguais a 9 na fronteira. Como u se anula na 
fronteira, pelo principio do maximo, u deve se anular em toda a regiiio R. 

Vamos considerar 0 problema de Dirichlet para a equa~ao de Laplace, 0 

que equivale a tomar f = 0 na equa~ao de Poisson. Com 0 mesmo tipo de 
raciocinio que acabamos de fazer , podemos provar que os valores de u em 
R nao podem variar mais que seus valores na fronteira. Mais precisamente, 
sejam UI e U2 solu<;6es dos problemas de Dirichlet em R com valores de 
fronteira gl e g2 , respectivamente. Entao, pelo principio do maximo, 
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Isto significa estabilidade do problema de Dirichlet, isto fl, "pequenas" 
variagoes nos valores de 9 s6 podem acarretar "pequenas" variagoes nos 
valores de u. 

Resultados anaJogos a esses valem para 0 problema de Neumann e ficam 
para os exercicios. 

EXERCicIOS 

1. Sendo f = u + iv uma func;ao analitica Duma regiao R, mastre que u e conjugada 
harmonica de -v. 

2. Mostre que u = x - 5xy e harmonica em todD 0 plano. Determine sua conjugada v e 
expresse f = u + iv em tefmos de z = x + iy. 

3. Mastre que a(x2 - y2) + bxy e a forma mais geral dos polin6mios homogencos e 
harmonicas do segundo grau em x e y. Determine sua fum;ao harmonica conjugada 
e a func,;ao f = u+iv. 

4. Determine a forma geral dos polinomios homogeneos e harmonicas de grau 3 em x e 
y. Determine tambeID a func:;ao harmonica conjugada e a fUlll1aO f = u + iv. 

Mestre que as fum;oes 'U dos Exercs. 5 a 7 sao harmonicas em todo 0 plano. Determine 
a func;ao harmonica conjugada e a funC;ao f = u + iv em cada caso: 

5. u = x - 4xy. 6. u = senxcosh y. 

8. Sejam f uma fun~ao analitica e nao constante numa regiao R e Zo urn ponto qualquer 
de R. Mostre que em qualquer vizinhan~a de Zo existem pontos z tais que If(z)1 > 
If(Zo)I· 

9. Seja f uma fun~ao analitica numa regiaa R, nao constante e que nao se anula nessa 
regiao. a) Mostre que If(z)1 nao tern valor minimo em R. 

b) Principia d o modulo minimo: Mostre que se R e uma regiao limitada, f e 
analitica e nao constante em R, nw se anula e e continua em H, entao lJ{z)J assume 
seu valor minimo na fronteira de R. 

c) De exemplo de uma fun~ao f que se anula em algum ponto Zo de uma regiao 
R, tal que lJ(zo)1 = 0 e 0 valor minimo de If(z)l· 

10. Mostre que uma fun~ao harmonica numa regiao R 0110 pode ser constante em qualquer 
subconjunto aberto de R, a menos que seja constante em toda a regiao R. 

11. Mostre que uma fun~ao harmonica e nB.<> constante numa regiao R nao pode assumir 
valor minimo. Principia do minima: No caso de R ser uma regiao limitada e a 
fun~ao harmonica continua em H, seu minima ocorre na fronteira de R. 

12. Seja u uma fun~ao harmonica Duma regiao limitada R e continua em R. Mostre que 
lui assume seu valor max.imo na fronteira de R. 
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13. Prove que a solu~ao do problema de Neumann, quando existe, e unica a menos de 
uma constante aditiva. 

14. Seja gn uma seqiiencia de func;;i5es definidas na fronteira de uma regiao R e convergindo 
uniformemente para uma fum;ao f. Prove que as correspondentes solw;oes 'Un do 
problema de Dirichlet para a equa.y3.0 de Laplace em R , quando existem, formam 
uma seqiiencia uniformemente convergente para a 501<;iio da equ~ao do problema de 
Dirichlet com dado de fronteira g. 

RESPOSTAS 

2. f(z) = Z + 5iz' /2 + const. 

4. u = ax3 
- 3bx 2 y - 3axy2 + byl, v = bx3 + 3ax2 y - 3bxy2 - ay3 + c, 

f(z) = u + iv = (a + ib)Z3 + C. 

6. v=cosxsenhy+ c, !(z)=senz+ic. 

9. Para a parte a), considere a fuw;ao 1/ f. 
11. Seodo u a referida func;ao, cOllsidere a func;iio -u, que tam bern e harmonica. 



Capitulo 4 

, A 

SERIES DE POTENCIAS 

SERIES DE FUNC;OES COMPLEXAS 

Estudaremos, neste capitulo, a desenvolvimento de fun~oes analiticas em 
series de potencias. Vcrcmos :,er r .... ';"! urn modo natural de construir fun<;oes 
analfticas e urn dos instrumentos mais importantes no tratamento dessas 
fungoes. Iniciamos este estudo com algumas defini~oes gerais relat ivas as 
series de func;6es . 

Come~amos observando que as defini~oes de limite e convergencia de 
seqi.iencias e series de numeIos complexos sao exatamente as mesmas que ja 
conhecemos do caso real. Desses conceitos seguem as mesmas propriedades 
ja conhecidas no caso real sobre limites de soma, produto, quociente etc., e 
cujas demonstra~oes sao feitas segundo as mesmas linhas de raciocinio. 

Uma serie de fun r;i5es Ii uma serie 

00 

L I,,( z) = Io(z) + 11 (z) + . 
11=0 

cujos termos In sao, em geral, funC;6es de uma variavel (complexa) z, todas 
com um dominio comum de definic;ao. As expressoes 

00 

L In(z), L I,,(z) e folz) + 11 (z) + .. . + I,,(z) + ... 
n=O 

sao mer~s slmbolos com que denotamos lima serie. No caso de uma serie 
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convergente, eles assumem 0 significado de soma da serie, isto e, 
00 

L I,,(z) = lu(z) + II (z) + ... = lim Sn (z), 
11=0 

onde Sn (z) e a soma parcial ou reduzida de ordem n: 

n 

sn(z) = L fJ( z). 
j=O 

( 4.1) 

Em se tratando de uma serie convergente, e claro que sua soma s(z) = 
2:,ln(z) e, em geral, uma fun~ito de z. Neste caso a expressiio 

00 

rn(z) = s(z) - Sn(z) = L fj( z) = In+l(Z) + j"+2(Z) + ... 
j = n+ J 

e cha.. ··.dda 0 resto da serie a partir do termo In+1 (z ). 

Convergencia simples ou pontual 

Seja 

\t'- ~ 9'dnt~ 
C,I;,,', 

S(z) = L j ,,(z) (4.2) 

uma serie convergente, para todo Z nurn certo conjunto D. Entao, dado 
qualquer E > 0, para cada zE D existe N tal que 

n 2 N =? Is(z) - 8,,(z)1 < E, (4.3) 

onde s,,(z) e a reduzida de ordem n dada em (4.1). 
E importante observar que, em geral, N depende nito somente de E 

mas tambem do valor z consider ado. Por exemplo, consideremos a serie 
geometrica 

2 3 1+ z+z +z + ... , 
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E claro que para Iz l < 1 a serie acima converge e sua soma e (i - z)-L 

Por outro lado, 

1 2 
s(z) = -- = 1 + z + z + ... , Izl < l. 

1-z 

Izln+l 
Is(z) - s,,(z) 1 = 11 _ zl 

e men or do que c se e somente se (estamos supondo Iz l < 1) 

log(cll - zl) 
n > log Iz l - 1. 

Esta ultima expresao, por sua vez, cresce acima de qualquer valor a me
dida que z aproxima 0 valor 1; logo, nao e possivel determinar N de forma 
a satisfazer (4.3) para todo z de modulo menor do que 1; 0 valor de N de
pende de cada z particular que se considere, por issa mesma a convergencia 
costuma ser chamada de convergencia _,.mples ou convergencia pontual, que 
e 0 unico tipo de convergencia que temos de considerar quando estudamos 
seqiiencias e series numericas. No entanto, ao tratarmos seqiiencias e series 
de fun~6es, sejam elas reais ou complexas, ha um outro tipo fiuito impor
tante de convergencia, chamada corwergencia uniforme, que vamos consi
derar em seguida. Esse tipo de convergencia e um dos tapicos centrais de 
qualquer curso de Analise ([A2), Capitulo 9). 

Convergencia uniforme 

4.1. Defini .. oes. 1) Diz-se que uma sequencia de fun90es (In(Z)), 
definidas num mesmo dominio D , converge uniformemente para uma fun9iio 
f ez) se for sempre possivel determinar um indice N em correspondencia a 
cada c > 0, tal que 

Vz E Den> N =? Ifn(z) - fez)! < c. 

2) Diz-se que a serie (4.2) converge uniformemente em D se for sempre 
possivel determinar urn indice N em cor. espondiincia a cada c > 0, tal que 
a condi9iio (4.3) fique satisfeita para todo zE D. 
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4.2. Exemplos. I} A seqiiencia fn( z} = nze- n, converge para zero, 
qualquer que seja z = reiO no setor circular r ~ 0 e 101 < 1r 12, mas nao 
uniformemente. Para vermos isso, observamos que 

Ora, esta ultima expressao tende a zero em todo ponto z fum. Mas nao 
uniformemente. Por exemplo, basta imaginar 0 fixo e r = l in; ou, ainda, r 
fixo e e aproximando-se de 1r/2 de tal modo que cosO = 11m'. 

2) A serie geometrica, considerada anteriormente, e urn exemplo tfpico 
de serie que converge no disco Izl < 1, mas nao uniformemente. A meSIlla 
serie converge uniformemente em qualqucr d isco fcchado Iz l :S 6 < 1. Com 
efeito, temos: 

Izln+1 {)"+1 6,,+1 
--< --<--
11 - zl- 1 -lzl- 1 - 6' 

que e menor do que c, desde que tomemos 

log E(1 - 6} 1 
n> log 6 - . 

Assim, a condi~ao (4.3) fica satisfeita para todo z no disco fechado Izl :S 6. 

4.3. Teorema. Umu condiyao necessaria e suficiente para que a serie 
(4-1) convirja uniformemente em D e que, dado E > 0, seja passlvel deter
minar N tal que, para todo inteiro positiva p, tenhumas: 

zE D en> N => ISn+p(z} - s,,(z}1 < E, (4.4) 

ou seja, 

zE D en > N => Ifn+I(z} + fn+2(z} + ... + fn+p(z}1 < E. 

Demonstmrao. Supondo que a serie convirja uniformemente em D , seja 
s(z} sua sorr a . Entao, dado E > 0, existe N tal que, para todo n ~ N ~ 
zED, 

E 
ISn(z} - s(z}1 < 2; 
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e claro que vale tambem a desigualdade 

Entao, usando a desigualdade do triangulo, 

ISn+p(z) - sn(z)1 = I[sn+p(z) - s(z)] + [s(z) - sn(z)]1 

~ ISn+p(z) - s(z) 1 + Is(z) - sn(z)1 
c c 

< "2 +"2 = c. 

Isto prova que a condic;ao e necessaria. 
Para provar que ela e suficiente, partimos da hipotese de que (4.4) es

teja satisfeita; logo, para cada z fixo, s,,(z) e uma sequencia numerica de 
Cauchy, portanto, convergente. Seja s(z) seu limite, que e tambem 0 limite 
de sn+p(z) com P --; 00. Entao, 

lim [Sn+p(z) - Sn(z) ] = s(z) - sn(z) ; 
p_oo 

e , em conseqiiencia, temos tambem que 

lim ISn+p(z) - sn(z)1 = Is(z) - s,,(z)l· p_ oo 

Finalmente, passando ao lim.ite em (4.4) com p --; 00, vern: 

zE D en> N =;. Is(z) - sn(z)1 ~ c, 

provando que a condic;ao e suficiente. 

Vma conseqiiencia importante do teorema acima e 0 chamado teste de 
Weierstrass, que consideramos a seguir. Ele e freqiientemente usado para 
testar se uma serie e ou nao uniformemente convergente. 

4.4. Teorema (teste M de Weierstrass). Sejam L;Mn uma sene 
numerica convergente e fn (z) uma seqiiencia de funyoes definidas num con
junto D, satisfazendo a condi,ao I J,,"(z) I ~ M" para todD n e todD zED. 
EntaD, a serie L;fn(z) converge uniformemente em D. 
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Demonstra9ao. Observe que 

I/n+l(Z) + ... + In+p(z)1 ::; II/n+l(z)1 + .. . + I/n+p( z)1 

::; Mn+l + .. . + Mn+p. 

Como L: Mn e convergente, dado qualquer E > 0, existe N tal que 

zE D en> N '* Mn+l + ... + Mn+p < E; 

logo, temos tambem, 

ZE D en> N,* I/n+l(Z) + ... + In+p(z)1 < E. 

Daqui e do Teorema 4.3 segue a convergeucia uniforme de L: In(z) ern D. 

4.5. Exemplo. Para vermos que a serie geometrica 1 + z + z2 + ... , 
considerada anterionnente, converge uniformemente em qualquer disco Izi ::; 
Ii < 1, basta aplicar 0 teste de Weierstrass, notando que a refe ; ;a serie e 
dominada pela serie numerica 1 + Ii + li2 + . .. , a qual e convergente, visto 
que Ii < 1. 

o teorema seguinte revela a importancia da convergencia uniforme das 
series de fun~6es analiticas; seu alcance sera mais bern com preen dido logo 
adiante, quando tratarmos das series de potencias. 

4.6. Teorema. Seja 

00 

I(z) = L In(z) (4.5) 
n= O 

uma serie de funr;oes continuas, uniformemente convergente num conjunto 
D. Entao, 

1) I e continua em D; 
2) no caso de a convergencia ser unilorme ao longo de um contom.o 

C, a integral de I sabre C pode ser obtida por integra,iio de (4.5) termo a 
tenno; 

3 I je a convergencia e uniforme numa regiao simplesmente ... ,7'lexa R , 
onde as lun,oes In sao analiticas, entao I tambem e analitica em R , e 
suas derivadas podem ser obtidas derivando a serie (4.5) termo a termo um. 



124 Capitulo 4: Series de Potimcias 

numero conveniente de vezes. 

Demonstra,iio. 1) Seja E' > 0 arbitrario e Zo urn ponto qualquer de D. 
Com a nota.c;ao 

n 

s,,(z) = L fJ(z), 
j~O 

co 

r,,(z) = L /j(z), 
j=n+ l 

resulta que I(z) = s,,{z) + rn{z); logo, 

I/{ z) - l{ zo )1 < ISn{z) - sn{'Oli + Irn{z) - r,,{ zo)1 

< Is,,{z) - s,,{'O)1 + Irn{z)1 + Ir,,{zo)1 (4.6) 

Da convergi'mcia uniforme da serie (4.5), segue-se que existe urn (ndice 
N tal que 

ZE D , n::O: N =? Ir,,{zll < E. 

Fixado n = N, usamos a continuidade de s N (z) para determinar 0 > 0 tal 
que 

zED, Iz - zo l < 6 =? ISN{Z) - sN{zo)1 < E. 

POltanto, com n = N e Iz - '01 < 6, a desigualdade (4.6) nos dO. 

I/{z) - l{zo)1 < E + E + E = 3E', 

donde a continuidade de 1 em D. 

2) Quanto it integragao ao longo de C, 

fc I{z)dz = fc s,,{z)dz + fc rn{z)dz 

= t 1 fJ{z)dz + l'·n{Z)dZ. (4.7) 
j~O C C 

Tomando n ::O: N e observando que Ir,,{z)1 < c, obtemos: 

Ifc rn{z)dzl-S fc Ir,,{z)lldzl -S cL , 
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onde Leo comprimento do contorno C. Portanto, fazendo n -; 00 em 
(4.7), obtemos 0 resultado desejado: 

r I( z)dz = f r fJ(z)dz. 
l c j~Olc 

(4.8) 

3) Vamos supor agora que as fun~6es In sejam analiticas em R. Entiio 

fa J,(z)dz = 0, j = 0,1, ... 

para todo contorno fechado C em R. Daqui e de (4.8) segue-se que a integral 
de I sobre C e nula. Como I e continua e G e arbitrario, conclufmos, pelo 
teorema de Morera (p. 106), que I e analftica em R. 

Finalmente, devemos mostrar que I' = L- I~. Dado z E R, seja G urn 
contorno fechado simples em R, envolvendo z positivamente; por exemplo, 
G pode ser urn circulo I( - zl = 0. Como a serie 

k! 1(0 00 k! In(O 
27fi' (( - z)k+l = ,~ 27fi' (( - z)k+1 

converge uniformemente em (, para ( E C, ela po de ser integrada termo 
a termo ao longo de G; usando a formula da derivada k-esima (p. qq), 
obtemos, por integr~iio termo a termo: 

00 

I(k)(z) = L I~k)(z). 
n= O 

Isto completa a demonstr~ do teorema. 

EXERcicIOS 

1. Supondo que a seqiiencia de numeros complexos (au) seja convergellte, prove que a 
seTic Eanz ll converge uniformemente em qualquer disco jzl ~ r < 1. Prove que 
issa e verdade mesmo que a seqiiencia (a,,) seja apenas limitada, nM necessariamente 
cOllvergente. 

( 
, , . I 

2. Prove que a sequencia f" z) = nze- n
: tende a zero para todo z no setor cucu ar 

r ;:: 0 e 191 < 7r /4, mas nM uniformemente. Prove que a convergellcia e uniforme em 
qualquer dominic do tipo r ~ c > 0 e 181 < 7r/4 - 8, onde 0 < 8 < 7r/4. 
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3. Derivando e integrando a serie 

~ 

_ 1_ = "' z" 
l -z L ' 

"_0 

obtenha as seguintes desenvolvimentos , validos em Izi < 1: 

(I ~ z)' = ten + I) z" e log(l-z) =-t~ , 
"_0 ... , 

oode log(l - z) eo ramo do logaritmo Que corresponde a log 1 = O. 

4. Obtenha as seguilltes descllvolvimcntos: 

~ 

I~z = 2:(- I)"z" ; 
11 -=0 

_( I), = ~(- I)"(n+l)z"; 
l +z ~ ,, _0 

todos validos em Izi < L 

~ 

__ 1_ = '\"'" Z2u. 

1 - Z2 L- ' 
11 ",, 0 

Usanda 0 teste de Weierstrass, mostre que as series dadas nos Exercs. 5 a 16 con
vergem uniformcmcnte nos dominios indicados em carla casc. 

5 
~ 

2: ncos3n " I d· I I --.-z ,em qua quer Isea z ::; r < 1. 
I + on "_I 

6. 2:
00 n2 - 3cosn 2n - 1 . 

2. Z , em qualquer dISCO Izi < r < 1. 
I~ + 7 -

11 _ 1 

7. 
00 n+7Jn+T 2n-1 . 

""' ( ) Z 1 em qualquer diSCO Izi < r < ../2. L- n+121J -
" .. 1 

8. 
~ ( )" L ~~ln(Z - I )",emqualquerdiScolz - ll ::; f'<l. 

?I _ I 

~ k 

g. L ~n Z ll , em qualquer disco Izi ~ r < R. 
n= l 

~ , 
10. L :! z", em qualquer disco lzl < R, qualquer q~e seja a constante a. 

11. 

12. 

"_I 
~ , 
L n~.~ Zll, em qual~uer disco Izi < R. 
>1 = 1 

~ 

2: 
ncosn -,,, I d· I I R -3--e~ ,em qua quer ISCO Z < .. 
n + 1 

n :::l l 
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00 

'" __ 1_ em quaJquer conjunto compacta que exclua. os quadrados perfeitos. 
~ n 2 _ z ' 
11 = 1 

00 e z / n 

14. "'"' -'--2 ' em Qualquer conjunto compacto que oao contenha mimeros da forma L...J n +z 
' 1_ 1 
z = ±in com n natural. 

00 

15. L n!(z 1_ n)' em qualquer conjunto compacta que cxdua as mimeros naturais . 
• , 1 

16 2.:00 v'1i+1 l ' 1 " . . -'--2 ' em qua quer COIlJUl1tO compacLo que exc un as numeros Ultea"os. 
n - z .-1 

00 

17. P rove que a seric < (z) = L ~z define uma fu nc;ii.o analitica em Re z > 0, con hccida 
1 

como /unfiio zeta de Riemann. 
00 

18. Mastre que a seric '" sen nz define uma func;ii.o analit ica oa faixa )Im zl < log 2. 
L- 2" 

I 

00 

19. M .. ",", sennz -r . aJ h ostre que a sefle L- ----;t2 converge UDilormement.e no CIXO re , mas em llCO uma 
1 

regiao do plano complexo. 

SUGESTOES 

17. Qualquer ponto z tal que Re z > 0 esta cont.ida num semiplano aberto Re z ~ c > O. 

18. Use 0 teste de Weierstrass, notando que 

Isennz l2 = ~ (e2f111 + e- 2ny
) + ~ (sen2nx - coi nx). 

19. Use a experiencia ganba com 0 exercicio anterior. 

SERIES DE POTENCIAS 

Dentre as series de fun~oes , sao de interesse especial as series de potencias, 
ou series do tipo 

00 

J(z) = 2.: an(z - zo)", (4.9) 
n=O 
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onde as coeficientes an e a ponto zo sao constantes complexas. Como ve
remos brevemente, toda serie de potencias convergente define uma fun~ao 
analitica, e toda fun~ao analitica num ponto z = zo pode ser desenvolvida 
em serie de potencias numa vizinhan~a de zoo 

Ja vimos alguns exemplos dessas series no caso das fun~iies {I - Z)-1 e 
{1+Z)-I: 

_1_ = I:{-lt zn . Izl < l. 
1 + z ,,=0 

Alias, estas series sao muito uteis na obten~ao de outros desenvolvimentos, 
como ja tivemos oportunidade de ver nos Exercs. 3 e 4 anteriores. A seguir 
damas mais quatro exemplos. 

4.7. Exemplo. Vamos desenvolver a fun~iio l/z em serie de potencias 
de z - 3. Veja: 

1 1 1/3 00 (-I)" n 

; = (z-3)+3 = 1+{z-3)/3 = ~ 3,,+1 (z - 3) , 

desenvolvimento este que e valida em Iz - 31 < 3. 

4.8. Exemplo. Vejamos agora como desenvolver a mesina fun~ao 1/ z, 
porem em series de potencias de z + 4 = z - (-4): 

1 1 -1/4 ~ - 1 
; = (z + 4) - 4 = 1 _ {z + 4)/4 = ~ 4,,+1 (z + 4)". 

Aqui 0 desenvolvimellto e valida em Iz + 41 < 4. 

Nesses do is ultimos exemplos, temos a mesma fun~iio f{ z) = l /z de
senvolvida em duas series de potencias distintas, uma em rela,ao ao ponto 
zo = 3, a outra em rela<;ao ao ponto zo = -4. 

4.9. Exemplo. Vamos desenvolver a fUll~iio f{z) = (2z - 9) - 1 em 
potencias de z - 3: 

1 1 -1 1 -1 00 [2{Z-3)]" 
2z - 9 = 2{z - 3) - 3 = ""3 . 1 - 2{z - 3)/3 = ""3 E 3 ; 



Capitulo 4: Series de Potencias 129 

logo, 
l Oa _2ft 

2z - 9 = L 3n+l (z-3)", 
n= O 

desenvolvimento este que e valida em Iz - 31 < 3/2. 

4.10. Exemplo. A mesma fun~iio do exemplo anterior sera agora 
desenvolvida em potencias de z + 4: 

1 1 -1 1 - 1 00 [2(Z+4)]" 
2z-9 = 2(z+4)-17=17 ' 1 - 2(Z+4)/17=17~ 17 ; 

portanto, 
1 _2" 

2z - 9 = L 17n+1 (z+4)". 

Este desenvolvimento e valido em Iz + 41 < 17/2. 

Gada uma das series consideradas nesses quatro ultimos exemplos con
verge nos pontos z de urn disco de centro zoo E e fa~ll ver que elas divergem 
nos pontos z fora desses discos. Esta situ~ao e de carater geral e segue do 
teorema que consideramos a seguir. 

4.11. Teorema. A toda serie de patencias (4.9) estei assaciada 
urn numero nao-negativo r I tal que a serie converge absolutam.ente em 
Iz - '01 < r e unifar'rnemente em qualquer disco Iz - zo l ::; r' < r . Ela 
diverge em Iz - zo l > r. 0 numero r, que pode assumir as valares r = 0 e 
r = 00, e chama do 0 "raio de convergencia" da serie; e 0 disco de raio r e 
cent1'o ZO I 0 sev. "disco de convergencia". 

DemonstT'at;iio. Pade acontecer que a serie so convirja em z = ZQ, caso 
em que, e claro, r = O. Do contnirio, a serie converge em urn certo z = ZI '# 
zo; entao, 0 termo geral a,t(zl - zo)n tende a zero, dande segue-se que existe 
M tal que lan(zl - zo)n l ::; M para todo n. Portanto, 

I 
z - Zo In I Z - zo In lan(z - zo)"1 = lan(zl - zo),,1 -- ::; M 
Zl - Zo Zt - Zo 

(4.10) 

Isto mostra que a serie L lan(z - 'O)nl e majQrada pela serie 

I 
z - zo In ML ZI - Zo ) 
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a qual converge no disco Iz - zol < IZI - zol; logo, a serie (4.9) converge 
absolutamente em todo z desse disco. 

Seja T 0 supremo do conjunto dos mirneros IZI - zol, onde ZI varia no 
conjunto dos pontos onde a serie (4.9) converge. Dado qualquer z' no disco 
Iz - zo l < r (Fig. 4.1), pela defini~iio de l' existe ZI onde a serie converge, 
e tal que Iz' - zol < IZI - zol. Daqui e do que virnos no paragrafo anterior, 
concluimos que a serie converge absolutamente em z = Z' €, portanto, no 
disco Iz - zol < T. 

Fig. 4.1 

Pela sua propria defini~iio, ve-se tambem que, se r for finito, a serie 
diverge em I z - ZO I > T. 

Resta provar aconvergencia uniforme em qualquer disco Iz-zol ~ 1" < T. 

Fixemos ZI tal que r' < IZI - zol < r (Fig. 4.2). Entiio, 

I
Z-ZO I ,.' - - < =q<l. ZI - Zo - IZ I - zol 

Daqui e qe (4.10) , obtemos: lan(z - zo)"1 < Mqn; aplicalldo 0 teste de 
Weierstrass (Teorema 4.4), concluimos que a serie (4.9) converge uniforme
mente no disco iz - zol ~ ,.I .~ T , 0 que completa a demonstra~iio .. (Observe 
que 0 teorema nada esclarece sobre os pontos da fronteira do disco de con
vergencia. ) 
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Fig. 4.2 

4.12. Teorema. 0 mio de convergencia T da serie (4.9) e dado po,' 

I. I an I T= 1m -- , 
n-.oo a n+ 1 

quando este limite existe. Em geml, T e dado por 

1 
,. = ~'"""~ 

lim \IIaJ' 
com a conven~ao de se tamar r = a au T = 00, conforme 0 denominador 
desta expressiio seja infinito ou zero, respectivamente. 

Demonstm9iio. Suponhamos que exista 0 primeiro limite referido. En
tao, pelo teste da razao, a serie L lan(z - zo)"1 converge (portanto, converge 
tamMm a serie (4.9)) se 

I· I a,,( z - 'O)" I 1 I' I an I un = 1m --
n--oo an+l {z - ZO)n+ l Iz - zol n--+ oo an+l 

for maior do que 1, vale dizer, Iz - zol < lim Ia,./a,,+d = r. 
Para completar a demonstr~ao da primeira parte, resta provar que a 

serie (4.9) diverge se Iz - zol > r. Ora, se ela convergisse em um certo ZI , 
com I ZI - zo I > r, entao, pelo teorema anterior, convergiria absolutamente 
ern qualquer z' com IZI - zol > Iz' - zol > r, contradizendo 0 teste da razao. 

A demonstra~ao da segunda parte e analoga, ut ilizando 0 teste da raiz, 
segundo 0 qual a serie L Ia,.(z - '0)"1 converge ou div~rge con forme seja 

lim I/Ia,,(z - zo)"1 = Iz - zollirn I/la,,1 
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menor DU maior do que I, respectivamente. 

EXERCicIOS 

Nos Exercs. 1 a 5, obtenha as desenvolvimento5 em series de pot€mcias, conforme especi
fica<;ao em cada caso. Determine as respectivos discos de convergencia e represente-os 
grafica.mente. 

I. J( z ) = 1/ z em potencia.s de z + i. 
2. J( z ) = l /z em potencias de z - i. 

3. J(z) = i/(z + i) ern potencias de z - I. 

4. J(z) = 1/( 2z - 3) em potencias de z. 

5. J(z) = 1/(2z - 3) em potencias de z + i. 
6. fez) = 1/ z2 em potencias de z - l. 

7. I(z) = l /z 3 em potenciasde z +2. 

Determine as raias de convergencia das series dadas nos Exercs. 8 a 16. 

00 ~ 

8. L" nz . 9. L I" n.z . 

" .. 0 n- O 

00 00 

11 . L log(3n' + 5)(z + i)". 12. L(senhn)z" . 
fI __ O ".0 

00 

14. DVnJ"z" 
00 " 

15. L~ Z2!l, 

. _0 ._ 1 

00 

17. La'lz", code a 2n = 22n e a2 11+1 = 52
•
1+ 1 

. 

.. =0 

00 

t (z - i)" 1O. 1 . n. 
,1 _ 0 

00 

13. L (J2)'" z". 
1/ ,., 0 

00 

16. L n n
1 

-z . 
3" ._1 

18. Lan z", oude an = n 2 se n e primo e an = 0 se n DaD e primo . 
• _ 0 

RESPOSTAS E SUGESTOES 

I. 

3. 

1 
z 

. ~ ') = etc. 0 disco de cOllvergencia e jz + il < l. -1+ z+t 

z+i l+i +(z- l ) 1 + i 1 + (2 _ ~)/( l + i) = etc. 0 disco de convergencia 

e Iz - 11 < ,/2. 
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6. Obtenha primeiro a serie de liz , depois derive. 

8. T = 1. 11. r=1. 12. r = l/e. 14. r = O. 

15. Trata-se de uma serie de powllcias de w = Z2. 

16. Observe que a'l 2 = n/3n. 

17. r = 1/5. 18. r = 1. 

SERIES DE POTENCIAS, SERIE DE TAYLOR 

Vamos estabelecer agora uma caracteriza<;iio das fun<;oes analfticas como 
aquelas que podem ser desenvolvidas em series de potencias. 

4.13. Teorema. Toda serie de potencias 

00 

J(z) = L a,,(z - zo) ' (4.11) 
n=O 

Tepresenta uma funqiio analitica no seu disco de converye.ncia Iz - Zo I < T. 
Ela pode se, derivada termo a termo urn numero aJ"bitnl.7io de vezes; e as 
series assim obiidas possuem 0 mesmo mio de converyencia l' da serie ori
ginal, e representam as derivadas da Junqiio J. 

Demonstmqiio. Dado z qualquer no disco Iz - zol < T, e claro que existe 
Tl < r tal que Iz - zol < r, (Fig. 4.3a) . Neste disco a serie (4.11) converge 
uniformemente (Teorema 4.11) e pode, entiio, ser derivada termo a termo 
(Teorema 4.6). A serie de derivada,g 

00 

J'(z) = L(n + i)an+l(z - zo)" ( 4.12) 
n=O 

converge pelo menos no disco Iz - zol < r, de forma que seu raio de con
vergencia 1,1 e pelo menos T. 

Suponhamos que r' pudesse ser maior do que r. Seja entao T" tal que 
r < r" < r' e seja z tal que r < Iz - zo l < T" [Fig. 4.3(b)]. A serie (4.12) 
converge unifonnemente em Iz - zol < r" (Teorema 4.11); logo, pode ser in
tegrada termo a termo ao longo de urn caminho C, ligando zo a z (Teorema 



134 Capitulo 4: Series de Potencias 

4.6). resultando em (4.11) . Esta serie deve entao convergir pelo menos para 
Iz - Z() I < r". 0 que e uma contradi<;ao. Fica assim provado que as series 
(4 .11) e (4.12) possuem 0 mesmo raio de convergencia. 0 resto do teorema 
segue facilmente por indu<;ao . 

. , 
r 

" 

(a) (b) 

Fig. 4.3 

4.14. Teorema (da serie de Taylor). Seja j urna jun,iio analitica 
numa regiiio R, Z() urn ponto qualquer de R, e ro > 0 tal que 0 disco Iz 
zo I :S ro esteja todo contido em R . Entiio. nesse disco a jun,ao j pode ser 
desenvolvida em serie de potencias de z - Zo . Conhecido como a "serie 
de Taylor" da jun,iio j Telativa ao ponto zo, esse desenvolvirnento e dado 
univocamente par 

o caso Zo = 0 e conhecido como serie de MacLaurin da Jun,iio j. 

Dernonstm,iio. Sejam z urn ponto qualquer do disco Iz - zol < roo 
r = Iz - zo l. e rl tal que r < Tl < ro (Fig. 4.4). Pela formula de Cauchy. 
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on de C] eo circulo I( - zo l = r] . Observe agora que 

1 

(-z 
1 

( - zo) - (z - zo) 
1 1 00 (z - ZO)" 

( -zo· z Zo = 2:: (-ZO),+I' 
1 - -- n=O 

(- zo 

de forma que a expressao anterior de f fica sendo: 

f(z)=~l [f f(() (Z -ZO )"jd(. 
211"1 fe, ,,=0 ( - ZO (- zO 

(4.13) 

Fig. 4.4 

Como f(O e continua, portanto, limitada par uma constante M sabre 
a circulo C" temos: 

00 1 f(O (Z-ZO) "I M 00 (r)" 2:: - - :0;- 2::-
,,=0 (- zo (- ZO T] " =0 TI 

Daqui e do teste de Weierstrass segue-se que a serie em (4.13) converge 
uniformemente em ( E C]. Podemos, entao, integra-la termo a termo, 
obtendo: 

00 [1 1 f(()d( 1 n 
f(z) =]; 211"i fe, ( _ zo)n+1 (z - zo) . 

Este e 0 desenvolvimento procurado, pais a expressao entre colchetes 
que at aparece e igual a f (n)(zo)/n!, como vimos na p. qq. Assim, podemas 
escrever: 

00 f(n)( ) 
f( z) = 2:: ,zo (z - zo)". 

71,=0 n. 
( 4.14) 
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Resta provar que 0 desenvolvimento acima e unico. Isto e consequencia 
imediata do teorema que consideramos a seguir. 

4 .15. Teorema (da identidade de series de potencias). Sejam 

00 

La,,(z-zo)" e 
n=O 

00 

L b,,(z - zo)n (4.15) 
n=O 

duas series de potencias, convergentes numa vizinhnn9a Iz - zol < r de zoo 
Seja z" uma sequencia .de pontos distintos, que converge para zo, e tal que 
as duas series coincidem nos pontos dessa seque.ncia. Entiio, as 1"eferidas 
series silo identicas, isla ti, an = bn para todo n. Em particular, esta con
clusiio e valida se as series coincidem numa vizinhan9a de zo, au mesmo 
num segmento au pequeno areo com extremidade em zo· 

Demonstrat;iio. As series representam fun~oes / e g, respectivamente, 
as quais sao continuas em z = zo; e como fez,,) = g(z,, ), passando ao limite, 
obtemos /(zo) = g(zo), ou seja, ao = boo 

Supondo que aj = bj , j = 0, . .. , k - 1, vamos mostrar que ak = bk. 
Com efeito, cancelando os primeiros k termos das series (4.15) e dividindo-as 
por (z - zol', obtemos as series 

que convergem em Iz - zol < r e coincidem para z = Zn . Entao, pelo mesmo 
argumento anterior, ak = bk, 0 que completa a demonstra<;ao. 

Exemplos de series de potEmcias 

4.16. A exponencial. Como primeiro exemplo, vamos considerar a 
fun~iio exponencial fe z) = e'. Temos aqui f(" )(z) = e'; logo, f (")( O) = 1. 
Portanto, neste caso 0 desenvolvimento (4.14) com Zo = 0 nos da a serie de 
MacLaurin da exponencial: 

.,. oozn z2 z3 

e- = L .. = 1 + z + 21 + -3' + .... 
n= O n. .. 
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valido para todo z. A constante de Euler e entao dada por 

4.17. Serie binomial. Consideremos a nm~ao j(z) = (l+z)" , onde a 
e urn numero complexo qualquer. A nao ser que a seja inteiro, essa fun~o e 
multivalente, com ramificru;ao no ponto z = - 1. Vamos considerar 0 ramo 

da fun~ao fixado pela condi~ao j(O) = L Como 

l'(z) = a(l + z)O- I, j"(z) = a(a - l) z(0- 2), 

e, em geral 

j (n) (z) = ala - 1) . .. (a - n + 1)(1 + z)"-", 

obtemos 
j (" )(O ) a(a - 1) .. . (a-n+1) 
- --= 

n! n! 
Portanto, 

(l+ z )" = I+az+ a(a~l) z2+ . .. = f: (a) z'" Izl < 1, 
2. n =O n 

(4.16) 

onde 0 simbolo do coeficiente binomial que ai aparece esta definido para 
todo a complexo pela expressao 

(
a) = a(a - 1) __ .(a - n+1) 
n n! 

o desenvolvimento acima da fun~ao (1 + z)O e conhecido como "de
senvolvimento binomial" ou "serie binomial". No caso de Q ser urn inteiro 
positiv~, a serie termina com 0 termo em zCt I pais, oeste caso, 0 coeficiente 
binomial se anuJa para n > a. 

o desenvolvimento de qualquer outro ramo g(z ) da fun~ao (1+ z )" segue 
de (4.16) ; basta notar que g(z) = e2hoi j(z ) , onde 0 inteiro k caracteriza 0 

ramo particular g( z ) que se considere. Portanto, 0 desenvolvimento de g( z ) 
e obtido multiplicando cada termo de (4.16) por e 2hoi . 
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4.18. Observa«i>es. 0 ca\eulo direto das derivadas de uma fun~a.o 
nem sempre e 0 modo rnais pnitico de construir sua serie de Taylor. Urn 
procedimento muito uti! consiste em uti!izar desenvolvimentos conhecidos , 
como ja. tivemos oportunidade de ver por meio de exemplos e exercicios. 
As vezes e mais f"ci! obter 0 desenvolvimento da derivada ou da integral 
da fun~iio original; 0 desenvolvimento desta e entao obtido por integra~iio 
ou deriva~a.o , respectivamente. Consideremos, como exemplo ilustrativo, a 
fun~ao /(z) = arcsenz, ou melhor, a determina~iio dada por ](0) = O. Sua 
derivada pode ser desenvolvida usando 0 desenvolvimento binon~ial. Veja: 

Como 

1'(z) = 1 = (1 _ z2) - 1/2 
~ 

1 2 1.3 4 1·2·5. 6 
= 1 +"2 z + 222! z + 233!z + .. . 

~ 1·3 . . . (2n - 1) 2" 
1+L.., , 2 . 

n= l 2nn. 

(2n)! 
1·3 . .. (2n - 1) = (2.1)(2.2) ... (2n) 

(2n)! 
2"(n!) , 

podemos escrever: 

]'( ) ~ (2n )! 2n 
Z = 1 + L.., 22n(n! )2 Z 

n::l 

Integrando de z = 0 a z, encontramos 0 result ado procurado: 

f( ) ~ (2n)! 2,,+1 
z =arcsenz=z+L.., 2n(2 )( 1)2z , 

n~ 1 2 n + 1 n . 

Produto e quociente de series de pot€mcias 

Izl < l. 

Consideremos duas' fun<;6es, f e g, regulares num ponto zo, dadas por suas 
series de potencias relativamente a esse ponto: 

00 00 

](z) = L a,, (z - zo)" e g(z) = L b,,(z - zot, (4.17) 
11 = 0 7l=O 
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ambas convergentes num disco Iz - zo l < T. 0 produto h = /g tamhem e 
regular em Zo e tern serie de potencias 

h(z) = /(z)g(z) = L c,,(z - ZO)" , (4.18) 

" 
que converge pelo menos no mesmo disco Iz - ZO 1 < T. 

Para determinar as coeficientes Cn em termos dos coeficientes an e bn ) 

lembramos que 

Assim, 
co = /(zo)g(zo) = aobo; 

C2 = ~! [J"(zo)g(zo) + 2J'(ZO)g'(zo) + J(2O)g"(zo )J 

= a2bo + alb, + aob2; 

C3 = ~! [J'''(zo)g(zo) + 3/,,(zo)g'(zo) + 3J'(ZO)g"(ZO) + J(ZO)glll(ZO)J 

= a3bo + a2bj + a,b2 + aob3; 

e assim por diante. Em geral, utilizando a regra de deriva<;iio de Leibniz 
(Exerc. 2, p. 52), 

" 
c" = aob" + a, b,, _ , + ... + a"bu = L ajb,,_j. (4.19) 

;=0 

De modo analogo, se deduz uma regra para a divisiio de series de 
potencias. Sejam dadas as series de J(z) e h(z), indicadas em (4.17) e (4.18) , 
respectivamente. Vamos determinar a serie do quociente g(z) = h(z)( /( z) . 
Devemos supor, entao, que J(zo) = ao i' O. Em conseqiiencia, a fun<;ao 
/ nao se anula em toda uma vizinhan~a de zo, onde 9 e regular e possui 
desenvolvimento indicado em (4.17). A determina<;ao dos coeficientes b" em 
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termos dos coeficientes an e en se faz usando novamente a rela.~ao Jg = h, 
donde as rela<;Oes (4.19). Assim, 

aobo = Co '* bo = co/ao, 

aob) + a)bo = CI '* b) = (CI - albo)/ao; 

e, em geral, para n = 0, 1, 2, ... , 

aob,,+ .. . +a"bo = c" '* b" = (c" -alb,,_ 1 - .. . -a"bo)/ao. 

o calculo dos coeficientes de uma serie de potencias pelo prod uta au 
quociente de duas outras e, em geral, complicado. Mas e sempre possivel 
calcular os primeiros coeficientes da serie, 0 que 1puitas vezes contero as 
informa.,oes desejadas. Vejamos alguns exemplos. 

4.19. Exemplo. Consideremos 0 produto e' VI +- z , onde tomamos a 
determina.,ao principal da raiz quadrada. Entao, 

e'v'l+Z = 

4.20. Exemplo. Seja agora a fun<;ao 

z z 1 
J(z) = e' _ 1 = 00 zn = -,oo",----z,::-,-

E n! !;(n+1)! 

Embora z/ Ce' - 1) na~ tenha sentido para z = 0, a ultima expressao esta 
definida mesmo para z = 0 e coincide com JCz) no seu dominio de defini<;ao 
(que exclui as pontos onde e' = 1, isto e, z = 2krri, k = 0, ±I, ... ). Logo, 
e natural definir JCO) = 1. Para e'xpandir JCz) em potencias de z, pomos 

1 
JCz) = 00 " 

,~ Cn: I)! 

00 

_" n - L-,cnz , 
n=O 
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donde 

( 00 ")(00 ) 00 (00 Or ) 
1 = fo (n: 1)1 ]; C"zn = fo ~ (n _ r + 1)1 z., 

Daqui segue-se que 

co = 1, 
00 
'" Or -0 
~ (n - r + 1)1 - , 
r=O 

n = 1,2, ... 

Estas rela~6es determinam as coeficientes en sucessivamente: 

co = 1, Cl = - 1/2, C2 = 1/12, ... 

Entii.o, 
z z z2 

I(z) = eZ _ 1 = 1 - 2 + 12 + ... 
e esta serie tern raio de convergenCia r = 21f, pais a fun~ii.o I e regular no 
disco Izl < 21f, mas nao em z = ±21fi, onde eZ 

- 1 = O. 

4.21. Teorema (da serie dupla de Weierstrass) Seja 

00 
I(z) = L lu(z) 

n = O 

uma serie unilormemente convergente num disco Iz - zol < '". Suponhamos 
que as lun~iies In sejam regulares no mesmo disco, de lorma que 

00 
I.,( z ) = Landz - zO)k , Iz - zo l < r. 

k~O 

Entao as series I:;:'~o ant converyem para todo k e 

I(z) = E (~ant) (z - zo)\ Iz - zol < r 

Demonstra~iio" Ie analitica no disco Iz - zol < T (Teorema 4.6), logo, 
possui desenvolvimento em serie de potencias de z - Zo , cujos coeficientes . 
At sao dados por At = l (t )(ZO)/k!. Ainda de acordo com 0 teorema citado, 

00 l~k) (ZO) 00 

Ak=L k! = Lank. 
n=O 71. = 0 



142 CapItu lo 4: Series de Potencias 

Isto completa a demonstra~iio. 

4.22 . . Exemplo . Seja desenvolver em serie de potencias de z a fun~iio 
inteira J(z) = e,en'. Usando a regra de multiplica~iio e 0 Teorema de Weier
strass, obteIDos: 

sen2z sen3z 
esen z = 1 + sen z + -- + -- + 2! 31 ••• 

Z2 ( 1 1) 3 ( 1 1) 4 = 1+z+-+ --+- z + ---t- z + ... , 
2! 3! 3

' 
3! 4! 

ou seja, 
Z2 Z4 

e senz = l +z+ ___ + ... 
2 8 

Esta expressao nos mostra, em particular, que as func;oes esen Z e eZ coinci
dem ate segu nda ordem com z --+ 0 : 

EXER Ci c IOS 

Obten ha os desenvolvimentos em series de potentias de z dados nos Exercs. 1 a 4, e 
verifique quP. eles sao validos para to do z. 

~ (-1)" MI 
1. sen z= L- (2 )' z . n+ 1 . 

11 . 0 

00 2'1 - 1 

3. senh z = E (2: _ 1)!' 
"= \ 

00 (- 1)" 2n 

2. cos Z = L -( )' z . 2n. 
,,=0 

¢O 2T1 

4. cosh z = L _(Z )1 . 
2n. 

,, - 0 

Desenvolva em series de potencias de z as rUl1~Oes dadas nos Exercs. 5 a 7, cujos 
ramos sao fixados pelas condic;oes arc cos 0 = 1, arc tg a = 0 e VI = 1. 

5. arccosz. 6. arc tg z. 7 l+z 
. ~1 - z2' 

8. Descllvolva em serie de potencias de z - 1 a determina<;a.o principa.l (log 1 = 0) de 
f(z) = zlogz - z. 
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9. Desenvolva em serie de potencias de z e (z - 2), respectivamente, as func;.Oes 

1 
I(z) = (4 _ z)3 

1 
e g(z)= ,

z 

e represente graficamentc sellS discos de cOllvergencia. 

10. Desenvolva em series de potimcias de z as fUD<;Oes 

11 . 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

1 
f(z) = z' _ 3z + 2 

z 
e y( z) = ( .)'( z + t • z 

00 ( )" +i 
Mostre que sen z = "'"" (-,1 )' (z - mr)2i+l, onde n e urn inteiro qualquer. 

L.2J+l. 
j_O 

Obtenha 0 desenvolvimento de cos z em potcncias de (z - mr - 7r/2), cnde n e urn 
jnteiro. 

D iz-se que urna fun~iio I e par (impar) se J(z) = I (-z) (f(z) = - J( -z)) para todo 
z. Demonstre que 0 d escnvolvimento de uma func;a.o par (impar) em potimcias de z 
56 contem potencias pares (impares). 

Ao razer 0 produto de duas series de' potencias (4.17), em geral elas tern raias de 
cOllvergencia distintos. Mostre fjue 0 raia de cOllvergencia da serie produto (4.18) e 
no minimo 0 mellor dos l'ai05 de convergencia. das series (4.17). De exemp!os de series 
de potellcias cujo produto seja. uma serie com raio de cOllvergencia iguaJ ao menor 
das raias de convergencia das series dadas ; e e..xemplas em que 0 produto seja uma 
serie com raia de convergencia mai~r que 0 menor dos raios de cOllvergcncia das series 
dadas, au mesmo tcnha. raia de cOllvergencia inrinito. 

Obteuha os primciros quatro terInos do desenvolvimento de z/(e: - 1) em potencias 
de z. Mostre que 

z > 

J(z) = e' _ 1 - 1 + ~ 
e func;ao par, significanda que a func;ao dada pode ser escrita na forma 

00 

__ z_ = '"' Bn z" , 
e' - l Ln! , 

ande B o = 1, 8 1 = -1/2, B2 = ] / 6, 83 = 0, R. = - 1/30 e 82,,'+ 1 = 0 para n;::-: 1. 
Esses B" sao as chamados numeros de Bernoulli (Jacques Bernoulli (1654- 1705)). 

z Z Z Z Z Z 00 82" 2" 
Mostre que e t _ 1 + '2 = '2 coth '2 e conclua que '2 coth '2 = L (2n)1 z . 

o 
. . ~ 22

" B2" 2,1 tUlfldo z par 2z, abtcm-se z coth z = L- -(--),-z . 
2n. 

o 

Mostre que, para It I < 1, 

( 1 ) ~ 1 ["',~. o (k + 2) ·k! (k + n)] z" exp ] -z =e+ez+~n1 ~ 
,, =2 

Substi-
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18. Determine os tres primeiros termos do desenvolvimento 

tomando log 1 = O. 

~ 

!ogcosz = L C"z" , 
11. .. \ 

19. Sejam f uma func;ao anaHtica numa regiiio R, zo E R e r 0 raia de um disco centrado 
em Zo e todo canticlo em R . Mostre que os coeficientes a., = / (fl)(Zo)/n! da serie 
de Taylor da fUll9ao f relativa ao ponto zo sao tais que la'll :s: M jrl!, oude M eo 
maximo de I/ (z)1 em Iz - zol = r . 

SUGESTOES 

9. Observe que fe z) = (1/ 43 )/(1 - Z/4)3 e aplique 0 d~senvolvimento binomial; au 
dcsenvolva 1/(4 - x) em potencias de z c derive duas vezes. Quanta a 9(Z ), procecla 
de modo analogo, escrevendo z = 2 + (z - 2). 

10. Use decomposic;ao em fra90es simples. 

00 (_ 1)11. +1 
18. Observe que log( L + z ) = L n Zll e cosz = 1 + (cosz - 1). 

,, =1 

SERlE DE LAURENT 

Vimas, na casa da serie de Taylor, que e sempre passivel desenvolver em 
sorie de potencias de z - Zo uma fun~iio que seja regular em zoo Veremos 
agora que 0 desenvolvimento pade ainda ser passivel, mesma que a fun<;ao 
nii.o seja regular em zo, desde que se admitam potencias com expoentes 
negativos. Urn exemplo dessa situa~ii.o 0 dado por 

e Z 1 z1i. 00 zn-3 1 l I z z2 Z2 

z3 = z3 2:: n! = :; 7 = z3 + z2 + 2!z + 3! + 4! + 5! + ... 

Esse tipo de serie, conhecido como serie de Laurent, 0 uma generaliza~ii.o 
da serie de Taylor. 0 resultado geral 0 dado pelo teorema seguinte. 

4.23. Teorema. Seja J tirna Jun9iio univalente e analitica numa regiao 
anular G: r < Iz - zol < R . Entao, para todo z nesta regiiio, 

00 00 00 

J( z) = 2:: ( a_
n 

)n + 2:: an(z - zo)" = 2:: lln(z - zo)", 
n=l Z - Zo n=Q n=-oo 

(4.20) 
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onde os coeficientes an, n = 0, ±1, ±2"' "J sao dados por 

a" = 2~i fc (( !~~"+l de, (4.21) 

sendo C um contoruo' fechado em G, envolvendo zo uma vez no sentido 
positivo. 

Demonstra9ao. Dado Z E G, sejam rl e r2 tais que r < rl < Iz - zol 
< r2 < R (Fig. 4.5). Designemos por C1 e C2 as circulos de centro Zo e 
raias T, e T2, respectivamente, orientados no sentido positivo. Ligando C1 

e C2 par urn arCD L, obtemos urn contorno fechado 'Y = C2 + L - C) - L, 
numa regiiio de regularidade da fun~ao f ; logo, pela formula de Cauchy, 

f(z) = ~ r f(C) de. 
2", l , (- z 

As integrais ao longo de L e - L se cancelarn mutuarnente; portanto, 

f(z) = ~ r f(C) d( _ ~ r ftC) de. 
2", lc, ( - Z 2", lc, (- z 

Fig. 4.5 

(4.22) 

A primeira destas integrais e tratada exatamente como no caso da serie 
de Taylor (Teorema 4.14) e resulta na serie de potimcias positivas que 
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aparece em (4.20), a qual, substituida em (4.22), nos da.: 

~ n il f(O f(z)=~an (z-ao) --2' (( _ )d(. 
n= O 7r 'l. Cl Z 

( 4.23) 

Quanta a esta ultima integral, notamos primeiro que 

1 1 - 1 1 00 ( ( _ .zo)n 
( - Z = (( - zo) - (z - zo) = z - Zo . ( - Zo = - L (z - ZO)n+1 . 

1--- n= O 
z - Zo 

Esta serie converge uniformemente em ( E C J; logo, 

1 r 00 (( - zo)n 
27ri l C

I 
f (O {; (z _ zo)n+1 d( 

00 1 1 1 fee) 
= '" . - .,.,--'--'-'-7-,-, d(. ,'20 (z - zo)n+1 27ri C, (( - zo) 

Escrevendo n + 1 como novo i'ndice n , obtemos: 

__ 1 1 f(O d( = ~ 1 . _1 1 f( O de . 
27ri c , ( - z ,f;;-; (z - ZO)n 27ri C, (( - ZO) n+1 

Substi tuindo em (4.23) , obtemos 0 desenvolvimento dado por (4.20) e (4.21) , 
ja. que a integral que aparece em (4.21) tern 0 mesmo valor, qualquer que 
"eja 0 contorno C descrito no tearema, em part icular C J ou C2 . Isto com
pleta a demonstr~ii.o. 

Como dissemos anteriormente, a serie de Laurent e uma generaliza~ao 
da serie de Taylor. Se a fungiio f e regular mesmo para Iz - zol ::; T , entii.o, 
para n = - 1, - 2, ... e tambem regular em todo 0 disco Iz -zol < R a fun~ao 
de ( dada por 

f (O f (( )(; ) - n-I 
((_zo)n+l = , - zo , 

Em consequ€mcia, a_n = 0 para n = 1, 2, .. . I e a serie de Laurent se reduz 
a serie de Taylor. 
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Regularidade no infinito 

E interessante notar que, enquanto a primeira das integrais em (4.22) e uma 
fun~iio regular no disco Iz - ZQI < R (na verdade, regular em Iz - zol < r2; 
mas, dado qualquer z tal que Iz - ZQ I < R, sempre existe r2 < R tal que 
Iz - zol < r2), a segunda integral e regular para Iz - zol > r, inclusive no 
ponto z = 00, de acordo com a defini~iio que damos a seguir. 

Uma fun~iio g( z ) se diz analitica, regular ou holomorfa no ponto z = 00 

se g(l/() for regular no ponto ( = O. Neste CMO, 

numa vizillhanc;a de ( = 0, 0 que equivale a 

h1 ~ 
g(z) = bo + - + 2" + ... 

z z 

numa vizinhan~a de z = 00. Podemos, entao, dizer que g e regular no infinito 
se ela for desenvolvivel em serie de potencias de 1/ z numa vizinhan~a do 
in fin ito, Izl > K. 

Com essa defini~ fica claro 0 significado da serie de Laurent: ela e 
a sOqla de duas series: uma em potencias de z - ZQ, que caracteriza uma 
fun~ao regular no disco Iz - ZQI < R, 0 primeiro termo de (4.22); outra em 
pot€mcias de (z - ZQ)- l , que define uma fun~iio regular em Iz - ZQI > T , 0 

segundo termo de (4.22). A soma dessas duas fun~iies coincide com a fun~iio 
f na regiiio anular r < I z - ZQ I < R. 

Zeros de func;oes analiticas 

Seja 1 urna fun~ao regular num ponto ZQ. Entao, 

00 

I (z) = L a.,,(z - ZQ)n (4. 24) 
n=O 

numa vizillhan~a Iz - zo l < r. 
Pode acontecer que ao seja zero, em cujo caso f se anula no ponto ZOl 

pois I(zo) = au· Dizemos entao que Zo e urn zero da fun~ao f. 
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Se todos os coeficientes an se anulam, entao 1 se anula em toda a vizi
nhan~a Iz - zol < r. Excluido este caso, deve existir m > 0 tal que am seja 
o primeiro coeficiente niio-nulo em (4.24), isto e, 

ao = ... = am_1 = 0 e am i' O. 

Dizemos, entao, que Zo e urn zero de or'dem m da fun~ao f. Fatorando 
(z - 2O)m no desenvolvimento anterior, obtemos: 

00 

I(z) = (z - zo)m L am+n(z - zo)". 
11 = 0 

Pondo 
00 

g(z) = L am+n(z - zo)", ( 4.25) 
n= O 

concluimos que se Zo e urn zero de ordem m da fun~ao I, entiio, numa 
vizinhan~a de Zo, 

I(z) = (z - zo)''' g(z) e g(zo) i' O. ( 4.26) 

Reciprocamente, suponhamos que exista uma fun~ao 9 satisfazendo a 
rela~iio (4.26) numa vizinhan~a Iz - zol < r de zo0 A fun~ao 9 possui, nessa 
vizinhan~a, desenvolvimento de Taylor do t ipo (4.25) , que, substituido em 
(4.26) , nos da 0 desenvolvimento (4.24) com O;J = ... = U,n - l = 0, am i' O. 
Fica assim demonstrado 0 seguinte teorema. 

4.24. Teorema. Uma condi9iio necessaria e suficiente para que 20 
seja um zero de or-rlem m da lun9iio 1 e que exista 9 satislazendo a rela9iio 
(4.26); ou ainda, que (z - zo)-m I(z) tenha limite finito e diferente de zero 
com z -+ ZOo 

Se uma run~ao f e regular no ponto z = 00, este ponto e chamado urn 
zero de ordem m de I(z) se ( = 0 e urn zero de ordem m de 1(1/(). E racil 
ver que isto e equivalente a dizer que 1 possui desenvolvimento 

I( z) = a", + am+1 + . am .J. 0, zm zm+l . . , r 

valido numa vizinhan~a Izl > K do infinito. 
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EXERCicIOS 

1. A sel' ie de Laurent costume. ser escrita ne. for ma 

J {z} = L: a.(z - ZQ}", r < Iz - zol < R. ( 4.27) 
n = - oo 

(Devc-se entender eotao que temos aqui duas series separadamente convergentes, urna 
que e a soma de n = 0 a n = 00 e a outra a soma de n = -1 an = -oo.) Demonstre 
que , se essa serie converge n& regiao indicada., entao a comrergencia e uniformc para 
a $ Iz - zol::; b, quaisquer que sejam a e b, com r < a < b < R. 

2. Demolls tre que a serie de Laurent e unica, desde q ue fixados 0 ponLo Zo e a regiao 
oode ela e considerada. Sugesliio: Multiplique (4.27) pOl' (z- Zo) - k - t e integre termo 
a termo ao longo de urn contorno C conveniente. 

Nos Exercs. 3 a 8, obtenha as series de Laurent da.<; fun~Oes dadas, nas situ BA;5es 
indicadas. 

3. 1 
J(z) = {z- 1}{z- 2} ' Zo = 1, O< lz - l l < 1. 

4. 
1 

f{ z} = (z _ l )(z _ 2) ' Zo = 1, Iz - 11 > 1. 

5. 
1 

f{ z) = (z- i)(z- 2) ' Zo = 2, o < Iz - 21 < /5. 

z' 
6. f( z} = --1' ZQ = 0, Izl > 1. 

z-

7. 

8. 

f( z) = z'e' (', Zo = 0, Izl > O. 
sen z 

f(z )= { }3' zo=~, zi ~· 
z-~ 

9. Seja J lima fun<;iio regula r no ponto Zo. Mostre que Zo e urn zero de ordem m de f 
se e somente se 

Determine a ordem do zero z = 0 das fum;:oes dadas nos Exercs. 10 a 15 . 

10. (cosz - 1)3senz. 11. 
(1 - cosz)sen2z 

12. (e l _ 1 - z)3sen2 z. 
1 - e; 

13. e~ell: -e~. 14. (e: 2 
- l }(sen z, - z'). 15. e tien : -e":. 

Determine os zeros e as respectivas ordens das fun<;6es dadas nos Exercs. 16 a 18. 

17. (cos z - 1) 10g(1 + z). 18. (z' - 4)'(e' - I ). 
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19. Se z = Zo e zero das func;6es f e g, de ordens r e 5, respectivamente, prove que ele e 
zero de ordem r + s de fg. De que ordem e esse zero para a func;a.o f + g? 

20. Dcmonstre qu~ 0 inverso de urn polin6mio de gra u m, 

1 
J(z) = GmZ'" +am _ 1z'" I + ... +Gl z+aO' am '=/;0, 

e uma fun<;a.o regular no infinito e cstc ponto e urn zero de ordem m dessR fun<;ao. 

21. Mestre que uma func;ao racional 

m+ m- J+ + + J(z) = a",z am _lz ... alZ ao 
bnzn +bn_1z IL I + ... + b\z +bo \ 

onde am f. 0, b" ". 0 em$. n, e regular no infinito, e este pooto e um zero de 
ordem n - m da func;ao, caso seja n > m. 

22. Demonstre que uma fun<;ao analitica no plano estendido (isto e, incluindo z = 00) e 
necessariamente constante. (Este e Dutro mod'o de formular 0 teorema de Liouville 
da p. 106) 
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SINGULARIDADES E RESIDUQS 

SINGULARlDA DES ISOLADAS 

Diz-se que urn ponto zo e singularidade isolada de uma fun~ao j se existe 
uma vizinhan~a de Zo na qual j e univalente e regular , exceto no proprio 
ponto zoo Por exemplo, a fun~iio 

j(z) = z2 + 1 
senz 

possui singularidades isoladas nos zeros do denominador, que sao os pontos 
z = 0, ±rr, ±2rr, ... JIi a fun~ao 

1 
9 (z) - --;-::-;--;

- sen(l /z) 

tern singularidades isoladas em cada urn dos zeros do denominador , que 
sao os pontos z = Zn = l / nrr, n = ±1 , ±2, ... Observe que esses pontos 
formam uma seqi.i€mcia convergente. 0 limite z = 0 e, entao, urn ponto 
de acumula~iio de singularidades isoladas. Como veremos mais tarde, urn 
ponto como esse tambem recebe 0 nome de "singularidade" , mas e uma 
singularidade nao-isolada. 

Seja zo uma singularidade isolada de uma fun~ao j, de forma que 0 

desenvolvimento de Laurent 

00 00 

j (z) = L ( a_n )n + L an(z - zo)n 
n=l Z - Zo n=O 

(5.1) 
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e valida numa certa vizinhanga perfurada 0 < Iz - Zo I < r de Zo . 

Singularidades removiveis 

Po de acontecer que todos os coeficientes da parte principal sejam nulos, 
isto e, a-n = 0 para n = 1, 2, ... ; neste caso 

00 

j(z) = L an(z - zot , 0 < Iz - zol < r. 
n=O 

Como esta serie de potencias define uma fun~ao analitica em Iz - zol < r, 
com 0 valor ao no ponto z = zo, e natural definir j no ponto zo, pondo 
j(zo) = ao· Vemos assim que uma tal singularidade e apenas aparente e 
po de ser removida, bastando definir j de maneira apropriada no ponto Zo. 
Dai 0 nome singularidade remavivel que se da a tais pontos. 

Ja virnos urn exemplo de singularidade removivel no Exemplo 4.20 (p . 
140), no caso da fun<;ao z(eZ _1)-1 As fun<;6es (cosz -1)/ z e z- l log(1 + z) 
tambem tern singularidades removiveis em z = 0, pois 

cosz -1 = ~ [f (_I)n z2n -1] = f (_ I )n z2n-l para todo z; 
z z n~O (2n) ! n~l (2n)! 

e 
10g(1 + z) ___ 1 ~ (_ I )n-l zn __ ~ (_1)n zn L.. L.. para Izl < l. 

z Z n~ l n n~O n + 1 

5.1. Teorema. Uma singularidade isolada zo de j(z) e removivel se e 
somente se j (z) jor limitada numa vizinhan,a de zo, ou tiver limite finito 
com z ---t zo. 

Demanstra,iio. Suponbamos que j seja limitada, digamos, por uma 
constante M , numa vizinban<;a de zoo Entao, de acordo com a formula 
(4.21) (p. 145) que da os coeficientes da serie de Laurent relativa ao ponto 
Zo, teremos, para r suficientemente pequeno, 
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Como r e arbitrariamente pequeno, concJuimos que an = 0 para n < O. Isto 
mostra que a serie de Laurent se reduz a uma serie de Taylor, provando, 
portanto, que a singuJaridade e removivel. 0 restante da demonstragao e 
mais facil e fica a cargo do leit~r. 

Singularidades do tipo polo 

Vamos considerar, em seguida, 0 caso em que no desenvolvimento (5 .1 ) s6 
aparece urn mimero finito de potemcias negativas, isto e, existe m > 0 tal 
que a-m '" 0 e a- n = 0 para n > m . Entao (5.1) se reduz a 

00 

J( ) a-m a-I '" ( )n Z =( ) + . .. +( )+ L..anz-zO, 
z - Zo m Z - Zo n=O . 

(5.2) 

Neste caso, Zo e chamado polo de ordem mda fun9iio f. Urn polo de primeira 
ordem e tambem chamado polo simples. No caso de urn p610 de ordem m, 
o polin6mio em (z - zO)-1 que precede a serie L:~~o an(z - zo)n em (5.2) 
e chamado a parte singular ou parte principal de J no ponto Zo. Observe 
o leitor que, se subtrairmos de J sua parte principal no ponto zo, 0 resul
tado sera urna fungao com singularidade removivel, portanto, regular nesse 
ponto. Deixamos ao lei tor a tarefa de demonstrar que uma singularidade 
isolada Zo de J e um polo de ordem m se e so mente se (z - ZO)ffi J(z) tiver 
limite finito e diJerente de zero com z -> zo0 (Compare com 0 Teorema 4.24 
da p . 148, que e a proposigao anaJoga no caso de zeros.) 

5.2. Exemplo. Vamos considerar a fungao 

J (z) = e
Z 

10g(1 + z), 
Z4(Z - 2) 

primeiro numa vizinhan"a de z = 0, digamos Izl < 1. Escolhemos a deter
minagao principal do logaritmo, caracterizada por log 1 = O. Para vermos 
que z = 0 e polo de ordem 3, basta notar que z3 J(z) tern limite finito e 
diferente de zero com z -> O. Para achar a parte principal da serie de Lau
rent na origem, procedemos da seguinte maneira, usando multiplicagao de 
series: 

J(z) 
1 Z log(1 + z) -1/2 
-·e· . 
z3 z 1 - z/2 
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Os primeiros tres termos ai explicitados formam a parte principal da serie 
de Laurent. 

A mesma fun<;iio tern polo simples em z = 2, cuja serie de Laurent 
correspondente tern parte principal dada por 

e2 (Jog 3) / 24 
z-2 

Neste caso, efetuamos urn corte ao longo do semi-eixo real negativo (in
cluindo a origem), de sorte que 0 dominio da fun<;iio seja dado por I arg zl < 
1r. 

Singularidades essenciais 

Alern das possibilidades ja analisadas, a serie (5.1) pode conter uma in
finidade de terrnos com potencias negativas de z - Zo. Dizernos entiio que Zo 

e urna singularidade essencial da fun<;iio f. Exemplo disso e 0 ponto z = 0 
no caso da fun<;iio el / z , pois 

I / z _ Loo 
1 (l) n _ Loo lin! e - - - - --+1 

I n ' 
n + O n . Z n=l Z 

0 < Izl. 

Diz-se que 0 ponto z = 00 e um polo ou uma singularidade essencial 
da fun<;iio f (z) se 0 ponto ( = 0 for urn polo ou singularidade essencial da 
fun<;iio f(l / () , respectivamente. 

Qualquer polin6mio de grau n , 

P(z) = anzn + an_ IZ
n

-
1 + ... + ao , an # 0, 

tern polo de ardem n no infinito, pois 
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tem p6lo de ordem n na origem. 
la. a func;ao e' tem singularidade essencial no infinito, visto que, pondo 

z = 1/(, obtemos: 

I f( ~ l in! 
e = ~-n-+1, 

n~ 1 ( 

o que mostra que esta func;ao de ( tem singularidade essencial na origem. 
Alias, esta situac;ao e tipica das func;6es inteiras: a unica singularidade 

del as e 0 ponto z = 00; e esta singularidade e essencial, a nao ser que a 
func;ao inteira se reduza a um polin6mio de grau n , em cujo caso z = 00 e 
um p610 de ordem n. De fato, dada uma func;ao inteira I, como e regular 
em todo 0 plano, temos, para todo z, 

donde 

00 

J(z) = L anzn, 
11=0 

00 
'\' an 

= ~ ;n+ao 
n= 1 ':, 

e daqui segue 0 resultado enunciado. 

Um resultado interessante sobre singularidades essenciais e dado pelo 
teorema que consider amos a seguir. 

5.3. Teorema (de Casorati-Weierstrass). Seja I umafun9iio com 
singularidade essencial num ponto zoo Entiio, em qualquer vizinhan9a de zo, 
I se aproxima arbitmriamente de qualquer numero que se prescreva. Dito 
de outm maneim, qualquer que seja ° numero <:> que se prescreva, dados 
E > 0 e 6 > 0, existe z E V';(zo) tal que I/{z) - <:>1 < E . 

Demonstra9iio. Raciocinando por absurdo, suponhamos que existam 
E > 0 e 6 > 0 tais que I/{z) - <:>1 ~ E para todo z E V';(zo). Entao a funC;iio 

1 
g(z) = I(z) _ <:> 

e limitada em z E V';{zo) ; e pelo Teorema 5.1 , Zo e singularidade removivel 
de g(z). Definida convenientemente, g{z) e analitica em zoo Se g{zo) # 0, 
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sua inversa g- 1 (z) = J(z) -(> seria analitica em zo, contradizendo a hipotese 
do teorema. Se g(zo ) = 0, Zo seria zero de certa ordem m da fun~iio g, sig
nificando isto que Zo seria polo de ordem m da fun~ao J(z) - (>. Mas isto 
tambem contradiz a hipotese do teorema e completa a demonstra~ao. 

EXERCICIOS 

Mastre que z = 0 e singularidade removlvel de cada uma das fun<;6es dadas nos Exercs. 
a 5. Determine 0 valor que se cleve atribuir it funt;ao em z = 0 para que eia fique regular 
nesse ponto. 

1. 
eZ 

- 1 
2. 

sen2z 

cosh 2z - 1 
3. 

sen2 z 
4. _ 1 __ _ 

e~ - 1 
5. - ---

z z senz 

Det ermine os polos, com suas respectivas ardens , no caso de cada uma das fUll(;6es 
dadas nos Exercs. 6 a 13. 

6. 
z+4 

7. 
senz 

8. 9. 
1 - eZ 

z{z' + 1)'· Z3{Z - 1r)" z sen2 7T z z'sen{l + z)· 

10. 
e' 

11. 12. 
coshz 

13. 
senhz 

z{1 - e ' ) (e" - I )' · z( l-cos z)" z sen' {z + 1r/2)· 

14. Seja 20 urn zero das fun<;oes f e g. Supondo ainda que g'(zo) -=J. 0, mastre que Zo e 
singularidade removivel de f / 9 e 

/'(zo) 
9'(ZO) 

15. Demonstre que uma singularidade isolada Zo de uma fUll(;iio f e urn polo de ordem 
m se e somente se (z - zorn J(z) tiver limite finito e diferente de zero com z -+ zoo 

16. Demonstre que Zo e polo de ordem m de uma fum;ao f se e somente se Zo for zero de 
ordem m de 1/ f. 

17. Demonstre que uma singularidade isolada Zo de uma func;ao f e polo se e somente se 
If(z)1 tende a infinito com z -+ Zo o 

18. Determine a parte principal da func;ao 

f ez) ~ -z(~Z-='~~i=)2 
relativa ao polo z = i. 

19. Determine a parte principal da func;ao 

1 
fez) ~ (z _ n1r)' sen z 

relativa ao polo z = n-lT (n inteiro) . 
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RESPOSTAS 

6. z = 0, i e ~i l de ordens 1, 2 e 2, respectivamente. 

8. z = 0, de ordem 3; z = ± 1, ± 2, ±3 , ... de ordens 2. 

10. z = 0, de ordem 2; z = 2k7ri (k inteiro '" 0) , de ordens 1-

12. z = 0, de ordem 3; z = 2k1r (k inteiro I- 0) , de ordens 2. 
~i 1 

18. -( --)- + --. z - i 2 z-i 

TEOREMA DO RESIDUO 

Seja J uma fun<;ao regular e univalente numa regiao R, exceto numa singu
laridade isolada Zo E R. Entao, numa vizinhan~a de Zo vale 0 desenvolvi
mento de Laurent, 

00 00 

J (z) = ,~ (z ~-;o )n + E an(z - zot, 

os coeficientes an senda dados por 

an = _1 r f tC) d( 
21l'i lc (( - zo)n+l ' 

(5.3) 

onde C e urn contorno fechado de R, envolvendo Zo uma vez no sentido 
positivo. 

o coeficiente a- I acima e chamado 0 residuo de f no ponto zo , e deno
tado (res. f) (zo ). Sua importancia reside no teorema que daremas a seguir. 

5.4. Teorema (do residuo). Se J Ii regular e univalente numa regiiio 
simplesmente conexa R , exceto em um numero jinito de singularidades iso
ladas, Zl , . .. , ZkJ entao 

k 1 J (z) dz = 21l'i L (res. J)(Zj) , 
C j=1 

(5.4) 

onde C Ii um contorno fechado de R , envolvendo Zl , ... , Zk uma vez no sen
tido positivo. 
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Demonstm9iio. No caso em que C encerra uma unica singularidade zo , 
a formula (5.4) se reduz a 

fa J (z)dz = 21ri(res. f) (zo), (5.5) 

que Ii equivalente a expressiio de a_I=(res. f) (zo ) dada em (5.3) . 
No caso de varias singularidades Z I , ···, Zk, utilizamos 0 Teorema 3.10 

(p. 95), segundo 0 qual a integral sobre C Ii igual a soma de k integrais 

I j = r J (z) dz, j = 1, ... , k , 
l ej 

onde C j Ii urn contorno fechado que envolve apenas a singularidade Zj , uma 
vez no sentido positiv~ (Fig. 5.1 ). Basta observar agora que cada uma 
destas integrais Ii dada par uma expressiio analoga a (5.5), donde a formula 
(5.4) . 

c 
c, 

o 
Fig. 5.1 

N as se~iies seguintes, vamos considerar varias aplica~iies do teorema do 
residuo no caleulo de certas integrais. Isto Ii feito , corrio sugere a formula 
(5.4) , reduzindo a integrac;ao a uma soma de residuos; estes devem, entao, 
ser obtidos dos desenvolvimentos de Laurent apropriados ou por processos 
que deles decorrem. No caso de urn polo simples zo, por exemplo, temos 

J (z) = ~ + ao + aI(z - zo) + ... 
z - Zo 

numa vizinhan~a de Zo , donde 

(z - zo )J (z ) = a- I + ao(z - zo ) + al (z - zO)2 + ... 
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Logo, neste caso a residua a- I e dado pela f6rmula 

(res. f)(zo) = lim I(z - zo)/(z)]. 
2 - Z0 

(5.6) 

Seja agora Zo urn p610 duplo da fun9ao I , de forma que 

I( ) a_2 a-I () z = ( )2 + -- + aD + al z - Zo + ... 
Z-Zo Z-Zo 

numa vizinhan9a de zO o Daqui obtemos: 

(z - zo)2/(z) = a-2 + a_I (z - zo) + ao (z - zO)2 + ... ; 

logo, 

d 2 2 d)(Z - Zo) I(z)] = a-I + 2ao (z - zo) + 3al(Z - Zo) + ... 

Vemos, entao, que se Zo e p610 duplo de I , a residuo correspondente e dado 
pela seguinte f6rmula: 

. d 
(res. f)(zo) = ).!¥}o dz I(z - zo)2/(z)l· 

5.5 . Exemplo. Consideremos a fun9ao 

1 
I(z) = -I -2- ' 

og z 

(5.7) 

que tern p610 duplo no ponto z = 1. (Estamos considerando 0 ramo principal 
do logaritmo, determinado pela condi9ao log 1 = 0; ou ainda, I arg zl < 7r. ) 
De acordo com (5.7), seu residuo neste ponto e 

I
. d (z- 1)2 
1m 

z~1 dz (log2 z) 
lim 2(z - 1) log2 z - 2(z - 1)2 10g z/z 
z~1 log4 Z 

I
. 2(z- 1) I' log z- 1+1/z 
lID . 1m --":.......,---,;----'--

z~1 log Z z~1 log2 Z 

Calculando estes Iimites pela regra de I 'H6pital , encontramos (res. f)( I ) = 

1. 
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A formula (5.7) se generaliza para 0 caso de urn polo de ordem m qual
quer. Deixamos ao leitor a tarefa de estabelecer 0 seguinte resultado geral: 

Se Zo e p6lo de ordem m de uma funrao J, entao 

1 dm - 1 

(res . f)(zo) = ( )' lim -d - 1 [(z - zo)m J(z)J. (5.8) m - 1 . Z-Zo zm 

EXERCi cIOS 

1. Seja /(z) uma funr;ao analftica e diferente de zero no ponto z = Zo_ Mostre que a 
fun,iio g(z) = J(z)/(z - zo) tern p6lo simples nesse ponto, com residua igual a J(zo). 

2. Sejam p(z) e q(z) fun,5es regulares no ponto zo, p(zo) ¥ 0, q(zo) = 0 e q'(zo) ¥ 
O. Mostre que Zo e p6lo simples da fun,iio J(z) = p(z)/q(z), com residua iguaJ a 
p(zo )/q'(zo ). 

3. Use a regra (5.8) para determinar 0 residua de 

e7ri : 

J(z) = (z _1r)4 

no seu polo z = 1[, Obtenha 0 mesma resultado desenvolvendo ei'lr~ = ei r.
2 

ei1r (z - 1f) 

em serie de potencias de z - 7r. 

Determine os polos , as ordens e os residuos correspondentes de carla uma das fun~6es 
dadas nos Exercs. 4 a 11. 

4. 
z - senz 

5. 
z-senz 

6. coth z. 7. 
e' 

Z4 Z6 4Z2 + 1T2 . 

8. 
e3z 

9. 
1 

10. 
e' 

II. 
log(l+z) 

z(z-I)'· zsen z zsenz ---';:zsen z 

Neste ultimo exercicio, considere 0 plano cortado aD longo do semi-eixo (-00, -1]. 

12. Calcule a integral 

i (z - ;)(:' + 4) dz, 

tomando para C, sucessivamente, os seguintes circulos, todos orientados positivamen
te: 
a) de raio 3, centrado na origemj 
b) de raio 3, centrado em z = -3i; 
c) de raio 1/ 3, centrado em z = 2i j 
d) de raio 2, centrado no ponto z = 1. 
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Calcule as integrais dadas nos E xercs. 13 a 15. 

13 . j ~dz. 
1;:1 =1 sen z 

14. j tg 3z dz. 
1(%-11 =1 

15 . 1 co; Z dz . 
J(ZI=2 

RESPOSTAS E SUGESTOES 

6. P olos simples em z = kr.i , k inteiro. 

7. Polos simples em z = ± i 1f /2. 

INTEGRAlS IMPROPRIAS DE FUNQOES RACIONAIS 

Veremos agora como 0 teorema do residuo pode ser utilizado para calcular 
certas integrais improprias de fun~6es racionais. Come<;amos com urn ex
emplo concreto. 

5 .6 . Exemplo. Seja calcular 

JOO ~_ lim jR ~ 
- 00 x 2 + 1 - R~oo - R z2 + 1· 

o int egrando, J (z) = _2_1~ = ( .)1( .) ' possui palos simples nos 
z + 1 z - z z+z 

pontos z = ±i. Seja CR 0 semicfrculo do semiplano 1m z 2: 0, de raiD R 
e centro na origem. Supondo R > 1, 0 contorno formado pelo segmento 
[-R, RJ, seguido de CR (Fig. 5.2), contem 0 polo z = i , onde 0 residuo de 
J e 1/ 2i . Pelo teorema do residuo , 

j R dz f dz 1 
- R z 2 + 1 + ic

R 
z2 + 1 = 21fi . 2i = 1f . 

(5.9) 

Por Dutro lado, IJ(z)1 <; 1/(lzI 2 
- 1), donde 

I
f ~1 < _1 r dz-~ 

ic
R 

z2 + 1 - R2 - l ic
R 

I I - R2 - 1 · 

Jato mostra que 

i dz 
lim - -- =0; 
R~oo eR z2 + 1 
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logo, passando ao limite com R ---> 00 em (5.9), obtemas: 

r oo dx 
J- oo x2 + 1 = 7f, 

que e a resultado procurado. 

-R R 

- i 

Fig. 5.2 

Embora esse exemplo seja dos mais simples que se possa imaginar, ele 
apresenta urn procedimento que e aplicavel ao cruculo de toda integral de 
-00 a +00 de fun~6es racionais J(z) = P(z)/Q(z), onde Q(z) nao se anula 
para z real e 

grauQ - grau P = m:::: 2. 

De fato , como zm P(z) e Q(z) sao polinomios de mesmo grau, zm J(z ) tern 
limite finita e diferente de zero com z ---> 00; portanto, existem N e K 
positivos tais que 

Em conseqiiencia, 

K 
Izl = R > N =? If(z)1 :::; Rm· 

IL J(Z)dz l :::; L IJ(z)lldzl :::; :. 1n Idzi = R~:l; 
como m :::: 2, a integral sobre C R tende a zero corn R ---> 00. 

Par outro lada, para R bastante grande, 

rR P(z) r P (z) . 
J- R Q(z) dz + JO

R 
Q(z) dz = 27ft L (res. f)(Zi) , 

• 
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onde a soma se estende a todos os palos Zi da fun~ao P(z) / Q(z) que jazem 
no semiplano 1m z > O. Fazendo entao R ---> 00 , obtemos: 

roo P (z ) . 
1-00 Q(z) dz = 27ft L (res. f). , 

5.7. Observa<;ao. Devemos notar que 0 contorno CR pode ser tornado 
no semiplano inferior 1m z < O. Neste caso, 0 caminho de - R a R, seguido 
do semicirculo CR, constitui urn contorno fechado e com orienta~ao neg
ativa, como ilustra a Fig. 5.3. Logo, na formula anterior, 0 membro da 
direita leva urn sinal negative e a soma se estende aos palos Zi do semi plano 
Imz < O. 

-R R 

Fig. 5.3 

5.8. Observa<;ao. 0 procedimento usado acima, que consistiu em 
incluir 0 caminho de integra~ao CR ao intervalo [- R, RJ, costuma ser 
chamado de "dobrar 0 caminho de integra~ao" . Assim, 0 que fizemos foi 
dobrar 0 caminho de integra~ao [-R, R] no semiplano superior , incluindo 0 

contorno CR . Pela observa~ao anterior, podemos tambem dobrar 0 caminho 
de integra~ao no semiplano inferior. 

EXERcfcIOS 

JOO d 
1. Calcule +. 

- 00 x + 1 

2. Sendo a , b, c numeros reais , com b2 < 4ac, calcule ( lO 2 d~ . 
)-00 ax + x+c 

3. Mostre que 

2ab(a + b)' 
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onde a ~ b > O. Considere as duas possibilidades: a =I- b e a = b. 

Calcule cada uma das integrais dadas nos Exercs. 4 a 9. 

5. . 100 dx 

-00 x2 
- X + 1 6. f x6d: ] . 

7 roo xdx 
. J-oo (x' + 4x + 13)" 

roo x'dx 
8. J

o 
(x' + a')' , a > O . 

RESPOSTAS E SUGESTOES 

I. 7r/ ../2. 2. 
J4ac - b' 

3. 0 integrando I(x) e func;ao par, logo a integral de -00 a zero e igual a. integral de 
zero a 00. 

7. -7r /27. 8. 7r/4a . 

LEMA DE JORDAN 

Muitas vezes temos necessidade de calcular integrais improprias do tipo 

I: eirz J(z)dz. 

Somos entao levados a dobrar 0 caminho de integra~ao e considerar a integral 

IR = ( eiTZ J(z)dz, JeR 
onde C R e urn semicirculo de centro na origem e raio R. 0 lema de Jordan, 
que consider amos a seguir, estabelece condi~oes suficientes para que esta 
integral tenda a zero com R --> 00 . 

5 .9. Lema de Jordan. Sejam r >, R > 0 e CR 0 semicirculo 
z = ReB, 0 :'0 e s: 1[. Suponhamos que J scja uma /unt;iio regular no 
semiplano 1m z ;::: 0, a. exce,iio, eventualmente, de um numero finito de sin
gularidades isoladas; e que 0 m6.ximo G(R ) de IJ(z)1 para z E CR tenda a 
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zero com R -> 00 . Entao IR -> 0 com R -> 00. 

Demonstm9ao. Come~amos observando que 

IR fon eirR(cos6+isen6) f( Rei6 )iRei6dO 

iR fo r. e-rRsen6 f( Rei6)ei(rRcos6+6)dO, 

donde 

II RI :S RG(R) f e- rRsen6dO = 2RG(R) fo
n
/
2 

e-rRsen6dO. 

Como sen 0 2: 20/ 7r no intervalo 0 :S 0 :S 7r / 21, temos: 

IIR I < 2RG(R) fo" /2 e-2rR6/" dO 

7rG(R ) (1 _ e-rR ) -> 0 com R -> 00. 

T 

Isto completa a demonstra~iio . 

o lei tor niio teni dificuldade em verificar resultado analogo para r < 0 
e CR no semiplano inferior 1m z :S O. 

5.10. Exemplo. Como aplica~iio do lema de Jordan , seja calcular 

rOO xsenx d 
Jo a2 + x2 x, a > O. 

Observando que 0 integrando e uma fun~iio par e que sen x = 1m eix , tere
mos: 

100 x sen x 1 100 x sen x 1 100 zeiz 
,,-'----odx = - dx = - 1m dz . 

o a 2 + x 2 2 -00 a 2 + x 2 2 -00 a 2 + z2 
(5.10) 

1 Para provar isso, consideramos a fUllC;8.0 f(B) = sen ()-28/7r no referido intervalo. Sua 
derivada, 1'(0) = cos O - 2/7r, se wula para urn certo valor a, e positiva para 0 < B < a 
e negativa para a < () < 1i / 2. A fum;ao f e entiio crescente no intervalo 0 < (J < a e 
decrescente em a < 8 < ,,/2. Como f (O) = f(rr/2) = 0, concluimos que f(8) <: 0 em todo 
o intervalo 0 ~ () .::; 1f /2; logo , sen (J ~ 2B/7r nesse intervalo. 



166 Capitulo 5: Singularidades e residuos 

o integrando g(z) = zeiz / (a2 + z2) tern p610 simples no ponto z = ia, 
que e sua unica singuJaridade no semiplano superior. Considerando, entao, 
a integral de - R a R (R > a) , seguida da integral sabre CR no semiplano 
superior, obtemos: 

l R zeiz 1 zeiz e-a 
~-",dz + dz = 27ri . -

- R a2 + z2 Gn a2 + z2 2 

onde e-a /2 e residuo de 9 no ponto z = ia . Passando ao limite e usando 0 
lema de Jordan, vern: 

substituindo em (5. 10) obtemos, finalmente , 

{ CXJ x sen x dx = 7Te -
a . 

10 a2 + x2 2 

5.11. Exemplo. Vamos agora calcular a integral da fungao sen x/x de 
-00 a +00 . Gostariamos de escrever: 

100 sen x 100 eiz 

- -dx = 1m -dz, 
-00 x -00 Z 

(5. ll) 

mas observe que enquanto z = 0 e singularidade removivel de sen z/ z, esse 
ponto e urn p610 simples de eiz / z , de forma que a integral do segundo 
membro nao existe. Isto acontece porque esta integral incorpora a integral 
de cos z / z, que nao aparece no primeiro membro. Mas, embora as integrais 

1
0 eiz 
-dz 

a Z 
e lo

b eiz 
-dz 

o z 

nao existam separadamente (estamos supondo, e claro, que a < 0 < b), 
existe 0 valor principal segundo Cauchy, assim definido: 

v.p. - - dz = lim + --dz. l
b 

cos z (i-Ii J.b) cos z 
a Z 6--tO a 6 Z 

Existe igualmente 

v.p. -dz = lim + -dz, l
b 

eiz (i-Ii J.b) e
iz 

a Z 6--tO a 6 Z 
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De fato, tanto cos z/ z como eiz / z tem parte principal 1/ z em z = 0, para a 
qual a existencia da integral no sentido de valor principal e evidente. Isso 
justifica a identidade (5.11), pelo menos com limites de integra~iio finitos 
a e b, desde que se interprete a integral do segundo membro no sentido de 
"valor principal" . Adotamos esse procedimento, tomando primeiro a = - R 
e b = R para, em seguida passar ao limite com R ---> +00: 

100 e iz (1-1i lR) e
i z 

-dz = lim lim + -dz. 
-00 z R-+oo 0-0 - R fJ Z 

Para fechar 0 caminho de integra~iio, alem do semicirculo C R no semi
plano superior, introduzimos tambem 0 semicirculo Cli no semiplano inferior, 
de raio ti e centro na origem, como se ve na Fig. 5.4. 0 contorno fechado 
assim obtido contem 0 polo z = 0 da fun~iio eiz / z, cujo resfdulo af e l. 
Entiio , 

(1-1i lR) e
iz i e

iz i e
iz 

+ -dz + -dz + -dz = 211'i. 
- R Ii z G, Z GR Z 

(5.12) 

Como 

eiz 1 
- = - + J(z), 
z z 

Qnde J(z) e regular, portanto, limitada, numa vizinhan~a de z = 0, existe 
K> 0 tal que IJ(z)1 ~ K para Izl ~ Ii. Portanto, 

{ e
iz 

dz = ( [! + J(z)] dz = 11'i + { J(z)dz 
J~ z J~ z J~ 

e 

l!c, J(z)dz i ~ K !c, Idzl = K11'ti ---> 0 com ti --> 0; 

logo, 

i e iz 
lim -dz = 11'i. 
Ii~O G, z 
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c, 

Fig. 5.4 

Entao, passando ao limite em (5.12) com {j - 0 e R - 00, e tendo 
tambem em conta que, pelo lema de Jordan, a integral sobre CR tende a 
zero, obtemos: 

tx) e
iz 

dz = 'Tri. 
i-co z 

Substituindo em (5.11), chegamos ao resultado final: 

EXERCICIOS 

t)O sen x dx = 7r . 

J- oo x 

CaIcule as integrais dadas nos Exercs. 1 a 4. 

100 

cos ax d r I. a> O. 2. xsen x d 
2 4 x, ~ OO x 2 + 4x + 20 x . o x + 

r f sen x dx a> O. 
cos x 

3. 
- 00 x(x' + a') , 

4. 
o (x' + I)' dx. 

5. Seja J(z) uma fun<;ao regular no semiplano Re z 2:: 0, tal que 0 maximo G(R) de 
If(z)1 sabre 0 areo GR: Z = Rei9 

I 181::; 1[/2, tende a zero com R --+ 00. Mostre que 

lim 1 J(z )e"dz = 0, r < O. 
R-oo eR 

6. Prove que feR e- z2 
dz -+ 0 com R --+ 00, onde CR eo areo z = R ei8 , 0 :::; (} :s; 1r/4. 

7. Calcule as chamadas integrais de Fresnel, 

c= 100 

cosx'dx e s= 100 

sen x' dx, 
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mostrando que ambas sao iguais a J2ii /4. 

RESPOSTAS E SUGESTOES 

1. 7re- 2a /4. 2. 11"e- ' (2 cos 2 + sen2)/2. 

4. 11" / 4e. 

7. Lembre-se de que Jooo 
e- ;r:2 dx = y'7r/2. Use x = e- i ;r/4 z e 0 exercicio anterior para 

R - 2 . Re: ;", / 4 2 R 2 
mostrarqueIR = 10 e- U

; dx = e- Z1rj4 10 e- Z dz = [( l -i)/J2J!o e- X dX+£R, 
onde cR ---+ 0 com R ---t 00. 

INTEGRAND OS MULTIVALENTES 

Vamos calcular a integral 

10
00 Xk - I 

--dx 
o x-I ' 

0< k < 1, 

onde consideramos a determina~ao real de x k - I . 

Seja C = C1 U CR U C2 U Cr 0 contorno fechado formado do segmento 

C1 = [r, RJ, argz = 0, 

do circulo C R de centro na origem e raio R, do segmento 

C2 = [r, RJ, argz = 271' 

e do circulo Cr de centro na origem e raio r , onde r < 1 < R (Fig. 5.5). 
Entao, a unica singularidade da fun~ao 

Zk - I 

j(z) = z+ l 

no interior de Ceo ponto z = -1, que e polo simples, no qual 0 residuo de 
je 
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Fig. 5.5 

Portanto, fa J(z )dz = 211"ie(k- l )rri . (5.13) 

A integral de J ao longo de CR tende a zero com R --> 00 . Com efeito, 

--dz - . iRe'o de IJ zk- l I Ilo2rr e(k-l )(logR+iO ) . I 
CR z + 1 0 Re'o + 1 

< lo2rr le(k-l)IOg RI 
R .0 de 

oRe' + 1 

RRk - 1 lo2T< 211" R k < -- de=-~ 
R-1 0 R-1' 

expressao esta que tende a zero com R --> 00, pois k < 1. 
De modo inteiramente amilogo, verifica-se que a integral ao longo de 

Cr tende a zero com r --> O. Entao, fazendo r --> 0 e R --> 00 em (5 .13), 
obtemos: 

(5 .14) 

o argumento de z e zero ao longo de C1 e 211" ao longo de C2 , de forma que 

(J J) 
zk- l 

+ --az -
C, C, z + 1 l

R e(k- l ) log x h' e(k- l)(logx+2rri) 
-----c--=-- dx + dx 

r x+1 R x+1 

[1 - e(k- l )2rrij _x __ dx . l
R k-l 

r x+ 1 
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Substituindo esta expressao em (5.14) vem 

logo, 
roo k-I 27ri 

10 : + 1 dx = c(l k)ni _ e (I k )ni' 

ou ainda, em forma mais familiar , 

roo x k - 1 7r 

10 x + 1 dx = sen[( l - k)7rj· 

o metodo que acabamos de utilizar e aplicavel a toda integral do tipo 

onde k nao e inteiro, R( x) e uma fun«ao racional sem p610s no intervalo 
(0, + 00) e xk R (x ) -> 0 com x -> 0 e x ---> 00. Nestas condi«oes, a integral 
acima converge e as integrais de zk- I R ( z ) ao longo de Cr e C R tendem 
a zero com r -> 0 e R -> 00, respectivamente (0 lei tor deve verificar isso 
em detalhe). Em conseqiiencia, procedendo como no caso particular acima, 
obtemos: 

rOO k- \ 27ri '" k-I 10 x R (x)dx = 1- e(k 1) 2r.i ~ Zj (res.R)(zj) , 
J 

(5.15) 

onde Zj sao os p610s nao-nulos de R (z) . 

o metoda acima falha se k for inteiro, pois entao 0 denominador em 
(5.15) se anula. Neste caso , 0 integrando X k - 1 R(x) e uma fun«ao racional; 
se ela for par , a integral desejada e metade da integral de - 00 a +00 do 
mesmo integrando, e ja sabemos como calcula-Ia. 

No caso em que 0 integrando nao e par , a situa«iio pode ser contornada. 
Seja, por exemplo, calcular a integral 
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Come~amos integrando a fun~ao 

log z 
g(z) = zZ +4z +3 

logz 

(z + l )(z + 3) 

ao longo do mesmo contorno 0 = 0 1 U OR U 02 U Or da Fig. 5.5. As 
singularidades de 9 no interior de 0 sao os polos simples z = -1 e z = -3, 
onde os residuos de 9 sao, respectivamente , 

Entao, 

log( -1) 
2 2 

e 
log( -3) 

-2 
log 3 + 1I:i 

2 

r logz dz = _ 211:i loga 
Je zz+4z+3 2 

Fig. 5.6 

(5.16) 

Como no exemplo anterior, as integrais ao longo de Or e OR tendem a 
zero com r --> 0 e R --> 00, respectivamente. De fato , z = reiO s;bre Or, e 
tomando r < 1/ 4, obtemos: 

[ 
r logz dZ [ < rZ~ [ IOgr + iO ireiO [ dB 

ic, zZ + 4z + 3 - Jo z2 + 4z + 3 

r(211: - log r) IoZrr 
::: Z dB::: 211:r(llogrl + 211:) --> 0 com r --> o. 

3 - 4r - r 0 

De modo anaJogo, prova-se que a integral so bre OR tende a zero com R --> 00. 
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Por Dutro lado, 

( 
( () logz d 

lc, + lc, z2 +4z+ 3 z 
(R (logx log x + 271"i) d 

lr x 2 + 4x + 3 - x 2 + 4x + 3 X 

iR dx 
- 271"i . 

r x2 +4x+3 

Substituindo esta expressao em (5.16), e passando aD limite com r ---> 0 e 
R ---> 00, obtemos 0 resultado desejado: 

EXERCicIOS 

log 3 

2 

1. Calcule as seguintes integrais: 

rx..jX 
Jo Xl + 1 e 

( )() x2 - x +3 d 
10 x" + 5x2 + 4 x. 

2. Mostre que, sendo 1m Q !- 0, 

100 dx rri 1m ex 

_00 x(x - ,,) = "11m "I' 

Sugestao: Integre ao longo do contorno usado no crueulo da integral de sen x/x (p. 
106). 

3. Mostre que 

JOO d 

, x~ " 2' 
onde tomamos 0 valor positiv~ da raiz quadrada. Sugestao: Use 0 contarno da Fig. 
5.6, facta r --+ 0 e R -+ 00. 

INTEGRAlS ENVOLVENDO 
FUNQOES TRIGONOMETRICAS 

Urn Dutro tipo de integrais que podem ser calculadas por resfduos sao inte
grais da forma 

(2r. 
10 f(sen B, cos B) dB. 
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Usando a transforma<;ao z = eiB
, obtemos: 

z - Z-l 

sen IJ = 2i 
z + z- ' 

coslJ = 2 dz = iei B dlJ = izdlJ · , 

logo, a integral acima assume a forma: 

z+z- ') dz. 
2 2Z 

Como exemplo , seja ca1cular r2~ !IJ 2. Temos: Jo cos -

portanto, 

r2~ _d-;;-IJ--;;
Jo coslJ - 2 

EXERCicIOS 

r 1 dz 
Jl z l ~' (z + z ') / 2 - 2· iz 

2 r dz 

i Jl z l ~' z2 - 4z + 1 
2 r dz 

i Jl z l~ ' (z - 2 - J3)(z - 2 + J3) 
2 1 
- . 27l"i· --_. 
i -2J3' 

r2~ _-;d:-IJ--=
Jo coslJ - 2 

Calcule as integrais dadas a seguirj nas de numeros 2 e 3, tome Ja ] < 1, e na de numero 
4, tome a > b > O. 

l. [' dB 2" 2. [ ' dB 2" 
2 + sen28 J6 1 + acos8 -..tr=a'. 

[ ' dB 2" [ ' dB 2" 3. 
l+asenO -..tr=a'. 4. 

o a+bcosB va' -b' · 
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RESIDUOS LOGARITMICOS 
E PRINciPIO DO ARGUMENTO 

Entende-se par residuo logaritmico de uma fun<;ao J num certo ponto ao 
residuo de l' / J nesse ponto, isto e, ao residuo da derivada logaritmica de f. 
E claro que para isso estamos supondo que J seja regular no referido ponto. 

Vamos supor que J tenha urn zero de ordem r num ponto zo, de sorte 
que 

J(z) = (z - zor g(z), 

onde 9 e regular e diferente de zero em Zo . Portanto, 

J'(z) 

J(z) 
r(z - zO),- 1g(z) + (z - zo)'g'(z) 

(z - zo)"g(z) 
r 

--+h(z), 
z - Zo 

onde h = g' / 9 e regular no ponto zoo Vemos assim que 0 residuo logaritmico 
de uma Junfiio J num ponto que seja zero de ordem r da Junfiio e igual a 
ordem r desse zero. 

o raciocinio anterior pode ser repetido no caso em que zo seja polo de 
ordem s, bastando substituir r por s (Exerc. 1 adiante), 0 que permite 
afirmar que 0 residuo logaritmico de uma Junfiio J num ponto que seja polo 
de ordem s da funfiio e igual a -so 

Juntando esses dois resultados, demonstra-se facilmente 0 teorema que 
enunciamos a seguir. 

5.12. Teorema. Seja J uma Junfiio que, a excefiio de polos, Ii analitica 
numa regiiio simplesmente conexa R. Seja C c R um contorno Jechado 
simples, orientado positivamente, e cujo interior contenha um numero finito 
de zeros e polos de J . Entiio, 

~ 1 1'(z) dz = Z _ P 
27ri fc J(z) , 

onde Z e P denotam, respectivamente, os numeros de zeros e palos de J no 
interior de C, contadas as multiplicidades. 
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