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Prefacio

“Tudo deveria se tornar o mais simples
possivel, mas nio simplificado”

— ALBERT EINSTEIN

O Cdlculo com Geometria Analitica foi planejado para futuros matemaéticos e
para estudantes cujo interesse primario seja Engenharia, Ciéncias Exatas ¢ Hu-
manas, ou 4reas ndo-técnicas. As explanagdes passo-a-passo, Os inlimeros
exemplos descritos e a ampla variedade de exercicios continuam a ser 0s aspec-
tos relevantes do livro nesta edigido. Uma vez que um livro-texto deve ser es-
crito para o estudante, empenhei-me em manter uma apresentacdo de acordo
com a experiéncia e a maturidade de um principiante, sem deixar que qualquer
passagem fosse omitida ou ficasse sem explicacdo. Espero que o leitor tome
consciéncia de que as demonstragdes dos teoremas sdo necessarias; procurei
torna-las bastante motivadoras e explicd-las cuidadosamente, de forma que se-
jam compreensiveis para o estudante que adquiriu um nivel razodvel de conhe-
cimentos das secgOes que as precedem. Se um teorema estd enunciado sem de-
monstragao, a sua discussio foi ampliada com figuras e exemplos e, em tais ca-
sos, sempre ressaltei que se trata de uma ilustragdo do contetido do teorema, ¢
ndo de uma demonstragido. Nas Secgdes Suplementares do final dos capitulos
aparecem algumas discussoes tedricas as quais, se o estudante desejar, poderao
ser omitidas sem prejuizo da seqiiéncia do texto.

A TERCEIRA EDIGAO DE
0 CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA

Desde a primeira edigao deste livro em 1968, o curso de Calculo sofreu mudan-
cas significativas em seu contetido e ensino. A cada nova edicao, tentei incor-
porar tais mudangas ¢ manter um equilibrio sauddvel entre uma abordagem ri-
gorosa e um ponto de vista intuitivo. Os dezenove* capitulos de O Cdlculo com
Geometria Analitica formam quatro segmentos: capitulo 1, revisdo de tépicos
de pré-calculo; capitulos 2-11 fungdes de uma Gnica varidvel; capitulos 12-13,
séries infinitas; e capitulos 14-19, vetores e fungdes de mais de uma variavel. A
terceira edigdo incorpora alteragdes em cada um desses segmentos, algumas de-
las foram feitas para refletir a importancia cada vez maior de computadores e
calculadoras programaveis, facilitando os calculos.

* N. do E.: O Capitulo 20 foi escrito. especialmente para a edigdo brasileira e trata das equagdes
diferenciais.



CAPITULO 1

CAPITULO 2

CAPITULO 3

CAPITULO 4

CAPITULO 5

Prefécio

TOPICOS DE REVISAO DO CALCULO

Esse capitulo, “Nimeros Reais, Fungdes e Graficos”, é menos detalhado do que
nas edicdes anteriores. Uma secgio sobre aspectos bésicos do sistema de nime-
ros reais € seguida por uma introdugio a2 Geometria Analitica que inclui o ma-
terial tradicional sobre retas e circunferéncias. E apresentada uma discussio so-
bre a definigido de uma funcio, operagbes com fungdes e tipos de fungdes. A in-
trodugéo de seis tipos de fungoes trigonométricas permite o seu uso nos exem-
plos de derivacao e integracdo de fungbes nio-algébricas.

FUNGOES DE UMA UNICA VARIAVEL

Com a secgao sobre limites no infinito introduzida neste capitulo, a discussio
de limite ¢ continuidade é concluida em um mesmo capitulo. Esses tpicos
constituem a esséncia de um curso inicial de Cilculo. Todos os teoremas de li-
mite sa0 enunciados, e algumas provas sio apresentadas no texto, enquanto ou-
tras sdo propostas como exercicios. Nesta edigdo hi exemplos e exercicios no-
vos que envolvem o uso de calculadoras para langar conjecturas sobre um de-
terminado limite.

Na secgéo 3.1, defino a reta tangente a uma curva para demonstrar, antecipada-
mente, a interpretacao geométrica da derivada, definida na secgdo 3.2. A apli-
cagao fisica de velocidade instantinea no movimento retilineo é apresentada
apés a demonstragdo de teoremas sobre diferenciagio. As derivadas das seis
fungbes trigonométricas sao apresentadas, tornando-se disponiveis como exem-
plos para a apresentagdo da regra da cadeia. Ha alguns execicios novos que re-
querem o uso de calculadora para se estimar um dado valor da derivada, a par-
tir da definigio.

Esse capitulo apresenta as aplicacdes tradicionais da derivada a problemas en-
volvendo méximos e minimos, bem como o esbogo de curvas. Os tépicos sobre
limites no infinito e assintotas verticais ¢ horizontais passam para o capitulo 2.
A secgdo sobre aplicagdes na Economia que aparecia neste capitulo nas edigdes
anteriores foi suprimida, mas parte desse assunto foi discutido em outros capi-
tulos. A secgdo sobre a diferencial foi mudada para este capitulo, de modo a fi-
car mais proxima de sua referéncia no tratamento da antidiferenciagao.

A integral definida e a integra¢do sdo assuntos tratados no capitulo 5. As duas
primeiras secgdes envolvem a antidiferenciagdo. Uso o termo “antidiferencia-

' Ga0” em vez de “integracao indefinida”, mas a notagdo padrao ff(x) dx é con-

servada. Essa notagdo ird sugerir a existéncia de alguma relagio entre integrais
definidas e antiderivadas, mas niao vejo nenhuma inconveniéncia nisso, pois a
apresentagao dé a visdo tedrica apropriada da integral definida como o limite de
somas. Dois métodos numéricos para aproximar a integral definida sdo dados na
sec¢do final do capitulo. Esses procedimentos sdo importantes devido & sua ade-
quagdo a computadores € calculadoras programéveis. O material sobre a apro-
ximagao de integrais definidas inclui o enunciado de teoremas sobre os limites
do erro envolvido nessas aproximagdes. O capitulo também inclui uma secgio
sobre equagbes diferenciais com varidveis separéveis, e a discussdo completa
da drea de uma regiao plana.



CAPITULO 6

CAPITULOS 7e 8

CAPITULO 9

CAPIiTULO 10

CAPITULO 11

Prefécio Xl

Nesse capitulo introduzi aplicagdes de integral definida que esclarecem nao
apenas as técnicas de manipulacao, mas também os principios envolvidos. Em
cada aplicagdo, as defini¢des dos novos termos sio intuitivamente motivadas e
explicadas. O tratamento de volumes de s6lidos, assunto das duas primeiras sec-
¢oes, foi revisado. A secgio 6.1 comega com volumes apresentando secgoes pla-
nas, e depois volumes de sélidos de revolugéo por discos e anéis circulares sao
considerados como casos especiais de volumes por cortes. Volumes de sélidos
de revolugio por invélucros cilindricos sdo discutidos na secgio 6.2. Outra apli-
cagdo geométrica da integral definida ¢ o comprimento de arco na secgao 6.3.
As secgdes restantes do capitulo sdo dedicadas a aplicages fisicas incluindo
centro de massa de barras e regides planas, trabalho e pressao liquida.

Fungdes inversas sdo tratadas nas duas primeiras secgdes do capitulo 7, € as cin-
co secgdes seguintes sdo dedicadas as funcoes logaritmica e exponencial. A
funcao logaritmica natural é definida primeiro e depois a fungio exponencial
natural é definida como a sua inversa. Esse procedimento permite-nos dar um
significado preciso a um expoente irracional de um nimero positivo. Em segui-
da definimos a fungio exponencial de base a, onde a € positivo € sua inversa é
a funcdo logaritmica de base a. Aplicacoes dessas fungdes incluem as leis do
crescimento e decaimento, o crescimento limitado envolvendo a curva de apren-
dizado e a fungio densidade de probabilidade normal padrao. A secgdo 7.8, in-
troduzida nesta edigao, envolve a solugdo de equagoes diferenciais lineares de
primeira ordem. No capitulo 8, as demais fungdes transcendentais (ndo-algébri-
cas) sdo introduzidas. Essas sdo as fungoes trigonométricas inversas e as fun-
¢oes hiperbdlicas.

Técnicas de integragio envolvem um aspecto computacional importante do Cal-
culo. Sdo discutidas nesse capitulo que foi reduzido para oito secgoes nesta edi-
¢do. Expliquei os fundamentos tedricos de cada método diferente, apés uma
motivagao inicial. O dominio das técnicas de integragdo depende de exemplos,
e usei, como ilustragdes, problemas que o estudante certamente encontrard na
pratica. Duas outras aplicagbes de integragao sao introduzidas na secgdo 9.5:
crescimento logistico, ocorrendo em Economia, Biologia e Sociologia; € a lei da
ac¢io de massas na Quimica.

A ordem dos tépicos da Geometria Analitica nesse capitulo foi alterada nesta
edigdo. As quatro primeiras secgdes pertencem a secgoes conicas: a parabola, a
elipse e a hipérbole. Cada uma dessas conicas € introduzida pela indicagéo de
como ela é formada ao interceptarmos um plano com um cone; entao a defini-
¢do analitica é dada e sua equagdo em coordenadas retangulares € obtida. As
coordenadas polares e algumas de suas aplicacdes sdo apresentadas nas secgOes
de 10.5 a 10.7. As equagdes polares das cOnicas aparecem na secgio 10.8, onde
ocorrem como parte de um tratamento unificado de secgdes conicas.

Esse capitulo, “Formas Indeterminadas, Integrais Impréprias € a Formula de
Taylor”, foi posicionado de modo a preceder imediatamente as séries infinitas,
onde muitos dos resultados sdo aplicados. As aplicagdes de integrais impr6-
prias, que aparecem nas secgoes 11.3 e 11.4, incluem a fungio densidade de pro-
babilidade, além de outras usadas em Geometria ¢ Economia.



CAPITULOS 12 e 13

CAPITULOS 14 ¢ 15

CAPIiTULOS 16, 17* e 18*

CAPITULO 19

Prefécio

SERIES INFINITAS

O estudo de séries infinitas nesses dois capitulos é considerado como um seg-
mento separado do curso, de forma a evidenciar que se trata de um contexdo in-
dependente, que pode ser estudado quando se desejar, uma vez que o estudo do
célculo de fungdes de uma tUnica varidvel tenha sido completado. O capitulo 12
¢ dedicado a seqiiéncias e séries infinitas de termos constantes, e sua tiltima sec-
G0 apresenta um resumo de testes para convergéncias de uma série infinita. O
capitulo 13 trata de séries infinitas de termos varidveis denominadas séries de
poténcias. O conjunto de exercicios foi ampliado, em relagio as edi¢oes ante-
riores, para incluir mais aplicagbes.

VETORES E FUNCOES DE MAIS DE UMA VARIAVEL

Esses dois capitulos contém o cilculo de vetores, bem como uma abordagem
vetorial 8 Geometria Analitica dos Sélidos. As primeiras secgoes do capitulo 14
sobre vetores no plano podem ser estudadas apds o capitulo 5, se vocé desejar
estudar os vetores mais cedo, em seu curso. O capitulo 15 trata de vetores no es-
paco tridimensional e, se desejado, os topicos das secgdes 15.1 e 15.2 podem ser
estudados simultancamente com os seus correspondentes no capitulo 14. As
aplicagbes de vetores a Geometria, Fisica e Engenharia ocorrem em ambos os
capitulos.

A diferencial e o calculo integral de fungdes de mais de uma varidvel sdo apre-
sentados nesses trés capitulos. Limites, continuidade, derivacio parcial, diferen-
ciabilidade e a diferencial total sao discutidos no capitulo 16, onde as aplicagoes
incluem taxas de variacdes e cilculos aproximados. No capitulo 17, uma secgdo
sobre derivadas direcionais e gradientes € seguida por uma secgio que mostra a
aplicacdo do gradiente para encontrarmos uma equagio do plano tangente a su-
perficie. Outras aplicagdes de derivadas parciais no capitulo 17 sdo a solugio de
problemas de extremos e os multiplicadores de Lagrange. As equacdes diferen-
ciais exatas sdo resolvidas na secgdo 17.5. A integral dupla de uma fungao de
duas varidveis e a integral tripla de uma fungdo de trés varidveis, juntamente
com algumas aplicacbes a Fisica, Engenharia e Geometria, sio tratadas no
capitulo 18.

O capitulo “Introdugio ao Cilculo de Campos Vetoriais”, recebeu um tratamen-
to mais detalhado de Cilculo Vetorial. O contetido inclui integrais de linha e de
superficie, o teorema de Green, o teorema da divergéncia de Gauss € o teorema
de Stoke. A abordagem neste capitulo € intuitiva e sdo apresentadas aplicacoes
a Fisica e a Engenharia.

* N.do E.: As secgdes 17.4, sobre fungdes implicitas e sua derivacio, ¢ 18.8, sobre mudanga de
varidveis e integrais multiplas, foram especialmente elaboradas para a edigdo brasileira.



CAPITULO 20

Prefacio ’ Xiii

CAPITULO EXCLUSIVO PARA A EDICAO BRASILEIRA

Escrito pelo prof. Cyro Patarra, prof. do IME-USP, este capitulo sobre equagdes
diferenciais foi especialmente concebido para atender as exigéncias do curricu-
lo das faculdades brasileiras. As suas secgdes apresentam os conceitos basicos
das diferentes equacoes diferenciais e os métodos de resolugio.

SECCOES SUPLEMENTARES

Dez secgdes, que aparecem no final de alguns capitulos, sio designadas como
suplementares. Esses topicos independentes podem ser estudados ou omitidos
sem afetar o entendimento da matéria subseqiiente. As secgdes suplementares
sdo de dois tipos. Algumas apresentam material adicional que nio faz necessa-
riamente parte do contetdo tradicional de um curso de Célculo: as secgdes 4.10,
6.7, 7.8, 8.5, 9.8, 10.9, 14.8. Outras incluem discussdes tedricas, inserindo pro-
vas de alguns teoremas: as secgdes 2.9, 2.10 e 16.8." Ambos os tipos aumentam
a flexibilidade do texto.

EXEMPLOS E ILUSTRAGOES

Os exemplos e ilustragoes — quase 1.000 no total — aparecem em todas as sec-

. goes. Os exemplos, que foram cuidadosamente escolhidos para preparar os es-

tudantes para os exercicios, deveriam ser usados como modelos para suas solu-
¢oes. Uma ilustragio é utilizada para demonstrar um conceito particular, uma
defini¢do ou teorema; é um protétipo da idéia apresentada.

EXERCICIOS

Ha, agora, mais de 7.400 exercicios, revisados e ordenados de acordo com o
grau de dificuldade, para propiciar uma ampla variedade de tipos, abrangendo
desde problemas téoricos e aplicados, até aqueles que sdo computacionais. Eles
aparecem no final das secgdes € como exercicios de revisio seguindo a Gltima
seccdo de cada capitulo. As respostas aos exercicios de niimero impar sio da-
das no final do livro.

GRAFICOS TRIDIMENSIONAIS

Para atender as necessidades dos estudantes de ter uma apresentagao de grafi-
cos tridimensionais mais moderna e facil de visualizar, mais de 200 figuras fa-
zem parte desta nova edigao. Muitas delas foram geradas por computadores, pa-
ra assegurar a precisao matemadtica. Essas figuras, que os instrutores achario
mais claras que o estilo de s6lidos geométricos feitos com aerégrafo na edigéo
anterior e nos textos mais antigos, foram criadas com auxilio do programa Ma-
thematica e o uso de Illustrator 88.

Louis Leithold.



B B SN
Agradecimentos

Aos professores que mais me influenciaram:

Florence Balensiefer; Inglés, Lowell High Scholl, Sdo Francisco
Ivan Barker; Matemaitica, Lowell High Schooll, Sdo Francisco
Alan McKeever; Jornalismo, Lowell High Scholl, Sdo Francisco
Benjamin Bernstein; Matemadtica, University of California, Berkeley
Pauline Sperry; Matemadtica, University of California, Berkeley
Virginia Wakerling; Matemética, University of California, Berkeley

Aos que foram meus alunos em:

Phoenix College; California State. University, Los Angeles; University of
Southern California; Open University of Great Britain; Pepperdine University

Aprendi com todos eles.
Aos revisores da edicdo americana:

Peter P. Andre, United States Naval Academy; Leon E. Arnold, Delaware
County Community College; Harold R. Bennett, Texas Tech University;
Michael L. Berry, West Virginia Wesleyan College; John Broughton, Indiana
University of Pennsylvania; Floyd A. Cohen, California State University, Long
Beach; Joel Davis, Oregon State University; K. Joe Davis, East Carolina
University; N. J. DeLillo, Manhattan College; William A. Echols, Houston
Community College; John Garlow, Tarrant Country Junior College;

Stuart Goldenberg, California Polytechnic State University, San Luis Obispo;
Joel K. Haack, Oklahoma State University; Norvin Holm, Charles S. Mott
Community College; Roy A. Johnson, Washington State University;

Dan Kemp, South Dakota State University; ‘Joh Klippert, James Madison
University; Walter F. Martens, University of Alabama, Birmingham; Roger B.
Nelsen, Lewis and Clark College; William L. Perry, Texas A&M University;
Walter A. Rosenkrantz, University of Massachusetts, Amherst; Daniel B.
Shapiro, Ohio State University; Charles R. Stone, Dekalb College;

Jere Strickland, James H. Faulkner State Junior College; Richard B. Thompson,
University of Arizona; G. B. Turney, University of Texas, Arlington; J. Terry
Wilson, San Jacinto College; Richard M. Witt, University of Wisconsin-Eau Claire

Aos que auxiliaram na resolugdo dos exercicios:
Leon Gerber, St. John’s University; Gloria Langer, University of Colorado

A essas pessoas € a todos aqueles que usaram as primeiras edigoes e sugeriram
mudangcas, expresso a minha profunda admiragio.



Um Pouco de
Historia

Algumas idéias do Célculo podem ser encontradas nos trabalhos dos mate-
maticos gregos da Antiguidade, da época de Arquimedes (287-212 A.C.) eem
trabalhos do inicio do século dezessete por René Descartes (1596-1650), Pierre
de Fermat (1601-1665), John Wallis (1616-1703) e Isaac Barrow (1630-1677).
Entretanto, a inven¢do do Cdlculo é frequentemente atribuida a Sir Isaac New-
ton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) pois eles comegaram
a efetuar a generalizagdo e unificagdo do assunto. Havia outros matematicos
do século dezessete e dezoito que contribuiram para o desenvolvimento do Cél-
culo; alguns deles foram Jakob Bernoulli (1654-1705), Johann Bernoulli
(1667-1748), Leonhard Euler (1707-1783) e Joseph L. Lagrange (1736-1813). No
entanto, nio foi antes do século dezenove que os processos do Calculo recebe-
ram fundamentacio sélida por parte de matemdticos como Bernhard Bolzano
(1781-1848), Augustin L. Cauchy (1789-1857), Karl Weierstrass (1815-1897) e
Richard Dedekind (1831-1916).






mulante pois € a base para quase toda a Matematica ¢ para muitas das grandes
realizacdes no mundo moderno. Vocé devera iniciar o estudo de Calculo com
3 o conhecimento de certos conceitos matematicos. Em primeiro lugar, pressupde-
se que vocé possua conhecimentos de Algebra e Geometria, _dd primeiro e do
segundo graus. Além disso, existem tOpicos que sdo de extrema importincia.
Talvez vocé ja os tenha estudado em algum curso de Matematica; sendo, vocé

tera um primeiro contato com eles neste capitulo.
Vocé precisa ter familiaridade com fatos sobre os niimeros reais e fazer ope-
racOes envolvendo desigualdades com desenvoltura; esse material serd o objeto

Z v Aprender Calculo pode ser sua experiéncia educacional mais empolgante e esti-
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da primeira sec¢do. As trés secgdes a seguir contém uma introdugéo a algumas
nog¢Oes de Geometria Analitica que serdo necessarias posteriormente.
Fungdo é um dos conceitos basicos em Calculo e sera definida aqui como um
conjunto de pares ordenados. Essa idéia € usada para enfatizar o conceito de
fun¢do como uma correspondéncia entre conjuntos de niimeros reais. A nota-
¢do de fungdo, tipos de fungdes e operagdes com fungdes também serdo discuti-
dos na Sec¢do 1.4, enquanto os graficos de fungdes serdo tratados na Secgédo 1.5.
Provavelmente vocé ja tenha estudado funcgées trigonométricas em algum curso

"anterior, mas uma revisdo das definicSes basicas serd apresentada na Secgdo

1.6. H4 também uma aplicagdo da fun¢io tangente a inclinagdo de uma reta.
Dependendo de seu preparo, esse capitulo poderéd ser estudado em detalhes,
ser tratado como uma revisdao ou omitido.

1.1

NUMEROS REAIS
E DESIGUALDADES

O sistema numérico real consiste em um conjunto de elementos chamados de
nimeros reais e duas operagies denominadas adi¢do e multiplicacdio, denota-
das pelos simbolos + e -, respectivamente. Se a e b forem elementos do con-
junto R, @ + bdenotarda asomadeae bea - b(ouab)denotara o seu produto.
A operagao de subtragdo ¢ definida pela igualdade

a—b=a+(—b)

onde — b denota o negativo de b, tal que b + (—b) = 0. A operagio de divisdo
é definida pela igualdade

a+b=a-b! b#0

onde b-! denota o reciproco de b, tal que b - b-! = 1.

O sistema numeérico real pode ser inteiramente descrito por um conjunto de
axiomas (a palavra axioma ¢ usada para indicar uma afirmag¢io formal consi-
derada verdadeira, dispensando provas). Com esses axiomas podemos deduzir
as propriedades dos numeros reais das quais seguem as operagdes algébricas de
adicdo, subtragdo, multiplicagdo e divisdo, bem como os conceitos algébricos
de resolug@o de equagdes, fatoracdo e assim por diante.

As propriedades que podem ser obtidas como conseqiiéncias l6gicas dos axio-

~ mas sdo os teoremas. No enunciado da maioria dos teoremas existem duas par-

tes: a parte do ‘‘se’’, chamada de hipdtese e a parte do ‘‘entdo’’, chamada de
conclusdo. A argumentacdo que verifica a veracidade de um teorema é uma de-
monstraciio (ou prova), a qual consiste em mostrar que a conclusdo € conse-
qiiéncia de se admitir a hipotese como verdadeira.

Um nuimero real é positivo, negativo ou zero e qualquer numero real pode
ser classificado como racional ou irracional. Um nimero racional ¢ qualquer
numero que pode ser expresso como a razao de dois inteiros. Isto é, um nimero
racional é da forma p/q, onde p e g sdo inteiros e ¢ # 0. Os nimeros racionais
consistem em:

Os inteiros (positivos, negativos e zero)
., —5,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, ...

As fragdes positivas e negativas, como
ot ow

5 5
Os decimais que terminam positivos e negativos, como
- 236 3.251

2,36 = W —0,003251 = —m‘
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Os decimais que niio terminam mas apresentam repeticio periédica, como
0,333 ... = & —~0,549549549 ... = —f;

Os numeros reais que ndo sio racionais sdo chamados de nimeros irracio-
nais. Esses sd0 os decimais que ndo terminam e néo sdo periédicos, por exemplo,

V3= 1,732 .. n = 3,14159 ...

Vamos usar na discussio a seguir a notagdo e terminologia da teoria dos con-
juntos. A idéia de conjunto € usada amplamente em Matematica, sendo esse
um conceito tdo basico que dele ndo sera dada aqui uma defini¢do formal. Po-
demos dizer que um conjunto é uma colegido de objetos € os objetos de um con-
junto sdo chamados de elementos. Se todo elemento de um conjunto S for tam-
bém elemento de um conjunto 7, entdo S sera um subconjunto de 7. Em Cal-
culo estamos interessados no conjunto R dos numeros reais. Dois exemplos de
subconjuntos de R sdo o conjunto N dos nimeros naturais (os inteiros positi-
vos) e o conjunto Z dos inteiros.

Vamos usar o simbolo € para indicar que um determinado elemento pertence
a um conjunto. Assim, podemos escrever que 8 € N, ¢ lemos: ‘‘8 é um elemento
de N’. A notag¢dio a, b € S indica que ambos a € b sdo elementos de S. O
simbolo ¢ indica “ndo é um elemento de’’. Assim, entendemos + & N
como ‘‘+ ndo é um elemento de N”’.

Um par de chaves { ] usadas para delimitar palavras ou simbolos pode des-
crever um conjunto. Se S for o conjunto dos nimeros naturais menores do que
6, podemos escrever o conjunto S como

(1,2,3,4,5]}
Podemos também escrever o conjunto S como
{x, tal que x seja um nimero natural menor do que 6 .

onde o simbolo x é chamado de varidvel. Uma varidvel ¢ um simbolo usado
para representar qualquer elemento de um conjunto dado. Outra maneira de
escrever o conjunto S acima é usar a chamada notaciio construtiva de conjun-
“to, onde uma barra vertical é usada em lugar das palavras fal que:

{x|x seja um nimero natural menor do que 6}

que lemos: ‘‘o conjunto de todos os x, tal que x seja um nimero natural menor
do que 6. )

Dois conjuntos A e B serdo iguais, € escrevemos A = B, se A e B tiverem
elementos idénticos. A unifio de dois conjuntos 4 e B, denotada por A U B,
que lemos ‘‘A4 unido B’’, é o conjunto de todos os elementos que estdo em A

‘ou em B, ou em ambos. A interseccio de A e B, denotada por A N B, que
lemos ‘“A intersec¢do B’’, é o conjunto dos elementos que estio em A € B. O
conjunto que ndo contém nenhum elemento é chamado de conjunto vazio, sen-
do denotado por &¥.

» ILUSTRACAO 1 Suponha A = {2, 4, 6, 8, 10, 12}, B = {1, 4, 9, 16}, e
C = {2, 10}. Entdo

AUuB=1{12462_809, 10,12, 16} AnB={4]
Bu C={(l1,24,9,10, 16} BnC=¢g R

H4 uma ordenacgédo para o conjunto R através de uma relagdo denotada pelos
- simbolos < (lemos ‘‘é menor do que’’) e > (lemos ‘‘é maior do que’’).



1.1.1 DEFINICAO

1.1.2 DEFINICAO

1.1.3 TEOREMA

1.1.4 TEOREMA

1.1.5 TEOREMA
Propriedade Transitiva da Ordem
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Sea, beR,

(i) @ < b se e somente se b — a for positivo;
(ii) @ > b se e somente se a — b for positivo.

» ILUSTRACAO 2

3 < 5poisS — 3 =2, e2é positivo

—10 < —6 pois —6 — (—10) = 4, e 4 é positivo

7>2pois7 — 2 =5, e S é positivo

-2 > -7 p01s -2 - ( 7) = 5, e 5 é positivo

+ > %+ pois 3 - 2 = -4, e -4 é positivo <

Vamos definir agora os simbolos < (lemos ‘‘é menor do que ou igual a’’)
e = (lemos ‘‘é maior do que ou igual a’’).

Sea, beR,

()a< bsee somente se for vélida qualquer uma das duas relagées a < b
oua = b;

(ii) @ > b se e somente se for valida qualquer uma das duas relacdes @ > b
oua = b.

As afirmagbes @ < b, a > b, a < bea > b sdo chamadas de designaldades.
Especificando, a < bea > bsao chamadas de desigualdades estritas, enquan-
to que @ < b e a > b sdo denominadas desigualdades nao-estritas.

O teorema a seguir decorre imediatamente da Defini¢do 1.1.1.

(i) @ > 0 se e somente se @ for positivo;
(il) @ < 0 se'e somente se a for negativo.

Um numero x estd entre ae bse a < xe x < b. Podemos escrever isso como
uma seqiiéncia de desigualdades, da seguinte forma:

a<x<b
Outra seqiiéncia de desigualdades é

as<x<b
que significa que acontecem ambas as desigualdades a < x e x < b. Outras
seqiiéncias de desigualdades sioa < x < bea < x < b.

O teorema a seguir pode ser provado usando os axiomas sobre o conjunto
R e os teoremas de 1.1.1 a 1.1.3.

(i)Sea>0eb >0entioa + b > 0.
(ii)Sea > 0e b > 0entdo ab > 0.

A parte (i) do teorema acima estabelece que a soma de dois niimeros positi-
vos € positiva e a parte (ii) estabelece que o produto de dois niumeros positivos
é positivo.

Sea,b,ceR,e
scea< beb < centioa < c.

» ILUSTRACAO3 Sex < Se5 < y, entdo, pela propriedade transitiva da or-
dem, decorre x < y. <
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1.1.7 TEOREMA
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Bt
P

Suponhamos que'a, b, ¢ € R.

()Sea < bentdioa + ¢ < b + c.
(i) Se a < bec > 0entdo ac < bc.
(iii) Se a < be ¢ < 0 entdo ac > be.. o i

> ILUSTRACAO4 (a)Sex < y, segue, do Teorema 1.1.6(1), que x + 4 < y + 4.
Por exemplo, 3 < 9; assim 3 + 4 < 9 + 4 ou, equivalentemente, 7 < 13.
Além disso, se x < y, entdo x — 11 < y — 11. Por exemplo, 3 < 9; assim
3 - 11 < 9 — 11 ou, equivalentemente, —8 < —2.
(b) Se x < y, segue do Teorema 1.1.6(ii) que 7x < 7y. Por exemplo, como
5 < 8,entdo 7 - 5 < 7 - 8 ou, equivalentemente, 35 < 56.
(c)Como 4 < 6, entdo se z < 0, segue do Teorema 1.1.6(iii) que 4z > 6z. Por
exemplo, como 4 < 6, entdo 4(— 3) > 6(— 3) ou, equivalentemente, — 12 > — 18,
<
A parte (i) do Teorema 1.1.6 estabelece que se ambos 0s membros de uma
desigualdade forem multiplicados por um mimero positivo, o sentido da desi-
gualdade permanecerd inalterado, enquanto que a parte (iii) estabelece que se
ambos os membros de uma desigualdade forem multiplicados por um numero
negativo, o sentido da desigualdade ser4 invertido. As partes (ii) e (iii) também
sdo vdlidas para a divisdo, pois dividir ambos 0s membros de uma desigualdade

por um numero d(d # 0) é equivalente a multiplica-los por %

Sea<bec<.dentioa + c < b + d.

—— N

FIGURA 1

P ILUSTRACAOS Sex < 8ey < —3, entdo temos, pelo Teorema 1.1.7, que
X+ y<8+ (-3)yistoé, x + y < 5. <

Vamos impor ao conjunto R a condi¢do chamada de axioma do completa-
mento (Axioma 12.2.5). O enunciado desse axioma serd adiado até a Sec¢do
12.2, pois requer uma terminologia que sera melhor introduzida e discutida mais
adiante. Entretanto, daremos agora uma interpretagdo geométrica do conjunto
dos nimeros reais, associando-os aos pontos de uma reta, chamada eixo. O axio-
ma do completamento garante que existe uma correspondéncia um a um, ou
seja, biunivoca, entre o conjunto R e o conjunto de pontos de um eixo.

Veja a Figura 1, onde o eixo é uma reta horizontal. Um ponto do eixo é esco-
lhido para representar o numero 0. Esse ponto é chamado de origem. Uma uni-
dade de distancia é escolhida. Entdo, cada nlimero positivo x ¢ representado
pelo ponto localizado a uma distancia de x unidades 2 direita da origem, e cada
nimero negativo x é representado pelo ponto localizado a uma distancia de —x
unidades & esquerda da origem (note que se x for negativo, entdo — x serd posi-
tivo). A cada nimero real corresponde um tinico ponto sobre o eixo e a cada
ponto sobre o eixo estd associado um tinico nimero real; logo, hd uma corres-
pondéncia biunivoca entre R e os pontos do eixo. Assim, os pontos do €ixo sdo
identificados com os mimeros que eles representam, e 0 mesmo simbolo serd
usado tanto para o nimero como para 0 ponto sobre o eixo que representa o
nimero. Identificamos R como 0 eixo, que por sua vez é chamado de reta nu-
meérica real.

Vemos que @ < b se e somente se 0 ponto que representa o numero a estiver
a esquerda do ponto que representa o nimero b. Da mesma forma, @ > b se
€ somente se 0 ponto que representa a estiver a direita do ponto que representa
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b. Por exemplo, o nimero 2 ¢ menor do que o nimero 5 e o ponto 2 estd a
esquerda do ponto 5. Poderiamos escrever também 5 > 2 e dizer que o ponto
S estd a direita do ponto 2.

O conjunto de todos os nimeros x que satisfazem a seqiiéncia de desigualda-
des a < x < b ¢ chamado de intervalo aberto, sendo denotado por (a, b). Logo

(a, b) = {x|la < x < b)

O intervalo fechado de @ até b é o intervalo aberto (a, b) mais os dois pontos
extremos a € b, sendo denotado por [a, b]. Assim

[a, b] = [x|]a < x < b}

A Figura 2 ilustra o intervalo aberto (a, b), e a Figura 3 ilustra o intervalo
fechado {a, b].

O intervalo semi-aberto a esquerda ¢ o intervalo aberto (@, b), mais o extre-
mo direito b. E denotado por (a, b]; assim '

(a, b] = x]a < x < b}

Definimos intervalo semi-aberto a direita de forma andloga e o denotamos
por [a, b). Assim

[a, b) = {x|]a € x < b}

A Figura 4 ilustra o intervalo (a, b] e a Figura 5 ilustra o intervalo [a, b).

Usaremos o simbolo + o (infinito positivo) e o simbolo — e (infinito negati-
vo); contudo, é necessario cuidado para nao confundir esses simbolos com 0s
numeros reais, pois eles ndo satisfazem as propriedades dos numeros reais. Te-
mos os seguintes intervalos:

(a, +©) = {x|x > 4

(—o, b) = [x|x < b

l[a, +) = [x|x > 4}

(-, b] = x|x < b}
(-, +©) = R

L A
\ JJ
a b
FIGURA 2
L B
| . |
a b
FIGURA 3
L = |
\ J
a b
FIGURA 4
c A
L ]
a b
FIGURA 5
L G
\ rd
a
FIGURA 6
<. 3
o~ /
b
FIGURA 7

A Figura 6 ilustra o intervalo (@, + «) e a Figura 7 ilustra o intervalo (— oo,
b). Note que (-, + ) denota o conjunto de todos 0s nimeros reais.

Para cada um dos intervalos (a, b), [a, b}, la, b) e (a, b] os numeros a € b
sdo chamados de extremos do intervalo. O intervalo fechado [a, b] contém am-
bos 0s extremos, enquanto que o intervalo aberto (a, b) ndo contém nenhum
extremo. O intervalo [a, b) contém o extremo esquerdo, mas ndo o direito, en-
quanto que o intervalo (a, b] contém o extremo direito, mas nédo o esquerdo.
Um intervalo aberto pode ser considerado como aquele que ndo contém nenhum
extremo e o intervalo fechado pode ser considerado como aquele que contém
ambos os extremos. Conseqiientemente, o intervalo [a, + ) é considerado co-
mo fechado, pois contém o seu Unico extremo a. Da mesma forma, (— o, b]
¢ um intervalo fechado, enquanto que (@, + «) e (— o, b) sdo abertos. Os in-
tervalos [a, b) € (@, b] ndo sdo fechados nem abertos. O intervalo (— o, + )
ndo tem extremos, sendo considerado tanto aberto como fechado.

Sdo usados intervalos para representar conjuntos-solugdes de desigualdades.
O conjunto-solu¢io de uma desigualdade ¢ o conjunto de todos os nimeros que
satisfazem a desigualdade.
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EXEMPLO 1 Ache e mostre na reta numérica real o conjunto-solugao da
desigualdade

2+3x<5x+8
Solugédo As seguintes desigualdades sdo equivalentes

24+ 3x<5x+8
24+3x—-2<5x+8-2
Ix<5x+6
—-2x <6
x> =3

Portanto, o conjunto-solugéo ¢ o intervalo (— 3, + ), ilustrado na Figura 8.

EXEMPLO 2 Ache e mostre na reta numérica real o conjunto-solugdo da
desigualdade

4<3x—-2<10
Solugdo Adicionando 2 a cada membro da desigualdade obtemos desigual--
dades equivalentes

6<3x<12

2< x<4

Assim, o conjunto-solugdo é o intervalo (2, 4], conforme ilustrado na Figura 9.

EXEMPLO 3 Ache e mostre na reta numérica real o conjunto-solugiao da
desigualdade

7

->2

X
Solugdo Queremos multiplicar ambos os membros da desigualdade por x.

Mas, o sentido da desigualdade resultante dependera de x ser positivo ou nega-
tivo. Observe que se x < 0, entdo

7

-<0

X
o que contradiz a desigualdade dada. Logo, precisamos considerar somente
x > 0. Multiplicando ambos os membros da desigualdade dada por x, obtemos
as seguintes desigualdades equivalentes:

7> 2x

I>x

x<?%.
O conjunto-solu¢do da desigualdade é {x|x > 0} N {x|x < 7} ou, equivalen-

temente, {x|0 < x < 7}, que é o intervalo (0, ), conforme a Figura 10.

EXEMPLO 4 Ache e mostre na reta numérica real o conjunto-solugdo da
desigualdade

x<4

x—3
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Solugédo Para multiplicar ambos os membros da desigualdade por x — 3,
precisamos considerar dois casos.

Caso I: . x ~— 3 > 0; isto é, x > 3.
Multiplicando ambos os membros da desigualdade por (x — 3) obtemos
x<4x—12
—3x< —12
x>4

Assim, o conjunto-solugio do Caso 1 é {x|x > 3] N {x|x > 4] ou, equivalente-
mente, {x|x > 4], que é o intervalo (4, + ).

Caso 2: x — 3 < 0; isto é, x < 3.

Multiplicando ambos os membros da desigualdade por (x — 3) e invertendo
o sentido da desigualdade, temos

x>4x — 12
—-3x> =12
x<4

Logo, x deve ser menor do que 4 e também menor do que 3. Assim, o conjunto-
solugdo do Caso 2 serd o intervalo (— o, 3).

Se os conjuntos-solugdes para os Casos 1 e 2 forem combinados, obteremos
(-, 3) U (4, + o), que estd ilustrado na Figura 11.

O conceito de valor absoluto de um numero é usado em algumas defini¢ées
importantes. Além disso, vocé precxsara trabalhar com desigualdades-envolvendo
valores absolutos.

O valor absoluto de x, denotado por |x|, é definido por

_ xsex.2 0
x| = {—xsex <0

> ILUSTRAGAO 6
Bl=3. |9

~(=5)  [8-14=]-6|
=6 <
Da definigdo, o valor absoluto de um nimero é um numero positivo ou zero;

isto é, ndo-negativo.
Em termos geométricos, o valor absoluto de um nimero x é sua distincia

a0 0. Em geral, |@ — b| é a distincia entre a e b, sem levar em conta qual é

0 maior nimero. Veja a Figura 12.

A desigualdade |x| < a, onde @ > 0, estabelece que na reta numérica real
a distdncia da origem até o ponto x é menor que g unidades; ou seja, —a <
x < a. Portanto, x estd no intervalo aberto (—a, a). Veja a Figura 13. Parece
entdo que o conjunto-solugdo de |x| < @ ¢é {x| —a < x < a}. De fato, este ¢
0 caso estabelecido no teorema a seguir. A seta dupla ¢ usada aqui ¢ em todo
o texto para indicar que as afirmagdes antes e depois dela sdo equivalentes.




1.1.9 TEOREMA.

1.1.10 COROLARIO

x| >a |l >a

1.1 Numeros Reais e Desigualdades )

|x] <ae —a<x<a ondea >0

Prova Como |x| = xsex > 0e |x| = —xsex < 0, segue que 0 conjunto-
solugdo da desigualdade |x| < a é a unifio dos conjuntos
xlx<aex>20lefx|-x <aex < 0

Observe que o primeiro desses conjuntos ¢ equivalente a {x|0 < x < a}, e
o segundo ¢ equivalente a {x| —a < x < 0] pois —x < a ¢é equivalente
ax > —a. Assim, o conjunto-solugio de |x| < a é

(x|]0 g x<a) U {x|-a<x<0}
< [x|-a<x<a]

Comparando a desigualdade dada e o seu conjunto-solugdo, concluimos que
Ix|<a < —a<x<a [ ]

x| Kae® —-a<x<a ondea>0

y | (
-a 0 a
X< -a x>a ¥
‘FIGURA 14 ~

1.1.11 TEOREMA |

1.1.12_ COROLARIO |

A desigualdade |x| > a, onde a > 0, estabelece que na reta numérica real
a distidncia da origem ao ponto x é maior que @ unidades; isto é, x > a@ ou
x < —a. Portanto, x estd em (— o, —a) U (a, + «). Veja a Figura 14. Assim,
parece que o conjunto-solugdo de |x| > aé {x|x > a} U {x|x < —a}. O teore-

“ma a seguir estabelece que ¢é esse o caso. Vocé devera prova-lo no Exercicio 61.

x| >ae x >aoux < —a ondea >0

lx| 2aex>aoux < —a ondea >0

Os exemplos a seguir ilustram a solugdo de equagoes e desigualdades envol-
vendo valores absolutos. '

EXEMPLO 5 Resolva cada uma das equagdes para x: (a) |3x + 2| = 5;

S ® |2x — 1] = |4x + 3|5 (©) |5x + 4] = -3.

Solucéao
@@ Bx+2|=5"

Essa equacdo sera satisfeita se
3x+2=5 ou —(3x+2)=5

x=1 x=—3

(b). 2x — 1] = |4x + 3|

Essa equagao sera satisfeita se
2x—1=4x+3 ou 2x—1=—@x+3)
_ x= -2 x= -3
© |5x + 4= -3
" Como o valor absoluto de um nimero niio pode ser negativo nunca, essa
equacgdo ndo tem solugdo.
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EXEMPLO 6 Ache e mostre na reta numérica real o conjunto-solugdo da
inequagdo
|x — 5| <4
Solugdo Do Teorema 1.1.9, as seguintes desigualdades sdo equivalentes:
|x — 5| <4
—4<x—-35 < 4
l<x<9

Assim, o conjunto-solug@o da inequagdo dada é o intervalo aberto (1, 9), que
estd ilustrado na Figura 15.

EXEMPLO 7 Ache o conjunto-solugdo da inequagio
[3x +2|>5

Solucédo Pelo Teorema 1.1.11, a inequagido dada é equivalente a
3x+2>5 ou 3x+2< -5

Isto ¢, a inequagdo dada estara satisfeita se qualquer uma das desigualdades
acima for satisfeita.
Considerando a primeira inequagdo, temos que

3x+2>5
x>1

Logo, todo numero no intervalo (1, + ) é uma solugéo.
Da segunda inequagio
3x+2< -5

7
X< —3

Assim, todo mimero no intervalo (— o, —-7) é uma solugio.
O conjunto-solugdo da inequagdo dada ¢, portanto, (— o, —%) U (1, + ).

Vocé deve-se lembrar da Algebra que o simbolo /@, onde a > 0,¢é definido
como o Unico numero ndo-negativo x, tal que x> = a. Lemos +/a como ““a raiz
quadrada principal de a”’. Por exemplo,

Va=2 =0 =31

Nota: \/4 # —2 mesmo que (—2)? = 4, pois \/4 denota somente a raiz qua-
drada positiva de 4. A raiz quadrada negativa de 4 é designada por —+/4.

Como estamos interessados somente em niimeros reais neste livro, /a ndo
estd definida para a < 0.

EXEMPLO 8 Ache todos os valores de x para os quais /32 + 7x + 12 é real.
Solugédo

x?+7x 4+ 12 = (x + 3)(x + 4)
(x + 3)(x + 4) éreal quando (x +3)(x +4) =0



1.1.13 TEOREMA

1.1.14 TEOREMA

1.1.15 TEOREMA
A Desigualdade Triangular

1.1 Ndmeros Reais e Desigualdades 1

Vamos encontrar o conjunto-solu¢iio dessa inequagdo. A inequagdo estard
satisfeita quando ambos os fatores forem ndo-negativos ou quando forem
ndo-positivos, isto €, se x + 3 > 0ex + 4 2 0,ousex + 3 < 0ex + 4
< 0. Consideraremos dois casos.

Caso I: x + 3 2 0ex_+ 4 > 0. Isto é,

x2 -3ex > —4
Ambas as desigualdades estardo satisfeitas para x > —3 ou seja, o intervalo
[-3, + ) é o conjunto-solugédo.

Caso 2: x + 3 < 0ex + 4 < 0. Isto é,
x< -3ex< -4
Ambas as desigualdades estardo satisfeitas para x < —4, ou seja, o intervalo
(-, —4] é o conjunto-solugdo.
Se combinarmos os conjuntos-solu¢des dos Casos 1 e 2, teremos
(_w’ “4] U [_39 + °°) »

Da defini¢do de /a segue que
VX2 = x|
» ILUSTRACAO 7

V=15l V(=3 =3
=35 =3 _ >
Os teoremas a seguir sobre valores absolutos serdo uteis mais adiante.

Se d, b € R, entdo * _ ; A
|ab] = |a| - |bl; w. b L

Prova
|ab| = \/(ab)?
— a2b2
= \/a—l . \/b’Z
= la| - b L

A demonstragio do Teorema 1.1.14 serd deixada como exercicio (veja o Exer-
cicio 62).

Se a, b € R, entdo

la + b| < |a| + |b|

Prova Pela Definicdo 1.1.8, temos @ = |a| oua = — |a|; assim
—la| < a <ldq| (1)

Da mesma forma, :
—|bl< b <] )
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Das desigualdades (1) e (2) e do Teorema 1.1.7,
~(la| + |b)) <a + b <|a| + |b|
Logo, do Coroldrio 1.1.10 segue que
la + b| < |a| + || u

O Teorema 1.1.15 tem dois coroldrios importantes que serdo enunciados e
provados a seguir.

Se a, b € R, entdo

la — b| < |a| + |b|

Prova

la — bl =la+(-b)< la| + |(—b)| = |a| + |b] [ |

1.1.17 COROLARIO

Se a, b € R, entdao
la| — |b] < |a - b|

Prova

la| = |[(a — b) + b| < |a — b| + ||
assim, subtraindo |b| de ambos os membros da desigualdade, temos

la| ~ 1] < |a - b]  m

EXERCICIOS 1.1

Nos Exercicios de 1 a 22, ache a conjunto-solugdo da desigual-

dade dada a mostre-o na reta numérica real.
L 5x+2>x—6 2.3—x<5+43x
3.2x—-1<o0 4. 3-2x>9 + 4x
5.1322x—-3 25 6. -2<6—4x <8
7.2>-3-3x>-7 8.2<5-3x<11
4 2
9. ——3>—-7 10.§<E
X X x 4
1 2 x+1 x
11. 12,
x+1<3x—1 2—x<3+x
13. x> 4 14. x2< 9
1. (x - 3)(x+ 95 >0 16. x> —-3x+2>0
17.1 —x —2x2 20 18. x2+3x+1>0
19. 4x2 +9x <9 20. 2x* —6x+3 <0
1 4 '
21, ——— . x3 2
3x-7>|3—_5 22 x>+ 1>x*+x
Nos Exercicios de 23_. a 30, resolva em x.
23. |4x+3|=7 24, |3x—8|=4
25, |5x—3|=l3x+5| 26. |x—2|=|3—2x|
27. |7x| =4 —x 28. 2x + 3 =|4x + 5|

X+ 2
x—2

29. =5 30. 4

3x+8|
2x - 3|

Nos Exercicios de 31 a 36, ache todos os valores de x para os

quais o numero € real.

31. /8x -5 32. x> —16

33 Jx*=3x~-10 34. /2x? +5x -3
36. /x*+2x—1

35. Jx2—5x+4

Nos Exercicios de 37 a 52, ache o conjunto-solucdo da desigual-
dade dada e mostre-o na reta numérica real. ’

3. |x+4)<7 38. |2x — 5| <3

39. 3x.— 4| <2 - 40: 3x + 2| >1

41 |S—x|>7 42 3-x| <5

43. [7~4x|<9 4. |6 —2x| >7

45. |2x — 5| >3 46. |x + 4| <[|2x — 6|

47. |3x| > |6 — 3« 48. |3+ 2x| < |4 — x|

49. 9 — 2x| >[4x] 50. |5 —2x| =7
x+2 6—5x| 1

51. 2x—3)<4 52"3+x si




Nos Exercicios de 53 a 56 resolva em x e escreva a resposta com

a notag¢do de valor absoluto.

532" %50
X+ a
x—2 x+2
55> —

56.

a—Xx
a4 x
x+S5
x+3

1.2 Retas e Coordenadas 13

§7. Prove o Teorema 1.1.5.
58. Prove o Teorema 1.1.6(i).
§59. Prove o Teorema 1.1.6(ii) e (iii).

20 60. Prove que se x < y, entdo x < 5(x + ») < y.
61. Prove o Teorema 1.1.11.
x+1 62. Prove o Teorema 1.1.14.
x—1

1.2 RETAS E COORDENADAS Os pares ordenados de numeros reais sdo importantes em nossas discussdes.

FIGURA 1
v P(x, y)
(ordenada)
[o) X
(abscissa)
FIGURA 2

Quaisquer dois nimeros reais formam um par, e quando a ordem de apareci-
mento do nimero ¢ significativa, sio chamados de par ordenado. Se x for o
primeiro nimero real e y for o segundo, esse par ordenado serd denotado por
(x, ¥). Observe que o par ordenado (3, 7) é diferente do par ordenado (7, 3).

O conjunto de todos os pares de niimeros reais € chamado de plano numéri-
co, denotado por R?, e cada par ordenado (x, y) serd um ponto no plano nu-
mérico. Da mesma forma que podemos identificar R com os pontos de um eixo
(um espaco unidimensional), podemos identificar R? com os pontos de um pla-
no geomeétrico (um espacgo bidimensional). O método usado em R? deve-se ao
matemadtico francés René Descartes (1596-1650) a quem ¢ atribuida a criagdo
da Geometria Analitica em 1637. Uma reta horizontal é escolhida no plano geo-
métrico, sendo chamada de eixo x. Uma reta vertical ¢ escolhida, sendo deno-
minada eixo y. O ponto de intersec¢do entre os eixos x e y é chamado de ori-
gem, sendo denotado pela letra O. Uma unidade de comprimento ¢ escolhida.
Usualmente a unidade de comprimento para os dois eixos ¢ a mesma. Estabele-
cemos a direita da origem como sendo a parte positiva do eixo x; para o eixo
Y, a parte positiva fica acima da origem. Veja a Figura 1.

Associaremos um par ordenado de nimeros reais (x, ¥) com um ponto no
plano geométrico. No ponto x sobre o eixo horizontal e no ponto y sobre o eixo
vertical, os segmentos de reta sdo desenhados perpendicularmente aos respecti-
vos eixos. A interseccdo desses dois segmentos de reta perpendiculares ¢ o pon-
to P, associado ao par ordenado (x, y). Veja a Figura 2. O primeiro nimero
x do par é chamado a abscissa (ou coordenada x) de P, ¢ o segundo niimero
» € chamado a ordenada (ou coordenada y) de P. Se a abscissa for positiva,
P estard a direita do eixo y; e se for negativa, P estard a esquerda do eixo y.
Se a ordenada for positiva, P estard acima do eixo x; e se for negativa, P estard
abaixo do eixo x.

A abscissa e a ordenada de um ponto sdao denominadas coordenadas carte-
sianas retangulares do ponto. H4 uma correspondéncia biunivoca entre os pon-
tos em um plano geométrico e R?; isto é, a cada ponto corresponde um tnico
par ordenado (x, y) e a cada par ordenado (x, y) estd associado um unico pon-
to. Essa correspondéncia é denominada sistema de coordenadas cartesianas re-
tangulares. A Figura 3 ilustra esse sistema onde sdo apresentados alguns pontos.

Os eixos x e y sdo chamados de eixos coordenados. Eles dividem o plano em
quatro partes denominadas quadrantes. O primeiro quadrante é aquele no qual
a abscissa ¢ a ordenada s3o ambas positivas, isto é, o quadrante superior direi-
to. Os outros quadrantes sdo numerados na dire¢do anti-hordria, ficando o quar-
to quadrante na parte inferior direita. Veja a Figura 4. _

Dada a correspondéncia biunivoca, identificamos R? com o plano geométri-
co. Por essa razdo, um par ordenado (x, y) é chamado de um ponto.

Vamos discutir agora o problema de encontrar a distincia entre dois pontos
em R?. Se A for o ponto (x,, y,) e B for o ponto (x,, y,) (isto é, A e B tém a
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v
A A3, 4) B(9,4)
W TR SO N NN SN SR B
@) —
AB=6
(a)
FIGURA 5
y
y
Or * D(—2,4) I~
- 9C(1, —2) -
r[ o?x
B D(1, —8) C(—2,—-3) —
CD=—6 CD=7
(a) (b)
_ FIGURA 6

Nimeros Reais, Fungdes e Gréficos

Yy y

(—4,5)e - ®(8,5)
o Segundo quadrante Primeiro quadrante
—e (1, 2)

BT REENE P UNE NN .

(—6,0) OL-(2,0) —>x
L (0]

(0, —4)9—

®(—8, —6) — Terceiro quadrante’ | Quarto quadrante

— *(9,—7)
FIGURA 3 FIGURA 4

mesma ordenada, mas abscissas diferentes), entdo a distdncia orientada de A
para B serd denotada por AB e definimos

» ILUSTRACAO1 Veja a Figura 5(a)-(c). Se 4 for o ponto (3, 4) e B for o ponto
9, 4), entdo AB = 9 — 3; isto é AB = 6. Se A for o ponto (-8, 0)
e B for o ponto (6, 0), entdio AB = 6 — (—8), ou seja, AB = 14. Se A for
o ponto (4, 2) e B for o ponto (1, 2), entdo AB = 1 — 4;isto é, AB = —3.
Vemos que AB serd positivo, se B estiver a direita de A e AB serd negativo, se B

estiver a esquerda de A. 4
y
B(1,2) A(4,2)
y | o e
A B
U A 1T L leo,
(—8,0) o (6,0) = N N N B
AB =14 l AB= -3

(b) ©

Se C for o ponto (x,, ¥,) € D for o ponto (x,, ¥,), entdo a distancia orienta-
da de C para D, denotada por CD, sera definida por

@=Y2—Y1

» ILUSTRAGAO 2 Veja a Figura 6(a) e (b). Se C for o ponto (1, —2) e D for
o ponto (1, —8), entdo CD = —8 — (—2), isto é, CD = —6. Se C for o ponto
(-2, —3) e D for o ponto (—2, 4) entdo CD = 4 — (—3); isto é, CD = 7.
O numero CD ser4 positivo se D estiver acima de C e CD ser4 negativo se D
estiver abaixo de C. |

Observe que a terminologia distdncia orientada indica a0 mesmo tempo a dis-
tancia e um sentido (positivo ou negativo). Se estivermos interessados apenas
no comprimento do segmento de reta entre os pontos P, e P, (isto ¢, na dis-
tincia entre os pontos P, e P,, sem levar em conta o sentido), entdo usaremos
a terminologia distdncia ndo-orientada. Denotamos a distéincia nio-orientada
de P, a P, por |P,P,|, que é um nimero nio-negativo. Se usamos a palavra
distdncia sem um adjetivo, orientada ou ndo-orientada, fica subentendido que
queremos nos referir a distincia ndo-orientada.
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Queremos obter agora uma formula para calcular |P.P,| se Py(x,, »)) e
P,(x,, y,) forem pontos quaisquer do plano. Usamos o teorema de Pitdgoras
da Geometria Plana, que é o seguinte'

| Num trlangulo retangulo, a soma dos quadrados dos com rlment S C
¥. tetos ¢ igual ao quadrado do comprlmento da hlpotenusa “

Py(x,, yy) A Figura 7 mostra P, e P, no primeiro quadrante e o ponto M(x,, y,). Note

que |P,P,| é o compriments da hipotenusa do trxangulo retingulo P, MP,.
Usando o teorema de Pitdgoras temos
|P\P,|* = |P M|* + |MP,|?
|P1P2| = \/|P1M|2 + UVIPZ|2
PiPo] = Vlx, — x1)* + (v, — y1)?
o Note que na féormula acima ndo temos o simbolo * na frente do radical do
FIGURA 7 segundo membro, pois | P, P,| é um nimero ndo-negativo. A férmula é ver-
dadeira para todas as posi¢des possiveis de P, e P, nos quatro quadrantes. O
comprimento da hipotenusa é sempre |P,P,| e os comprimentos dos catetos
sdo sempre |P,M| e |MP,|. O resultado é enunciado como um teorema.
1.2.1 TEOREMA |}/ dlstanc1a entre doxs pontos Pl(x,, ») e Pz(xz, yz) é dada por
|PPy| = VG- WO = F |
Observe que se P, e P, estiverem sobre uma mesma reta horlzontal entdo
N =¥¢€
[P, P,| = J(x; — x;)* + 02 )
y |P1P2| = |x2 - x1| (pois /a |a|)
C(—6,5) 1 Além disso, se P, e P, estiverem sobre uma mesma reta vertical, entdo x, = x, €
A(=2,4) L |P1P2|=\/02+(J’2_)’1)2
L |P1P2|=|y2—y1|
EXEMPLO 1 Mostre que o tridngulo com vértices em A(—2, 4), B(—5, 1) e
B(—s5,1) B C(—6, 5) é isdsceles.
I ! : . .
I ! o x Solugdo O tridngulo aparece na Figura 8.
FIGURA 8 IBCl=(—6+5%+(5— 1> |AC|=/(—6+2?%+(5—4)?

. , =J1+16 =16+ 1
1 = 17 = 17

Como |BC| = |AC)| o triangulo ¢ isésceles.

Py(x3, 1)

Se P, e P, sdo pontos extremos de um segmento de reta, denotamos esse seg-
mento por P,P,. Isso ndo deve ser confundido com a nota¢do P,P,, a qual de-
nota a distancia orientada de P, a P,. Ou seja, P,P, é um niimero, enquanto
P,P, é um segmento de reta. Veja a Figura 9, onde M(x, y) é o ponto médio
do segmento de reta de P,(x,, ) a Py(x,, ¥,). Como os tridngulos P\RM e
0 MTP, sdo congruentes

FIGURA 9 ‘ |P\R| = |MT| e

|

RM| = TP
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Assim,
X=X = X - X Y ==, =)
x = x +x 2y =y, + ¥
x X + X y=J’1+J’z
2 2

(@)
FIGURA 10
¥
P, (xy, y2)
Y27 ¥
P_‘l (1,1: ¥1)
S—————— Rix,, y))
X, — x,
@]

FIGURA 11

Essas sdo as formulas do ponto médio. Em sua derivacdo supusemos que
X, > x, € ¥y, > y,. As mesmas férmulas sdo obtidas se usarmos qualquer or-
denacido desses numeros.

Em Geometria Analitica, a validade dos teoremas no plano geométrico é es-
tabelecida com a aplicacdo de coordenadas e técnicas de Algebra. O exemplo
a seguir demonstra tal procedimento.

EXEMPLO 2 Prove analiticamente que os segmentos de reta que ligam os pon-
tos médios dos lados opostos de um quadrilatero dividem ao meio um ao outro.

Solucédo Tracamos um quadrilatero geral. Como os eixos coordenados po-
dem ser escolhidos em qualquer parte do plano e ja que a escolha da posicdo
dos eixos nio afeta a veracidade do teorema, tomamos a origem em um vértice
€ 0 eixo x ao longo de um lado. Isso simplifica as coordenadas dos dois vértices
no eixo x. Veja a Figura 10. _

A hipétese e a conclusdo do teorema s@o as seguintes:

Hipdtese: O ABC é um quadrilatero. M é o ponto médio de OA, N ¢ o ponto
médio de CB, R é o ponto médio de OC e S é o ponto médio de AB.

Conclusdo: MN e RS dividem-se ao meio.

Prova Para provar que dois segmentos de reta dividem-se a0 meio, mostramos
que eles tém o mesmo ponto médio. Das férmulas do ponto médio, obtemos
as coordenadas de M, N, R e S. M ¢ o ponto (+a, 0), N é o ponto (3(b + d),
1(c + €)), R ¢ o ponto (+d, +e) e S é o ponto (3(a + b), 3¢).

A abscissa do ponto médio de MN é 4[3a+ 3(b + d)] =4(a + b + d).
A ordenada do ponto médio de MN é 1[0 + 3(c + e)] = 4(c + o).
Logo, o ponto médio de MN é ¢ ponto  (4(a + b + d), 2(c + ).

A abscissa do ponto médio de RS ¢ 3[3d +3(a+b)] =4 +b +d).
A ordenada do ponto médio de RS ¢ 3[3¢ + 3c] =i(c + o). ‘
Assim, o ponto médio de RS é o ponto  (i(a + b + d), z(c + ¢)).

Logo, o ponto médio de MN coincide com o ponto médio de RS.
Entdo, MN e RS dividem-se a0 meio. N |

Discutiremos agora refas em R?. Seja [ uma reta vertical € Py(x,, »,) € Py(x,
»,) dois pontos distintos em /. A Figura 11 mostra tal reta. Na figura, R é o
ponto (x,, ,), € os pontos P,, P, ¢ R sdo vértices de um tridngulo-retangulo;
além disso, P,R = x, — x, ¢ RP, = y, — y,. O nimero y, — y, dd a medida
da varia¢do na ordenada de P, a P, e pode ser positivo, negativo ou zero. O
numero x, — x, d4 a medida da variagdo na abscissa de P, a P, e pode ser po-
sitivo ou negativo. :




Yy
I-.; v
2 (X2 yz)‘<
Py(x2,y2)
2Tl Y " W
Py (x1, v1)
R(xllyt)
Pi(X1,¥1) X2— X, R(x3,¥1)
> X
O
FIGURA 12

1.2.2 DEFINICAO

y .
1
- P3(5,9)
= P2(4,7)
E P1(2,3)
[ L1 I/
oy x
P,,(—l,—s)/:

FIGURA 13

Y
N

o / l"

FIGURA 14
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Como a reta / ndo é vertical, x, # x,, e portanto, X, — Xx; ndo € zero.
Seja
m = Y2— N (1)
Xy — Xy
O valor de m calculado pela férmula acima é independente da escolha dos dois
pontos P, e P, em /. Para mostrar isso, vamos escolher dois outros pontos
P,(x,, ¥,) e P,(X,, ¥,) e calcular um nimero 7z usando (1).
i = J_’z — 1
Xy — Xy
Mostraremos que 71 = m. Veja a Figura 12. Os tridngulos P,R P, e P,RP, sdo
semelhantes; assim sendo, os lados correspondentes sdo proporcionais. Logo
Vo=V V201 ou

m=m

X, — Xy Xp— Xy

Assim, o valor de m calculado por (1) é inico, ndo importando a escolha dos
dois pontos em /. Esse nimero m é chamado de inclinacdo da reta.

Se Py(x,, »,) e Py(x,, y,) forem dois pontos distintos sobre I/, ndo paralela ao
eixo y, entdo a inclinagdo de /, denotada por m, sera dada por

Y2 — N
X, — X

m =

Se multiplicarmos ambos os membros da equagdo acima por x, — x;, ob-
teremos
Y2 — y1 = mx; — xy)

Segue dessa equagao que se considerarmos uma particula movendo-se ao longo
de uma reta, a variacdo na ordenada da particula serd igual ao produto da incli-
nagdo pela variagdo na abscissa.

» ILUSTRACAO 3 Se / for a reta que passa pelos pontos P,(2, 3) e P,(4, 7) e
m for a inclinagdo de /, entdo, pela Defini¢do 1.2.2,

m_7—3
T 4-2
=2

Veja a Figura 13. Se uma particula estiver movendo-se ao longo da reta / aci-
ma, a variacdo na ordenada serd duas vezes a variagdo na abscissa. Isto &, se
a particula estiver em P,(4, 7) € a abscissa for aumentada em uma unidade, en-
tdo a ordenada ficara aumentada em duas unidades e a particula estard em P,
(5, 9). Analogamente, se a particula estiver em P,(2, 3) e a abscissa for dimi-
nuida em trés unidades, entdo a ordenada ficara diminuida em seis unidades
e a particula estard em P, (-1, —3). <

Se ainclinagdo de uma reta for positiva, entdo quando a abscissa de um pon-
to da reta aumentar, a ordenada também aumentar4. Tal reta esta na Figura
14. Na Figura 15 h4 uma reta cuja inclinagdo é negativa. Para essa reta, quan-
do a abscissa aumentar, a ordenada diminuira.
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Se uma reta for paralela ao eixo x, entdo y, = y;; assim, a inclinagdo da reta
22201 fica

X, — X
sem sentido, pois nio podemos dividi-la por zero. E por essa razdo que retas
paralelas ao eixo y foram excluidas da defini¢do de inclinagdo. Assim, a incli-
nac¢do de uma reta vertical ndo é definida.

Por equagdo de uma reta queremos nos referir a uma equacao que é satisfeita
por aqueles, e somente aqueles pontos sobre a reta. Como um ponto P,(x,, ¥,)
e uma inclina¢do m determinam uma reta unica, sera possivel obter uma equa-
¢ao dessa reta. Seja P(x, y) um ponto qualquer na reta exceto (x;, y,). Entdo,
uma vez que a inclinagdo da reta que passa por P, e P é m, temos da defini-
¢do de inclinagio

Y - _

X - x

¢ zero. Se uma reta for paralela ao eixo y, x, = x;; assim a fracdo

Yy =y =mkx - x)

Essa equacdo é chamada forma ponto-inclinagio da equacdo da reta. Resulta
uma equacio da reta, se sua inclinag¢do e um ponto sobre a reta forem conhecidos.

» ILUSTRACAO4 Para encontrar a equacéo da reta por dois pontos A(6, —3)
e B(—-2, 3) calculamos primeiro m.

_3—-(=3)
 -2—-6
_6
- -8
—_ _3
- 4

Usando agora a forma ponto-inclinacdo da equacéo da reta onde consideramos
A como P,, temos

y—(=3)=—-3x-6
4y + 12 = —3x + 18
3x+4y—-6=0
Naturalmente, o ponto B pode ser tomado como P,;; nesse caso, temos
y=3=-3(x+2
4y — 12 = —3x—-6
3x+4y—6=0

Se escolhermos o ponto (0, b) (isto é, o ponto onde a reta intercepta o eixo
) como o ponto (x,, ¥,) em (1), teremos

y—b=m(x—0)

y=mx+ b

O nuimero b, que ¢é a ordenada do ponto onde a reta intercepta o eixo y, é
chamado de intercepto y da reta. Conseqiientemente, a equagdo acima € a cha-
mada forma inclina¢do-intercepto da equagédo da reta. Essa forma ¢é extrema-
mente util, pois nos d4 imediatamente a inclinagdo da reta. E importante tam-
bém porque expressa a coordenada y de um ponto sobre a reta explicitamente,
em termos da coordenada x.
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EXEMPLO 3 Ache a inclinagio da reta cuja equagdo é
6x + 5y —7=0
Solugdo A equagio € resolvida em y.
Sy=—6x+7
y=—%x+3

Essa equagdo estd na forma inclinagdo-intercepto, onde m = —£.

Como a inclina¢do de uma reta vertical ndo é definida, ndo podemos aplicar
a forma ponto-inclinagdo para obter sua equacdo. Em seu lugar, usamos o teo-
rema a seguir, envolvendo o intercepto x da reta (a abscissa do ponto em que
a reta intercepta o eixo x). O teorema também d4 uma equagio da reta horizontal.

(i) Uma equagdo da reta vertical tendo x intercepto a é

(ii) Uma equacdo da reta horizontal tendo y intercepto b é

y=25

Prova (i) A Figura 16 mostra a reta vertical que intercepta o eixo x no ponto
(a, 0). Essa reta contém aqueles e somente aqueles pontos sobre a reta que t€ém
a mesma abscissa. Assim, P(x, y) sera qualquer ponto sobre a reta se € somente se

X =a
y xX=a
y
y=>b
0 @ 0 x ©, b)
O X
FIGURA 16 FIGURA 17

(ii) A reta horizontal que intercepta o eixo y no ponto (0, ) aparece na Figu-
ra 17. Para essa reta, m = 0. Portanto, da forma intercepto-inclina¢do, uma
equacdo dessa reta é

y==»> [ |

Mostramos que uma equac¢ao de uma reta nao-vertical é da forma y = mx + b,
€ uma equacdo de uma reta vertical é da forma x = ¢. Como cada uma dessas
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equagdes € um caso particular de uma equac¢io da forma
Ax+By+C=0 )

onde A, B e Csédo constantes, € A ¢ B nio sdo nulas, segue que toda reta possui

" uma equagio da forma (2). O oposto desse fato é dado pelo Teorema 1.2.5,

a seguir. Mas antes de enuncid-lo definiremos o grdfico de uma equacdo.

O grifico de uma equaciio em R? ¢ o conjunto de todos os pontos em R? cujas
coordenadas sdo nimeros que satisfazem a equagio.

O grafico da equagdo
Ax + By + C =0

onde A, Be Csio constantes ¢ onde A e B ndo sdo ambos nulos, é uma linha reta.

A prova desse teorema € deixada como exercicio. Veja o Exercicio 57.

Como o gréfico de (2) € uma linha reta, é chamado de equacio linear; sendo
a equacgéo geral do primeiro grau em x e y.

Uma vez que dois pontos determinam uma reta, para fazer o esbogo do gra-
fico de uma reta precisamos apenas determinar as coordenadas de dois pontos
dela, marcar os pontos no gréfico e entdo tragd-la. Qualquer par de pontos é
suficiente, mas em geral convém marcar no grafico os dois pontos onde a reta
intercepta os dois eixos.

» ILUSTRAGAO 5 Para tracar o esbogo da reta tendo a equacio
2x — 3y =12
primeiro achamos x intercepto a e y intercepto b. Na equacéo, substituimos (a, 0)

por (x, y) e obtemos @ = 6. Substituindo (0, b) por (x, y), obtemos b = —4.
Assim, temos uma reta na Figura 18. <4

A aplicagdo de inclinagGes ¢ feita no teorema a seguir.

Se /, e I, forem duas retas distintas ndo-verticais, tendo inclinagdes m, e m,, res- |

pectivamente, entdo /, e /, serdo paralelas se e somente se m, = m,.

Prova Sejam as equagbes de /, e /,, respectivamente,
y=mx+b, e y=mx+h,

Veja a Figura 19, que mostra duas retas interceptando o eixo y nos pontos
B,(0, b)) e By(0, b,). A reta vertical x = 1 intercepta /, no ponto 4, (1, m, +
b,) e l, no ponto A1, m, + b,). Entdo

|Ble| =b, — b, € |A1A2|=(m2+b2)—(m1 + b))

As duas retas serdo paralelas se e somente se as distancias verticais | B,B,| €
|A,A4,| forem iguais; ou seja, /, e /, serdo paralelas se e somente se

b, — by = (my + by) — (m; + by)

bz—‘b1=m2+b2—m1_bl

m; =m,

Assim, /, e /, serdo paralelas se e somente se m, = m,. ]
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> ILUSTRACAO 6 Seja /, a reta que passa pelos pontos A (1, 2) e B3, —6)
com inclinagdo m,, e seja /, a reta que passa pelos pontos C(2, —5) e D(~1, 7)
com inclinagdo m,. Entdo

—6—2 7—(=9)
T e
-8 12
T2 T3
= —4 = —4
como m, = m,, segue que /, e /, sdo paralelas. Veja a Figura 20. <4

Dois pontos distintos quaisquer determinam uma reta. Trés pontos distintos
podem ou néo estar na mesma reta. Se trés ou mais pontos estiverem na mesma
reta, eles serdo denominados colineares. Assim, trés pontos A, B e C serdo coli-
neares se € somente se a reta que passa pelos pontos A e B for a mesma que
passa pelos pontos B ¢ C. Como as retas que passam por A ¢ Be por Be C
contém o ponto B em comum, elas serio a mesma reta se € somente se suas
inclinagdes forem iguais.

EXEMPLO 4 Através das inclinagées, determine se os pontos A(—3, —4),
B2, —1) e C(7, 2) sdo colineares.

Solucéao Se m, for a inclinagdo da reta que passa por 4 e B e m, for a in- '
clinacdo da reta que passa por B ¢ C, entdo '

m=—1—(—4) m _2—(=1
T 2—(=3) S )
] )

3
5 s
Logo, m; = m,. Assim sendo, as retas que passam por A ¢ B e por Be C tém
a mesma inclinagéo e o ponto B em comum. Assim elas coincidem e, portanto,
sdo colineares.

Agora enunciaremos e provaremos um teorema considerando as inclinacées
de duas retas perpendiculares.

Duas retas nao-verticais /, e /,, com inclinagdes m, e m,, respectivamente, se-
rdo perpendiculares se e somente se m,m, = —1.

Prova Escolhemos os eixos coordenados de modo que a origem esteja no pon-
to de interseccdo de /, ¢ /,. Veja a Figura 21. Como nem /, nem /, sdo verti-
cais, essas duas retas interceptam a reta x = 1 nos pontos P, e P,, respectiva-
mente. A abscissa de ambos P, e P, é 1. Seja y a ordenada de P,. Como [,
contém os pontos (0, 0) e (1, ¥), sendo sua inclinagdo m,, entdo
_y-0

™=1T"0
Assim, y = m,. Da mesma forma, podemos provar qile a ordenada de P, é m,.
Aplicando o teorema de Pitdgoras e seu oposto, o tridngulo P,OP, serd um
tridngulo retangulo se e somente se

|OP,|* + |OP,* = |P,P,J? ' (3)
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Da formula da distancia, obtemos
OP? =(1 — 0)* + (m, — 0  |OP,|* = (1 - 0)* + (m, — 0)
=1+m,? =1+m,?
|P1Pz|2 =1 -1+ (m, — "”1)2
=m,? — 2mym, + m,*
Substituindo em (3) podemos concluir que P,OP, é um tridngulo retdngulo se

€ somente se

L4+m?+14m?=m?—2mm, +m?

2= -2mm,
mm, = —1 - a
Como m,m, = —1 ¢ equivalente a
1 1
my=—-—— € My=——
. m; my

O Teorema 1.2.7 estabelece que duas retas nao-verticais serdo perpendiculares
se e somente se a inclinagdo de uma delas for a reciproca negativa da mclmacao
da outra.

EXEMPLO 5 Dada a reta / com a equagédo
5x +4y—20=0

encontre uma equagéo da reta que pasée pelo ponto (2, —3) e (a) seja paralela
a [ e (b) seja perpendicular a /.
Solugdo Primeiro determinamos a inclinagdo de /, escrevendo sua equa-
¢do na forma inclinag¢do-intercepto. Resolvendo a equagdo para y, temos

4y = —5x + 20

y=—3x+5

A inclinacdo de / é o coeficiente de x, que é — 5 .

(a) A inclinagdo de uma reta paralela a / também é — 5 . Como a reta re-
querida contém o ponto (2, — 3), usamos a forma ponto-inclina¢do, que resulta

y—(=3)=-3(x-2
4y +12= —-5x + 10
5x +4y+2=0

(b) A inclinagdo de uma reta perpendicular a / é o negativo de — 5 , ou seja,
. Da forma ponto -inclinagdo, uma equagdo da reta que passa por (2 -3),
com inclinagdo + , é

y=(=3)=$(x-2)
Sp+15=4x—8
4x — 5y —23=0
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EXEMPLO 6 Prove, através das inclinag¢des, que os quatro pontos A4 (6, 2),
B(8, 6), C(4, 8) e D(2, 4) sdao os vértices de um retangulo.

Solugdo Veja a Figura 22, onde /, é a reta que passa por A e B, /, ¢ a reta
i que passa por Be C, /5 é a reta que passa por D e C e /, € a reta que passa por
A e D; m,, m,, my e m, sdo suas respectivas inclinagoes.
6—2 8—6 8—4 42
m=gTe M™TiZg M™Ti-2 ™T31°%
° - - -4 =2 - -
FIGURA 22
Como m, = m,, I, é paralela a /;; e como m, = m,, [, é paralela a /,. Como
mm, = —1, 1, e l, sdo perpendiculares. Portanto, o quadrildtero tem seus la-
dos opostos paralelos e dois lados perpendiculares. Assim, o quadrildtero é um
retdngulo.

e

EXERCICIOS 1.2

Nos Exercicios de 1 a 6, coloque num grdfico o ponto P dado
e cada um dos seguintes pontos:

(a) O ponto Q, tal que a reta que passa por P e Q seja perpendi-
cular ao eixo x e o divida ao meio. Dé as coordenadas de Q.

(b) O ponto R, tal que a reta que passa por P e R seja perpendi-
cular ao eixo y e o divida ao meio. Dé as coordenadas de R.

(c) O ponto S, tal que o segmento de reta que passa por P e por
S seja dividido ao meio pela origem. Dé as coordenadas de S.

(d) O ponto T, tal que o segmento de reta que passa por Pe T
seja perpendicular e dividido pela reta que passa pela origem,
formando um angulo de 45° e dividindo o primeiro e o ter-
ceiro quadrantes. Dé as coordenadas de T.

.

. P(1,=-2) 2 P(-22) 3. P2,2)
4. P(-2, -2) 5. P(—1, -3) 6. PO, —3)

7. Prove que os pontos A(—7, 2), B(3, —4) e C(1, 4) sdo vérti-
ces de um tridngulo isésceles.

8. Prove que .os pontos A(-4, —1), B(-2, -3), C@4, 3) e
D(2, 5) sao vértices de um retangulo.

9. A mediana de um tridngulo é um segmento de reta que une
um vértice ao ponto médio do lado oposto. Ache o compri-
mento das medianas do tridngulo cujos vértices sdo: A (2, 3),
B3, -3)eC(-1, —-1).

10. Ache o comprimento das medianas do tridngulo com vérti-
ces A(—3,95), B2,4) e C(-1, -4).

11. Prove que o tridngulo com vértices A(3, —6), B(8, —2) e
C(—1, —1) é retangulo. Ache a area do tridngulo. (Suges-
tdo: Use o inverso do teorema de Pitagoras.)

12. Ache os pontos médios das diagonais do quadrildtero cujos
vértices sdo (0, 0), (0, 4), (3, 5) e (3, 1).

13. Prove que os pontos A(6, —13), B(-2, 2), C(13, 10) e
D(21, —5) sdo os vértices de um quadrado. Ache o compri-
mento de uma diagonal. ' :

14. Se um extremo de um segmento de reta for o ponto (—4, 2)
e o ponto médio for (3, — 1), ache as coordenadas do outro
extremo. ’

15. Se um extremo de um segmento de reta for o ponto (6, —2)
e o ponto médio for (— 1, 5), ache as coordenadas do outro
extremo.

16. A abscissa de um ponto é — 6, e sua distancia do ponto (1, 3)
¢ \/74. Ache a ordenada do ponto.

17. Usando a férmula da distdncia (1), prove que os pontos
(-3,2), 1, —2)e (9, —10) estdo sobre uma reta.

18. Determine se os pontos (14, 7), (2, 2) e (—4, — 1) estdo so-

" bre uma reta usando a férmula da distancia (1).

19. Se dois vértices de um tridngulo equilatero sdo (—4, 3) e (0, 0),
ache o terceiro vértice.

20. Dados dois pontos A (— 3, 4) e B(2, 5), ache as coordenadas
de um ponto P sobre a reta que passa por A e B, tal que
P seja (a) duas vezes mais distante de A do que de B e (b) duas
vezes mais distante de B do que de A.

Nos Exercicios de 21 a 24, ache a inclina¢do da reta que passa
pelos pontos.

21. (2, —3),(—4,3)

22. (5,2),(—2, —3)

23. (%7 %)a (—%’ %)

24. (-2,1,0,3), (2,3, 1,4)
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 Nos Exercicios de 25 a 38, ache uma equagdo da reta que satis-
Jaz as condicées.

25. A inclinagdo é 4 e passa pelo ponto (2, —3).

26. A inclinacdo € 3 e passa pelo ponto (—4, —1).

27. A inclinagdo é —2 e passa pelo ponto (—3, 5).

28. Passa pelos pontos (—2, 7) e (6, 0).

29. Passa pelos pontos (4, 6) e (0, —7).

30. Passa pelos pontos (3, 1) e (-5, 4).

31. O intercepto x é —3 e o intercepto y é 4.

32. Passa pelo ponto (1, 4) e é paralela a reta cuja equagio é
2x + Sy + 7 = 0.

33. Passa pelo ponto (—2, 3) e é perpendicular a reta cuja equa-
¢ioé2x —y — 2 = 0. )

34, Passa pelo ponto (—3, —4) e é paralela ao eixo y.

35. Passa pelo ponto (1, —7) ¢ é paralela ao eixo x.

36. A inclinagdo é —2 e o intercepto x é 4.

37. Passa pelo ponto (—2, —5) e tem uma inclinagio de \/5

38. Passa pela origem e divide a0 meio o 4dngulo entre os eixos
no primeiro e terceiro quadrantes.

Nos Exercicios 39 e 40, ache a inclinacdo da reta.

39.@x+3y=7,b)2y+9=0
40._(a)4x——6y=5;(b)3x—5=0

Nos Exercicios 41 e 42, determine, através das inclinacées, se os
trés pontos sdo colineares.

41. (a) (2,3),(—4, ~7), (5,8 (b) (2, —1),(1,1), 3, 4)

42. (a) (4,6),(1,2), {~5, —4)(b) (~3,6),(3,2), 9, —2)

43. (a) Escreva uma equacio cujo grafico seja o eixo x. (b) Es-
creva uma equagio cujo grafico séja o eixo y. (¢) Escreva uma
equagdo cujo grafico seja o conjunto de todos os pontos no
eixo x ou y.

44. (a) Escreva uma equagio cujo grafico consista em todos os
pontos tendo uma abscissa de 4. (b) Escreva uma equacgio
cujo grafico consista em todos os pontos com ordenada — 3.

45. Mostre que as retas com equagdes 3x + Sy + 7 = O e
6x + 10y — 5 = 0 sdo paralelas.

46. Mostre que as retas com equagbes 3x + 5y + 7 = O e
5x — 3y — 2 = 0 sdo perpendiculares.

47. Dada areta / com equagdo 2y — 3x = 4e o ponto P(1, —3),
ache (a) uma equagéo da reta passando por P, perpendicu-
lar a /; (b) a menor distincia de P i reta /.

48. Ache o valor de £ tal que as retas cujas equacgdes sdo 3kx +
+ 8y = S e 6y — 4kx = —1 sejam perpendiculares.

49. Mostre, através das inclina¢des, que os pontos (—4, —1),
G, D), B, -4 e (2, —9) sdo vértices de um trapezdide.

50. Prove, usando inclinagdes, que os trés pontos 4 (3, 1), B(6, 0)
e C(4, 4) sdo vértices de um tridngulo retidngulo e determine
a area do tridngulo. ]

51. Ache as coordenadas dos trés pontos que dividem o segmen-
to de reta de A(—35, 3) a B(6, 8) em quatro partes iguais.

52. Trés vértices consecutivos de um paralelogramo sio (—4, 1),
(2, 3) e (8, 9). Ache as coordenadas do quarto vértice.

53. Dada a reta / tendo a equagdio Ax + By + C = 0,B # 0,
determine (a) a inclinag¢do; (b) o intercepto y; (c) o intercep-

to x; (d) uma equacgdo da reta que passe pela origem e seja
~ perpendicular a /.

54. Se A, B, Ce D sao constantes, mostre que (a) as retas Ax +
+ By + C = 0e Ax + By + D = 0 sdo paralelas e (b) as
retas Ax + By + C = 0e Bx — Ay + D = 0sio perpendi-
culares.

§5. Ache as equagdes das trés medianas do tridngulo com vérti-
ces A(3, —2), B(3,4) e C(—1, 1) e prove que elas se encon-
tram em um ponto.

56. Ache as equagdes das mediatrizes dos lados de um tridngulo
com vértices A(—1, —3), B(5, —3) e C(5, 5) e prove que
elas se encontram em um ponto.

57. Prove o Teorema 1.2.5: O gréfico da equagdo

Ax + By + C =0
onde A, B e C sdo constantes e onde nem A nem B sdo nu-
los, € uma reta. (Sugestdo: Considere dois casos B # 0 e
B = 0. Se B # 0, mostre que a equagdo ¢é aquela de uma
reta tendo inclinagido — A/B e o interceptoy —C/B. SeB =
= 0, mostre que a equagdo é aquela de uma reta vertical.)

§8. Seja/jaretaA;x + By + C; = Oesejal,areta A,x +

+ B,y + C, = 0. Se /; ndo for paralela a /, e k for uma

constante qualquer, a equacdo .

Ax + By + C; + k(Ayx + B,y + C) =0
representara um numero ilimitado de retas. Prove que cada
uma delas contém o ponto de intersec¢do de /; e /,.

Dado que uma equagdo de /; é 2x + 3y — 5 = O e que uma

equacgdo de /, € 3x + 5y — 8 = 0, usando o Exercicio 58

e sem determinar as coordenadas do ponto de intersecgdo de

1, e I, encontre uma equacgio da reta que passe por esse pon-

to e (a) contendo o porto (1, 3); (b) seja paralela ao eixo x;

(c) e tenha inclinagdao —2.

60. Para as retas /, e /, do Exercicio 59, use o Exercicio 58 e,
sem achar as coordenadas do ponto de intersecg¢do de /; e /,,
encontre uma equac¢ao da reta que passe por esse ponto €
(a) seja paralela ao eixo y; (b) seja perpendicular A reta com
equacdo 2x + y = 7; (c) forme um tridngulo isdsceles com
os eixos coordenados.

59

Nos Exercicios de 61 a 66, use Geometria Analitica para provar
o teorema dado a partir da Geometria Plana.

61. A soma dos quadrados das distancias de qualquer ponto a
dois vértices opostos de qualquer retdngulo ¢ igual 4 soma
dos quadrados de suas distincias aos outros dois vértices.

62. O ponto médio da hipotenusa de qualquer tridngulo retin-
gulo € eqiiidistante dos trés vértices desse tridngulo.

63. O segmento de reta que liga os pontos médios de dois lados
opostos de qualquer quadrildtero e o segmento de reta que
liga os pontos médios das diagonais do quadrilatero dividem-
se ao meio. '

64. Os segmentos de reta que ligam os pontos médios consecuti-
vos dos lados de qualquer forma quadrildtera formam um
paralelogramo.

65. As diagonais de um paralelogramo dividem-se ao meio.

66. Se as diagonais de um quadrildtero dividem-se ao meio, en-
tdo o quadrilatero é um paralelogramo.
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1.3 _ CIRCUNFERENCIAS E
GRAFICOS DE EQUAGOES
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Uma equag¢iio de um grifico é uma equacgao satisfeita pelas coordenadas da-
queles pontos sobre o grafico e somente por eles. Vocé aprendeu na Seccdo 1.2
que uma equacgdo de primeiro grau com duas varidveis tem uma reta como o
seu grafico. Uma das curvas mais simples que é um grafico de uma equagao
de segundo grau com duas varidveis é a circunferéncia.

Uma circunferéncia é o conjunto de todos os pontos em um plano, eqiiidistan-
tes de um ponto fixo. O ponto fixo é chamado de centro € a dlstanc1a fixa é
chamada de raio da circunferéncia.

Para obter uma equagdo da circunferéncia tendo centro em C(h, k) e raio
r, usamos a formula da distancia. Veja a Figura 1. O ponto P(x, y) estd na
circunferéncia se e somente se |PC| = r, isto é, se e somente se

Jox—h?+(y—k?=r
Essa equagdo é verdadeira se e somente se
x=h?+(y—kP?=r? (r>0)

Essa equagdo é satisfeita pelas coordenadas daqueles e somente daqueles pon-
tos que estdo na circunferéncia e, portanto, é uma equagio da circunferéncia.
Provamos o teorema a seguir.

&

A c1rcunferencna com centro no ponto C(h, k) e ralo r tem como equagao
(x-hP+ (- kp=r |

Se o centro de uma circunferéncia estd na origem, entdo # = 0 e k = 0; por-
tanto, sua equagio é

x2 +y2 = r2

Tal circunferéncia aparece na Figura 2. Se o raio de uma circunferéncia for 1,
ser4 chamada de circunferéncia unitdria.

EXEMPLO 1 Ache uma equag¢do da circunferéncia que tenha um didmetro
com extremidades em A(-2, 3) e B(4, 5).

Solugéo Como as extremidades de um didmetro sdo os pontos A ¢ B, o
ponto médio do segmento de reta AB serd o centro da circunferéncia. Veja a
Figura 3. Chamando de C(h, k) o centro da circunferéncia,

=1 =4
O centro estda em C(1, 4). O raio da circunferéncia pode ser calculado determi-
nando |CA| ou |CB|. Ser = |CA|, entdo
r=(1+2?+@4=73p
=10

Uma equagdo da circunferéncia é, portanto,

=102 +(y—-49>=
x24+y2-2x—-8y+7=0
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A equagdo (x — h)* + (y — k)? = r? é chamada de forma centro-raio da
equacgdo de uma circunferéncia. Se retirarmos os parénteses € combinarmos os
termos, obteremos

x2+y?2 —2hx —2ky+ (H2 + k> —r?)=0

Tomando D = —-2h, E = —2k,e F = h> + k* — r?, essa equagdo torna-se

x2+3» +Dx+Ey+F=0

que ¢ denominada a forma geral da equag¢do de uma circunferéncia. Como to-
da circunferéncia tem centro e raio, sua equagdo pode ser colocada na forma
centro-raio, ou seja, na forma geral, como fizemos no Exemplo 1. Se iniciar-
mos com uma equagio de uma circunferéncia na forma geral, podemos escrevé-la
em sua forma centro-raio completando os quadrados. No exemplo a seguir tal
procedimento é mostrado.

EXEMPLO 2 Encontre o centro e o raio da circunferéncia com equacéo
x2+y?+6x—2y—15=0
Solucao A equagao dada pode ser escrita como

(x> +6x)+(y* —2y)=15
Completando os quadrados dos termos entre parénteses, a0 somarmos 9 e 1
a ambos os membros da equagdo, teremos
(X2+6x+9)+0?-2y+1)=15+9+1
x+3+(y—-17=25

Como essa equagdo estd na forma centro-raio, o centro estd em (-3, 1) e o
raio é 5. '

Mostramos agora que hd equagdes da forma
x>+ y*+Dx+Ey+F=0 (1)

cujos graficos ndo sdo circunferéncias. Suponhamos que, ao completar os-qua-
drados, obteremos '

(x = hY + (y — K = d

Se d > 0, temos uma circunferéncia com centro em (A, k) e raio \/—aT Entretan-
to, se d < 0, ndo ha valores reais de x € y que satisfagam a equagio; assim,
ndo ¢ possivel tracarmos um grafico. Em tal caso, dizemos que o grafico é o
conjunto vazio. Finalmente, se d = 0, temos

x—h*+(y—k?>=0
Apenas os valores reais de x e y que satisfazem essa equagdo sdo x = h e
y = k. Assim, o grafico é o ponto (&, k).
» ILUSTRACAO 1 Suponha que tenhamos a equagdo
x4+ y2 —dx + 10)+29=0
a qual pode ser escrita como
(x> —4x) + (y* + 10y) = =29
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Completamos os quadrados dos termos entre parénteses, somando 4 ¢ 25 a am-
bos os membros, obtemos

(x2 —dx +4) + (y* + 10y + 25) = —29 + 4 + 25
x—22+(+5°=0

Como os tnicos valores reais de x e y que satisfazem essa equagdo sdo x = 2
ey = —5, o grafico é o ponto (2, —5). >

Observe que uma equacgdo da forma
Ax? + Ay + Dx + Ey + F=0 onde 4 # 0 )

pode ser escrita na forma de (1) ao dividirmos por A, obtendo

D E F
2 2 - - —=O
x“+y +Ax+Ay+A

A Equagio (2) é um caso particular da equacdo geral do segundo grau
Ax2 + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F =0

na qual os coeficientes de x2 e y2 sdo iguais, ndo possuindo nenhum termo xy.
O teorema a seguir € resultado dessa discussdo.

O grafico de qualquer equagdo de segundo grau em R? em x e y, na qual os
coeficientes de x2 e y? sdo iguais e na qual ndo ha termo em xy, é uma circun-
feréncia, um ponto, ou ainda, um conjunto vazio.

» ILUSTRACAO 2 A equagio

2x2 422 +12x — 8y +31=0

é da forma (2) e, portanto, pode ser o grifico de uma circunferéncia, de um
ponto-circunferéncia ou o conjunto vazio. Colocando a equag¢io na forma (1):

X2+ yt46x —4dy + 3=
(x*+6x)+ (y* —dy) = =%
(xX2+6x+N+(*—4dy+4H=-3L+9+4
x+32+(—-2"=-3

Logo, o grafico é o conjunto vazio. |

Na Sec¢do 1.2 definimos o grafico de uma equagdo em R? como o conjunto
de todos os pontos (x, y) cujas coordenadas sdo nimeros que satisfazem a equa-
¢do. O gréafico de uma equag¢do em R? também é chamado de curva. J4 discu-
timos dois tipos de curvas: retas, que sdo graficos de equagdes de primeiro grau,

e circunferéncias, as quais sdo graficos das equagdes de segundo grau da forma
(2). Agora examinaremos alguns graficos de outro tipo de equa¢do em x € y:

y=ax>+bx+c 3)
onde @, b e ¢ sdo constantes e a # 0. Especificando, consideramos

y=xt—2 @
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Tabela 1
x y=x*-2
0 -2
1 -1
2 2
3 7
4 14
-1 —1
-2 2
-3 7
—4 14
Yy
A
e P Ly,
X/
FIGURA 4
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A solugdo dessa equacido é um par ordenado de nimeros reais, um parax e
0 outro para y, que satisfaga a equagdo. Por exemplo, se x for substituido por
3 na equacgdo, vemos que y = 7; assim, x = 3 ey = 7 constitui uma solugdo
dessa equagdo. Substituindo x por qualquer nimero no segundo membro de
(4), obtemos um valor para y. Vemos, entdo, que (4) tem um numero ilimitado
de solugdes. A Tabela 1 d4 algumas dessas solugbes.

Se marcarmos os pontos que tém como coordenadas os pares de niimeros
(x, ¥) da Tabela 1, ligando-os por uma curva suave, obteremos um esbogo do
gréfico da Equagdo (4), que aparece na Figura 4. Qualquer ponto (x, y) nessa
curva tem coordenadas que satisfazem a Equacio (4) ¢ as coordenadas de qual-
quer ponto ndo situado nessa curva ndo satisfardo a equacio.

O gréfico da Figura 4 é uma pardbola. O ponto mais baixo do grafico é
(0, —2); é o vértice da parabola. Essa pardbola abre para cima. Um tratamento
completo de paradbolas encontra-se no Capitulo 10, onde mostraremos que o
grafico de uma equa¢io da forma (3) sera uma par4bola tendo um eixo vertical
abrindo para cima, se @ > 0 e para baixo, se ¢ < 0. No exemplo a seguir, o
grafico é uma parabola com eixo horizontal.

EXEMPLO 3 Faca o esbogo do grafico da equacgio
yVi—-x—-2=0

Solucdo
y2=x42

Resolvendo essa equacdo em y teremos

y=J/x+2
Assim, a equagdo dada ¢é equivalente as duas equagdes

y=x+2 e y=—+/x+2
As coordenadas de qualquer ponto que satisfagam qualquer uma dessas duas
equagoOes, irdo satisfazer a equacdo dada. Por outro lado, as coordenadas de
qualquer ponto que satisfagam a equag¢ido dada, satisfardo y = +/x + 2 ou
y = —+/x + 2. A Tabela 2 d4 alguns desses valores de x € y.

Tabela 2
X 0 0 1 1 2 2 3 3 -1 —1 -2

y| V2 V2 B =B 2 2 5 - 1 -1 0

Observe que para qualquer valor de x > —2 ndo h4 valor real para y. Tam-
bém, para cada valor de x > —2 h4 dois valores para y. Um esbogo do grafico
aparece na Figura 5.

EXEMPLO 4 Faca esbogos dos graficos das equactes
y=+Jx+2 e y=—x+2

Solugdo Lembre do Exemplo 3 que essas duas equagdes juntas equivalem
d-equagdo y2 — x — 2 = 0. Na equagdo y = +/x + 2, o valor de y ndo é ne-
gativo. Logo, o gréfico da equagdo, que a Figura 6 mostra, é a parte superior

-do grafico na Figura 5.

Da mesma forma, o gréfico da equagdo y = —+/x + 2, cujo esbogo estd na
Figura 7, é a parte inferior da pardbola da Figura 5.
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Ao desenhar um esbogo do grafico de uma equagio, muitas vezes € til con-
siderar as propriedades de simetria de um grafico.

Dois pontos P e Q serdo simétricos com respeito a uma reta se e somente se
a reta for a perpendicular bissetora do segmento de reta PQ. Dois pontos P
€ Q serdo simétricos com respeito a um terceiro ponto se ¢ somente se o terceiro
ponto for o ponto médio do segmento de reta PQ.

» ILUSTRAGAO3 Os pontos (3, 2) e (3, —2) sdo simétricos com relagdo ao ei-

X0 X, os pontos (3, 2) e (— 3, 2) s@o simétricos com respeito ao eixo y e os pon-

tos (3, 2) e (—3, —2) sdo simétricos com respeito a origem (veja a Figura 8).

<4

Em geral, os pontos (x, y) e (x, —y) sdo simétricos com respeito ao eixo x,

(x, ¥) e (—x, y) sdo simétricos com relagdo ao eixo y e (x, ¥) e (—x, —y) sdo
simétricos com respeito a origem.

O grifico de uma equacdo serd simétrico com respeito a uma reta / se e somente
se para todo ponto P sobre o gréfico existir um ponto Q, também sobre o grafi-
co, tal que P e Q sejam simétricos com relacdo a /. O grifico de uma equagio
¢ simétrico com respeito a um ponto R se e somente se, para todo ponto P so-
bre o gréfico, existir um ponto S também sobre o grafico, tal que P e S sejam
simétricos com respeito a R.

Na Figura 5 temos um grafico simétrico em relagdo ao eixo x, e a Figura 4
mostra outro grafico simétrico em relagdo ao eixo y. Mostramos um grafico
que seja simétrico em relagdo a origem na Figura 9. A circunferéncia mostrada
na Figura 2 ¢ simétrica em relagdo ao eixo x, ao eixo y e a origem.

Da Definigédo 1.3.5 segue que se o ponto (x, y) estiver sobre um grafico simé-
trico com respeito ao eixo x, entdo o ponto (x, —y) também devera estar no
grafico. E se ambos os pontos (x, y) e (x, —y) estiverem no grafico, entio o
grafico sera simétrico com respeito ao eixo x. Logo, as coordenadas dos pontos
(x, —») e (x, y) devem satisfazer a equagdo do grafico. Entdo o grifico de uma
equacdo em x e y sera simétrico com respeito ao eixo x se e somente se uma
equacgdo equivalente for obtida quando y for substituido por —y na equagio
dada. Provamos, assim, a parte (i) do teorema a seguir. As provas das partes
(ii) e (iii) sdo similares.

O gréfico de uma equagio em x ¢ y sera
(i) simétrico com respeito ao eixo x se e somente se obtivermos uma equa-
¢do equivalente ao substituirmos y por —y na equagio dada;
(ii) simétrico com respeito ao eixo y se € somente se obtivermos uma equa-
¢do equivalente ao substituirmos x por —x na equac¢ido dada;
(iii) simétrico com respeito a origem se € somente se obtivermos uma equa--
¢do equivalente quando x for substituido por — x e y for substituido por
~¥ na equagdo dada.

Observe o gréfico da Figura 4, novamente. Ele é simétrico em relagdo ao eixo
y esuaequacdo € y = x2 — 2. Observe que uma equacgio equivalente é obtida

‘quando x € substituido por —x. No Exemplo 3 temos a equagio y? — x — 2 =

= 0 para a qual uma equacgdo equivalente é obtida quando y ¢é substituido por
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—J, e seu grafico, esbocado na Figura 4, é simétrico em relagio ao eixo x. O
exemplo a seguir fornece um gréfico que é simétrico em relagdo a origem.

EXEMPLO 5 Faca um esbogo do gridfico da equagdo
xy =1
Solugdo Vemos que se na equagio dada substituirmos x por —x e y por

— ¥, obteremos uma equagdo equivalente; logo, pelo Teorema 1.3.6 (iii), o gra-
fico serd simétrico com respeito a origem. A Tabela 3 d4 alguns valores de
x e y satisfazendo a equagdo dada.

Tabela 3
X 1 2 3 4 1 4 4 -1 =2 -3 -4 -3 -3 -1
y 1 3 3 4+ 2 3 4 -1 —%' -1 -3 -2 -3 —4

Da equagdo dada, y = 1/x. Vemos que a4 medida que x cresce com valores
positivos, y diminui com valores positivos e aproxima-se cada vez mais de zero.
A medida que x diminui com valores positivos, y cresce com valores positivos
e torna-se cada vez maior. A medida que x cresce com valores negativos (isto
¢, x assume, por exemplo, os valores —4, —3, —2, —1, —+ etc.), y assume
valores negativos tendo valores absolutos cada vez maiores. Um esbogo do gra-
fico estda na Figura 10.

EXERCICIOS 1.3

Nos Exercicios de 1 a 4, ache uma equagdo da circunferéncia com
centro em C e raio r. Escreva a equagcdo na forma centro-raio

e na forma geral.

1. C@4, -3),r=5

2. C(0,0),r =8

15. 36x2 + 36y? — 48x + 36y — 119 =0
16. 9x% + 9y + 6x — 6y +5=0

Nos Exercicios de 17 a 44, desenhe um esbogo do grdfico da

3. C(=5, —12),r=3 4 C(=1,1),r=2 equagao-
. " B . L 17. y=2x+5 18. y=4x -3
Notc Exercicios 5 .e f, ache uma equacdo da circunferéncia que 19. y= \/x-|-—4 20, y=Jx—1
satisfaca as condicées.
2. y= —/x + 4 2. y= —/x—1
5. Centro em (1, 2) e passa pelo ponto (3, —1). 23 )’ =x+4 24 2 =x—1
6. Passa pelos trés pontos (2, 8), (7, 3) e (-2, 0). 25. y =3 — x2 26. y=x2 +2
Nos Exercicios de 7 a 10, ache o centro e o raio da circunferén- 21- Yy = 2 - ‘; 28. y= 92_ x?
cia, e desenhe um esbogo do grdfico. 29. y=4+x* 30. y=x"—-9
3. xy=4 32 xy= -1
7. x*+y?—6x—8y+9=0 33 xy=— 34. xy =
8. 2x>+2)° —2x+2y+7=0 35. x=y* 42 36. x=y2—4 -

9.3x2+3y2+4y—~71=0
10. x2 +y?2 —10x —~ 10y +25=0

Nos Exercicios de 11 a 16, determine se o grdfico é uma circun- 39
feréncia, um ponto ou um conjunto vazio. 40.

11 X% 4+ 2 — 2x 4+ 10y + 19 = 0
12. 4x2 + 4y + 24x — 4y + 1 =0
13. x2 +y2 —10x + 6y + 36 =0
14 X2+ y? +2x~4y+5=0

37. (@) x+3y=0,b) x —3y=0;(c) x2=9y* =0

38. (a) 2x — S5y =0;(b) 2x + 5y = 0; (c) 4x> — 25y =0

(@) y = V2x; (b) y = —+/2x; () y* = 2x
@y=v=2x0b)y= —/-2x0 y* = -2

4. (@y=vd—x%b)y= —VJ4—x% ) x>+ y* =4

Q2 @y=Jt—x4b)y=—-J1 —x})x*+y* =1

43. (a) x = /1 =4y (0) x = 31— 4% (9 4x® + 4y? = 1

44. (a) xy=2;(b) xy = —=2;(c) x2y*> =4
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Nos Exercicios de 45 a 48, ache uma equagdo da circunferéncia
satisfazendo as condicées dadas.

45. O centro estdem (-3, —5) e é tangente areta 12x + 5y = 4.

46. O centro estd em (-2, 5) e é tangente a reta x = 7.

47. Tangente dreta 3x + y + 2 = O em (-1, 1) e passa pelo
ponto (3, 5). ’

48. Tangente a reta 3x + 4y — 16 = 0 em (4, 1) e com um raio
de 5 (duas circunferéncias possiveis).

49. Ache uma equacgio da reta que é tangente a circunferéncia
x2 + y2 — 4x + 6y — 12 = 0 no ponto (5, 1).

50. Ache uma equacdo de cada uma das duas retas com
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51. Prove que um grafico que seja simétrico com respeito a am-
bos os eixos coordenados também seja simétrico com respei-
to a origem.

52. O gréfico de uma equag¢ido em x e y sera simétrico com res-
peito a reta com equagdo y = x se e somente se esta for equi-
valente a equagdo obtida quando x for substituido por y e
¥y por x. Mostre que o grafico da equagdo ax? + by? = c,
onde a, b e ¢ sdo positivos, sera simétrico com respeito a
essa reta se e somente se @ = b.

inclina¢do
x2+y?+2x -8 —8=0.

—-;—, que sdo tangentes a circunferéncia

53. Prove que um grafico simétrico com respeito a duas retas per-
pendiculares quaisquer também seja simétrico com relagido
ao ponto de intersec¢do delas.

1.4 FUNCGES Muitas vezes ocorre na pratica que o valor de uma quantidade depende do va-
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Tabela 1
y=x*
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4
0
-1
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-4 1

X: todos os Y: nimeros
numeros reais nao-negativos
FIGURA 2

lor de outra. Exemplificando, o salario de uma pessoa pode depender do nume-
ro de horas trabalhadas; a producdo total de uma fabrica pode depender do
numero de maquinas usadas; a distancia percorrida por um objeto pode depen-
der do tempo decorrido desde que ele deixou um dado ponto; o volume do es-
paco ocupado por um gas sob uma pressdo constante depende da-temperatura
do gas; a resisténcia de um fio elétrico com comprimento fixo depende de seu
didmetro, e assim por diante. A relagdo entre tais quantidades é dada freqiien-
temente por uma func¢do. Para nossos propdsitos, restringimos as quantidades
na relacdo a serem numeros reais. Entdo

Uma fun¢do pode ser considerada como uma correspondéncia de um con-
junto X de numeros reais x a um conjunto Y de nimeros reais y, onde 0 nume-
ro y é unico para um valor especifico.de x.

A Figura 1 dd uma visualiza¢do de tal correspondéncia, onde os conjuntos X
¢ Y consistem em pontos numa regido plana. -

Estabelecendo o conceito de uma fung¢ido de outra forma, consideramos in-
tuitivamente o nimero real y no conjunto Y como uma fun¢do do niimero real
x no conjunto X se houver uma regra pela qual um valor especifico de y seja
atribuido a um valor de x. Essa regra € dada, muitas vezes, por uma equacao.
Por exemplo, a equagao

y = x?

define uma fungio para a qual X é o conjunto de todos os niimeros reais ¢ Y
é o conjunto de nimeros nido-negativos. O valor de y em Y, atribuido ao valor
de x em X, € obtido quando multiplicamos x por si mesmo. A Tabela 1 d4 o
valor de y atribuido a alguns valores fixados de x, ea Figura 2 ilustra a corres-
pondéncia para os nimeros na tabela.

Usamos simbolos tais como f, g e h para denotar uma funcdo. O conjunto
X de niimeros reais descritos acima é o dominio da fungio, e o conjunto Y de
numeros reais atribuidos aos valores de x em X é a imagem da fungdo.

» ILUSTRACAO 1 Seja f a funcdo definida pela equagdo

y=+x—-2

Como os numeros sdo restritos a niimeros reais, y ¢ uma fun¢ido de x apenas
parax — 2 > 0, pois para qualquer x que satisfaca essa desigualdade, um valor
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tnico de y é determinado. No entanto, se x < 2, obtemos uma raiz quadrada
de um numero negativo, e entio, nao existe nimero real y algum. Logo, deve-
mos restringir x de modo que x > 2. Assim, o dominio de f é o intervalo
[2, + ), e a imagem é [0, + o). <

» ILUSTRACAO 2 Seja g a fungdo definida pela equagdo
y=+x2—-9

Observe que y € uma fungdo de x apenas parax > 3 ou x € —3 (ou sim-
plesmente |x| > 3); para qualquer x que satisfaga uma dessas desigualda-
des, um valor inico de y é determinado. Nenhum valor real de y é deter-
minado se x estiver no intervalo aberto (—3, 3)} pois para esses valores de
x obtemos a raiz quadrada de um numero negativo. Logo, o dominio de
gé(—o, —3] U [3, +x) e aimagem é [0, + o). <

Podemos considerar uma fun¢do como um conjunto de pares ordenados. Por
exemplo, a fungdo definida pela equagdo y = x? consiste em todos os pares or-
denados (x, ) que satisfacam a equagdo. Os pares ordenados nessa fungio da-
dos pela Tabela 1 sdo (1, 1) (3, ), 4, 16), (0,0), (=1, 1), (=3, ) e (-4, 16).
Evidentemente, ha um nimero ilimitado de pares ordenados na fun¢io. Alguns
outros sdo (2, 4), (=2, 4), (5, 25), (-5, 25), (+/3, 3) e assim por diante.

» ILUSTRACAO3 A funcédo f da Ilustragéo 1 € o conjunto de pares ordenados
(x, ¥) para os quais y = /x — 2. Com simbolos, escrevemos

f= [(Xs}’)ly= \/x_2}

Alguns dos pares ordenados em f sio (2, 0), (<, 3), 3, 1), 4, V2), (5, V3),
6, 2), (11, 3). |

» ILUSTRACAO 4 A funcido g da Ilustragio 2 é o conjlin_to dos pares ordena-
dos (x, y) para os quais y = /x2 — 9, isto é,

g={(xy|y=vx*-9)
Alguns dos pares ordenados em g sdo (3, 0), (4, /7). (5, 4), (- 3, 0), (—+/13, 2).
<

Daremos agora a defini¢do formal de uma fungdo. O conceito de fungéo torna-
se mais preciso se ela for definida como um conjunto de pares ordenados, ao
invés de usarmos uma regra ou correspondéncia.

Uma fung¢iio é um conjunto de pares ordenados de numeros (x, »), sendo que
dados dois pares ordenados distintos, nenhum deles terd o mesmo primeiro nu-
mero. O conjunto de todos os valores admissiveis de x é chamado de dominio
da fungdo e o conjunto de todos os valores resultantes de y é chamado a ima-
gem da funcéo.

Nessa definigdo, a restri¢do que dois pares ordenados nio podem ter o mes-
mo numero assegura que y seja inico para valores especificos de x. Os niimeros
X €y sao varidveis. Dados os valores atribuidos a x e como o valor de y indepen-
de da escolha de x, x serd a varidvel independente ¢ y, a varidvel dependente.
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O conceito de uma fungdo é um conjunto de pares ordenados que nos permi-
te dar a defini¢do a seguir do grdfico de uma fungao.

Se f for uma funcao entdo o grifico de f sera o conjunto dos pontos x, »)
em R? para 0s quais (x, y) é um par ordenado de f.

Comparando essa defini¢do com a definigdo do grafico de uma equacio
(1.2.4), segue que o grafico de uma fungio f é o mesmo que o grafico da equa-
¢do y = f(x).

" » ILUSTRACAO 5 (a) Um esbogo do grafico da fungdo f da Ilustracdo 1 estd

na Figura 3. Ele é a metade superior de uma parabola.
(b) A Figura 4 mostra um esbogo do grafico da fungdo g das Ilustracdes 2 e 4.
|
Lembre-se de que para termos uma fungdo, é preciso existir exatamente um
valor da varidvel dependente para cada valor da variavel independente no do-
minio da func¢do. Em termos geométricos isso significa que

O gréfico de uma funcio pode ser 1nterceptado por uma reta vertical em,
no maximo, um ponto.

Observe que essa € a situacdo dos graficos das fungdes nas Figuras 3 e 4.

» ILUSTRACAO 6 Consideremos o conjunto
{(x; )| x? + y* = 25}

Um esbogo do grafico desse conjunto estd na Figura 5. Tal conjunto de pares
ordenados ndo é uma fungio, pois para cada x no intervalo (-5, 5) existem
dois pares ordenados distintos, tendo um mesmo valor de x como primeiro ele-
mento. Por exemplo, (3, 4) e (3, —4) sdo pares ordenados no conjunto dado.
Além disso, observe que o grifico do conjunto dado é uma circunferéncia com
centro na origem e raio S e uma reta vertical tendo a equag¢do x = a, onde
—5 < a < §, intercepta a circunferéncia em dois pontos. |

A préxima secgdo trata de graficos de fungdes e apresenta mais exemplos.

Para introduzir a notagdo de valor funcional, seja f a fun¢io tendo como
seu dominio os valores da varidvel x e como sua imagem os valores da varidvel
y. Entdo, o simbolo f(x) (lemos ‘‘f de x’’) denota o valor de y correspondente
ao valor de x.

» ILUSTRACAO 7 Na Ilustragdo 1, f = {(x, ¥)|¥ = vx — 2}. Assim

Sy =x =2

Calculamos f(x) para valores especificos de x.

fB=V3-2 fO=V5-2 [fO=6—2 [O)=9-2
=1 =3 =2 =7 <
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Quando definimos uma fun¢io, o dominio da fungdo deve ser dado implicita
ou explicitamente. Por exemplo, se f for definida por
f(x)=3x2 —5x +2
isto implica que x pode ser qualquer niumero real. Mas, se f for definida por
fx)=3x2 —5x +2 1<x<10

entdo o dominio de f consistira em todos os nimeros reais entre 1 e 10, inclusi-
ve 0s extremos.
Analogamente, se g for definida pela equagdo

(x) = Sx —2
o= +4
isto implica que x # —4, pois o quociente ndo estd definido para x = —4;

logo, o dominio de g é o conjunto de todos os nimeros reais exceto —4.
Se

h(x) = 9 — x?

isto implica que x esta no intervalo fechado [—3, 3], pois V9 — x2 ndo é um
ndmero real para x > 3 ou x < —3. Assim, o dominiode #¢é[—-3, 3] ea ima-
gem é [0, 3].

EXEMPLO 1 Dada a funcio f definida por
S(x)=x*+3x—4

ache:

(@ S(0); (b) £(2); (©) S (h); (d) f(2h); (&) S(2x); () flx + h); (8) f(x) + f(h).

Solucédo
@ f0)=02+3-0—4 b) fQ)=22+3-2-4
=4 =6
© fhy=h*+3h—4 (d) f(2h) = (2h)* + 3(2k) — 4
=4h*> + 6h — 4
@ fx)=(2x)* +32x)—4 () fix+h) =(x+h?+30x+h—4
=4x% + 6x — 4 =x2+2hx +h*>+3x+3h—4

=x24+(2h+3)x + (h* +3h—4)

@ f)+f=x*+3x—4)+ (h?2 +3h—4)
"=x?+3x + (h* + 3h—28)

Compare os calculos das partes (f) e (g) do Exemplo 1. Na parte (f ) o célcu- -
lo é de f(x + h) que é o valor funcional na soma de x e h. Na parte (g), onde-
Sf(x) + f(h) é calculado, obtemos a soma de dois valores funcionais f(x) e f(h).
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No Capitulo 3 precisamos calcular quocientes da forma

Jx+h—f(x)

h h#0

Esse quociente surge como a inclinagido da reta que passa pelos pontos (x, f(x))
e {(x + h, f(x + h)) sobre o grafico da funcdo definida por y = f(x). Veja a
Figura 6. Se, no cdlculo, a diferenca de dois radicais aparece no numerador,
racionalizamos o numerador como na parte (b) do exemplo a seguir.

EXEMPLO 2 Ache

fx+h) - f(x)
h

onde h % 0, se (a) f(x) = 4x2 — S5x + T; (b) f(x) = vx.

Solucédo

f(x+h)—f(x)=4(x+h)2—5(x+h)+7—(4x2——5x+7)

(@)

h h
_ 4x? +8hx + 4h* —5x — Sh+ 7 —4x* + 5x =7
_ ; _
_ 8hx — Sh + 4k
- h
=8x—5+4h

fe+h) = f(x) _Nx+h—x
h

h
_Wx+h = x)x+h +x)
h(J/x + h + /%)
_ x+h—x

X+ h+Jx)

(b)

h
T hx + b+ x)
i

T xthidx

Na segunda etapa dessa solugdo o numerador e o denominador sdo multipli-
cados pelo conjugado do numerador, a fim de racionalizar o numerador, e isto
da um fator comum de 4 no numerador e denominador.

Vamos definir agora algumas operagbes com fungdes. Na defini¢do, novas
fungGes sdo formadas a partir das fun¢des dadas, através da soma, subtragio,
multiplicacdo e divisdo de valores funcionais. Conseqiientemente, essas novas
fun¢des sdo conhecidas como a soma, a diferenga, o produto e o quociente das
fungbes originais.
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Dadas as duas fungGes fe g:
(i) a sua soma, denotada por f + g, é a fun¢do definida por
(f + 9X) = f(x) + 9(x)

(i) a sua diferenca, denotada por f — g, ¢ a fungdo definida por
f - 9Ix) = fx) - 9(x) :

(iii) o seu produto, denotado por f - ¢, é a fungdo definida por
- 9)x) = f(x) - 9(x) S

(iv) o seu quociente, denotado por f/g, é a fun¢io definida por
79)x) = f(x)/g(x)

Em cada caso, o dominio da fungdo resultante consiste naqueles valores de
x comuns aos dominios de f e g, com a exigéncia adicional, no caso (iv), de
que os valores de x para os quais g(x) = 0 sejam excluidos.

EXEMPLO 3 Dadas as fungdes :f e g definidas por

S)=vx+1 e gx)=+x—-4
ache:

@) (f + 9)(x); () (f — 9)(x); (©) (f - 9)(x); (d) (f/g)(x).

Solugéo
@+ =vVx+1+Jyx—-4 O (f—g)x)=Vx+1—-x—4

© (f 9 =Vx+T-Vx=4 @ (o)) = g

O dominio de fé [— 1, + o), 0 dominio de g é [4, + o). Assim, nas partes
(a), (b) e (c), o dominio da fungio resultante é [4, + ). Na parte (d), o deno-
minador ¢ zero quando x = 4; desse modo, 4 é excluido do dominio, o qual,
‘entdo, € (4, + o).

Outra operagdo com fungGes consiste em obter a fungdo composta de duas
fungdes dadas.

Dadas as duas fung¢des fe g, a fun¢iio composta, denotada por f o g, é defini-
da por : S :

(f o 9)x) = flg(x))

€ o dominio de f o g é o conjunto de todos os nimeros x no dominio de g,
tal que g(x) esteja no dominio de f.

A defini¢do indica que quando calculamos (f o g)(x), primeiro aplicamos
a fungdo g a x e entdo, a fungdo fa g(x). Esse procedimento serd demonstrado
na ilustragdo e no exemplo a seguir.
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» ILUSTRACAO 8 Se fe g sdo definidas por

f=Vx e g=2x-3
(f = g)(x) = flg(x))
=f(2x = 3)
=42x -3 ‘
O dominio de g é (— o, + ), € 0 dominio de f¢é [0, + ). Logo, o dominio

de f o g é o conjunto de todos os numeros reais, para os quais 2x — 3 > 0
ou, de modo equivalente, [3, + ). <

EXEMPLO 4 Dado que f e g estdo definidas por

f=Vx e gx)=x2—1

_ determine: (a) f o f;(b) 9 0 g;(c) f o g; (d) g o f. Encontre também o domi-

nio da fungdo composta em cada parte.

Solugdo
@) (f » f)x) = f(f(x)) (b) (g = 9)(x) = glg(x))
= f(Jx) =g(x2—1)
= Vi/x =(x2— 1) I
= ¢x = x* - 2x?
O dominio é [0, + ). O dqminio é (—o, + o).
(© (f ° 9)(x) = flg(x)) (d) (g ° f)x) =g(f(x))
=f* -1 = g(y/x)
=T =Wx)? -1
O dominio ¢ =x-1
(00, —1] U [1, + o). O dominio é [0, + o).

Na parte (d) notamos que, embora x — 1 seja definida por todos os valores
de x, o dominio de g o f, pela defini¢do de uma fung¢do composta, serd o con-
junto de todos os nimeros x no dominio de f, tais que f(x) esteja no dominio
de g. Assim, o dominio de ¢ o f deve ser um subconjunto do dominio de f.

Observe, dos resultados das partes (c) € (d) do Exemplo 4, que (f o g)(%)
e (9 o f)(x) ndo sdo, necessariamente, iguais:

(i) Uma func@o ¢ par se, para todo valor de x no dominio de £, f(—x) = f(x). |
(ii) Uma funcdo f é denominada impar se, para todo valor de x no dominio

de f, f(—x) = —f(x).

Em ambos os casos (i) e (ii), devemos entender que — x estd no dominio de f,
sempre que x estiver l4.
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» ILUSTRACAO 9 (a) Se f(x) = 3x* — 2x2 + 7, entdo
f(=x)=3(=x)* = 2(=x)* + 7
=3x*—2x? +7
= f(x)

.Logo, f é uma fungdo par.

(b) Se g(x) = 3x° — 4x3 — 9x, entdo
g(—=x) = 3(—=x)° = 4(—=x)* = 9(—x)
= —3x% +4x3 + 9x
= —(3x> — 4x> — 9x)
= —g(x)
Logo, g é uma fun¢io impar.
() Se A(x) = 2x* + Tx3 — x2 + 9, entédo
W—x)=2(—x)* +7(—x)* - (—x)*+9
=2x*—Tx3>—x2+9

Vemos que a func¢do 4 ndo é nem par, nem impar. <

Do teste de simetria dado na Seccdo 1.3, segue que o grafico de uma fungdo
par é simétrico em relagdo ao eixo y e o grafico de uma fun¢io impar € simétri-
co com relagdo a origem.

» ILUSTRACAO 10 (a) Se f(x) = x2, fserd uma fungfo par e seu grafico serd
uma parabola simétrica com respeito ao eixo y. Veja a Figura 7. '
(b) Se g(x) = x3, g serd uma fungdo impar. O grifico de g, mostrado na Fi-
gura 8, sera simétrico com respeito a origem. |

Uma fun¢do cuja imagem consiste em um dnico numero, ¢ chamada de fun-
¢dio constante. Assim, se f(x) = c e se ¢ for um nimero real qualquer, entdo
f sera uma funcdo constante e seu grafico serd uma reta paralela ao eixo x, a
uma distancia de ¢ unidades desse eixo.

» ILUSTRACAO 11 (a) A fungdo definida por f(x) = 5 ¢ uma fungdo constante,

¢ seu grafico, mostrado na Figura 9, é uma reta horizontal 5 unidades acima
do eixo x.

(b) A fungéo definida por g(x) = —4 é uma fungéo constante cujo grafico
é uma reta horizontal 4 unidades abaixo do eixo x. Veja a Figura 10. <

Uma funcdo linear é definida por

f(x)=mx+b

onde m e b sdo constantes e m # 0. Seu gréafico é uma reta tendo inclinagdo
m e y intercepto b.

» ILUSTRACAO 12 A funcdo definida por
flx)=2x-6

¢ linear. Seu grafico é a reta mostrada na Figura 11. |



5
FIGURA 11

5
[ |
=5

-5
FIGURA 12

Exercicios 1.4 » : 39

A funcgao linear dada, definida por
Sflx)=x

¢ chamada de fun¢do identidade. Seu grafico, mostrado na Figura 12, é a reta
que divide ao meio o primeiro e o terceiro quadrantes.
Se uma fungdo f for definida por

fX)=ax"+ a,_ X" ' +a,_,x"" 2+ ...+ a,x+a,

onde a,, a,, . . . , @, sdo numeros reais (¢, # 0) e n for um inteiro nao-
negativo, entdo f sera chamada de fungio polinomial de grau n. Assim, a fun-
¢do definida por

fxX)=3x>—x2+7x —1

¢ uma fung¢io polinomial de grau 5.

Uma fungio linear serda uma fun¢do polinomial de grau 1. Se o grau de uma
fun¢do polinomial for 2, ela serd chamada de fun¢do quadratica, € se o grau
for 3, serda chamada de funcéo cubica.

Se uma fungao puder ser expressa como o quociente de duas fun¢des polino-
miais, ela serd chamada de func¢d@o racional. '

Uma func¢io algébrica é aquela formada por um numero finito de opera¢des
algébricas sobre as fungdes identidade e constante. Essas operagfes algébricas
incluem adigdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciagao e radiciacdo. As
fun¢des polinomiais e racionais sdo tipos especiais de fungdes algébricas. Um
exemplo complicado de uma fungdo algébrica é aquele definido por

(x2—3x+1)3
4+1

flx)=

X

Além das fungdes algébricas, sdo também consideradas em Caélculo as fun-
¢Oes transcendentais. Exemplos sdo as fungdes trigonométricas discutidas na
Secgdo 1.6 e as fungdes exponencial e logaritmica introduzidas no Capitulo 7.

EXERCICIOS 1.4

Nos Exercicios de 1 a 4, determine se o conjunto dado é uma
Sungdo. Se for, qual o seu dominio?

3 A :
6. Dada f(x) = —, ache (a) f(1); (b) f(—3); (c) f(6); (d) f(3)

>
X

L (@) {x D]y = v = 43 () {0 9]y = V57— 4% © f<§>; 0 f(i); @ 225 m) foc— 3 6 £ — 0y
© {6 W]y = VA= 22} @ {5 D] x> + v = 4}, PRI
2. @) {x, |y=vx+15® {(x, |y =vx* -1} () ==, h#0.

© {x, ]|y =v1 =x*} (@) {(x, y)|x* + y* = 1}.

3. @) {(x, |y = X’} () {(x, p)|x = y*};
© {x. Y}y = x>} (@) {(x, y)|x = y*}.
4. @ {x|y=x-1D*+25®) {x)|x=0-2>+1}% @y f(x) + f(h); (3)

7. Dada f(x)=2x? + Sx 3, ache (a) f(—25 (b) f(~ 1); (¢) f(O)

(@ S0 @ b+ 1; ©) S (@) S0* = 3): (h) fx + b
S AW =10
h ’ '

© { Y|y =06+2°—15@ {xyx=(+ 1> -2} _
5. Dada f(x)=2x—1, ache (a) f(3); (b) f(—2) (c) f(0 8. Dada g(x)=3x>—4, ache (a) g(—4); (b) g3} (9) g(x*);

() fla+ 1) () f(x + 1); (f) f(2x); (8) 2f(x); (h) flx + h);
(i) f(x) + f(h); (3)

S+ W1, o

g(x + h) — g(x)

(d) g(3x* — 4); (e) glx — h); (F) g(x) — g(h); (g) p ,

h #0.
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9. Dada F(x) = +/2x + 3, ache (a) F(~1); (b) F(4); (c) FQ)

(d) F(11); (e) F(2x + 3); (f) w, h #0.

h
10. Dada G(x) = \/4 — x, ache (a) G(—5); (b) G(O): (c) G(1):
h) —
(@ G (@) Gt — s () HED A,y 4

Nos Exercicios de 11 a 20, as fungdes f e g sdo definidas. Em
cada exercicio, defina as seguintes funcées e determine o domi-
nio da fungdo resultante: (a) f + g, (b) f — g, (c) f - g, (d) [/85
(e)g’f.

1L f()=x—=5g(x)=x2—1 12 f(x) =+/x;g(x) = x% + 1
4. f(x) = Vx; glx) = 4 — x?

16. f(x) = |x; g(x) = |x — 3|

1 1
13 1) =210 g0 =~

15. f(x) = V/x; g(x) = x* — 1
17. f(x) =x2 4+ 1; g(x) =3x -2
18. f(x) = v/x + 4 g(x) = x* — 4

19. f(x) = !

20. f(x) = x% g(x) = —=

Jx
Nos Exercicios de 21 a 30, estdo definidas as fung¢ées fe g. Em
cada exercicio, defina as seguintes fungoes e determine o domi-
nio da fungcao composta: (a) f o g, (b) g o f:(c) fo f:(d) g o g.
21, f(x)=x—2;gx)=x+ 7
22, f(x) =3 —2x; g(x) =6 — 3x
23. As fungbes do Exercicio 11.
24, As fungGes do Exercicio 12.

25, f(x) =/x =2, g(x) =x* =2
26. (9= x* ~ 1; g0 = =

x
; glx)y = m

x+ 1

s g(x) = /x

27. f(x) =

1
x

1
28. f(x)=Vx; () = —— 29. f(x) = |x; glx) = |x + 2|

30. f() = Va2 = T g0x) = Vx = 1

Nos Exercicios 31 e 32 a fungdo f estd definida. Em cada exerci-
cio, defina as seguintes funcoes e determine o dominio da fun-
cdo resultante: (a) f(x°); (b) [F(x)]% (¢} (f o fifx).

2

32 f(x) = ———

3 f(x)=2x—3
x—1

33. Dada G(x) = |x — 2] — |x| + 2, expresse G(x) sem as
barras de valor absoluto, se x estiver no intervalo dado:
(@) [2, +); (b) (—, 0); (0 [0, 2).
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34. Dada f(i) = ;

B+ —f-3

, expresse f(f) sem as barras

de valor absoluto, se ¢ estiver no intervalo dado: (a) (0, + «);
() [-3, 0); () (-, =3).

35. Dada

f(x)={l§— sex#0

1 sex=0

ache (a) f(1); (b) f(— 1); () S@); (d) (=4} () S (= x) () S (x + 1);

(® f(x?); (h) f(=x2).

Em cada caso dos Exercicios 36 e 37, determine se a fungdo da-
da é par, impar ou nenhuma das duas.

36. () f(x) = 2x* — 3x% + 1
© f&)=5s*+2s+2
(€) h(t)=5t" + 1

Y-y

(® f(y)—yz 1

37. (a) g(x) = 5x* — 4

© f)=a>+33 -2

1 sex>0
—1 sex<0

(© f(x) ={

@ f@)=(z—1)
(i) g(x)=+x* -1

(b) f{x) = 5x3 — Ix
(d) g(x) = x® -1

) f(x)=|x|
-1

0 90 ==
) fx)=x3+1

r:—1
(d) g(r) = T

4x2— 5
0 hx) = 55—
) g9 = P

() fx) =</

38. Existe uma fun¢do que é par e impar. Qual ¢é?

39. Determine se a fungdo composta f o g é par ou impar em
cada um dos seguintes casos: (a) f e g sdo ambas pares;
(b) f e g sdo ambas impares; (c) f é par e g é impar; (d) fé

impar e g € par.

Se f eg forem duas fungdes tais que (f o g)(x) = xe(g o fi(x) =
= X, entdo f e g serdo fungoes inversas. Nos Exercicios de 40
a 42, mostre que f e g sdo fungdes inversas.

+3

40. f(x)=2x -3 € g{x)=——

1
. flx) = e g(x) =

+1

2

1—x

2 f(x)=x4x20 e gx)=+x

1.5 GRAFlCO_S DE FUNCOES Como preparagio para o nosso estudo de limites e continuidade no Capitulo -
-2, discutiremos os graficos de fungGes. Lembre-se, da Sec¢do 1.4, que o grafico
de uma fungdo f é o mesmo que o grafico da equagdo y = f(x). Enquanto o
dominio de uma fungdo geralmente torna-se evidente a partir da defini¢do da
fungdo, a imagem é determinada freqiientemente pelo grafico da funcio.
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EXEMPLO 1 A func¢io valor absoluto ¢ definida por
fx) = x|
Determine o dominio e a imagem da fungdo valor absoluto e faga um esbogo

de seu grafico.

Solugio Da definigdo (1.1.8) de |x|, temos

x sex =0
—x sex <O

Jix) = {
O dominio é (— e, + ). O grifico de f consiste em duas semi-retas que pas-
sam pela origem e acima do eixo x; uma delas tem inclinagédo igual a 1 e a outra
tem —1. Veja a Figura 1. A imagem é [0, + ).

EXEMPLO 2 Seja f a fungdo definida por
-3 sex g —1
flx)= 1 se -1<x <2
4 se2<x

Determine o dominio e a imagem de f e desenhe um esbogo de seu grafico.

Solugédo O dominio é (— o, + o) e um esbog¢o do grafico aparece na Figu-
ra 2. A imagem consiste nos trés nimeros —3, 1 e 4.

EXEMPLO 3 Seja g a fungdo definida por

Ix -2 sex< 1
q(x): 2

X sel <x

Determine o dominio e a imagem de g e faga um esbogo de seu grafico.

Solugéo O dominio de g é (— o0, + o). O gréafico consiste na parte da reta
y = 3x — 2 para a qual x < 1 e na parte da pardbola y = x? para a qual
1 € x. Um esbogo do grafico esta na Figura 3. A imagem € (—oo, + ).

EXEMPLO 4 A funcdo & é definida por

x2—-9

hx) = x—3

Determine o dominio e-a imagem de 4 e faga um esbogo de seu grafico.

Solucdo Como h(x) esta definida para todo x exceto 3, o dominio de A
consiste em todos os numeros exceto 3. Quando x = 3, ambos o numerador
¢ o denominador s3o nulos e 0/0 é indefinido.

Fatorando o numerador em (x — 3)(x + 3) obtemos

(x —3)(x +3)
X

h(x) = 3
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ou A(x) = x + 3, desde que x # 3. Em outras palavras, a fungdo pode ser
definida por

h(x)=x+3 sex#3
O grafico consiste em todos os pontos sobre a retay = x + 3, exceto o ponto

(3, 6). Veja a Figura 4. A imagem de 4 é o conjunto de todos 0s nimeros reais
exceto 6.

EXEMPLO 5 Seja H a fun¢do definida por
x+3 sex#3
H =
) {2 sex =3

Determine o dominio e a imagem de H e faga um esbogo de seu grafico.

Solugdo Como H esta definida para todos os valores de x, seu dominio
é (=, + ). Um esbogo do grifico de H é mostrado na Figura 5. A i 1magem
é o conjunto de todos os nimeros reais exceto 6.

A funcao f é definida por

x? se x #2
-y 00

se x
Determine o dominio e a imagem de f e faga um esbogo de seu grafico.

Solucdo Como f ¢ definida para todos os valores de x, o dominio ¢
(— o0, + ). O grafico mostrado na Figura 6 consiste nos pontos (2, 7) e todos
os pontos sobre a parabola y = x? exceto (2, 4). A imagem ¢é [0, + ).

EXEMPLO 7 Seja F a fungdo definida por

x—1 sex<3
F(x)=<5 se x=3
2x+ 1 sel3<x

Determine o dominio e a imagem de F e faca um esbogo de seu grafico.

Solugdo O dominio de F é (— o, + ). A Figura 7 mostra um esbog¢o do
grafico de F; consiste em parte daretay = x — 1 para x < 3, o ponto (3, 5)
e partedaretay = 2x + 1 para 3 < x. Os valores funcionais sdo ou nimeros
menores do que 2, o numero 5, ou numeros maiores do que 7. Logo, a imagem
de F ¢é o nimero 5 e aqueles mimeros em (— oo, 2) U (7, + ).

EXEMPLO 8 A fungdo g ¢é definida por

9(x) = J/x(x ~ 2)

Determine o dominio ¢ a imagem de g e faca um esbogo de seu gréfico.
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Solugdo Como x(x — 2) ndo é um nimero real quando x(x — 2) < 0

o dominio de g consiste em todos os valores de x para os quais x(x — 2) > 0
Essa inequagdo estara satisfeita quando ocorrer um dos dois casos: x > 0 e
x-22>0oux<0ex —2<0.

Casol: x 2 0ex — 2 > 0. Isto é,

>0ex>2

Ambas as de51gualdades estdo verificadas se x > 2, que é o intervalo [2, + o).

Caso 2: x < 0ex — 2 £ 0. Isto é,
<0ex<2

Ambas as desigualdades ocorrem se x < 0, que ¢ o intervalo (= o, 0].
Combinando as solugées dos doxs casos obteremos o dominio de g. Ele é
(=, 0] U [2, +).
A Figura 8 mostra um esbogo do graflco de g. A imagem de g ¢é [0 + o).

O simbolo [x] é usado para denotar o maior inteiro, menor ou igual a x; isto é,
[x]=nsen < x < n + 1, onde n é um inteiro

Essa funcﬁo ¢ chamada de func¢iio maior inteiro. Portanto, se I for essa fungdo
I={(x.y)|y=[x]}

e o dominio de I serd (— o, + ). Para obter um esbog¢o do grafico de I, pri-
meiro calculamos alguns valores funcionais.

Se —5gx<—4, [x]=-5
Se —4gx< -3, [x]=-4
Se —3<x<-2 [x]=-3
Se —2g<x< -1, [x]=-2
Se —1gx< 0, [x]=-1
Se 0<x< I, [x]= 0

Se I1gx< 2 [x]= 1
Se 2gx< 3, [x]= 2
Se 3<x< 4 [x]= 3
Se 4<x< S5 [x]= 4

A Figura 9 mostra um esbogo do grafico de I. A imagem é o conjunto de todos
os inteiros.

EXEMPLO 9 Faca um esbogo do grafico da fun¢do definida por
G(x)=[x] —x

Dé o dominio e a imagem de G.
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Solugdo Como G esta definida para todos os valores de x, seu dominio
€ (— 0, + ). Da defini¢do de [x], temos o seguinte:

Se

-2<x< -1, [x]= -2 portanto G(x)= —2-x
Se —-1<x< 0, [x]=—1; portanto G(x)= —1—x
Se 0<x< 1, [x]= 0; portanto G(x)= —
Se 1<x< 2 [x]= 1; portanto G(x)=1—x
Se 2<x< 3, [x]= 2 portanto G(x)=2—x

e assim por diante. Em termos mais gerais, se # for um inteiro qualquer, entdo

Se n<x<n+1, [x]=mn portanto G(x)=n—x

Com estes valores de fungdes obtemos o esbogo do gréfico de G, mostrado na
FIGURA 10 Figura 10. Do grafico observamos que a imagem de G é (-1, 0].

EXERCICIOS 1.5

Em cada exercicio, determine o dominio e a imagem da fungdo x+6 sexg —4
e desenhe um esbogo de seu grdfico. 25. f(x) = V16 —x% se—4<x<4
L f(x)=3x—1 2. g(x) = 6 — 2x 6-x  sedgx
3. Fix)=x* - 1 4. G(x)=5—x* 6x+7 sex < —2
5 g0)=vx+1 6. f(x)=v3x—6 26. g(x) =43 se x = —2
7. f(x)=+/4 —2x 8. g(x) =9 —x? 4—x se—~2<x
9. h(x) = V/—x . 10 H) =[x -1 . X—2 sex<0
11. f(x) = |4 — x| 12. h(x) = |x| — 1 27. Flx) =140 sex=0
13. F(x) = 4 — x| 14. f(x) = jx_zlj;r 1] P41 se0<x
15. gx) =[x — 2| + 4 16. F(x) = 5 —— 2. Glx) = (x2 + 3x — 4)(x? — 5x + 6)
) s ) ’ T x2=3x+2)(x - 3)
17. f(x) = x_—w 18. g = X —4x+ 12 (x + 1)(x2 + 3x — 10)
-1 x2—x—6 29. F(x) = 3
2 sex<3 x*+6x+5
19. G(x 2 se3<x 30. h(x) =/x* —5x + 6 3. fx)=+/x2—3x—4
-4 sex< =2 32 f(x) =M 33. g(x) =x3___2xz~
20. h(x) = {—1 se —2< x <2 x+3 -2
3se2<x 34.F(x)z)c‘+x32—9x2—3x+18
21, f() = {2x 1 sex#2 x*+x—-6
0 sex =2 35‘h()c)=x3+5x2—6x—30
{x —4 sex# —3 x+35
22, f(x) =
se x=—3 36. g(x) = |x| - |x — Y :
2. H(x) = {x —4 sex<3 37 f(¥) = x| + |x — 1] 38. F(x) =[x + 2]
2x—1 se3 g 39. g(x) = [x — 4] 40. H(x) = |x| + [x]
x+5 sex < —5 41. G(x) = x — [x] 42. h(x) = [x?]
24. $(x) ={v25—x se -S<x<5 X
o) = M w5 43.g()—[|—?] 44.h(x)=ﬁ
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1.6  AS FUNCOES
TRIGONOMETRICAS

(0] - A
FIGURA 1

1.6.1 DEFINICAO

Vocé ja deve ter feito algum estudo de trigonometria. Mas, dada a importéncia
das fungbes trigonométricas em Calculo, apresentamos aqui um breve resumo
delas.

Em geometria um angulo é definido como a unido de dois raios chamados
de lados, tendo um extremo em comum denominado vértice. Qualquer dngulo
é congruente a um angulo tendo vértice na origem e um lado, chamado de lado
inicial, sobre o lado positivo do eixo x. Dizemos que tal Angulo esta na posi¢do
padrio. A Figura 1 mostra um angulo AOB na posi¢do padrdo com OA como
lado inicial. O outro lado OB é chamado de lado final. O dngulo AOB pode
ser formado ao girarmos o lado OA até o lado OB; sob tal rotagdo o ponto
A move-se ao longo da circunferéncia de centro O e raio |OA4 |, até o ponto B.

Quando os problemas envolvem angulos de tridngulos, a medida de um an-
gulo é dada usualmente em graus. Mas, em Calculo estamos interessados em
fungdes trigonométricas de numeros reais e essas fungdes estdo definidas em
termos da medida de dngulos em radianos.

O comprimento de um arco de uma circunferéncia é usado para definir a me-
dida em radianos de um angulo.

Seja AOB um angulo na posi¢do padrdo e |OA| = 1. Se s unidades for o com-
primento do arco da circunferéncia percorrido pelo ponto A quando o lado ini-
cial OA é girado até o lado final OB, a medida em radianos 7, do 4ngulo AOB,
serd dada por

t = s se a rotagdo for no sentido anti-horario

t = —s se arotag¢do for no sentido horario

» ILUSTRACAO 1 Do fato de que a medida da circunferéncia do circulo uni-
tario é 2m, as medidas em radianos dos dngulos na Figura 2 (a)-(f) sdo determi-
nadas. Elas sdo +n, + 7, —4+ =, 37, -3 n eI &, respectivamente. <

37 1,
X 2 X
o O]
() ® ©
Yy
P i
2 ol . :
@]
7
_%ﬂ -7
4

, (@ (© )
FIGURA 2
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Tabela 1

Medida Medida
em graus em radianos

X

30° in
45 in
60 in
90 in
120 in
135 3n
150 2n
180 T
270 2n
360 2n
1.6.2 DEFINICAO
y
(x, y) = (cos t, sen B
N
(6] 1,0
FIGURA 4

Nimeros Reais, Fungées e Graficos

Na Definigdo 1.6.1, é possivel ocorrer mais do que uma revolugdo completa
na relagao de OA.

> ILUSTRACAO 2 A Figura 3(a) mostra um angulo cujé. medida em radianos
é 37, e a Figura 3(b) mostra um cuja medida em radianos ¢ —Liq, |

Um 4angulo formado por uma revolugdo completa, de tal forma que OA seja
coincidente com OB, tem por medida 360 graus e 27 como medida em radia-
nos. Assim sendo, ha a seguinte correspondéncia entre as medidas em graus ¢
radianos (onde o simbolo ~ indica que as medidas dadas sdo de dngulos iguais
ou congruentes):

360° ~ 27 rad 180° ~ 7 rad
Disso segue que

180°

1° ~ tigm rad 1 rad ~

~ 57°1%

Note que o simbolo = antes de 57°18’ indica que 1 rad e aproximadamente
57°18’ sdo medidas do mesmo angulo ou de dngulos congruentes.

Dessa correspondéncia, a medida de um 4ngulo pode ser convertida de um
sistema de unidades para o outro.

EXEMPLO 1 (a) Ache a medida em radlanos equivalente a 162" (b) encon-
tre a medida equivalente em graus para {5 7 rad.

Solugédo
5 180°
(a) 162° ~ 162 - ti5n rad (b) Snrad ~—~n-——
12 i
162° ~ n rad >nrad ~ 75°

A Tabela 1 d4 a correspondéncia em graus e radianos da medida de alguns
angulos. Vamos definir agora as fungdes seno e co-seno de qualquer mimero real.

Suponha que ¢ seja.um nimero real. Coloque na posi¢do padrdo um angulo
com 7 rad de medida e seja P a intersec¢do do lado final do angulo com a cir-
cunferéncia do circulo unitdrio com. centro na orlgem Se P for o ponto (x, ),
entdo a fungfo seno serd definida por

sent =y
entdo a funcdo seno sera definida por

cost =

Da defini¢do acima, vemos que sen ¢ e cos ¢ estdo definidas para todos os
valores de ¢. Assim sendo, o dominio das fungdes seno e co-seno € o conjunto
de todos os niimeros reais. A Figura 4 mostra o ponto (cos ¢, sen ¢) quando
0 <t < 1x, eaFigura 5 mostra o ponto (cos £, sen #) quando — 57 < t < —7.
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y O maior valor de qualquer uma das duas fungdes € 1 e 0 menor é —1. Vere-
mos posteriormente que as fungdes seno e co-seno assumem,todos os valores
entre —1 e 1; segue, portanto, que a imagem das duas fungdes ¢ [—1, 1].
(x, ) = (cos t, sen #) Para certos valores de 7, o seno € o co-seno sdo facilmente obtidos de
uma figura. Da Figura 6 vemos que sen 0 = Oecos 0 = 1,sen+z = 1V2e
cos+m =12, sendnm = lecos+n = 0,sennw = Oecosm = —1,send7w = —1
e cos 37 = 0. A Tabela 2 dé esses valores e outros muitos usados.

K
x x . A . g . .
QJ 1,0 Uma equagdo da circunferéncia do circulo unitdrio com centro na origem ¢

x* + y2=1.Como x = cosfey = sen f, segue que

sen?t + cos?t = 1 n

FIGURA5 - Note que sen? ¢ + cos? ¢ significam (sen )2 e (cos ¢)2. A igualdade (1) ¢ uma
identidade, pois é vdlida para todo numero real ¢. E chamada de identidade fun-
damental de Pitdgoras, mostrando a relagdo entre os valores seno e co-seno,

y .
e pode ser usada para calcular um deles quando o outro é conhecido.
' (1vz 1vz) As Figuras 7 ¢ 8 mostram angulos com uma medida em radianos negativa
’ - —t e os Angulos correspondentes tendo uma medida em radianos positiva #. Des-
w sas figuras, observe que
(—1,0) (1,0
C x sen(—#) = —sentecos(—t) = cos ¢
3 y y
—Y)
(0, —1) (x, v)
FIGURA 6
t ¢
Tabela 2 , ‘\ x \ x
¢} y

t sen f cos t . : i Sy

0 0 1

m 3 13 (x ~y)

o W2 W2 (x ~y)

1 1 1

37‘ 2\/5 2 FIGURA 7 FIGURA 8

57 1 0 .

In 43 -3 ~ . .

3 : NG . \75 Essas equagdes valem para todo nimero real ¢, pois os pontos onde os lados
;n A N NG finais dos angulos (tendo medidas em radianos ¢ e — ¢) interceptam a circunfe-
67: (2) 2 ) réncia do circulo unitario, tém abscissas e ordenadas iguais que diferem somen-
3 . 0 te em sinal. Logo, sdo identidades. Dessas igualdades, segue que seno é uma
;n 0 | funcdo impar e co-seno é uma fungio par.

Da Definicdo 1.6.2 sdo obtidas as seguintes identidades:

sen(f + 2m) = sen t e cos(f + 2w) = cos ¢ 2)

A propriedade do seno e do co-seno estabelecida pelas igualdades (2) ¢ cha-
mada de periodicidade.

1.6.3 DEFINICAO | Uma fungio f serd periédica se existir um nimero real p # 0 tal que quando
x estiver no dominio de f, entdo x + p estara também no dominio de fe

JS&x + p) = fix)

O menor numero real positivo p ¢ chamado de periodo de f.
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Compare essa defini¢do com as igualdades (2). Como podemos mostrar que
27 é 0 menor numero positivo p com a propriedade segundo a qual sen(f +.p) =
= sen t e cos(t + p) = cos Z, O seno € o co-seno sdo periddicos com periodo
2r, isto é, sempre que o valor da variavel independente ¢ aumentar em 2%, 0
valor de cada uma das fungdes sera repetido. E devido a periodicidade do seno
e do co-seno que essas fungdes tém importantes aplicagdes, associadas a fend-
menos que se repetem periodicamente, tais como movimentos ondulatérios, cor-
rentes elétricas alternadas, cordas vibratdrias, péndulos oscilantes, ciclos de ne-
gocios e ritmos bioldgicos.

EXEMPLO 2 Use a periodicidade das fungdes seno e co-seno, bem como os
valores de sen ¢ e cos t quando 0 < ¢ < 2m para determinar o valor exato de
cada um dos seguintes: (a) sen i 7; (b) cos + 7; (c) sen ¥ 7; (d) cos (—+ 7)
Solugdo

(a) seniln =sen(in + 2 - 2m) (b) cos 3n = cos(§n + 2n)

=senin =cos in
=12 =1

(c) seni2n =sen@n +3-2n)  (d) cos(—Zn) = cos[2n + (—1)2x]
=senin =cos2n

=1 =33

Vamos definir agora mais quatro fungdes trigonométricas. Elas sao defini-
das em termos do seno e co-seno.

As fungGes tangente ¢ secante s3o definidas por

sen ¢ ¢ = 1
cos secf = Cos 7

tgt =

para todo nimero real ¢ para o qual cos ¢ # 0.
As fungGes co-tangente e co-secante sio definidas por

cos ¢ cosec t =
sen ¢ T sent

para todo numero real ¢ para o qual sen ¢ # 0.

cotg t =

As fungGes tangente e secante nio estdo definidas quando cos 1 = 0. Assim
sendo, o dominio das fungdes tangente e secante é o conjunto de todos os nu-
meros reais exceto os nimeros da forma + # + i, onde k é qualquer inteiro.
Analogamente, como cotg ¢ e cosec ndo estdo definidas quando sen ¢t = 0, o
dominio das fungdes co-tangente e co-secante € o conjunto de todos os nime-
ros reais exceto os nimeros da forma km, onde k é qualquer inteiro.

Podemos mostrar que a tangente e a co-tangente sdo periddicas, com perio-
do &, isto é,

tg(t +’7t) = tgtecotg(t + ) = cotgt
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Além disso, a secante e a co-secante sdo periédicas com periodo 27, logo

sec(f + 2m) = sect e cosec(f + 2m). = cosec ¢

Usando a identidade fundamental de Pitagoras (1) € a Defini¢do 1.6.4, obte-
mos duas outras identidades. Uma dessas identidades é obtida quando dividi-
mos ambos os lados de (1) por cos?t, e a outra é obtida ao dividirmos ambos
os lados de (1) por sen?f. Temos

sen? ¢ cos?t 1 sen? ¢ cos¥ 1

= e =
cos? t - cos? t cos? ¢ sen? ¢t sen? ¢ sen? ¢t

tg2t + 1 =sec?t e 1 + cotg?t = cosec? ¢

Essas duas identidades sdo chamadas de identidades de Pitagoras.
Trés outras identidades importantes que seguem da Defini¢do 1.6.4 sdo

sentfcosect =1 costsect =1 tgtcotgt =1

Essas trés identidades, as trés identidades de Pitdgoras, e as duas identidades
na Defini¢do 1.6.4 que definem a tangente € a co-tangente sdo as oito identida-
des trigonométricas fundamentais, as quais, como outras férmulas da Trigono-
metria, aparecem no Apéndice.

Definimos as fung¢ées trigonométricas com dominios no conjunto-dos niime-
ros reais. Existem importantes aplica¢gdes das fung¢des trigonométricas para as
quais os dominios sdo conjuntos de angulos. Para esse propodsito, uma func¢io
trigonométrica do angulo 8 € a fungido correspondente do nimero real ¢, onde
t ¢ a medida de 6 em radianos.

Se 6 for um 4ngulo cuja medida em radianos é ¢, entdo

sen § = sen ¢ cos 6 = cos ¢ tg @ = tgt _
cotg@ = cotgt secH = sect cosec 8 = cosec ¢ M

Quando consideramos uma fungdo trigonométrica de um angulo 8, fregiien-
temente a medida do dngulo € usada em lugar de 8. Por exemplo, se a medida
de um angulo 8 for 60° (ou, equivalentemente, a medida de 6 em radianos for
+), entdo, em lugar de sen 8, poderemos escrever sen 60° ou sen +n. Observe
que quando a medida de um angulo for dada em graus, o simbolo de graus apa-
rece escrito. Mas, quando ndo houver nenhum simbolo, devemos entender que
a medida do 4ngulo é dada em radianos. Por exemplo, cos 2° significa o co-
seno do angulo cuja medida é 2 graus, enquanto que cos 2 significa o co-seno
do dngulo cuja medida é 2 rad. Isso é consistente com o fato de que o co-seno
de um angulo cuja medida em radianos é 2 é igual ao co-seno do ntiimero real 2.

Agora mostraremos como a fungdo tangente pode ser usada em conjunto com
a inclinagdo de uma reta. Primeiro definimos o dngulo de inclinagdo de uma reta.

O éngulo de inclinagdo de uma reta ndo-paralela ao eixo x ¢ o menor dngulo
medido no sentido anti-horario, a partir do sentido positivo do eixo x até a re-
ta. O angulo de inclinagdo de uma reta paralela ao eixo x é definido como sen-

‘do zero.

Se o for o angulo de inclinagdo de uma reta, entdo 0° < a < 180°. A Figura
9 mostra a reta L para a qual 0° < a < 90° e a Figura 10 mostra aquela para
a qual 90° < a < 180°.
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Se a for o angulo de inclinagdo da reta L, ndo-paralela ao eixo y, entdo a incli-
nag¢do m de L dada por - ‘

m = tga

Prova Veja as Figuras 9 e 10, que mostram a reta dada L, cujo dngulo de in-
clinagdo é a e cuja inclinagdo é m. A reta L’ que passa pela origem e é paralela
a L, também tem inclinagdo m e um angulo de inclinagdo a. O ponto P
(cos a, sen a) € a intersec¢do de L’ com a circunferéncia do circulo unitario
U. Como o ponto (0, 0) também esta em L', segue, da Defini¢do 1.2.2 que

_ sena — 0
cosa — 0

_ _sena
cos o

Se a reta L for vertical, o angulo de inclinagdo de L sera 90° e tg 90° ndo
existe. Isso é consistente com o fato de que a inclinagdo de uma reta vertical
ndo esta definida.

O Teorema 1.6.7 pode ser usado para obter uma formula para encontrar o
angulo entre duas retas concorrentes ndo-verticais. Quando duas retas se inter-
ceptam, formam dois dngulos suplementares com vértice no ponto de intersec-
¢do. Para distinguir esses dois dngulos, seja L, a reta com o maior angulo de
inclinagdo a, e seja L, a outra reta cujo angulo de inclinagdo é a,. Se 6 for o
angulo entre as duas retas, entdo definimos

0 =0, — q

Se L, e L, forem paralelas, entdo a; = a, e o dngulo entre as duas retas sera
0°. Assim, se L, e L, forem duas retas distintas, entdo 0° < 8 < 180°. Veja
as Figuras 11 e 12. O teorema a seguir possibilita-nos encontrar § quando fo-
rem conhecidas as inclinagGes de L, e L,.
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1.6.8 TEOREMA

A prova do Teorema 1.6.8 é proposta como exercicio (veja o Exercicio 34).

LZ
L EXEMPLO 3 Determine o dngulo entre as retas com as inclinagdes: (a) 3+ e
5 " 2. () 2e -2
5 () 2e 5.
Solugdo Quando usamos a formula do Teorema 1.6.8, m, deve ser a in-
. clinacdo mais acentuada da reta. Para a parte (a), veja a Figura 13(a) onde
vl 4 m, =%em, = %. Para a parte (b), veja a Figura 13(b) onde m, = —§em, = 2.
(@) Em cada parte calculamos, com aproximag&o de 1 grau, o dngulo @ entre as retas.
m; —m m;, —m;
ptgf=—"—-— b)tgf=————
L, (@) tg 1 +mm, ®)te 1 +mm,
L et __ 52
’ 1+3°% L+ (-9
_15-8 =210
. S 20+6 - 5-4
/ S o7 = —12
) 26 0 = 95°
FIGURA 13 . 6=15°

O procedimento usado no Exemplo 3 pode ser aplicado para encontrarmos os
angulos em um tridngulo. Veja os Exercicios 41 e 42.

Os exercicios dessa sec¢do destinam-se a revisao de alguns dos conceitos funda-
mentais de trigonometria. Ao fazé-los, vocé podera achar titil consultar um texto
de trigonometria.

EXERCICIOS 1.6

Nos Exercicios 1 e 2, ache a medida equivalente em radianos. 4. (a) 7 rad; (b) 37 rad; (c) 37 rad; (d) — 5= rad; (e) § rad;

(f) —5 rad; (g) 1in rad; (h) 0,2 rad
1. (a) 60% (b) 135°; () 210° (d) — 150 (€) 20°; (£) 450°; (g) —75°

(h) 100° Nos Exercicios de 5 a 12, determine o valor exato da fungdo.
2. Eﬁ; zg"; (6) 120% (c) 240°; (d) —225% (e) 157 (f) 540° (8) 48" 5 (a) senx; (b) cos 4; (c) sen(—37); (d) cos 4n
» 6. (a) cos im; (b) senix; (c) cos(—3m); (d) sen(—2x)
Nos Exercicios 3 e 4,. ache a medida equivalente em graus. 7. (a) cos £m; (b) sen27; (c) cos 3; (d) sen(— 57)
3. (a) 4n rad; (b) 3x rad; (c) 4n rad; (d) —ix rad; (¢) 4 rad; 8. (a) sen 37; (b) cos(—n); (c) sen 7m; (d) cos(—3m)

(f) 3= rad; (g) —2 rad; (h) 1= rad 9. (a) tg 47; (b) cotg im; () sec(—m); (d) cosec in
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10. (a) cotg Lm; (b) tg im; (c) cosec{ —3n); (d) sec n
11. (a) se(—¢m); (b) cosec 37; () tg én; (d) cotg(—3m)
12. (a) cosec( —37); (b) sec £n; (c) tg 3n; (d) cotg 3n

Nos Exercicios de 13 a 20, use a periodicidade das fungées do seno,
co-seno, secante e co-secante, bem como os valores do sen ¢, cos t,
sec t cosec t quando 0 < t 2n, para determinar o valor exato da
" fungdo.

13. (a)sen $7; (b) cos 27; (c) sec Ix; (d) cosec In

14. (a)sen Llm; (b) cos Llm; (c) sec Lox; (d) cosec Ln

15. (a)sen(—3m); (b) cos(—%n); (c) sec(—%n); (d) cosec(—%m)

16. (a) sen(—3m); (b) cos(—3); (c) sec(—3n); (d) cosec(—3m)

17. (a)sen 8x; (b) cos 10m; (c) sec 7n; (d) cosec 9n

18. (a)sen %m; (b) cos 37; (c) sec Lim; (d) cosec In

19. (a)sen(—3m); (b) cos(—3n); (c) sec(—4'n); (d) cosec(—3m)
20. (a) sen(— 8x); (b) cos(— 10r); (c) sec{ — 7n); (d) cosec(—97)

Nos Exercicios de 21 a 24, use a periodicidade das fungées tangente
e co-tangente, bem como os valores de tg t e cotg t, quando
0 < t < 7, para encontrar o valor exato da funcdo.

21. (a) tg Im; (b) cotg Z7; (c) te(—2n); (d) cotg(—2n)

22. (a) tg $7; (b) cotg §7; (c) tg(—4n); (d) cotg(—im)

23. (a) tg 4'x; (b) cotg Ll7; (c) ta(— 5n); (d) cotg(—3n)
24. (a) tg(—%4tn); (b) cotg(—4in); (c) tg 11x; (c) cotg Lin

Nos Exercicios de 25 a 30, encontre todos os valores de t no interva-
lo [0, 2rt) para os quais a equagdo estd satisfeita.

25. (a)sent =1;(b)cost = —1;(c) tgt = 1;(d)sect =1

26. (a) sent = —1;(b)cost = 1;(c) tgt = —1; (d) cosect = 1

27. (a) sent = 0; (b)cost = 0; (c) tgt =0; (d) cotg t = 0

28. (a) sent =4;(b)cost = —4; (c) cotg t = 1; (d) sect =2

29. (a) sent = —4; (b) cost = 1; (c) cotgt = —1; (d) cosect =2

30. (a) sent = —$+/2; (b) cos t = 3v/2; () tgt = —44/3;
(d) cotg ¢ = /3

31. Para que valores de ¢ em [0, 2] temos (a) tg ¢ indefinida e
(b) cosec ¢ indefinida?

32. Para que valores de 7 em [0, 7] temos (a) cotg ¢ indefinida e
(b) sec ¢ indefinida?

33. Para que valores de ¢ em [, 27) temos (a) cotg ¢ indefinida e
(b) sec ¢t indefinida?

34. Prove o Teorema 1.6.8. (Sugestdo: Use a férmula para tg
(u — v) encontrada no Apéndice.)

Nos Exercicios de 35 a 38, ache a tg 6 se 8 for o éngulo entre
as retas com as inclinagdes dadas.

3[5.@leq;(b)de—3
3.@ -3 e 35 0
38.(a) —Le2 () —+e-%

36. @5 e -3 FeT

s 7
—% €

Nos Exercicios 39 e 40, ache, com aproximagdo de 1 grau, a me-

dida do angulo entre as retas com as inclinagcées dadas.

39.@S5e -4 -2 -2

40. (@) -3e2;(b) T et

41. Ache, com aproximagio de 1 grau, as medidas dos dngulos
internos do tridngulo formado pelas retas que tém as equa-
¢oes2x + y—6=0,3x-y-4=0e3x+4y+8=0.

42. Ache, com aproximacgdo de 1 grau, as medidas dos angulos
internos do tridngulo com vértices em (1, 0), (- 3, 2) e (2, 3).

43. Ache a equagdo de uma reta que passa pelo ponto (-1, 4),
formando um angulo de %7: rad com a reta cuja equagdo
€2x + y — 5 = 0 (duas solugdes).

44. Encontre uma equagdo de uma reta que passa pelo ponto
(-3, -2), formando um angulo de -;— 7 rad com a reta cuja

equacgdo é 3x — 2y — 7 = 0 (duas solugdes).

Nos Exercicios de 45 a 48, defina a fungdo f o g e determine o seu
dominio.

45. (a) f(x) = senx, g(x) = 3x; (b) f(x) = tg x, g(x) = ;—c

46. (a) f(x) = cos x, g(x) = x% (b) f(x) = cosec x, g(x) = 2x

1 1
47. (a) f(x) = cotg x, g(x) = o (b) f(x) = sec o g(x) = o=

48. (a) f(x) = senx, g(x) = %; b)fx)=tgx,gx)=x+n

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 1

Nos Exercicios de 1 a 12, ache e mostre na reta numeérica real,
0 conjunto-solucdo da desigualdade.

1. 3x —7<5x—-17 2.8<5x+4<10

x 1 3 2
3'x—l 4 4'x+4<x—5
5 2x2 +x<3 6 |x—2|<4
7. 3+4x|<9 8 |5—-2x<3

9. |4 —3x| <8 10. 2x - 5> 7

2-3x| 1
11. |2 7>5 12. > -
[2x + 71> ‘3+x =2
Nos Exercicios de 13 a 15 resolva para x.
2x — 1
13. 3 —4x| = 15 14. |= ‘:4
x+3

15. [3x — 4| = |6 — 2x]

16. Ache todos os valores de x para os quais \/x2 + 2x - 15
-€ real.
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17. Ache as abscissas dos pontos tendo ordenada 4 e que estido
a uma distancia de \/IF do ponto (5, —2).

18. Ache uma equagdo que seja satisfeita pelas coordenadas de
qualquer ponto cuja distincia ao ponto (-1, 2) seja o do-
bro da distancia a (3, —4). Faca um esbogo do seu grafico.

19. Ache uma equacdo que seja satisfeita pelas coordenadas de
qualquer ponto cuja distincia ao ponto (-3, 4) é 10.

20. Defina os seguintes conjuntos de pontos por uma equacéo
ou uma inequagdo: (a) o ponto (3, —5); (b) o conjunto de

. todos os pontos cuja distdncia ao ponto (3, —5) seja menor
do que 4; (c) o conjunto de todos os pontos cuja distancia
ao ponto (3, —5) seja no minimo 5.

Nos Exerci’cioé de 21 a 26, desenhe um esbogco do grdfico da
equacdo.

2l y2=x—4 22. y=|x—4
23. y=x%2—-4 24 y=+4—x
25. y =16 — x? 26. xy =16

27. Prove que o quadrildtero com vértices em (1, 2), S, -1,
(11, 7) e (7, 10) é um retangulo.

28. Prove que o tridngulo com vérticesem (-8, 1), (-1, — 6) e
(2, 4) ¢ isOsceles e ache sua 4rea.

29. Prove que os pontos (2, 4), (1, —4) e (5, —2) sdo vértices
de um tridngulo retangulo e ache a 4rea do tridngulo.

30. Prove que os pontos (1, —1), (3, 2) e (7, 8) sdo colineares
de duas maneiras: (a) usando a férmula da distancia;
(b) usando inclinacGes.

31. Dois vértices de um paralelogramo sdo (— 3, 4)e (2, 3)eseucen-
tro estd em (0, —1). Ache os outros dois vértices.

32. Os vértices opostos de um quadrado estio em (3, -4)e
(9, —4). Ache os outros dois vértices.

33. Prove que os pontos (2, 13), (=2, 5), 3, -1 e (7, 7) sao
vértices de um paralelogramo.

34. Ache uma equagiao da circunferéncia com centro em (-2,9
e raio V5. Escreva a equacdo na forma geral.

35. Ache uma equagio da circunferéncia onde os pontos (- 3, 2)
e (5, 6) sdo extremos de um didmetro.

36. Ache uma equagio da circunferéncia que passa pelos pontos
B, -1, 2,2 e(-4,5).

37. Ache o centro ¢ o raio da circunferéncia com a equagdo
4x? + 492 — 12x + 8y + 9 = 0.

38. Ache uma equagio da reta que passa pelos pontos 2, -9
e (7, 3) e escreva a equagdo na forma intercepto-inclinaggo.

39. Ache uma equagio da reta que passa pelo ponto (-1,6)¢
tem inclinagio 3.

40. Ache uma equagdo da reta perpendicular a reta que passa
pelos pontos (— 1, 5) e (3, 2) no ponto médio desse segmento
da reta.

41. Ache uma equagio da reta que passa pelo ponto (5, —3) e
¢ perpendicular a reta cuja equagio é 2x — Sy = 1.

42. Ache uma equagio da circunferéncia cujo didmetro ¢é a corda
comum as circunferéncias x2 + y2 + 2x — 2y — 14 = 0
ex?+ y?—4x + 4y — 2 = 0.

43. Ache uma equagio da circunferéncia que circunscreve o trian-
gulo cujos lados estdo sobre as retas x — 3y + 2 = 0,
3x -2y +6=0e2x+y—3=0. :

44. Ache a menor distancia do ponto (2, —5)areta3x + y = 2.

45. Ache uma equagdo da reta que passa pelo ponto de intersec-
cdodasretas 5x + 6y — 4 = Oex — 3y + 2 = Oeé perpen-
dicular & reta x — 4y — 20 = 0, sem determinar o ponto
de interseccdo das retas. (Sugestdo. veja o Exercicio 58 nos

" Exercicios 1.2). ,

46. Os lados de um paralelogramo estio sobre as retas x + 2y =
=10,3x ~y=-20,x+ 2y = 15¢3x — y = —10. Ache
as equagdes das diagonais sem determinar os vértices do pa-
ralelogramo. (Sugestdo: veja o Exercicio 58 nos Exercicios
1.2)) : :

47. Determine todos os valores de k para os quais os graficos
das equacdes x2 + y2 = ke x + y = k interceptam-se.

48. Determine os valotes de k e hse 3x + ky + 2 = O e

_ 5x — y + h = 0 forem equagbes da mesma reta.

49. Dada fix) = 3x2 — x + 5, ache (a) f(=3); (b) f(—x?;
© S{x +h) — f(x)

h#0.
h A%
. h) —
§50. Dada g(x) = /x — 1, ache M,‘h #0.

h
§1. Determine se a fungdo ¢ par, impar ou nem par e nem impar.
(@) f(x) = 2x® — 3x; (b) g(x) = 5x* +2x* — 1;

2
1
(©) hlx) = 3x5 — 2x* + x* — x; (d) F(x) = - x
PR

Nos Exercicios de 52 a 56, para as fungdes dadas f e g defina
as seguintes fungées e determine o dominio da funcdo resultan-

te: (@) f + g; (b)f — g; S8, (NS/9; () 9/f; (N fo g; () go f.

52 f()=vx+2 € g(x)=x*+4
53. f(x)=x>—-4 e g(x)=4x—3
54. fx)=x-9 e gx)=+x+5

e glx)=—

55. f(x) = S

1
x—3

56. /(0= e g(x) =

X

Nos Exercicios de 57 a 64, determine o dominio e a imagem da
Jungdo e desenhe um esbogo de seu grdfico.

57. /() =3 — x| 58. f(x) =3 —|x|
x*+2x—38 X+4 sex#2

9. = 60. G(x) =

B o) =——3 ) {1 sex =2 -
xP—1 gex<| x3+3x2—4x—12

61. = 62. =

S {2x+3 sel <x 4(x) x2+x—6

x+3 sex< =2

63. F(x) =<4 —x? se ~2gxg?2
3—x se2<x

64. f(x) =2x — [x]
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Nos Exercicios 65 e 66, determine o valor exato da fungao.

65.

66.

(a) sen 37; (b) cos 3m; (c) tg(—gn); (d) cotg 13m; (e) secm;
(F) cosec(—47)

(a) cos m; (b)sen( —Fm); (c) cotg(—im); (d) tg 37; () sec( — 157);
(f) cosec $n

Nos Exercicios 67 e 68, ache todos os valores de t no intervalo
[0, 2rt) para os quais a equagdo dada é satisfeita.

67.

68.

69.

70.

(a)sent =1;(b)cost=1;(c)tgt = —1; (d) cotg t = /3;
(e) sect = —2;(f) cosect=\/2g '

(a)sent = 3/3;(b)cost = —1;(c)tg t = —/3;(d)cotg t = I;
(e) sect = —ﬁ; (f) cosect =2

Ache, com aproximagdo de 1 grau, as medidas dos quatro
angulos internos do quadrilatero com vértices em (5, 6),
(—2,4),(-2,1)e(3,1)e verifique que a soma deles é 360°.
Ache uma equagio da reta que passa por (2, 5) e faz com
areta3x — 4y + 7 = 0 um angulo cuja medida em radianos
é % 7. (duas solugdes).

71. Ache as equagdes das retas que passam pela origem e séo tan-

gentes A circunferéncia com centro em (2, 1) e raio 2.

72. Prove que as duas retas

Ax+By+C, =0 e A x+Byy+Cy,=0

sdo paralelas se e somente se A;B, — A,B, = 0.

73. Prove analiticamente que se as diagonais de um retdngulo

forem perpendiculares, entdo o retdngulo serd um quadrado.

74. Prove analiticamente que o segmento de reta que liga os pon-

tos médios de qualquer par de lados de um tridngulo é para-
lelo ao terceiro lado e seu comprimento ¢ a metade do com-
primento do terceiro lado.

75. Num tridngulo, o ponto de intersec¢do das medianas, das al-

turas e o centro da circunferéncia circunscrita sdo colinea-
res. Ache esses trés pontos e comprove que eles sao colinea-
res no tridngulo com vértices (2, 8), (5, —1) e (6, 6).

76. Prove analiticamente que o conjunto de pontos equidistan-

tes de dois pontos dados é a perpendicular pelo ponto médio
do segmento que liga os pontos.

71. Prove que se x for qualquer nimero real, |x| < x? + 1.
78. Prove analiticamente que as trés medianas de um triangulo

encontram-se num ponto.



As duas operagdes matematicas fundamentais em Célculo sdo a diferenciacao

e a integracdo. Essas operaghes envolvem o calculo da derivada e da integral
definida, ambas baseadas na nogdo de limite.

Na Seccdo 2.1 a idéia de limite de uma fung¢do é dada através de uma exposi-
¢d0 passo a passo, motivadora, que inclui desde a discussao do calculo do valor
de uma fun¢do na proximidade de um niimero através de um tratamento intui-
tivo do processo de limite, até uma definicdo rigorosa envolvendo epsilons e
deltas. Os teoremas de limite sdo introduzidos na Sec¢do 2.2 para simplificar
o calculo de limites de fun¢des elementares. Na Sec¢do 2.3 o conceito de limite
é ampliado para incluir outros tipos de func¢des. Os limites envolvendo o infini-
to sdo tratados nas Sec¢des 2.4 € 2.5 ¢ sdo usados para definir as assintotas ver-
tical e horizontal de graficos de fungoes.

e S e - - S e e e e 4 A o ¢ m mpmemeae o ma s e

—
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Limites e Continuidade

Provavelmente a classe mais importante de fungdes estudada em Calculo se-
ja das fungdes continuas. A continuidade de uma fungdo em um nimero é defi-
nida na Secgdo 2.6, enquanto que a continuidade de uma fun¢do composta ¢
a continuidade em um intervalo sdo tdpicos da Secg¢do 2.7. O teorema do con-
fronto de limites, comumente chamado de teorema do ‘‘sanduiche’’, que é um
teorema-chave em Célculo, serd apresentado na Secgdo 2.8, sendo aplicado pa-
ra estabelecer o limite da razdo de sen 7 a ¢, quando ¢ aproxima-se de zero. Esse
resultado ¢ importante na discussdo sobre a continuidade de fungdes trigono-
métricas na Secgdo 2.8.

As duas sec¢des finais do capitulo, 2.9 e 2.10, sdo suplementares € contém
demonstragdes de alguns teoremas de limites de fungdes.

2.1 O LIMITE DE UMA

FUNCAO
P(1,2)
Qx,2x?+x—-1)
FIGURA 1
Qlx, 2x2+x—1)
P(1,2)
FIGURA 2
Tabela 1
' _ 22X+ x -3
X Jx) = pra—

0 3
0,25 3,5
0,5 4
0,75 4,5
0,9 4,8
0,99 4,98
0,999 4,998
0,9999 4,9998
0,99999 4,99998

Para iniciar nosso estudo de limites, vamos considerar uma dada fungio:

2x* +x—3
S0 === M
Observe que f(x) existe para todo x, exceto x = 1. Investigaremos os valores
da fun¢io quando x estd préximo de 1, porém excluindo o 1. A ilustracdo se-
guinte mostra como a fungdo definida por (1) pode surgir e por que estariamos
interessados em considerar tais valores funcionais.

» ILUSTRACAO 1 O ponto P(1, 2) est4 sobre a curva de equagdo
y=2x2+x—1

Seja Q(x, 2x2 + x — 1) um outro ponto sobre essa curva, distinto de P. Veja
as Figuras 1 e 2, cada uma mostrando parte do grifico da equagdo e a reta se-
cante passando pelos pontos P e Q, onde Q estd préximo de P. Na Figura 1,
a coordenada x de Q é menor do que'l e na Figura 2 ela ¢ maior do que 1.
Suponhamos que f(x) seja a inclinagdo da reta PQ. Entdo

S @2xr+x—-1)-=2 2x* +x—3
S = ) fg =2 tx?
x—1 —1
que ¢é a Igualdade (1). Além disso, x # 1, pois P e Q sdo pontos distintos. A
medida que x fica cada vez mais préoximo de 1, os valores de f(x) tornam-se

cada vez mais proximos do valor que iremos definir na Sec¢ao 3.1 como a incli-
nac¢do da reta tangente a curva no ponto P. |

Para a fungdo f definida por (1), vamos atribuir a x os valores 0, 0,25, 0,50,
0,75, 0,9, 0,99, 0,999, 0,9999, e assim por diante. Estamos tomando valores
de x cada vez mais proximos de 1, porém menores do que 1; em outras pala-
vras, a varidvel x esta aproximando-se de 1 através de valores menores do que
1. Isso estd ilustrado na Tabela 1. Por outro lado, vamos deixar que a varidvel
x aproxime-se de 1, através de valores maiores do que 1, isto é, vamos atribuir
a x os valores 2, 1,75, 1,5, 1,25, 1,1, 1,01, 1,001, 1,0001, 1,00001, e assim por
diante. Os valores funcionais desses numeros também s3o obtidos com uma cal-
culadora e aparecem na Tabela 2.

Observe, de ambas as tabelas, que 4 medida que x fica cada vez mais préxi-
mo de 1, f(x) torna-se cada vez mais préximo de 5 e quanto mais préximo x
estiver de 1, mais préoximo de 5 estara f(x). Por exemplo, na Tabela 1, quando
x = 0,9, f(x) = 4,8, isto é, quando x for 0,1 inferior a 1, f(x) sera 0,2 inferior
a 5. Quando x = 0,999, f(x) = 4,998, isto €, quando x for 0,001 inferior a



Tabela 2
2 -
x fO) = 2+ x -3
x
2 7
1,75 6,5
1,5 6,0
1,25 5,5
1,1 5,2
1,01 5,02
1,001 5,002
1,0001 5,0002
1,00001 5,00002
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1, f(x) sera 0,002 inferior a 5. Mais ainda, quando x = 0,9999, f(x) = 0,49998,
isto é, quando x for 0,0001 inferior a 1, f(x) serd 0,0002 inferior a 5.

A Tabela 2 mostra que quando x = 1,1, f(x) = 5,2, isto é, quando x for
0,1 superior a 1, f(x) serd 0,2 superior a 5. Quando x = 1,001, f(x) = 5,002,
isto é, quando x for 0,001 superior a 1, f(x) serd 0,002 superior a 5. Quando
x = 1,0001, f(x) = 5,0002, isto é, quando x for 0,0001 superior a 1, f(x) sera
0,0002 superior a 5.

Logo, vemos que quando x difere de 1 de * 0,001 (isto é, x = 0,999 ou
x = 1,001), f(x) difere de 5 de * 0,002, isto é, f(x) = 4,998 ou f(x) = 5,002).
E quando x difere de 1 de £ 0,0001, f(x) difere de 5 de = 0,0002.

Agora, analisando a situa¢do de outra maneira, consideraremos os valores
de f(x) primeiro. Vemos que podemos tornar os valores de f(x) tdo préximos
de 5 quanto desejarmos, tomando x suficientemente préximo de 1. Outra ma-
neira de dizer isto é que podemos tornar o valor absoluto da diferenca entre
f(x) e 5 tdo pequeno quanto desejarmos, tomando o valor absoluto da diferen-
¢a entre x e 1 suficientemente pequeno. Isto é, | f(x) — 5| pode se tornar tdo
pequeno quanto desejarmos, tomando | x — 1| suficientemente pequeno. Mas

" tenha em mente que f(x) nunca assume o valor 5.

Uma maneira mais precisa de notar isso é através do uso de dois simbolos
para essas pequenas diferencas. Os simbolos comumente usados sdo as letras
gregas e (epsilon) e § (delta). Assim, enunciamos que para todo niimero e dado
positivo existe um niimero § escolhido apropriadamente, tal que se |x — 1|
formenordoquede |x — 1| # 0(isto é, x # 1), entdo | f(x) — 5| serd menor
do que e. E importante observar que o tamanho de 8 depende do de e. Ainda
outra maneira de expressar isso é: dado um nimero e positivo qualquer, pode-
mos tornar | f(x) — 5| < e tomando |x — 1| suficientemente pequeno, isto

€, existe um numero § positivo suficientemente pequeno, tal que

se 0<|x—1]<d entdo [|f(x)—5|<e )
Observe que o numerador da fragdo em (1) pode ser fatorado de forma que
2x+3)(x—1)

Sl ==——2
Se x # 1, podemos dividir o numerador e o denominador por x — 1 para obter
fix)=2x+3 x #1 (3)

A férmula (3), com a estipulagdo de que x # 1, étdo adequada quanto (1) péra
uma defini¢do de f(x). De (3) e das duas tabelas, note que se |x — 1| < 0,1,
entdo | f(x) — 5| < 0,2. Assim, dado ¢ = 0,2, tomamos § = 0,1 e afirmamos:

se 0<|x—1/<0,1 entdo |f(x)—5|<0,2

Essa ¢ a afirmativa (2), come = 0,2e¢ 6 = 0,1.
Também, se | x — 1| < 0,001, entdo | f(x) — 5] < 0,002. Logo, se e = 0,002,
tomamos 6 = 0,001 e afirmamos que

se 0 <|x—1]/<0,001 entdo |f(x)— 5|< 0,002

Essa € a afirmativa (2), com ¢ = 0,002 ¢ § = 0,001.
Da mesma forma, se ¢ = 0,0002, tomamos § = 0,0001 e afirmamos que
se 0<|x—1/<0,0001 entdo |f(x)— 5| < 0,0002

Essa ¢ a afirmativa (2), com ¢ = 0,0002 e § = 0,0001.
Poderiamos prosseguir e atribuir a e qualquer valor positivo, a fim de encon-
trar um valor adequado para &, de tal forma que se |x — 1| for menor do que
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dex # 1(ou|x — 1| > 0), entdo | f(x) — 5| serd menor do que e. Agora,
como para todo e > 0 podemos encontrar um § > 0, tal quese0 < |x — 1| < 6,
entdo |f(x) — 5| < ¢, afirmamos que o limite de f(x) quando x tende a 1 é
igual a 5 ou, em simbolos

lim f(x) =5

x—+1

Observe que nessa equacdo temos um novo uso do simbolo ‘igual’’. Aqui, f(x)

ndo assume o valor 5 para nenhum valor de x. O simbolo “‘igual”’ ¢ apropria-
do, pois 0 primeiro membro estd escrito como lim f(x).

x=1
De (3) € evidente que f(x) pode se tornar tdo préximo de 5 quanto desejar-
mos, tomando x suficientemente préoximo de 1 e essa propriedade da fungéo
S ndo depende do fato de f estar definida em x = 1. Esse fato permite-nos dis-
tinguir entre lim f(x) e o valor da fungdo 1, isto é, lim f(x) = 5, mas f(1) ndo

x-1 x—1
existe. Conseqiientemente, na afirmativa (2), 0 < |x — 1|, pois estamos inte-
ressados somente nos valores de f(x) para x proximo de 1, mas ndo parax = 1.
Vamos ver qual o significado geométrico disso tudo para a fungdo definida
em (1) ou (3). A Figura 3 ilustra o significado geométrico de ¢ e §. Observe que
se x (no eixo horizontal) estiver entre 1 — § e 1 + &, entdo f(x) (no eixo verti-
cal) estara entre S — ee 5 + ¢ ou

se 0<|x—1|<d entdo |f(x)—5|<e

Outra maneira de estabelecer isso é que f(x) (no eixo vertical) pode ser restri-
ta aficar entre 5 — e e 5 + ¢, se restringirmos x (no eixo horizontal) a ficar
entre ] — el + 6.

Note que os valores de € sdo escolhidos arbitrariamente € podem ser tao pe-
quenos quanto desejarmos, € que o valor de 6 depende do € escolhido. Deve-
mos ressaltar que quanto menor for o valor de ¢, menor serd o valor correspon-
dente de &.

Resumindo esse exemplo, afirmamos que lim f(x) = 5, pois para qualquer

x—1

e > 0, ndo importa o qudo pequeno ele seja, existe um & > 0, tal que
se 0<|x—1<d entdo |f(x)—5|<e

Agora, definiremos o limite de uma fungdo em geral.

Seja f uma fungdo definida para todo nimero em algum intervalo aberto con-
tendo a, exceto possivelmente no proprio numero a. O limite de f(x) quando
x tende a a sera L, escrito como

)lri—l’.l} fx) =L

se a seguinte afirmativa for verdadeira:
Dado ¢ > 0 qualquer, existe um § > 0, tal que

se0 < |x —a] <Sentdo |[f(x) — L| < ¢ : “

Em palavras, a Defini¢do 2.1.1 afirma que os valores da fungdo f(x) tendem

a um limite L quando x tende a um nimero a, se o valor absoluto da diferenca

entre f(x) e L puder se tornar tdo pequeno quanto desejarmos, tomando x sufi-
cientemente proximo de @, mas nio igual a a.

" E importante perceber que na defini¢do acima nada é mencionado sobre o

valor da fung¢do quando x = a. Isto ¢, ndo é necessdrio que a fungdo esteja
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"definida em x = a para que lim f(x) exista. Além disso, mesmo que a fungéo
X—a

seja definida por x = a, é possivel que limf(x) exista sem ter 0 mesmo valor

que f(a) (veja o Exemplo 3 na Seccdo 2.2).
Uma interpretagdo geométrica da Defini¢do 2.1.1 para a funcéo f esté na Fi-

‘gura 4, que mostra uma parte do grafico de f préxima ao ponto onde x = a.

Como f ndo é necessariamente definida em @, ndo precisa haver no grafico um
ponto com abscissa a. Observe que se x (no eixo horizontal) estiver entre
a — 8, ea + 68, entdo f(x) (no eixo vertical) estard entre L — ¢, e L + ¢,.
Expressando de outra maneira: se x (no eixo horizontal) for restringida a ficar
entre ¢ — 8, e a + 8,, entdo f(x) (no eixo vertical) podera ser restrmglda a fi-

carentre L — ¢, e L + ¢. Assim,

se '0<|x—a|<51 entdo |f(x) — L|<e,

A Figura 5 mostra como um valor de e menor pode requerer uma escolha dife-
rente para 8. Na figura, vemos que para ¢, < ¢, 0 valor §, é muito grande, isto
é, existem valores de x para os quais 0 < |x — a| < §,, mas | f(x) — L| ndo -
¢ menor do que ¢,. Por exemplo, 0 < |X¥ — a| < §,, mas |f(®) — L| > e,.
Assim, precisamos escolher um valor menor 8,, mostrado na Figura 6, tal que

se 0<|x—d <3, entdo |f(x)—L|<e,

No entanto, para qualquer escolha de e > 0, ndo importa quiao pequeno seja,

existe um 8 > 0, tal que a afirmativa (4) seja verdadeira. Logo, lim f(x) = L
. X—=a

Nos exemplos desta sec¢do usaremos o simbolo = pela primeira vez. A seta
= significa implica. Também usamos a seta dupla & que, como ja comenta-
mos anteriormente, significa que as afirmagdes que vém antes e depois dela sdo
equivalentes.

EXEMPLO 1 Seja f a funciio definida por
fx)y=4x -7
e suponha que
lin; flx)=5
(a) Usando uma figura si_milar a Figura 3, para e = 0,01, determineum é > 0,
tal que
se 0<|x—3] <6 entio |f(x)— 5| <0,01

(b) Usando as propriedades das desigualdades, determine § > 0, tal que a afir-
mativa na parte (a) seja verdadeira.

Solucao

(a) Veja a Figura 7 e observe que os valores funcionais aumentam a medida
que x cresce. Assim, a figura indica que precisamos de um valor de x,, tal
que f(x,) = 4,99 e um valor de x,, tal que f(x;) = 5,01, isto é, precisamos
de x, e x, tais que

4x, — 7 = 4,99 4x, — 7= 15,01
L 11,99 L1201
1 4 2 = 4

X, = 2,9975 X, = 3,0025
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Como 3 — 2,9975 = 0,0025 e 3,0025 — 3 = 0,0025, escolhemos § = 0,0025
de tal forma que que temos a afirmativa

se 0<|x—3]<0,0025 entdo |f(x)— 5| < 0,01
(b) Como f(x) = 4x - 7,
/) = 5| = |(4x — 7) - 5|
= |[4x — 12|
= 4|x — 3|
Queremos determinar um § > 0, tal que
se 0<|x—3|<é entdo |f(x)—5|<0,01
< se 0<|x—3|<é entdo 4|x — 3| < 0,01
< se 0<|x—3|<d entdo |x — 3| <0,0025
Essa afirmativa indica que uma escolha adequada para & é 0,0025. Entéo, te-

mos O seguinte argumento:

0 < |x — 3| < 0,0025

- 4)x — 3| < 4(0,0025)
= l4x — 12| < 0,01
= |@4x —7)—5|<0,01
= |f(x) — 5| < 0,01

Mostramos que
se 0<|x—3]<0,0025 entdo |f(x)— 5| < 0,01 (¢

Nesse exemplo, qualquer mimero positivo menor do que 0,0025 pode ser usad.
em lugar de 0,0025 como sendo o & requerido. Observe esse fato na Figura 7.

Além disso, se 0 < ¥ < 0,0025 e a afirmativa (5) for verdadeira, temos

se 0<|x—3|<y entdo |f(x)—5|< 0,01

pois todo nimero x que satisfaga a desigualdade 0 < lx = 3| <v satisfard
também a desigualdade 0 < |x — 3| < 0,0025.

A solugio do Exemplo 1 consistiu em encontrar um & para um e fixado. Se
para todo € > 0 pudermos encontrar um § > 0, tal que

se 0<|x—3<d entdo |f(x)—5|<e

teremos estabelecido que o limite € 5. Isso sera feito no exemplo a seguir.

EXEMPLO 2 Use a Definicdo 2.1.1 para provar que

lim(4x —7) =5 .

x—+3
Solugéo. A primeira exigéncia da Defini¢do 2.1.1 é que 4x — 7 seja defini-
da em todo niimero de algum intervalo aberto contendo 3, exceto possivelmen-
te em 3. Como 4x — 7 estd definida para todos os nimeros reais, qualquer in-
tervalo aberto contendo 3 ird satisfazer esse requisito. Precisamos mostrar ago-
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ra que para todo ¢ > 0 existe um § > 0, tal que

se 0<|x—3/<d entdo |dx—7)— 5| <e (6)
No Exemplo 1 mostramos que | (4x — 7) — 5| = 4| x — 3|. Logo, (6) € equi-
valente a afirmativa

se 0<|x—3]<é entdo 4x —3|<e

< se 0<|x—3/<d entdo |x —3| <ie
Essa afirmativa indica que +¢ € um § satisfatério. Com essa escolha de 6 temos
0 seguinte argumento: .

O<|x—3l<é
= dlx — 3| < 4
= [4x — 12| < 45
= |@dx -7 -5 <45
= |d4x—-7)—5<e (pois J = je)

Assim, estabelecemos que se § = e, a afirmativa (6) é verdadeira. Isso prova
que lim(4x — 7) = 5.

x-3
Especificamente, se ¢ = 0,01, entdo tomamos § = +(0,01), isto &, § = 0,0025.
Esse valor de 8 corresponde ao que foi encontrado no Exemplo 1.
Qualquer numero positivo menor do que %e pode ser usado em lugar de
4€ como sendo o 8§ requerido.

EXEMPLO 3  Seja f a fungéo definida por
Slx)=x?

e suponha
lim f(x) = 4

X2
Usando uma figura para ¢ = 0,001, determine § > 0, tal que
se 0<|x—2|<d entdo |f(x)— 4| < 0,001
Solugdo Veja a Figura 8 ¢ observe que se x > 0, os valores funcionais au-
mentam a medida que os valores de x crescem. Assim, a figura indica que preci-
samos de um valor positivo de x;, tal que f(x;) = 3,999 e um valor positivo
de x,, tal que f(x,) = 4,001, isto ¢, precisamos de um x; e de um x,, tal que
x,2=3,999 x,%=4,001
Cada uma dessas equagdes tem duas solugbes. Em cada caso, rejeitamos a raiz
quadrada negativa, pois x, € X, s30 positivos. Assim

X, =+/3,999  x, = /4,001
X, ~1,9997  x, ~2,0002

Entao, 2 — 1,9997 = 0,0003 e 2,0002 — 2 = 0,0002. Como 0,0002 < 0,0003,
escolhemos & = 0,0002; assim temos a afirmativa

se 0<|x—2|<0,0002 entdo |f(x)— 4| < 0,001

Qualquer nimero positivo menor do que 0,0002 pode ser selecionado como o
& requerido.
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EXEMPLO 4 Use a Defini¢do 2.1.1 para provar que

lim x> =4
T x—2

Solugdo Como x 2 est4 definido para todos os numeros reais, qualquer in-
tervalo aberto contendo 2 satisfard o primeiro requisito da Defini¢do 2.1.1. Pre-
cisamos mostrar que para todo € > 0, existe um § >0, tal que

se 0<|x—2/<é entdo |x? —4| <e
< se 0<|x—2|<dé entdo |x—2||x+2| <€ (7

Observe que no primeiro membro da ultima desigualdade, além do fator | x — 2|
temos o fator |x + 2|. Assim, para provar (7) desejamos colocar uma restri-
¢do sobre & que nos dara uma desigualdade envolvendo | x + 2|. Tal restrigio
é feita para selecionarmos o intervalo aberto requerido pela Defini¢do 2.1.1 co-
mo sendo o intervalo (1, 3) e isto implica que § < 1. Entdo

O<|x—2|<é e o<1
Ix -2l <1

=
= —1l<x-2<1
= 3<x+4+2<5
=

Ix+2/<5 @®)

O<|x—2/<dé e [|x+2/<5
= |x—=2||x+2/<é-5 ‘ 9)

Lembre-se de que nossa meta é obter |x — 2| |x + 2| < e. A afirmativa (9)
indica que devemos requerer § - 5 < ¢, isto é, § < ¢/5. Isso significa que deve-
mos impor duas restrigoes sobre § : 6 < 1 ed < ¢/5. Assim sendo, ambas as
restrigdes estardo satisfeitas se tomarmos & como o menor dos dois numeros
1 e.¢/5; em simbolos, escrevemos isso como & = min(l, ¢/5). Usando esse &,
temos O seguinte argumento:

O<|x—2|<é
= |x—2/}x + 2| < é]x +2|
= |(x = 2)(x + 2)| < d|x + 2|
= |x* — 4| < d|x + 2| (10)
No entanto, mostramos em (8) que se § < 1 e 0 < |x — 2| < &, entdo
|x + 2| < 5,isto é, 8|x + 2| < & - 5. Prosseguindo, de (10), temos
Ix2—4|<dx+2 e OSx+2/<s-5

= 'x2—4|<5'5

- |x2—4|<§'5 (pois & < €/5)
= |x2——4|<€

Demonstramos que, tendo escolhido § = min(l, e/5) para todo ¢ > 0, a seguinte
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afirmativa é verdadeira:
se 0<|x—2|<¢ entdo |x*—4|<e

Isso prova que lim x2 = 4,

X2

O teorema a seguir estabelece que uma fung¢do ndo pode tender a dois limites
diferentes ao mesmo tempo. Ele é chamadc de teorema da unicidade, pois ga-
rante que se o limite de uma fungfo existir, ele serd unico. Vamos enunciar o

teorema aqui, mas adiar a demonstracdo até a Sec¢do Suplementar 2.9.

X—a

2.1.2 TEOREMA | Se lim f(x) = L, e lim f(x) = L,, entdo L, = L, :

X—=a

O Teorema 2.1.2 permite-nos afirmar que se a fungdo f tiver um limite L
no numero a, entdo L sera o limite de f em a.

EXERCICIOS 2.1

Nos Exercicios de 1 a 22 sdo dados f(x), a e L, bem como
)l{i_rpl S(x) = L. (a) Usando argumentos similares aqueles dos Exem-
plos 1 e 3, determine um & > 0 para o € dado, tal que

se 0<|x—a <o entdo |f(x)—L|<e (11)
(b) Usando as propriedades das desigualdades, determine um

& > 0, tal que a afirmativa (11) seja verdadeira para o valor da-
do de e.

L lim(kx—1)=3¢=0,2 2. lim (x 4+ 2) = 5; € = 0,02
x-3

x4

3Iim2x+4)=10;e=0,01 4. Im(3x—=1)=5¢€¢=0,1

19.

20.

21.

22

Iim
x—»=-2 X
C9x? —1
lim
x—1/3 3x —
3x*—8x—-3 5

lim 2 Z X 72 _ 2. ¢ _ 0,001
e x=3 7€

4x% — 4x — 3
lim ~ — " 72 _ 5 ¢ — 0,003
x—4 2x+1

—4
S = —4e=001

=2;¢ = 0,01

Nos Exercicios de 23 a 42, prove que o limiie € o nimero indica-

X X2 do, aplicando a Defini¢do 2.1.1.
5. lim (5x — 3)=2; ¢ = 0,05
X1 23. Iim7=7 24. lim (—4) = —4
6. m (4x — 5) = 3; € = 0,001 X2 x-—’5
x=2 25. lim 2x + 1) =9 26. lim (4x + 3) =7
7. lim (3 —4x)=7.¢=0,02 x=4 x.-'l
-l 27. lim (5x + 8)=3 28. lim 3x — 5)=4
8. lim (2 -+ 5,‘() = -8 €= 0,002 x= =1 x—;}
=2 29. lim (7 —3x)= =2 30. lim 2x+7)=—1
9. lim x* = 9; € = 0,005 10. lim x? = 16; ¢ = 0,03 x=3 x4
X3 x- -4 3. lim (1+3x)= -5 32, lim (7—2x)=11
1. lim x? =4; € = 0,003 x= -2 x= -2
P 33 lim 2o ) . lim S0 =6
1z liﬂ(,v3—5)=—4;e=0,01 .x—l-rzll x+1 .xl—'3 x—3
13. lim (x2 — 2x + 1) = 1; € = 0,001 3s. lljr} x? =1 36. xljx?s x2=9
14. ‘lirjn (x> +4x +4)=1; e = 0,002 37. lim(x? = 3x) =10 38. lin; x2+2x-1)=17
x—=-1 ) x=5 x—
15. lim (x2 + 3x — 4) = —4; ¢ = 0,03 39. lim S —x—x¥)=—1 40. lim 3+ 2x—x¥) =0
X0 ’ ’ x=-3 x——1
16. lim (x> — x — 6) = 0; € = 0,005 41. lim (6x*> — 13x + 5) =3 42, lim (4x? — 13x + 12) =3
) x—3 ” ’ ’ x—2 x—1
17. lim (2x* + 5x + 3) = }: € = 0,004 43. Prove que lim x2 = a2, se a for qualquer nimero positivo.

N =2

I18. lim (3x? —7x 4+ 2)= —2; e = 0,02

x—1

4.

X—-a

Prove que lim x> = a2, se a for qualquer mimero negativo.
X a
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2.2 TEOREMAS SOBRE
LIMITES DE FUNGOES

2.2.1 TEOREMA DE LIMITE 1

2.2.2 TEOREMA DE LIMITE 2

2.2,3 TEOREMA DE LIMITE 3

Na Sec¢do 2.1 provamos que o limite de uma fung¢do era um determinado nu-
mero, aplicando a Defini¢ao 2.1.1. Para calcular limites de fungdes por méto-
dos mais simples, usaremos teoremas cujas provas estejam baseadas na Defini-
¢ao 2.1.1. Esses teoremas, bem como outros sobre limites de fungdes que apa-
recem nas ultimas secgdes deste capitulo, sio chamados de ‘‘teoremas de limi-
te’’ e serdo assim designados sempre que aparecerem.

Se m e b forem constantes quaisquer,

lim (mx + b) = ma + b

X—a

Prova Para demonstrar esse teorema, usamos a Defini¢do 2.1.1. Para todo
¢ > 0, devemos provar que existe um & > 0, tal que

se 0<|x—al<é entdo |(mx + b)— (ma+b)|<e 1))
Caso 1: m # 0.

Como |(mx + b) — (ma + b)| = |m| + |x — a|, queremos encontrar um
6 > 0 tal que, para todoe > 0

se 0<|x—al<d entdo |m| |x —a|<e
ou, como m # 0
€

se 0<|x—a|<d entdo |x —a| <-—
|

A afirmativa acima serd verdadeira se § = ¢/|m|; assim, concluimos que

se O0<|x—a|<d e 5 =-_ entdo |(mx + b) — (ma + b)| < €

[m|

Isso prova o teorema no Caso 1.

Caso 2: m = 0.

Se m = 0, entdo |(mx + b) — (ma + b)| = 0 para todos os valores de
x. Assim, tomamos & como sendo qualquer nimero positivo, ¢ a afirmativa (1)
¢ verdadeira. Isso prova o teorema no Caso 2. ]

» ILUSTRACAO 1 Do Teorema de Limite 1, segue que

im(3x +5) =3-2+5
*72 =11 <

Se ¢ for uma constante, entdo para qualquer nimero a,

limec = ¢

X—a

Prova Isso segue imediatamente do Teorema de Limite 1, tomando m = Qe
b = c. ]

limx = a

X—a

Prova Isso também segue imediatamente do Teorema de Limite 1, tomando
m=1eb=20. : |
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> ILUSTRACAO 2 Do Teorema de Limite 2,

Iim7=7
x—5
e do Teorema de Limite 3,
lim x=—6 |
x=—-6

Se lim f(x) = L e'lim g(x) = M, entdo

xX—a

)l(ig}l Ux) g =Lt M

Prova Provaremos esse teorema com o sinal mais. Dado "
im f(x)=L : 2)

x—a

limg(x) = M (3)

x—a

queremos provar que
lim [f(0) + g0)] = L + M
x—a

Usamos a Defini¢do 2.1.1, isto é, para todo ¢ > 0 precisamos provar que existe
um é > 0, tal que

se 0<|x—al<é entdo |[f(x)+g(x)]—(L+ M)|<e ()}

Como (2) foi dado, segue, da définicéo de limite, que para 4¢ > 0 existe
um 8, > 0, tal que

se 0<|x—a|<d, entdo |f(x)— L|<i%e
Da mesma forma, de (3), para 4¢ > 0 existe um §, > 0, tal que

se 0<|x—al<é, entdo |g(x) — M| < je

Seja, agora, & o menor dos dois nimeros 6, € §,. Entdo, 6§ < §,¢6 < §,.
Assim,

se 0<|x—al<d entdo |[f(x)— L|<ie

se 0<|x—a|<d entdo |g(x) — M|.<3e
Logo, se 0 < |x — a| < &, entdo
ILf(x) + g(x)] = (L + M)| = |(f(x) — L) + (g(x) — M)
<|f(x) = L] + |g(x) — M|
< je + %€
=€
Dessa forma,- obtivemos a afirmativa (4) e, portanto, provamos que
lim[f(x)+g(x)]=L+ M

x—ra
A prova do Teorema de Limite 4 usando o sinal menos serd deixada como
exercicio (veja o Exercicio 46). ]




66

2.2.5 TEOREMA DE LIMITE 5

2.2.6 TEOREMA DE LIMITE 6

2.2.7 TEOREMA DE LIMITE 7

2.2.8 TEOREMA DE LIMITE 8

Limites e Continuidade

O Teorema de Limite 4 pode ser aplicado a um niimero qualquer finito de
fungdes.

Se lim fi(x) = L,, lim f)(x) = L,, . . ., elim f,(x) = L,, entdo

ii_tg 6002, .. £ =L, L, +..%L,

Esse teorema pode ser provado usando o Teorema de Limite 4 e a inducao
matematica (veja o Exercicio 47).

Se lim f(x) = L e lim g(x) = M, entdo

lim [fGr) - gG)] = L - M

A demonstragdo desse teorema € mais sofisticada do que as dos teoremas pre-
cedentes. As etapas da prova estdo indicadas nos Exercicios 49 e 50.

» ILUSTRACAO3 Do Teorema de Limite 3, lim x = 3 e do Teorema de Limi-

x—=3
te 1, lim 2x + 1) = 7. Assim, do Teorema de Limite 6,
X3
lim [x(2x + 1)] = lim x - lim 2x + 1)
x—3 x—3 x—3
=37
=21 - 4

O Teorema de Limite 6 também pode ser estendido a um numero qualquer
finito de fungdes, se aplicarmos a indu¢do matematica.

Se lim f,(x) = Ly, lim fy(x) = Ly, . . ., lim f,(x) = L,, entdo

Em A ) = LiLy

A demonstracido sera deixada como exercicio (veja o Exercicio 48).

e

Se limf(x) = L ¢ n for um inteiro positivo qualquer, entic
xX—a .

lim [fC))" = L

A demonstrag¢do segue imediatamente do Teorema de Limite 7, tomando
fix), fi(x), . . ., f,(x), todas iguais a f(x)e L,, L,, ..., L,, todos iguais a L.

» ILUSTRACAO 4 Do Teorema de Limite 1, lim (5x + 7) = —3. Logo, do
Teorema de Limite 8, segue que X~ -2

4
lim (5x + 7)* = [ lim (5x + 7)]
x—=+-2 x— -2

= (-3

=81 |
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229 TEOREMA DELIMITE9 |.Se limff(x)
X—odf{

= Lelim g(x) = M entéo

67

et L
ll.r.ll: ?-?rg(x)’ji?- M se M # 0

&y -

plementar 2.9.

A demonstragdo, baseada na Defini¢do 2.1.1, serd abresentada na Sec¢do Su-

» ILUSTRAGCAOS Do Teorema de Limite 3, lim x = 4 e do Teorema de Limi-
te 1, lin: (-7x + 1) = -27. Logo, do Teoxr;:na de Limite 9,
fim — hﬂ ”
x—a — 7% + 1 'm (=7x +1)
-4
-27
- 217 | <
2.2.10 TEOREMA DE LIMITE 10 | Se n fdr um inteirc; Ebsiiivo e PE f(x)A = L, entdo
| lim 3/f() = YL o

com a restri¢do de que se n for par, L> 0.

A demonstragdo desse teorema também serd apresentada na Sec¢do Suple-
mentar 2.9.

> ILUSTRAGCAO6 Do resultado da Ilustracdo 5 e do Teorema de Limite 10 se-
gue que

lim 3/—> = 3/Ii X
x—4 -7x+1_3lm

x—4 _7x + 1

<
A seguir estdo alguns exemplos ilustrando a aplicagdo dos teoremas acima.

Para indicar o teorema de limite que estd sendo usado, usamos a abreviatura
“T.L.” seguida do nimero do teorema; assim, ‘“T.L. 2’’ refere-se ao Teorema
de Limite 2. ' . :

EXEMPLO 1

x-3

Ache lim (x> + 7x —5) e, quando aplicével, indique o teorema
de limite que estd sendo usado.




68

Limites e Continuidade

Solugéao '
lim (x2 + 7x — 5) = lim x? + lim 7x — lim 5 - (T.L. 5)
x—+3 x—+3 x—3 x—3

=lim x - lim x + lim 7 -'lim x — lim 5 (T.L. 6)

x—3 x=3 x=+3  x-3 x—+3
=3-3+4+7-3-5 ' (T.L.3eT.L.2)
=94+21-5
=25

E importante, neste ponto, notar que o limite no Exemplo 1 foi calculado
com a aplicacdo direta dos teoremas de limite. Para a func¢io f, definida por
J&x) = x* + 7x -5, note que f(3) = 25, que é igual ao lim (x> + 7x —5). Néo

x—3

¢ sempre verdade que lim f(x) = f(a) (veja Exemplo 3).

EXEMPLO 2 Ache

lim x3+2x+3
x—2 x2+5

e, quando aplicdvel, indique o teorema de limite que est4d sendo usado.
Solugédo

x3+2x+3 lim x3+2x+3
x2 45 ,.,2 x2 45

<

lim

x=2

(T.L. 10)

lim (x* + 2x + 3)

x—2
Hm (x2 + 5)

x—2

\/hm x> + lim 2x + lim 3

(TL.9

x—2 x—2 x—2

lim x2 + lim 5 (T.L. 5)

x=2 x=2

(lim x)*+ lim 2 - lim x + lim 3
x~2 x—2 x—2 x—=2
(lim x)® + lim 5

x—2 x—+2

(T:L. 6 e T.L. 8)

P +2-2+3
= [ (T.L.3eT.L. 2)

8+4+3

EXEMPLO 3 Ache lim f(x) dado que

x—4

-3
o) = { sex #4

sex=4
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FIGURA 1
Tabela 1
x: - 25
X Sx) = P
4 9
4,5 9,5
4,9 9,9
4,99 9,99
4,999 9,999
Tabela 2
‘ x2 — 25
* SO = =
6 11
5,5 10,5
5,1 10,1
5,01 10,01
5,001 10,001
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Solugéo Quando calculamos lim f(x) estamos considerando valores de x

X4

proximos de 4, mas ndo iguais a 4. Assim
lim f(x) = lim (x — 3)

x—4 x—=4

=1 - (T.L. 1)

No Exemplo 3, lim f(x) = 1 mas f(4) = S; logo, lim f(x) # f(4). Em termos
x—4

x—4
geométricos, hd uma quebra no grafico da fungio no ponto onde x = 4 (veja
a Figura 1). O gréfico da fungéo consiste nos pontos (4, 5) e na reta cuja equa-
¢do é y = x —3, com a supressdo do ponto (4, 1).

EXEMPLO 4 Dada

x2 =25
x—35

fx) =

(a) Use uma calculadora para tabular os valores de f(x) quando x for 4, 4,5,
4,9, 4,99, 4,999 e quando x for 6, 5,5, 5,1, 5,01, 5,001. A que f(x) tende
quando x aproxima-se de 5?

(b) Use teoremas de limite para calcular lim f(x).

x5 o

Solugéao

(a) As Tabelas 1 ¢ 2 ddo os valores de f(x) para valores atribuidos a x. Das ta-
belas, f(x) parece estar se aproximando de 10 & medida que x aproxima-se
de 5.

(b) Aqui temos uma situagdo diferente daquela dos exemplos precedentes. O

2

5 i

x5

Teorema de Limite 9 ndo pode ser aplicado ao quociente X

x* =25 (x—5)(x+5)

x—395 x—35

Se x # 5, o numerador e o denominador podem ser divididos por x — 5
para obtermos x + 5. Lembre-se de que quando calculamos o limite de uma
funcdo, a medida que x aproxima-se de 5, estamos considerando valores de
X proximos a 5 mas no iguais a 5. Portanto, é possivel dividir o numerador
e o denominador por x — 5. A solu¢do toma a seguinte forma:

2
- _ 5
lim x* —25 — lim (x—5(x+5)
x5 X — 5 x5 X — 5
= lim (x + 5)
x5
=10 (T.L. 1

EXEMPLO 5 Dada
(x) = ﬁi
I ="1"3
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Tabela 3
_ax-2
x 90 = ",
3 0,2679
3,5 0,2583
3,9 0,2516
3,99 0,2502
3,999 0,2500
Tabela 4
o = NxX=2
x gx) = ra—
5 0,2361
4,5 0,2426
4,1 0,2485
4,01 0,2498
4,001 0,2500

Limites e Continuidade

(a) Use a calculadora para tabular até quatro casas decimais, os valores de g(x)
quando x for 3, 3,5, 3,9, 3,99, 3,999 e quando x for 5, 4,5, 4,1, 4,01, 4,001.
A que g(x) parece tender quando x aproxima-se de 4?

(b) Determine lim g(x) e, quando aplicavel, indique os teoremas de limite usados.

x—4
Solucdo
(a) As Tabelas 3 e 4 fornecem os valores de g(x) para os valores atribuidos a
x. Pelas tabelas, g(x) parece estar se aproximando de 0,2500, quando x se
aproxima de 4. . ’
(b) Como no Exemplo 4, o Teorema de Limite 9 ndo pode ser aplicado ao

quociente %2—, pois lini (x — 4) = 0. Para simplificar o quociente,

racionalizamos 0o numerador multiplicando o numerador e o denominador
por \/x + 2.

V-2 _(Wx-2Wx+2
Xx=4  (x—4Wx+2
o x=4
(x — Hx +2)

Como estamos calculando o limite da fungio para x tendendo a 4, estamos
considerando valores de x pr6ximos de 4, mas nio iguais a 4. Logo, pode-
mos dividir o numerador € o denominador por x — 4. Portanto

-2 1
x—4 \/; +2
A solugdo é a‘seguinte:
— — N JSx
i YX 2 (X =290 +2)
s X—4 e (x—4Wx +2)
im x —4
x4 (x — H)/x +2)

se x #4

=4 (T.L.9)

- (T.L.2eT.L. 4
lim \/x + lim 2

x—4 x—+4

__ 1 (T.L. 10 e T.L. 2)
Jim x 4+ 2
x—4

1
+2

(T.L. 3)

il
Lol %
=N
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As vezes necessitaremos de duas outras igualdades ‘que s3o equivalentes a
lim f(x) =L

x—a

Elas sdo dadas nos dois teoremas a seguir.

X—a

2.2.11 TEOREMA jlim f(;) = L se e somente se ‘lim Ux) =-L] =0

Prova Dado que o teorema envolve uma condi¢io se e somente se, a demons-
tra¢do requer duas partes. '

Parte I. Prove que lim f(x) = L se lim [f(x) — L} = 0.
Comegamos por lim f(x) substituindo f(x) por [f(x) — L] + L, e entdo

aplicamos o Teorema de Limite 4.

lim f(x) =lim ([ f(x) — L]+ L)

=lim [ f(x) — L] + lim L
=0+ L
=L
Parte 2: Prove que lim f(x) = L somente se lim [f(x) — L] = 0.
" Aqui precisamos mostrar qué se lim f(x) = L, entdo lim [f(x) — L] = 0.
Aplicamos o Teorema de Limite 4 a lim [f(x) — L].
lim [ f(x) — L] = lim f(x) — lim L
=L—-L , .
=0 |
2212 TEOREMA | lim f(x) = L' se ¢ somente se 11“}, fe+ay=0 % 0 TE
x—a : oy K , - . o . #

Prova Sejat + a = x; entdo x — a = . Ha duas partes a serem provadas.
Parte I: Prove que lim f(x) = L se lim f(¢ + a) = L.
X—a t=0

Se lim f(¢t + a) = L, da Definigdo 2.1.1, segue que para todo ¢ > 0 existe

t—0

um § > 0, tal que

se 0<|t|j<d entio |f(t+a)—L|<e (3)
ou, equivalentemente, substituindo ¢+ + @ por x ¢ ¢ por x — a,

se 0<|x—a|<é entdo |f(x)—L|<e .(6)
Da Defini¢do 2.1.1, a afirmativa (6) implica que

lim f(x) = L

x=a

Parte 2: Prove que lim f(x) = L somente se lim f(t + a) = L.
x—-a t-0
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Se lim f(x) = L, entdo, pela Definicdo 2.1.1, para qualquer ¢ > 0 existe

um é > 0, tal que a afirmacgdo (6) seja verdadeira. Substituindo x por ¢ + a
ex — apor t, temos a afirmacio (5). Assim, da Defini¢cdao 2.1.1, podemos con-

cluir que

limf(t+a)=L

t—0

EXERCICIOS 2.2

Nos Exercicios de 1 a 14, ache o limite e, quando aplicdvel, indi-
que os teoremas de limite usados.

1. lim 3x — 7) 2. lim (5x + 2)
x5 A x—+—4
3 lim(x2+2x—1) 4. lim 2x2 — 4x + 5)
x—2 x=3
5. lim (23 + 8) 6. lim (y*—2y2+3y—4)
z—> -2 y=—1
4x — 5 3Ix+4
7. 14 8. I
e Sx—1 o 8x—1
2 -5 2x + 1
9. lim ———— 10. im —————
2316 e T 3514
| 2 4
0. tim [ 12, fim (23X 44
e\ T +3 E x=2 x° +1
2.3 4 / 2
13. lim 3/~ **% 14, lim 522
x=a\ 2x* —x —1 x= =3 - X

Nos Exercicios de 15 a 20, faga o seguinte: (a) Use uma calcula-
dora para tabular, até quatro casas decimais, os valores de f(x)
para os valores fixados dos de x. Do que f(x) parece tender quan-
do x se aproxima de c? (b) Encontre o ){z_{nc f(x) e, quando apli-

cdvel, indique os teoremas de limite usados.

~2
IS S0 = S x €1, 1,5, 1,9, 1,99, 1,999, € x 63, 2.5,
2,1, 2,01, 2,00L; ¢ = 2
2x2 +3x -2
16 f(x) = 52T 0 xe, -3, -2,5, ~2,1, —2,01, — 2,001
x*—6x — 16
e‘xc_é -1, —-1,5, —-1,9, —-1,99, —-1,999; ¢ = -2
x* 4+ 5x.+ 6

1. )= 30 -3,1, —3,01, — 3,001,

-3,0001 e xé -2, —2,5,-2,9,-2,99, —2,999, —2,9999;
c= -3

; xé —4, —3,5,

3
9; xé1, 1,4, 1,49, 1,499, 1,4999 e x é 2,

1,6, 1,51, 1,501, 1,5001; ¢ = <+

3-x

19. f(x) = 9 ; x¢é8,8,5,8,9, 8,99, 8,999 ¢ x ¢ 10, 9,5,

9,1, 9,01, 9,001; ¢ = 9

Ja—x

2 —
20. f(x) = ; xé -1, —0,5, —0,1, —0,01, —0,001
X
exél,0,5 0,001, 0,001; ¢ = 0

2 -
18. f(x):%—

Nos Exercicios de 21 a 39, encontre o limite e, quando aplicdvel,
indique os teoremas de limite usados.

249 . 2225
21. lim X 22. Iim z 5
x-»7 X — z=+ -5 Z
. 4x2 -9 3x — 1
23, 24. lim
x-»l-n;/z 2x + 3 x=1/3 9X2 -1
352 — 85— 16 3x2 — 17x + 20
. lim ————— 26. lim ——————
% 11_1.12 25 —9s + 4 6 ,134x2—25x+36
3 3 _ 1
27, tim 2 +3 28. lim >
-2y +2 s=1 8§ —
2 3
. y-—=9 . 8t° — 27
29. lim P 30. Im [———
y-l.-3 2y2 +Ty+3 1—3/2 4t -9
- Jh+5-2
31 1im‘/; ! 32 lim P27
x=1 X — 1 ho—1 h+1
N -2 oo Rx -1
3. lim YX 22V 34. tim 3
x=0 X x—=1 X — 1
dh+1-1 Lo x3—-x2—x+10
35. lim —— 36 Im ————
k=0 h xm-2 XP43x+2
2x}—x -3
37. lim

-1 X2+ 2x2 4+ 6x 4+ 5
2y — 11y + 10y + 8
38. lim 5
y—a 3y> — 17y% + 16y + 16
39 1i 2x3 —5x2 —2x -3
. lim
-3 4x3 — 1322 4 4x -3

40. Se f(x) = x? + 5x — 3, mostre que lim2 Sx) = fQ2).

41. Se F(x) = 2x3 + 7x — 1, mostre que lim’ F(x) = F(~1).
o -

42. Se g(x) = X2 - 16 mostre que lim g(x) = 8, mas
- € g X - x — 4 ] q X d g 3
que ¢(4) ndo é definida.

43.8e hix) = Y¥ ¥ 9 = 3 nostre que lim h(x) = L,

X x=0
mas que /#(0) ndo estd definida.
44. Dado que f ¢ a fungdo definida por

2x — 1 sex#2
f(x)_{l sex =2

(a) Ache lim2 Sf(x) e mostre que lim2 Jx) # f(Q2). (b) Fagaum
esboco do grafico de f.
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45. Dada a fun¢do f definida por entao
li . =0
1% x2 -9 sex# —3 x‘f: Lf(x) - g(x)]
x) = _
4 sex= -3 (Sugestdo: para provar que lim [f(x) - g(x)] = O precisa-
x—a .

(a) Ache lim jf(.x) emostre que lim f(x) # f(—3). (b) Fa- mos mostrar que para todo ¢ > 0, existe um é > 0 tal que
== x= -3 se0 < |x — a| < 6, entdo |f(x) - g(x)| < e. Primeiro mos-
¢a um esbogo do grifico de f. tre que existe um §, > O tal que se 0 < |x — a| < §,, en-
46. Use a Definicdo 2.1.1 para provar que se tio |f(x)| < 1 + |L|, aplicando a Defini¢do 2.1.1 ao

. lim f(x) = Lcome =1eé = §,, entdo a desigual-
limfe)=L e limg0)=M x_,af(-) € € 1» entdo use a desigu

x-a x=a dade triangular. Mostre entdo que existe um 6, > 0 tal que
se 0 < |x — a| < &,, entdo |g(x)| < e¢/(1.+ |L|) apli-

entgo cando a Defini¢do 2.1.1 a }1_{1}‘ g(x) = 0. Tomando § como

lim[f(x) —g(x)]=L—-M o ‘menor dos dois nimeros &, € §,, 0 teorema est4 provado.)

Xx—=a

47. Prove o Teorema de Limite 5 aplicando o Teorema de Limi- 50, Prove o Teorema de Limite 6: Se lim f(x) = Lelim g(x) =
X—=a

te 4 e usando inducdo matematica. = M, entdo x—a
48. Prove o Teorema de Limite 7 aplicando o Teorema de Limi- .
. =L-M
te 6 ¢ usando indu¢io matematica. }:E /) - 9]
49. Use a Defini¢cao 2.1.1 para provar que se (Sugestdo: escreva f(x) - g(x) = [f(x) — L]g(x) + Lig(x) -
limfix)=L e limg(x)=0 = M] + L - M. Aplique o Teorema de Limite 5, e o resulta-
x-a x=a do do Exercicio 49.)

2.3 LIMITES LATERAIS Quando consideramos lim f(x), estamos interessados em valores de x no intervalo

aberto contendo @, mas ndo no proprio a, isto é, em valores de x préximos a
a, maiores ou menores do que a. Mas, suponha que tenhamos a fun¢io f como
por exemplo, f(x) = v/x — 4. Como f(x) ndo existe para x < 4, f ndo esta
definida em nenhum intervalo aberto contendo 4. Logo, lim +x — 4

x—4
ndo tem significado. No entanto, se x estiver restrito a valores maiores do que
4, o valor de \/x — 4 podera se tornar tdo préximo de zero quanto desejarmos,
tomando x suficientemente préximo de 4, mas maior do que 4. Em tal caso,
deixamos x aproximar-se de 4 pela direita e consideramos o limite lateral direi-
to ou o limite direito, que serd definido agora.

2.3.1 DEFINICAO | Seja fuma fungdo que estd definida em todos os niimeros dé algum intervalo |
aberto (a, c¢). Entdo, o limite de f(x) quando x tende a g pela direita é L, e es-
crevemos '

lim f(x) = L

se, para todo € > 0, existir um § > 0 tal que

se0 < x —a<dentdo |f(x) — L| < e

Note que na afirmativa precedente ndo existem barras de valor absoluto em
torno de x — a, pois x — a > 0, uma vez que x > a.

Segue, da Definigdo 2.3.1, que

lim /x—-4=0

x—4+

Se, ao considerarmos o limite de uma fungéo, a variavel independente.x esti-
ver restrita a valores menores do que um nimero a, dizemos que x tende a a
pela esquerda; o limite é chamado, entdo, de limite lateral esquerdo ou limite
esquerdo.
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Seja f uma fung¢do definida em todos os niimeros de algum intervalo aberto
(d, a). Entdo, o limite de f(x) quando x tende a a pela esquerda é L, e escrevemos

lim f(x) =

se, para todo ¢ > 0, existir um & > 0 tal que

se0 <a—-x<édentdo [flx) - L| <e

Podemos nos referir ao 11m Sf(x) como o limite bilateral, para distingui-lo
dos limites laterais.

Os Teoremas de Limite de la 10 dados na Seccao 2.2, permanecem validos
quando trocamos ‘‘x — a@’’ por ‘“x - a*’’ ou “x - a~’.

EXEMPLO 1 A funcio sinal é definida por
—1 sex<O0
sgn x = 0 sex=0
1 se0<x

Signum € a palavra em latim para sinal.
(a) Faga um esbogo do gréfico dessa fungdo. (b) Determine lim sgn x e

lim sgn x, se existirem. *-0"
x 0%
. Solugdo
(a) Um esbogo do grafico aparece na Figura 1.
(b)Comosgnx = —1sex < Oesgnx = 1sex > 0, temos
lim sgnx = lim (—1) lim sgn x = lim 1
x=0~ x—0" x—0+ x>0+
=—1 =1

No Exemplo 1, lim sgn x # lim sgn x. Como os limites & esquerda e

X0 x -0t
direita ndo sdo iguais, o limite bilateral ndo existe. O fato de a desigualdade
dos limites laterais implicar a inexisténcia do limite bilateral serd objeto do pro-
ximo teorema.

11m f(x) existe e sera igual a L se e somente se lim f(x) e 11m Sf(x) existirem

x—=a” x-at

¢ forem iguais a L.

A prova do Teorema 2.3.3 serd deixada como exercicio (veja o Exercicio 34).

» ILUSTRACAO 1 Um atacadista vende um produto por quilo (ou fragdo de
quilo); se forem pedidos ndo mais de 10 quilos, o atacadista cobrard $ 1 por
quilo. No entanto, para incentivar pedidos maiores, ele cobra $ 0,90 por quilo,
se mais do que 10 quilos forem comprados. Assim, se x quilos do produto forem
comprados e C(x) for o custo total do pedido, entdo

x se0) <x <10
C =
) {O,Qx se 10 < x
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Um esbogo do gréafico de C esta na Figura 2. Observe que C(x) foi obtido da
igualdade C(x) = x quando 0 < x < 10 e da igualdade C(x) = 0,9x quando
10 < x. Devido a essa situagdo, ao considerar o limite de C(x) para x tendendo
a 10, precisamos distinguir entre o limite lateral esquerdo e o limite lateral di-
reito em 10. Para a fun¢do C, temos

lim C(x)= lm x lim C(x)= lim 0,9x

x—10- x=10- x=10+ x—=10*
=10 =9
Como lim C(x) # lim C(x), concluimos pelo Teorema 2.3.3 que lim C(x)
Cx—= 107 x - 10% x> 10

nao existe. Observe na Figura 2 que em x = 10 hd uma quebra no grafico da
fungdo C. Vamos retornar a essa fungdo na Seccdo 2.6. |

EXEMPLO 2 Seja g definida por
_flx| sex#0
glx) = {2 sex=20

(a) Faga um esbogo do grafico de g. (b) Ache lim g(x), se existir.
x-0

Solugdo
(a) Um esbogo do grafico estd na Figura 3.
(b) lim g(x) = lim (—x) lim g(x) = lim x

x—=0~ x—=0" x=0+ x—0+

Como lim g(x) = lim g(x), segue do Teorema 2.3.3 que lim g(x) existe

x-0" x - 0* x-0

e é igual a zero.

Observe no Exemplo 2 que g(0) = 2, o que ndo afeta lim g(x). Observe tam-

x—-0

bém que ha uma quebra no grafico de gem x = 0.

EXEMPLO 3 Seja & definida por

4—x? sex<1
h(x)_{2+x2 sel <x

(a) Faga um esbogo do grafico de 4. (b) Ache cada um dos seguintes limites,
se existirem: lim A(x), lim A(x) e lim A(x).
x-1- x 1% x—1
Solugdo
(@) Um esbogo do grafico estd na Figura 4.
(b) lim h(x)= lim (4 — x?) lim h(x) = lim (2 + x?)

x—=1- x=1- x—1+ x=1*
=3 =3
Como lim A(x) = lim A(x)e ambos sdo iguais a 3, segue do Teorema 2.3.3
x—1- x—=1*

que lim A(x) = 3.

x-1
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EXEMPLO 4 Seja f definida por

x+5 sex < —3
JxX) =49 —x* se —3<x<3
3—x se3 <x
(a) Faca um esbogo do grafico de f. (b) Ache, se existirem, cada um dos seguin-
tes limites: lim f(x), lim f(x), lim f(x), lir;l Sx), lirgl fx), lin; J(x).
x==3- x— -3+ x— -3 x=3~ x—=3+ x—
Solugdo
(a) Um esbogo do grafico de f estd na Figura 5.
(b) lim f(x}= lim (x+5) lim f(x)= lim /9 —x2?
x——-3" x—=+—-3" x=+-3* x—=+—-3*

4 Como lim f(x) # lim f(x), entdo lim f(x) ndo existe.
3+

xX—- -3~ X = - X— -3
/f: lim f(x) = lim /9 — x? lim f(x) = lim (3 — x)
|1 1 |l L] | x=3- x—=3- x—3* x—=+3+

L
-3 ol 3\ g =0 =0
‘ B Como lim f(x) # lim f(x), entdo lim f(x) ndo existe.
FIGURA 5 ) x -3 x = 3% X3

EXERCICIOS 2.3

Nos Exercicios de 1 a 22, faga um esbogo do grdfico e ache o B} = 2x+1 sex<3
limite indicado, se existir; se ndo existir, indique a razdo disto. (x) = 10— x se3 <x
2 sex<1 (a) lim h(x); (b) lim h(x); (c) lim h(x)
x=+3+ x=3- x—3
1.f(x)={—1 sex=1 2r+3 ser<l1
o3 sel<x . 7. 9 =142 ser=1
(a) llr:{ J(x); (b) llr:l Sx) (©) hn} J(x) 7% sel<r
—2 sex<0 (a) ljrfl g(r); (b) llrfl g(r); () 111111 g9(r)
2. f(x)= r "
2 se0 <x 34+12 set< =2
(@) Iim f(x); (b) lim f(x); (c) lim f(x) 8. g(t)=<0 set=—2
x—0* x—=0- x=0
4 < 4 11 —¢2 se -2 <t
t+4 set < —
. f(t) = i ; li b); li t
3. f@) {4-: se —4 < ¢ @ lim gty (b) lim g(t);(c) lim ¢(1)
(@ lim f(t); (b) lim f(); (c) lim f(r) x2—4 sex<?2
o4t =4 e 9. f(x) =44 sex =2
s+3 ses -2 42
4. g(s)={3 5 4 X se2 < x
TS se=i<s (@) lim f(x); (b) lim f(x); (c) lim f(x)
(@) lim g(s); (b) lm g(s); (c) lim g(s) X2t x=2° x=2
s>-2+ s=-2- s=-2 2x+3 sex<1
x? sex <2 10. f(x)={4 sex =1
5. F(x) =
&) {8—2): se2<x X +2 sel<x

(@) lim F(x); (b) lim F(x); (c) lim F(x) (@) lim f(x); (b) lim f(x); (c) lim f(x)
x—=2* x—2- x=2 x=1* x=+1- x=—1
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11. F(x)=|x — 5]
(a) lim F(x);, (b) llm F(x); (c) hm F(x)
x5+
12. f(x) =3+ |2x — |
(@) lim f(x); (b) lim f(x); (c) lim f(x)
x—-2* x—=2" x—2

13. G(x) =2x — 3| - 4
(@ lim G(x) (b) hm G(x); (c) lim G{x)
x—3/2% x—3/2
[x —1] sex< —1
14. F(x) = sex=—1

|1 - x| se —1<x
(a) lim F(x); (b) lim F(x);(c) lim F(x)
x—=-1*

x=~+-1- x—=~-1

15. f(x) = ﬂ

X
(@) lim f(x); (b) lim f(x); (c) lim f(x)
x=-+0* x—=0"~ x—0

16. S(x) = [sgn x| (sgn x é definido no Exemplo 1)
(@) llm S(x); (b) llm S(x); (c) lim S(x)

x—+0
2 sex<—2
17. f(x) =<V4—x? se —2 <x <2

-2 se2 < x
(@ lm f(x); () lim f(x); (c) lim f(x); (d) lim f(x);
x— -2+ x—= -2 x-2"

x==-2"

(€) lim f(x); (f) lim f(x)
x=+2* x—2

x+1 sex< —1
18. f(x)={x2 se —1 €x <1

2—x sel<x

(@ lim f(x); (b) llm  J6) (© lim f(x); (d) llm_ Jx)

x—=-=1-

(¢) lim f(x), (F) llm f(X)

x—=1*
‘ Yt set<0
1. f= {\/; se0 <t
(@) lim f(z); (b) lim f(z); (c) lim f{(t)
t—=+0* =0~ 10

Y—x sex <0
20. gl = {{/; se0 < x

(a) lim g(x); (b) lim g(x); () lim g(x)
x=0* x—0" x—+0

Vx?—9 sex -3
V9 — x? se —3<x<3
Vx2~9 se3 <x

(@) lim F(x); (b) llm F(x) (¢) lim F(x); (d) lim F(x),

x—+-3" x—=-3 x=3-

(e) lim F(x); (f) lim F(x)
x—+3+ x—3

Yt+1 set g =1
22. G(t) =41 —-1? se —1<t<1
Yt—1 sel <t

x=-1

21. F(x) =

77

(@ lim G(t); (b)

t=-1-

lim G(¢); (c) lim G(t) (d) lim G();

to -1+ =1

(e) lim G(¢); (f) lim G(2)
[l t—1

t~—1

23. F(x) = x —2 sgn x, onde sgn x esta definido ﬁo Exemplo 1.
Ache, se existirem: (a) lim F(x); (b) 11m F(x); (c) lim F(x).

x—=0* x=0
24. h(x) = sgnx — U(x), onde sgn x esta deflmdo no Exemplo
1 e U é uma fungdo escada definida por

0 sex<0
U =
) {1 se0 <x

Ache, se existirem: (a) lim h(x); (b) hm h(x); (c) hm h(x).

x>0+

25. Ache, se existirem: (a) lim [x]; (b) hm [x]; (< llm [x3-
x—=2* x—2" x—2
26. Ache, se existirem: (a) lim [x — 3[; (b) lim [x — 3];
x—+4+ x4
(¢) lim [x — 3].

x—4
27. Seja h(x) = (x — 1) sgn x. Faga um esbogo do grafico de A.
Ache, se existirem: (a) lim h(x); (b) lim h(x); (c) lim h(x).
x—0* x—=+0" x—0

28. Seja G(x) = | x] + [4 — x]. Faca um esbogo do grafico de G.
Ache, se existirem: (a) lim G(x); (b) Ilm G(x); (¢) hm G(x).

x—+3*
3x+2 sex<4

29. Dad =
ace f(x) {5x+k sed <x
o qual lim4 f(x) existe.
X -

}. Ache o valor de & para

x2+k se—1<x
o qual liml f(x) existe.
g

k _ .
30. Dada f(x) = { x—3 sex< 1} Ache o valor de k para

x? sex € —2
ax + b se —2 < x < 2p. Ache os valores de

2x — 6 se2 <x
a e b, tais que Iimzf(x) e lim2 Sf(x) ambos existam.

31. Dada f(x) =

2x —a sex< -3
32. Dada f(x) =<ax + 2b se —3 <x <3}.Ache os valores de
b—5x sel3«<x

lim f(x)e 11m Jfx).

x— -3

a e b, tais que existam os limites:

. —1 sex <0
33.Sejaf(x)={ 1 se0<x

porém ]in}) |f¢G)| ndo existe.
X =

}. Mostre que lirr}) f(x) existe,
x—

34. Prove o Teorema 2.3.3.

35. As taxas para despachar cargas por navio sdo freqiientemente
baseadas em férmulas que oferecem um prego menor por qui-
lo quando o tamanho da carga é maior. Suponha que x qui-
los sejam o peso de uma carga, C(x) seja o seu custo total e

0,80x se0{x <50
C(x) =40,70x se 50 < x <200
0,65x se200 < x
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(a) Faga um esbogo do grafico de C. Ache cada um dos se- (b) Mostre que linll g(x) e lim g(x) ambos existem, mas
X = 1" x -1t

guintes limites: (b) lim C(x); (c)

x=+50"

d) lim C(x); (€ lim C(x).

x=200~ x=200+

36. Dada f(x) = {

lim C(x);
x—+ 50+

x2+3 sex<1

e g(x)={

nido sdo iguais e, portanto, lim g(x) ndo existe.
x—1
(c) Ache férmulas para f(x) - g(x).
x? sex <1 . .
(d) Prove que llml Lf(x) - g(x)] existe mostrando que
X =

x+1 sel<x 2 sel<x
() Mostre que lim_f(x) e lim_f(x) ambos existem, mas li’f‘_ [fx)- g(x)] = ‘il?* [f(x) - g(x)]-
S X = 17 x=1t x= x—

ndo sdo iguais e, portanto, lim f(x) ndo existe.
x=1

2.4 LIMITES INFINITOS  Nesta sec¢do discutiremos fungdes cujos valores aumentam ou diminuem sem

Tabela 1
-3
x Jx) = o= 2
3 3
2,5 12
2,25 48
2,1 300
2,01 30.000
2,001 3.000.000
Tabela 2
_ 3
x Jx) =2
1 3
1,5 12
1,75 48
1,9 300
1,99 30.000
1,999 3.000.000

Vo

0]
FIGURA 1

N e e e

=

limitagdo, quando a variavel independente aproxima-se cada vez mais de um
numero fixo. Primeiro consideraremos a fung¢do definida por

3

1) =
O dominio de f é o conjunto de todos os nimeros reais exceto 2 e a imagem
€ o conjunto de todos os numeros positivos. Vamos pesquisar os valores fun-
cionais de f quando x estd préximo de 2. Fagamos x aproximar-se de 2 pela
direita; seja x 3, 2,5, 2,25, 2,1, 2,01 e 2,001 e usamos uma calculadora para
calcular os valores correspondentes de f(x) mostrados na Tabela 1. Dessa tabe-
la vocé vé intuitivamente que & medida que x se aproxima de 2 por valores maiores
do que 2, f(x) cresce indefinidamente. Em outras palavras, podemos tornar f(x)
maior do que qualquer nimero positivo prefixado (isto é, f(x) pode se tornar
tdo grande quanto desejarmos) para todos os valores de x suficientemente pro-
ximos de 2 e x maior do que 2.

Para indicar que f(x) cresce indefinidamente quando x tende a 2 por valores
maiores do que 2, escrevemos

Jm o

Facamos agora x aproximar-se de 2 pela esquerda; consideraremos os valo-
res de xiguaisa 1, 1,5, 1,75, 1,9, 1,99 ¢ 1,999 ¢ usaremos uma calculadora para
obter os valores correspondentes de f(x) que aparecem na Tabela 2. Vocé vé
intuitivamente, dessa tabela, que a medida que x aproxima-se de 2 por valores
menores do que 2, f(x) cresce sem limites e escrevemos

+ o0

lim + 0

em2-(x — 22
Assim sendo, quando x tende a 2 pela direita ou pela esquerda, f(x) cresce sem
limites e escrevemos

lim

M a—2r T®

Dos dados apresentados nas Tabelas 1 e 2 obtemos o esbogo do grifico de
S mostrado na Figura 1. Observe que ambos os ‘‘ramos’’ da curva aproximam-
se da reta pontilhada x = 2, quando x cresce indefinidamente. Essa reta ponti-
lhada é chamada de assintota vertical e sera definida mais adiante, nesta secgéo.

Apresentaremos agora a defini¢do formal de valores funcionais que crescem
indefinidamente.
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Seja f uma fungdo definida em todo numero de um intervalo aberto I contendo
a, exceto possivelmente no préprio a. Quando x tende a a, f(x) cresce indefini-
damente ¢ escrevemos ‘

lim f(x) =

se para qualquer nimero N > 0, existir um & > 0 tal que

1

se 0 < |x — a] < §entdo f(x) > N

Outra maneira de dar a Definicdo 2.4.1 é a seguinte: ‘‘Os valores funcionais
de f(x) crescem indefinidamente quando x tende a um numero a, se f(x) puder
se tornar tdo grande quanto desejarmos (isto €, maior do que qualquer nimero
positivo N) para todos os valores de x suficientemente préximos de ¢, mas nio
iguais a a.”

Devemos enfatizar novamente que + « ndo é o simbolo de um nimero real;
logo, ao escrevermos lim Sf(x) = + o, isto ndo tem o0 mesmo significado que
lim f(x) = L, onde L ¢ um nimero real A igualdade (1) pode ser lida como

X—a
‘“‘o limite de f(x) quando x tende a g é mﬁmto positivo’’. Em tal caso, o limite
néo existe, mas o simbolo + co indica 0 comportamento dos valores.funcionais
JS(x) quando x aproxima-se cada vez mais de a.
Analogamente, podemos indicar o comportamento de uma fung¢éo cujos va-
lores funcionais decrescem indefinidamente. Para tanto, consideremos a fun-
¢do g definida pela igualdade

-3
glx) = e
Um esbogo do grafico dessa fungdo estd na Figura 2.
Os valores funcionais dados por g(x) = —3/(x — 2)? sdo os negativos dos

valores dados por f(x) = 3/(x — 2)*. Assim, para a fun¢do g, quando x tende
a 2, pela direita ou pela esquerda, g(x) decresce indefinidamente e escrevemos

i = —
o2 ®

Seja f uma fungdo definida em todo niimero de algum intervalo I contendo a, -
exceto possivelmente no proprio a. Quando x tende a a, f(x) decresce indefini-

' damente ¢ escrevemos

lim f(x) = -
X—=a
se para todo numero N < 0, existir um § > 0 tal que

se0 < |x — a] < §entdo f(x) < N

Nota: A igualdade (2) pode ser lida como ““o limite de f(x) quando x tende
a a ¢ infinito negativo’’, observando novamente que o limite ndo existe € que
o simbolo — e indica somente o comportamento dos valores funcionais quan-

~ do x tende a a.

Podemos considerar limites laterais “infinitos”. Especificando, hm JX) = + oo,

X-—oﬂ

se f estiver definida em todo nimero de algum intervalo aberto (a, ¢) e se para -
todo nimero N > 0 existir em § > 0 tal que

se0 < x —a< bentdo f(x) > N
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Defini¢cdes andlogas podem ser dadas para lim f(x) = + o, lim+ f(x) = —c0

X—4a X=—a

e lim f(x) = —,

x~a"
Suponha, agora, que 4 seja a fungdo definida pela igualdade

2x
x—1

h(x) = G3)

Um esbogo do grafico dessa fungio estd na Figura 3. Observando as Figuras
1, 2 e 3, note a diferenca entre 0 comportamento da func¢io cujo gréfico estd
esbogado na Figura 3 e o das fungbes das duas outras figuras. Observe que

lim -2 = —w )
x—*l‘x—l
. X
xl_l.lgx—l = + 0 5)

Isto ¢, para a fungdo definida por (3), 2 medida que x se aproxima de 1 por
valores menores do.que 1, a fungdo decresce indefinidamente e, & medida que
x se aproxima de 1 por valores maiores do que 1, os valores funcionais crescem
indefinidamente.

Antes de dar alguns e)iemplos, precisamos de dois teoremas que tratam de
limites ‘‘infinitos”’.

Se r for um inteiro positivo qualquer, entdo

- 1
O lim =+
Gi) lim _17 _ i— o se r for 1{1_1par}
xa0” XU + o se r for par

Prova Vamos demonstrar a parte (i). A prova da parte (ii) é anédloga e sera dei-
xada como exercicio (veja o Exercicio 45). Precisamos mostrar que para todo
N > 0 existe um 6 > 0 tal que

1
se 0<x<d entdo ;>N
ou, equivalentemente, como x > 0 e N > 0,

1
se 0<x<éd entdo x’<N

ou, equivalentemente, como r > 0,

1/r
se 0<x<d entdo x<(i>
N
A afirmativa acima € vélida se § = <%>m. Assim sendo, quando § = (%)m

1
se 0<x<d entdo —=>N [ ]
X
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» ILUSTRACAO 1 Do Teorema de Limite 11(i) segue que

.1 ' o1
lim = +0 e lim — =+
x=0+ X x-0+ X
Do Teorema de Limite 11(ii)

. 1 . ) 1
lim = -0 € Im — =+ ) <
x—-0- X x—=0" X

O Teorema de Limite 12, a seguir, trata do limite de uma fung¢do racional
para a qual o limite do denominador ¢ 0 e o limite do numerador é uma cons-
tante ndo-nula. Tal situa¢do ocorre em (4) e (5).

-Se-a for um numero real qualquer e se lim :f(x) = 0elimg(x) = c,ondecé
X a X—=a

uma constante ndo-nula, entdo

@sec>0esef(x)-0 por valores positivos de f(x)

L9 _
})1(12 S e

:(ii) se ¢ > 0 e se f(x) » 0 por valores negativos de f(x), -

lim 28 - s

xve f(x) T
(iii) se.c. < O e se f(x).— 0 pof valores positivos de f1 (x),_
lim 4% - _
x~a f(x)
(iv)sec < Oese J(x) - 0 por valores negativos de f(x),

lim 2. — 4 .
e f(%) ® i

O teorema também serd valido se ““x — a’’ for substituido por “x — a*’>’ ou
13 —933
x> a . :

Prova Provaremos a parte (i) e deixaremos as demonstracdes das outras par-
tes como exercicios (veja os Exercicios 46-48).
Para provar que.

. g(x)
lim=—= 4+
x—a f(X)
precisamos mostrar que para todo N > 0 existe um § > 0 tal que
se 0<|x—al < entdo M>N (6)
Sfx)
Como lim g(x) = ¢ > 0, tomando ¢ = 4c na Defini¢do 2.1.1, segue que

existe um &, > 0 tal que

se 0<|x—al <8, entdo |g(x)— | <ic
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Aplicando o Teorema 1.1.10 a desigualdade da pagina anterior, segue que exis-
te um 8, > 0 tal que

se 0<|x—al<d, entdo —jc<g(x)—c<ic
< se 0<{x—a|<d, entio jc<g(x)<3c
Assim, existe um &, > 0 tal que
se 0<|x—a|l<d, entdo g(x)> 3¢ (7
Agora, lim f(x) = 0. Assim, para todo ¢ > 0 existe um §, > 0 tal que
se 0<|x—al<é, entdo |f(x)|<e

Como f(x) estd se aproximando de zero por valores positivos de f(x), as barras
de valor absoluto em f(x) podem ser removidas; assim, para todo ¢ > 0 existe
um §, > 0 tal que

se 0<|x—al<d, entdo 0< f(x)<e 8)

Das afirmagdes (7) e (8), podemos concluir que para todo ¢ > 0 existe um
8, > 0 eum §, > 0 tal que

* L gx) _ 3¢
se O0<|x—al<é e O<ix—a|<éd, entdo —r>=—
| | 1 | | 2 f(X) €
Logo, se ¢ = ¢/(2N) e 6 = min(§,, §,) entdo
. | g e
se 0<|x—a|<é entdo =—— > =
| | f(x) ~ ¢/2N)
que é a afirmativa (6). Assim sendo, a parte (i) estd provada. [ ]

Aplicando o Teorema de Limite 12, podemos freqiientemente obter uma in-
dicacio de que o resultado serd + o ou — o, tomando um valor adequado de
x préximo de a para nos assegurarmos de que o quociente é positivo ou negati-
vo, conforme mostra a ilustragdo a seguir.

» ILUSTRACAO 2 Em (4) tinhamos

. 2x
lim
x=1- x - 1

O Teorema de Limite 12 é aplicdvel, pois lim 2x = 2e lim (x — 1) = 0.

x=1" x=1"
Queremos determinar se temos + o ou — . Como x — 1-, vamos tomar um
valor de x préximo e menor do que 1; por exemplo, seja x = 0,9. Entdo
2x 2(0,9) 2x
= <>
x—1 09-1 x—1

= —18

O quociente negativo leva-nos a suspeitar que

. 2x
lim = —
x—=1- X —

Esse resultado segue da parte (ii) do Teorema de Limite 12, pois quando x - 1-,
x — 1 esta tendendo a 0 por valores negativos.
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Para o limite em (5), como x =1+, vamos tomar x = 1,1. Entdo

2x  2(1,1) 2x

ol 11-1 Z o1 2

Como o quociente é positivo, suspeitamos que

. 2x
lim = 4+ 00

x=-1+ X —

Esse resultado segue da parte (i) do Teorema de Limite 12, pois quando
x— 1+, x — 1 esta tendendo a 0 por valores positivos. |

Ao usar o procedimento descrito na Hustragio 2, certifique-se de que os va-
lores escolhidos de x estejam suficientemente préximos de g para obter o verda-

deiro comportamento do quociente. Por exemplo, ao calcular lim o T
x-1" -

valor de x escolhido deve ser ndo somente menor do que 1, mas também maior
do que 0.

EXEMPLO 1 Ache

. x2+x+2 . x2+x+2
() lll’;l+ x2—2x—3 () hr;?— x2—2x—3
‘Solugido
@ fim x2+x+2 ) x2+x+2

o X2 —2x 3 =3k + 1)
O limite do numerador ¢é 14, o que pode ser facilmente verificado.
lim (x —3)(x + 1)= lim (x —3)- lim (x + 1)
x—=+3+

x—=3+ x—3+
=0-4
=0

O limite do denominador é 0 e ele est4a tendendo a 0. por valores positivos.
Entdo, do Teorema de Limite 12(i),

lim iﬂz___H,o

xm3+ X2 —2x—3

X2+ x+2 ) x2+x+2
(b) lim = FXT2 _ iy

w3- X2 —=2x =3 ,o3-(x—=3)(x+ 1)
Como na parte (a), o limite do numerador ¢ 14.

lim (x - 3)(x+ 1) = lim (x —3)* lim (x + 1)
x—=+3" x—=3- x=3"
=0-4
=0
Nesse caso, o limite do denominador é 0, mas ele est4 tendendo a O por valo-
res negativos. Do Teorema de Limite 12(ii),

Lo X2+ x+2
lim =

—_— = — 0
x-.3-x2—2X—3
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EXEMPLO 2 Ache

4 i

@ I Soy ® i
Solugdo

(a) Como x - 2%, x — 2> 0;entdo x — 2 = /(x — 2)>. Logo,
_ fim VX242

lim Vxt2

x=2+ \fx — 2

O limite do numerador é 2. O limite do denominador & 0 ¢ ele estd tendendo
a 0 por valores positivos. Logo, do Teorema de Limite 12(i), segue que

. Axt—4
Iim —— = 4+
x—=2* X—'2 .

(b) Como x - 27, x — 2 < 0; entdo x — 2 = —/(2 — x)%. Logo,
rp—— I
lim —--——: X gim Y2ZXV2EX

x—=2" 2 x=2- — 2—x\/2—x
— lim V2Hx

xv2" —/2 —x

O limite do numerador é 2. O limite do denominador é 0 e ele estd tendendo
a 0 por valores negativos. Logo, pelo Teorema de Limite 12(ii),
V4 — x?

lim — = —w
x—2- x—2

EXEMPLO3  Ache
fim 1= 4

x=a- X —4

Solugéo lim [x] = 3. Logo, lim ([x] — 4) = 1. Além disso,
x—4" x—4"
lim (x — 4) = 0ex — 4tende a 0 por valores negativos. Assim, do Teorema de

x4

Limite 12(iv),

fim DI=4 _

x=4- X "‘4

+
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Lembre-se de que como + o e — o nio sio simbolos de niimeros reais, os
Teoremas de Limite 1 — 10 da Secgdo 2.2 ndo sdo validos para limites ““infini-
tos”’. Mas existem propriedades referentes a tais limites, que serdo dadas a se-
guir. As demonstrac()es serdo deixadas como exercicios (veja os Exercicios 49-51).

.

(@) se lim f xX) = +e hm g(x) =c, onde céuma constante qualquer, entdo

tim [f(x) + g(x)] =

(ii) se 11m f(x) = —oe hm g(x) = ¢, ondec e uma constante qualquer entao
lim [f(x) + g(x)l

O teorema continua valido se “x — a’* for substituido por “x > a*” ou
“x->a-”.

= . 1 . 1 1
> ILUSTRACAO 3 C 1 = = —
c omp;rg r— +oc>exl_1.r§1+ ~ + 2 4,segue
do Teorema 2.4.5(i) que
lim 1 + ! = 4+ |
o2t | x=2 x+2| @® .

Se lim f(x) = +e ¢ lim g(x) = c, onde ¢ & uma constante ndo-nula, entdo’
() se ¢ >0, lim f(x) - g(x) = +, '
i) se ¢ < 0, lim Sx) - g(x) = —oco.

O teorema contmua véhdo se “x —» a” for; substxtuldo por ‘“‘x —» a*”’ ou”
“x->a-”,

> ILUSTRACAO 4

m-———=+00 e limx+4— 7
x"3(x_3)2— x—>3x—4—
Logo, pelo Teorema 2.4.6 (ii),
5 x+4 .
lim| — - | = = <
,’l’;[(x—w x—4] ®
Se limf(x) -0 e hm g(x) = ¢, onde ¢ é uma constante nao-nula, entdo

(i)sec >0, hm f(x) glx) =
(iiysec < 0, lll’l’: J&x) - gx) =

O teorema permanecerd valido se ‘““x — @’’ for substituido por “x—>a*’ ou
“Xx—-a . :

ILUSTRAGAO 5 No Exemplo 2(b) mostramos que

im YA X _
x—+2- x_2 - ©
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Além disso
fim 2=~ !
x—=2" X + 2 - 4

Assim, do Teorema 2.4.7 (ii), segue que

/4 — x2 —
lim [_4_"_" 3]=+°°

x—2 x+4+2 <

x—=+2"

Os limites infinitos sdo aplicados para encontrarmos assintotas verticais de
um grafico, se elas existirem. Veja a Figura 4 que mostra um esbogo do gréfico
da fung¢do definida por

16 = = o)

Qualquer reta paralela e acima do eixo x interceptard esse grafico em dois pon-
tos: um ponto a esquerda da reta x = a e outro a sua direita. Assim, para todo
k > 0, ndo importa quéo grande, a reta y = k interceptard o grafico de fem
dois pontos; a distincia desses pontos a reta x = a torna-se cada vez menor,
a medida que k é tomado cada vez maior. A reta x = a é chamada de assintota
vertical do gréfico de f.

A reta x = a sera uma assintota vertical do grafico da fung¢éo f, se pelo menos
uma das afirmativas for verdadeira:

@ lim f() = +oo

(i) lm f(x) = —oo
(i) lim f(x) = +o
(iv) Iim f(x) = -

X—-a

» ILUSTRACAO 6 Cada uma das Figuras de 5 a 8 mostra parte do grafico de
uma fungdo para a qual a reta x = @ é uma assintota vertical. Na Figura 5 a
parte (i) da Definigdo 2.4.8 se aplica; na Figura 6 aplica-se a parte (ii) e nas

Figuras 7 e 8 aplicam-se as partes (iii) e (iv), respectivamente. <
y
x=a x=a o 1 >x
| | ~ |
! | |
i ! |
| : |
| I’ :
| | [
| ! |
| ! I
! i
| : |
lim f(x)=+% lim f(x)=—= \
X—a X—a ]

FIGURA 7 FIGURA 8 FIGURA 9
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Para a fung¢édo definida por (9), ambas as partes (i) e (iii) da definicdo acima
sdo verdadeiras. Veja a Figura 4 se g for a fun¢do definida por

1
glx) = —

(x —a)?

entdo ambas as partes (ii) e (iv) serdo verdadeiras e a reta x = a sera uma assin-
tota vertical do grafico de g. Isso é ilustrado pela Figura 9.

EXEMPLO 4
¢ao definida

fo) = ——

Solugdo

FIGURA 10

+ o0

Ache a assintota vertical e fagca um esbog¢o do grafico da fun-

lim = —

x_.3—x—-3

Segue, da Defini¢do 2.4.8, que a reta x = 3 é uma assintota vertlcal do gréafico
de f, cujo esbogo estd na Figura 10.

EXERCICIOS 2.4

Nos Exercicios de 1 a 12, faca o seguinte: (a) use uma calcula-
dora para tabular valores de f(x) para valores fixados de x e, a
partir deles, faca uma afirmagdo a respeito do comportamento
evidente de f(x). (b) Ache o limite indicado.

1
L (a) f() = —=1x €6, 5,5, 5,1, 5,01, 5,001, 5,0001;

(b) lim

x5+ X —

1
2 (@) f(x) = -5 x 6 4, 4,5, 4,9, 4,99, 4,999, 4,9999;

(b) lim
x5 X —
‘ 1
3. (a) f(x)= - 5)2,xé6 5,5, 5,1, 5,01, 5,001, 5,0001 e x
é4,4,5, 49, 4,99, 4,999, 4,9999; (b) lim —— !

x—+5 ( - 5)2
x+2
4. (a) f(x) = m; x¢é0,0,5 0,9, 0,99, 0,999, 0,9999;

(b) lim x+2

x=1- 1-

5. (@) f(9) =

2;xé2, 1,5, 1,1, 1,01, 1,001, 1,0001;

(b) lim + 2

x=1+ 1 - X

2
6. (a) f(x) = +1}2, x 0, 0,5,-0,9, 0,99, 0,999, 0,9999 e x é
X +2
2, 1,5, 1,1, 1,01, 1,001, 1,0001; (b) li lm—2
x=1(x—1)
x—2 ,
7. @) fx)=—— x é 0,/ -0,5,] -0,9,] -0,99, —0,999,
x+1
-2
-0,9999; (b) i —_—
( ) x—;linp x+1
x—2
8 () fx)=——; x é -2, —1,5, -1,1, —-1,01, -1,001,
x+1
x—2
—1,0001; (b) lim
( ) x*l—l' + 1
9. (a) f(x) = +4, x é -5, —4,5, 1, —4,01, —4,001,
—4,0001; (b) lim ——
x——4- 4
10. (a) f(x) = ;i—‘;; x€5,4,5, 4,1, 4,01, 4,001, 4,0001;
(b) lim
x=4+ X —
4x -
ll' (a) f(x)=m; X:e —41 _3!5, —3s1’ _3,01, _3,001,
3,0001; () lim —
. x=—-3" — X
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. 4 2
12. (a) f(x) = 5_"—){,; x é4, 3,5, 3,1, 3,01, 3,001, 3,0001;
4x2
2

(b) lim

x—+3*

Nos Exercicios de 13 a 32, ache o limite.

.ot+2 . —=t+2
13. lim -~ 14. 1
o =4 T —2)
2 2
15. lim o= 16 lim 2 X
rz- 12— 4 s00 X
2 2
17. tim Y2 XX 18 lim Y22 X
x=0- X x—=0 X
2 __ — 2
19. tim Y* =2 20. 1im Y10~
ee3e X—3 roa- x—4
1)\ 2 _
21, lim (l-—2> 2. lim 52
x=0+ \X X x=0+ X~ + X
2 —4x3 1 3
23, i 2. 1 _
o~ 5x% + 3% g~ <s -2 s*- 4)
2 3
25. i _
,-.lﬂ— <t2 +3t—4 t+ 4)
. 2x3 —5x2
R
- 27
27. tim D1ZX 2. lim 11
x-3~ 3-x x—=1- Xz-—l
. x34+9x2 +20x 6x2 +x—2
29, lim 22X * X  fim X tXx—2
a2 e
x—1 x—2
3L lim —>— 32 lim —>_2
x-'l‘\/Zx—xz—l x-'»2‘2—,/4x—x2

33. Para cada uma das fung¢des a seguir, ache a assintota verti-
cal do gréfico e faga um esbogo dele:

1 1
@ f) =5 0) o) =50 =55 @ 9 =

34. Para cada uma das fung¢des a seguir, ache a assintota verti-
cal do grafico e faga um esbogo dele:

1 1
@ 109 = —5 () g =~ @) hx) = =3

1
@ ¢ = -

Nos Exercicios de 35 a 42, ache a(s) assintota(s) verticalfis) do
grdfico da fungdo e faca um esbogo dele.

2 3
.. =— 36. -
3. f(x) =~ f0) =
-2 -4
. =— 38. =—
3. 10 =75 ) =+—3
3. f() = — 4. f(5) = —
A == L f(X) = ——
T xry (x -5
I p— P pa—
S et 15 S T x—6
43. Prove que lim ———i——-T = + o0, usando a Defini¢do 2.4.1.
x—2 (x - 2)
-2 -~
44. Prove que lim ———— = — %, usando a Defini¢do 2.4.2.
q x4 (X - 4)2
45. Prove o Teorema 2.4.3 (ii).
46. Prove o Teorema 2.4.4 (ii).
47. Prove o Teorema 2.4.4 (iii).
48. Prove o Teorema 2.4.4 (iv).
49. Prove o Teorema 2.4.5.
50. Prove o Teorema 2.4.6.
51. Prove o Teorema 2.4.7.
52. Use a Defini¢do 2.4.1 para provar que lim ;_*_;xl = +00.
x==-3 X

2.5 LIMITES NO INIFINITO

A seccdo anterior foi dedicada a limites infinitos onde os valores funcionais au-

Tabela 1
sz
* J& = x2 +1
0 0
1 1
2 1,6
3 1,8
4 1,882353
5 1,923077
10 1,980198
100 1,999800
1000 1,999998

mentavam ou diminuiam indefinidamente, enquanto a varidvel independente
aproximava-se de um numero real. Agora vamos considerar limites de fungdes,
quando a varidvel independente cresce ou diminui indefinidamente. Comegare-
mos com a fungdo definida por

2x?

& =27

Atribuimos a x os valores 0, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 100, 1000 e assim por diante, per-
mitindo que aumente indefinidamente. Os valores funcionais correspondentes,
exatos ou aproximados, encontrados com 0 uso de uma calculadora com seis
casas, sdo dados na Tabela 1. Observe na tabela que quando x cresce, toman-
do valores positivos, os valores funcionais aproximam-se de 2.
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Tabela 2
2x2
* f) = x2 + 1
-1 1
-2 1,6
-3 1,8
-4 1,882353
-5 1,923077
-10 1,980198
- 100 1,999800
- 1000 1,999998
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Em particular, quando x = 4.
2x?
x2+1
=0,117647
Logo, a diferenca entre 2 e f(x) é 0,117647, quando x = 4. Para x = 100,

2-— =2 —1,882353

2x?

x2+1

2- =2 —1,999800

= 0,000200

Assim, a diferenga entre 2 e f(x) é 0,000200, quando x = 100.

Continuando, vemos intuitivamente que o valor de f(x) pode ser obtido tdo
préximo de 2 quanto desejarmos, escolhendo x suficientemente grande. Em ou-
tras palavras, podemos obter uma diferenga entre 2 e f(x) tio pequena quanto
desejarmos escolhendo x como qualquer niimero maior do que algum nimero
positivo suficientemente grande. Ou, avangando um pouco, para todo ¢ > 0,
ndo importa quiao pequeno, podemos encontrar um numero N > 0, tal que se
x > N, entdo |f(x) — 2| < e.

Quando uma variavel independente x for crescente indefinidamente, através
de valores positivos, escrevemos ‘‘x — + o’’. Do exemplo acima, entdo, pode-
mos dizer que ‘ '

2
fim 2%

x=++ o x2 + 1

Seja f uma fungdo definida em um intervalo (a, + =) o limite de f(x) quando
x cresce indefinidamente, ¢ L, escrito

liT Jf&x) =1L

se para todo ¢ > 0, ndo importa quio pequeno, existir um nimero N > 0 tal que

sex > Nentdo |f(x) — L| < ¢

Nota: Quando escrevemos x — + oo, isto ndo tem o mesmo significado que,
por exemplo, x — 1000. O simbolo x — + oo indica 0 comportamento da varié-
vel x tal como definido acima.

Vamos considerar a mesma fungao e atribuir a x os valores —1, —2, -3,
-4, -5, —10, —100, — 1000, e assim por diante, permitindo que x decresca
através de valores negativos indefinidamente. A Tabela 2 d4 os valores corres-
pondentes de f(x).

Observe que os valores funcionais para os nimeros negativos si0 os mesmos
que aqueles para os niimeros positivos correspondentes. Assim, vemos intuitiva-
mente que quando x decresce indefinidamente, f(x) tende a 2; isto é, | f(x) — 2]
pode ser obtido tdo pequeno quanto desejarmos, escolhendo x como qualquer
numero menor do que algum niimero negativo tendo um valor absoluto sufi-
cientemente grande. Formalmente, dizemos que para todo ¢ > 0, ndo importa
qudo pequeno, podemos encontrar um nimero N < 0 tal que se x < N, entdo
|f(¥) — 2| < e. Usando o simbolo x - — e para mostrar que a varidvel x de-
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cresce indefinidamente, escrevemos

gm0 X2+ 1

A Figura 1 mostra um esbogo do grafico de nossa fungdo. A reta x = 2 apa-
rece como uma linha pontilhada, chamada assintota horizontal, que definire-
mos mais adiante, nesta secgdo.

Seja f uma fungdo que est4 definida em um intervalo (— o, @). O limite de f(x)
quando x decresce indefinidamente é L, notado por

xlirfx SJx) =L

se para todo € > 0, ndo importa quio pequeno, existir um nimero N < 0 tal que
se x < Nentdo |f(x) — L| < e

Nota: como na nota seguindo a Defini¢do 2.5.1, o simbolo x - — o indica so-
mente 0 comportamento da variavel x.

Os Teoremas de Limite 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 da Sec¢do 2. 2, bem como os
Teoremas de Limite 11 e 12 da Secgdo 2.4, permanecem inalterados quando subs-
tituimos ‘‘x — a’’ por “x - + o’ ou ‘““x » —’’. Temos ainda os teoremas
adicionais enunciados a seguir:

'Se’r:for um-inteiro positivo qualquer, entéo

@) iim,: — =0

X =+ X’
i) Lim —- = 0
x= -o X’

Prova de (il Para demonstrar a parte (i), precisamos mostrar que a Defini¢do
2.5.1 é vélida para f(x) = 1/x"e L = 0; isto é, precisamos mostrar que para
todo ¢ > 0 existe um nimero N tal que ’

se x> N entdo

1
;CT — Ol < €
- 1
< se x>N entdo |x|'>-
€
ou, equivalentemente, como r > 0,
) 1 1/r
se x> N entdo |x|> <—>
€
Para que isso seja valido, tomamos N = (1/¢€)"". Assim
<e

1\ 1
se N=<—) e x>N entio |~ -0
€ x

Isto prova a parte (i). - - |
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A demonstragdo da parte (ii) é analoga e serd deixada como um exercicio (ve-
ja o Exercicio 66).

EXEMPLO 1 Ache

lim 4x —3
x>+ 2x + 5
Solucédo Para usar o Teorema de Limite 13, vamos dividir o numerador

e o denominador por x, obtendo

lim 4x — 3
x—’+uo2x+5—x—’+oo 5
2+

lim 4 — lim 3- lim l

x—+ x—+w® x=++w X

lim 24+ lim 5- lim l

x— + o0 x= + oo x—++0 X
_4-3-0

2450

=2

EXEMPLO 2 Ache

lim 2x2—x+5
x?—w 4x3—1

Solugdo Para usar o Teorema de Limite 13, dividimos o numerador € o
denominador pela maior poténcia de x que ocorre neles; neste caso, x3.

2 1+5
lim x> —x+5 fim > x2  x3
e AX3—1 Ll 1
-
. . . 1 . . 1
lim 2+ lim —— lim —+ lim 5- lim —
_x2-—w - x»-—oX x+-wnX x+ - x=—o0 X .
= ' . -
lim 4 - lim —
xX—+ —aw x—'—oox
~2:0-0+5-0
- 4-0

=0
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EXEMPLO 3 Ache
. 3x+4
lim

x=+w f2x2 =5

Solugdo Como a maior poténcia de x € 2 e ela aparece sob o radical, divi-
dimos o numerador e o denominador por /x2, que é |x|. Temos, entdo,

Lt F \/F

x—~+w1/2x2—5 x—’+oo \/ 5
\/—2'

4

o ERA)
x= + 00 5
A ' x2
Como x - +, x > 0; entdo |x| = x. Assim temos

3x4

. 3x+4
li

- x_

m =
x—'+ao1/2x —5 x—-+co 5
,/ _2

lim 3+ lim 4 lim (%)

_ x~+tw x—+aw x— +
. . . 1
lim 2— lim 5-'lim |—
x— + o x— + o0 x—++ow \ X
3+4-0

T /2-5.0

Sile

EXEMPLO 4 Ache
. 3x +4
lim

~-w /2%~ 5

Solugédo A fungdo ¢ igual a do Exemplo 3. Novamente, comegamos por
dividir o numerador e o denominador por +/x? ou, equivalentemente, |x|.

3x 4
i 3x+ 4 ~ m |x| x|
x= - 2x2 — 5 x—— 0o 2 5
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Como x - —, x < 0; portanto |x| = —x. Temos, entio,
3x 4

3x+4 :;
Iim —

o 2 =5 xea

2__

lim (=3)— lim 4- lim 1

_x—~w® x= -0 x— - X
. . . 1
\/hm 2- lim 5 lim —
X = 0 X —c0 x-»—aw X
—3-4-0
v2—-5-0
3

V2

O limite ““infinito’’ para valores da fungio quando a varidvel independente
se aproxima do infinito também pode ser considerado por meio das seguintes
defini¢Ges formais:

lim f(x)= +o lim f(x) =

x>+ X — o0
lim f(x)= —o0 lim f (x)=
x—=+ X~ — 0

Por exemplo, lim f(x) = + o se a fungdo festiver definida em algum inter-
X— 4+

valo (a, + ) e se para todo N > 0 existir um M > 0 tal que se x > M entdo
S(x) > N. As demais defini¢des serdo deixadas como exercicios (veja o Exerci-
cio 63).

EXEMPLO5 - Ache

2

lim
xX—=+ o x+ 1
Solucdo Dividimos o numerador e o denominador por x2.
5 ,
. x . 1
lim = lim
x>+ X 1 x>+ oo 1 1
x  x

Calculando o limite do denominador, temos

. I 1 .1 . 1
lim (-+—5)= lim -+ lim —
x=+0 \X ,x x=+o0 X x—+c0 X
=0+0
=0

Logo, o limite do denominador ¢ 0, e o denominador tende a 0 por valores
positivos.
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lim f(x)=b

Neet®
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lim f(x)=b
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___________________ y=b

lim f(x)=b

;:TGURA 4
___________________ y=b

lim f(x)=b

X

FIGURA 5
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O limite do numerador é 1, e assim, pelo Teorema de Limite 12 (i) (2.4.4),
segue que
2
lim =
x=+w0 X + 1

+ 00

EXEMPLO 6 Ache

lim 2x — x?
x— + 3x+5
Solucao
2
) Z
lim X =% _ im X
x— +w 3x+5 x—'+oo3 5
x  x?

Os limites do numerador e do denominador serdo considerados separadamente.

2 3 3
lim (——1>= lim 2_ lim 1 lim (—4—%): lim —+ lim —57

x—=+o0 \X x—+o0 X x—=+ o x>+ \X x—=+o0 X x++c X
=0-1 =040
- — =0

Assim sendo, temos o limite de um quociente no qual o limite do numerador
é — 1 e o limite do denominador é 0, onde o denominador esta tendendo a zero
por valores positivos. Pelo Teorema de Limite 12 (iii) segue que
lim 2x — x?
m —— = —
x—++ o 3x + 5

Na secgdo anterior discutimos assintotas verticais de um grafico como uma
aplicacdo de limites infinitos. As assintotas horizontais de um grafico fornecem
uma aplica¢do de limites no infinito uma assintota horizontal ¢ uma reta para-
lela ao eixo x, e a seguir temos uma definicdo formal.

A reta y = b é denominada uma assintota horizontal do grafico da funcio f
se pelo menos uma das seguintes afirmagdes for valida:
(i) .lim f(x) = ble para um numero N, se x > N, entdo.f(x) = b;
X -+ = = . :

(i) lim f(x) = b e para um nimero N, se x < N, entdo f(x) # b.

2]

» ILUSTRACAO1 Em cada uma das figuras, de 2 a 5, ha uma parte do grafi-
co de uma fungdo para a qual a reta y = b é uma assintota horizontal. Nas
Figuras 2 e 3, a parte (i) da Defini¢do 2.5.4 se aplica, e nas Figuras 4 e 5 a parte
(ii) é verdadeira. Ambas as parte (i) e (ii) sdo verificadas para a fungao cujo
grafico aparece na Figura 6. |
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Na Figura 7 hd um esbogo do grafico de uma fungdo f para a qual
lim f(x) = b, mas ndo existe um nimero N tal que se x > N, entdo fx) # b.

X = +o

Conseqlientemente, a reta y = b ndo é uma assintota horizontal do gréfico de
J. Um exemplo de tal fun¢do aparece no Exercicio 59 dos Exercicios 7.5

EXEMPLO 7 Ache as assintotas horizontais e faga um esbogo do grafico da
fun¢do definida por :

X
16 = ———
Vvxe 41

Solucdo Primeiro considere lim f{x).

x—=+x

X
lim f(x)= lim ———r
x>+ x~+oo,/x2+]
Dividimos o numerador ¢ o denominador por /x2 ou, equivalentemente, por
|x| e obtemos:

X
. X ) Vx?
lim ——— = lim ———
x= + 00 /x2+l x=+w [x? 1

X X

Il
.3'7:

Como x - +o, x > 0; logo |x| = x. Assim
X
I X i X
m —= lim ——
x4~{'m\/x2+] x= + o 1
1+ —
X
lim |
_ X— + o
. . |
Iim 1+ lim —
X + U, x—+a X

Logo, pela Defini;;éo 2.5.4 (i), areta y = 1 é uma assintota horizontal.
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Considere, agora, lim f(x). Novamente, dividimos o numerador e o deno-
X —

-0

minador por +/x2, que ¢ |x|; como x —» — o, x < 0 e assim |x| = —x. Temos

X

lim f(x) = lim n
x——c0 X~ = 1 1
+ 2

lim (—1)

_ X —

. . 1
\/hm 1+ lim —
X= — 0 x=+—w X

Assim, de acordo com a Defini¢do 2.5.4 (ii), areta y = —1 é uma assintota
horizontal. Um esbogo do grafico estd na Figura 8.

FIGURA 8

EXEMPLO 8 Ache as éssintotas vertical e horizontal e faga um esbogo do gra-
fico da equagdo

xy? =2y?—4x =0

Solugdo Resolvendo em y a equacgdo dada, obtemos

Essa equacdo define duas fungdes:

¥ = f,(x), onde f, ¢ definida por f,(x) = +2 '/xx_z

X

y = fix), onde f, € definida por fo(x) = -2 [——

O grafico da equagdo dada é composto pelos graficos de duas fungdes, f; e f;.

Os dominios das duas fung6es consistem naqueles valores de x para os quais

x/(x — 2) =2 0. Usando o resultado do Exemplo 8 da Sec¢do 1.5 e excluindo

x = 2, vemos que o dominio de f, € f, é (—, 0] U (2, + ).
Consideremos agora f;. Como

- . x
lim fi(x) = lim 2
e e S SR L, x-z+f1( L AN x =2

FIGURA 9 + 0
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y pela Defini¢do 2.4.8 (i), a reta x = 2 é uma assintota vertical do grafico de f;
[T ) N T O
- lim f,(x) =
| x— +

__________ o IR E—

| E _>

B { Assim, pela Definigdo 2.5.4 (i), areta y = 2 é uma assintota hornzontal do gra-

| fico de f,.

— { ‘Do mesmo modo, lim fi(x) = 2. Um esbogo do grafico de f, estd na Fi-
FIGURA 10 gura 9. ’

lim fy(x) = lim | =2 [—=

y | x—2+ x-2+ x—2

- - —©

B Logo, para Defini¢do 2.4.8 (ii), a reta x = 2 é uma assintota vertical do grafico

B } de f;.
— V" 2 —— ——

~ lim fy(x)= lim

L1 ! [ B x=+ oo X+ oo

o 2
________ -2 _.___._]_____.___ p— _2

B | Assim, pela Definicdo 2.5.4 (i), a reta y = —2 ¢é uma assintota horizontal do

B l grafico de f,. )

— ! Também lim f(x) = —2. Um esbogo do grafico de f, estd na Figura 10.
FIGURA 11 O griéfico da equagdo dada € a unido dos graficos de f, e f, € um esbogo es-

ta na Flgura 11.

EXERCICIOS 2.5

Nos Exercicios de 1 a 10, faga o seguinte: Use uma calculadora

para tabular os valores de f(x) para valores fixados de x. (a) Do

que f(x) parece estar se aproximando, enquanto x cresce indefi-

nidamente? (b) Do que f(x) parece estar se aproximando enquanto

x decresce indefinidamente? (c) Ache ~ Izm Sf(x) (d) Ache
Ilm fx).

4
1. f(x) =?; x€1,2,4,6,810,100,1.000 e x é —1, —2,
—4, —6, —8, —10, —100, —1.000.
2. f(x)=i4; Xé1,2,4,6,8 10, 100,1.000 e xé —1, —2
X
—4, -6, —8, —10, —100, —1.000.
1
3 f(x) =;; x€1,2,4,6,8 10,100, 1.000 ¢ xé —1, -2,
—4, -6, —8, —10, —100, —1.000.
2
4. f(x)= —;;x é1,2,4,6,8,10,100,1.000 ¢ x é —1, —2,
—4, —6, —8, —10, —100, ~1.000.

2

5. f(x) = iX€0,1,24,6, 8 10,100, 1.000 e x é

S
—1, —2, —4, —6, —8, —10, — 100, — 1.000.
3
6. f(x) = "+2 x624,68,10,100,1.000 ¢ xé —2, —4,
—6, —8, —10, —100, — 1000.
4x + 1 i ‘
7. f(x) = 53 x € 2, 6, 10, 100, 1.000, 10.000, 100.000 e
xé -2, —6, —10, —100, —1.000, — 10.000, — 100.000.
5x—3
8. f(x) = wx —5 % € 2,6, 10, 100, 1.000, 10.000, 100.000 e
x & =2, —6, —10, —100, —1.000, —10.000, — 100.000.
+1
9. flx) == ——3 X € 2,6, 10; 100, 1.000, 10.000, 100.000 e x ¢
—2, —6, —10, — 100, — 1000, — 10.000, — 100.000.
2
10. f(x) = -~ x € 2,6,10, 100, 1.000, 10.000, 100.000 & X ¢

-2, —6, —10, —100, — 1000, —10.000, —100.000.
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Nos Exercicios de 11 a 30, ache o limite.

2t 4+ 1 6x — 4
11. 1 12, 1
L 5t—2 e Xt 1
2x + 7 1+ 5x
13. I 14. i
o a5x o 2 — 3x
Tx?2 —2x + 1 452 +3
15. lm ————— 16. lim ———
rw 3XE 4 Bx 4 5 e 257 — 1
x+4 x?+5
17. 4 18. i
x—-le 3X2 - 5 x—}Too X3
2_3 2_9
19. lim 2= 2. lim F2*3
yotew Y+ 1 x=+w 1X>+x+ 1
4x3 + 2x2 -5 Ix* —Ix2 42
2. lim —————— 22, lm ———
x:r-nm 8x3 +x+2 x—fr-?uo 2x* + 1
2y° — 4 .53 —12x+7
23. i 24, 1 —_
3 ymrw Sy +3 R g

25. lim

1
(3x + '—z> 26.
X = X

Vx2+4

27. lim ——— _ 28. lim

2
S 4
l-’+ti)<t2 >

lim
vx2+4

x—=+w x+ 4 X~ — X+4_
N e ey

29, lim YV —2v+3 30, im Y
w—— w+5 yo—w 2y -3

Nos Exercicios de 31 a 36, ache o limite (Sugestdo: primeiro ob-
tenha uma fracdo com um numerador racional).

31. lim (x?+1-x) 32. lim (Vx2 4+ x—x)

x— + x— + o

33. lim (V3r2+r —2r) 3. lim (¥x3+1—x)
r—+o x— + oo
Vit Vi+ 4t

lim ——
Vt+1

Nos Exercicios de 37 a 48, encontre as assintotas horizontal e
vertical e trace um esbogo do grdfico da fungdo.

35 lim (/x> +x—Yx*+1) 36.

xX= =00 t—+ o

2x+1 4 — 3x

3. f1x) = T3 38. f09=——
1

39, g(x) =1 —% 40. hx) =1+
2 —3x
41, f(x) = —— 42. F(x) = ————r
W= W

4x? x?
43, G(X) = )62—-—3 44, g(x) = 43— xz
2x -1
45. h(x) = TP 46. f(x) = ——,______xz — e
4x? x
47, f(x) = 48. h(x) =
x2 -2 Jx2 -9

Nos Exercicios de 49 a 56, encontre as assintotas horizontal e
vertical e faca um esbogo do grdfico da equagdo.

49. 3xy —2x—-4y—-3=0 50. 2xy +4x -3y +6=0
51. x2y2 —x2 +4y2 =0 52 xy? +3y2—9x =0

53. ()2 -1)(x—3)=6 54. 2xy? + 4y —3x =0

55 x2y-2x>—y—2=0

56. x2y +4xy —x*+x+4y~6=0

Nos Exercicios de 57 a 60, prove que lim f(x) = 1, aplicando
X +®

a Defini¢do 2.5.1; isto é, dado ¢ > 0, mostre que existe um nu-
mero N > 0 tal que se x > N, entdo |f(x) — 1| <e.

57. f(x) = % 58. f(x) = 2:%

59, f(x) = j‘;—: 60. f(x) = ’;2 2+_21x

61. Prove que . lgn_lu° %i—i = 4, mostrando que para todo
e > 0 existe um numero N < 0, tal que se x < N entdo
8 3 :
2i i 1~ 4 <e

62. Prove a parte (i) do Teorema de Limite 12 (2.4.4) se “x —a”’
for substituido por ““x - + .
63. Dé uma defini¢do para cada um dos seguintes:

(@ lim f(x)= —oo;(b) lim f(x)= +o0;
©) “lim f(x) = —o0. e

xX— —a

64. Prove que x_l.irp o - 4) = + oo, mostrando que para to-

do N > 0 existe um M > 0 tal que se x > M tal que se
x > Mentdo x2 — 4 < N,
65. Prove que xlirgm (6 — x — x}) = — o aplicando a defi-

ni¢do do Exercicio 63(a). ‘
66. Prove a parte (ii) do Teorema de Limite 13 (2.5.3).

2.6 CONTINUIDADE DE UMA Na Ilustrag@o 1 da Secgdo 23 discutimos a fun¢io C definida por

FUNGCAO EM UM NUMERO
C(x) = {

X se0<x <10
0,9x sel0 < x

(1

onde $§ C(x) é o custo total de x quilos de um produto. Mostramos que
lim C(x) ndo existe pois lim C(x) # lim+ C(x). Um esbogo do gréfico

x - 10

x— 107 x - 10

de C esta na Figura 1. Observe que ha uma quebra no grafico de Cem x = 10.
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Afirmamos que C ¢ descontinua em 10. Essa descontinuidade é causada pelo

fato de lim C(x) ndo existir. Iremos nos referir a essa funcdo novamente na
x - 10

[lustragdo 1.
Na secgdo 2.1, consideramos a fungdo f definida por

2x+3)x—-1)
x—1

Sx) = )
Observamos que f esta definida para todos os valores de x, exceto 1. Um esbo-
¢o do grafico que consiste em todos os pontos da reta y = 2x + 3, exceto (1,5),
esta na Figura 2. Ha uma quebra no gréfico, no ponto (1, 5) e afirmamos que
essa fungdo fé descontinua no numero 1. A descontinuidade ocorre porque f(1)
nao existe.

Se f for a fungdo definida por (2) quando x # 1 e se definirmos f(1) = 2,
por exemplo, a funcdo estara definida para todos os valores de x, mas ainda
existira uma quebra no grafico (veja a Figura 3), sendo a fungdo descontinua -
em 1. Se, contudo, definirmos f(1) = S, ndo haverd quebra no grafico e a fun-
¢80 sera continug para todos os valores de x. Temos a definigdo a seguir.

Dizemos que a funcdo f ¢ continua no nimero & se e somente se as seguintes
condigdes forem satisfeitas:

(i) f(a) existe;
(ii) lim Sf(x) existe;
(i) lim f(x) = fla).

Se uma ou mais de uma dessas condigdes ndo forem verlflcadas em a, a fungao
S sera descontmua em a.

> ILUSTRACAO 1 A fungdo C, definida por (1), tem seu grafico mostrado na
Figura 1 como existe uma quebra no grafico, no ponto onde x = 10, vamos
investigar as condi¢des da Defini¢do 2.6.1 em 10.

Como C(10) = 10, a condigdo (i) estd satisfeita.

Como )lcmz C(x) ndo existe, a condig¢ao (ii) ndo estd verificada em 10. Con-

cluimos que C é descontinua em 10.

Observe que devido a descontinuidade de C, seria vantajoso aumentar o ta-
manho de alguns pedldos para tirar vantagem de um custo total menor. Seria
insensato comprar 95 kg por $ 9,50 quando 10+ kg podem ser comprados por
$ 9,45. R |

Na Ilustragdo 2 aparece outra situagio na qual a férmula para calcular o cus-
to de mais do que 10 kg de um produto ¢ diferente da férmula para o calculo
do custo de 10 kg ou menos. Mas aqui a fun¢do custo é continua em 10.

» ILUSTRACAO0 2 Um atacadista que vende um produto por quilo (ou fracdo
de quilo), cobra § 1 por quilo se o pedido for de até 10 kg. Mas se o pedido
ultrapassar esse peso, ele cobrard $ 10 mais $ 0,7 por quilo excedente. Assim,




100

20

15

10

> <

TTT T TTT I I TTIT]

NN NN

0
FIGU

5
RA 4

10

15

20

FIGURA 5

X

Limites e Continuidade

se x quilos do produto forem pedidos e C(x) for o custo total, entdo C(x) = x,
se0 < x << 10eCx =10 + 0,7 (x —-10), se 10 < x. Logo,

X se0 <x <10
Cx) = {0,7x+ 3 sel0<x

Um esbogo do grafico de C estd na Figura 4. Para essa fungdo C(10) = 10 e

lim C(x)= lim x lim C(x)= lim (0,7x + 3)

x—~10- x—-10~ x—=10* x—+10%+
= 10 =10
Logo, lim C(x) existe e é igual a C(10). Assim, C € continua em 10. <«
x - 10

Vamos considerar agora algumas ilustra¢des de fun¢des descontinuas. Para
cada ilustrag@o, ha um esbogo do grafico da fun¢do. Vamos determinar os pontos
onde hd uma quebra no grafico e mostraremos qual das condi¢des na defini¢cao
de continuidade nio é satisfeita em cada caso de descontinuidade.

» ILUSTRACAO 3 Seja f definida por

2x+3 sex#1
f(x)_{2 sex =1

Um esbogo do grafico dessa funcio estd na Figura 3. Observe que hd uma que-
bra no grifico, no ponto onde x = 1. Assim, vamos verificar ai as condigGes
da Defini¢do 2.6.1.

f(l)A = 2; logo, a condig¢ao (i) é satisfeita.

lim f(x) = 5: logo, a condigdo (ii) esta satisfeita.

x—1

lim f(x) = 5; mas f(1) = 2; logo, a condig¢do (iii) ndo est4 satisfeita.

x— 1

Assim, f é descontinua em 1. |

Note que se na Ilustragio 3 f(1) for definida como sendo 5, entdo lim f(x) =

x—1

= SfQ) e f seria continua em 1.
» ILUSTRACAO 4 Scja f definida por

) =

x—2

Um esbogo do grafico f é dado na Figura 5. H4 uma quebra no gréafico, no
ponto onde x = 2, e assim sendo vamos examinar ai as condi¢gdes da Defini¢ao
2.6.1 '

Como f(2) nédo estd definida, a condi¢do (i) ndo € satisfeita. Logo, f € des-
continua em 2. <

» ILUSTRACAO 5 Seja g definida por

sex #2

glx) = 4% —2
3 sex =2
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Um esbogo do grafico de g estd na Figura 6. As trés condi¢des da Definicdo
2.6.1 serdo testadas em 2.
Uma vez que ¢g(2) = 3, a condigdo (i) ¢é satisfeita.

lim g(x) = lim —1—5 lim g(x) = lim

x-2- x-2- X x=2+ x=2+ X —
Como lim g(x) ndo existe, a condigio (ii) ndo ¢é satisfeita. Logo, g € des-
x =2 .
continua em 2. <

» ILUSTRAGAO 6 Seja 4 definida por
34+ x sex<1
h(x) = i
) {3—-x sel < x

Um esbogo do grafico de 4 estd na Figura 7. Como ha uma quebra no grafico,
no ponto onde x = 1, investigaremos as condi¢des da Definicdo 2.6.1 em 1.
Como A(1) = 4, a condi¢do (i) é verificada.

lim A(x) = hm (3 + x) lim A(x)= lim (3 — x)

x-+1- x—1- x—1* x—1*
Como lim A(x) # Hm h(x), entdo lim A(x) ndo ex1ste, assim sendo, a condi-
X1 x-1 x-1
¢do (ii) ndo ¢ verificada em 1. Logo, 4 é descontinua em 1. <

P ILUSTRACAO 7 Seja F definida por
: Ix — 3| sex#3
F -
) {2 sex =3

um esbogo do grafico de F aparece na Figura 8. Vamos verificar as trés condi-
¢Oes da Definig¢do 2.6.1 no ponto x = 3.
Uma vez que F(3) = 2, a condig¢do (i) é satisfeita.

lim F(x)= lim (3 — x) lim F(x) = lim (x —3)

x—3- x=3- x—=+3+ x—=3*
=0 =0
Logo, lim F(x) = 0 e assim a condicdo (ii) é verificada. O lim F(x) =
x=3 x-3
porém, F(3) = 2, assim sendo, a condigdo (iii) ndo é ver1f1cada Portanto, F
¢ descontinua em 3. <

Deve estar claro que a nogio geométrica de quebra em certo ponto no grafi-
co tem o mesmo significado do conceito de descontinuidade de uma fungio num
certo valor da variavel independente.

Seguindo a Ilustra¢do 3 foi mencionado que se f(1) tivesse sido definida co-
mo sendo 5, entdo fseria continua em 1. Isso ilustra o conceito de descontinui-
dade removivel. Em geral, suponha que f seja uma fungdo descontinua em um
numero a, mas para a qual lm}l f(x) existe. Assim, f(a) % }uri J(x) ouentio f(a)

ndo existe. Tal descontinuidade é chamada de descontinuidade removivel, pois
se f for redefinida em a de tal forma que f(a) seja igual a0 lim f(x), a nova
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fungdo tornar-se-a continua em a. Se a descontinuidade nédo for removivel, ela
sera chamada de descontinuidade essencial.

EXEMPLO 1 Em cada uma das Ilustragdes de 3 até 7, determine se a descon-
tinuidade é removivel ou essencial.

Solugdo Na Ilustra¢do 3 a fungdo é descontinua em 1, mas lim f(x) = 5.

x=1

Redefinindo f(1) = 5, entdo lim f(x) = f(1): logo descontinuidade é removivel.

x=1
Na Ilustracdo 4 a fungdo f ¢é descontinua em 2; lim f(x) ndo existe; logo, a
descontinuidade é essencial. x=2
Na Ilustracdo 5, lim g¢g(x) ndo existe; assim, a descontinuidade ¢ essencial.

x—-2
Na Ilustragdo 6 a funcdo # é descontinua pois lim A(x) ndo existe; assim, de
novo, a descontinuidade é essencial. x=1
Na Ilustragdo 7, lim F(x) = 0, mas F(3) = 2; assim F é descontinua em 3.

x—=3
Se, contudo, F(3) for redefinida como sendo 0, entdo a fungio ficara continua
em 3; assim, a descontinuidade sera removivel.

EXEMPLO 2 A fungdo definida por

) = ‘r 2

¢é descontinua em 4. Mostre que a descontinuidade é removivel e redefina f(4)
de tal modo que a descontinuidade seja removida.

Solugdo A fungdo f é descontinua em 4, pois f(4) ndo existe. Se lim f(x)
x4

existir, a descontinuidade podera ser removida, redefinindo f(4) = lim f(x).
x4

Vamos calcular o limite.

J;—z

_ (f - 2)(f +2)
S R TN
m x—4

xv (x — 4)(J§ +2)

lim f(x) = lim

x—+4 x—=4

= lim

x~4\/_+2

1

4
Logo, expressando f(4) = +, teremos a nova fun¢do definida por
Vx =2
S ={x-4

1 —
i sex=4

sex #4

¢ essa fungdo é continua em 4.
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Obtemos o teorema a seguir sobre fungdes que sdo continuas em um nime-
ro, aplicando a Defini¢do 2.6.1 e os teoremas de limite.

Se f e g forem fung¢Ges continuas em um nimero 4, entdo -

(i) f + g serd continua em a;
" (ii) f — g sera continua em a; -
(iii) f - ¢ sera continua em a;
-(iv) f/g sera continua em a, desde que g(a) # 0.

Para ilustrar o tipo de prova que cada uma das partes desse teorema exige,
vamos demonstrar a parte (i).
Como f e g sdo continuas em a, da Definicdo 2.6.1 segue que

lim f(x) = fla) e limg(x) = g(a)

x—*a XxX=a

Logo, desses limites € do Teorema de Limite 4,

lim [f(x) + g(x)] = f(a) + g(a)
a qual ¢ a condicdo para que f + g seja continua em a. Assim, demonstramos
a parte (i).

As provas das partes (ii), (iii) € (iv) sdo similares.

Considere a fung¢do polinomial f definida por

J) =box" + by x"" 1+ byx"" + ..+ b, x+b, by#0

onde n ¢ um inteiro ndo negativo e b,, b,, ..., b, sd0 nimeros reais. Através
de sucessivas aplicagGes dos teoremas de limite, podemos mostrar que se a for
um numero qualquer,

lim f(x) = bya" + bya" ' + ba" 2 +...+b,_ja+b,

x—a

= lim f{x) = f(a)

x—a

estabelecendo assim o teorema a seguir.

Uma funcdo polinomial é continua em qualquer numero.

» ILUSTRACAO8 Se f(x) = x* — 2x2 + Sx + 1, entdo f sera uma fungio po-
linomial e, portanto, pelo Teorema 2.6.3, continua em qualquer nimero. Em
particular, como f é continua em 3, entdo lim f(x) = f(3). Assim,

X3

lim (x3 —2x2 +5x 4+ 1) =33 232 + 5(3) + 1
3 =27 — 18+ 15+ 1
-5 <

Uma fun¢ao racional é continua em todos os niimeros do seu dominio.

Prova Se ffor uma funcdo racional, ela poderd ser expressa como o quociente
de duas fung¢des polinomiais. Assim, f pode ser definida por

_g(x)
fx) = m
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onde g e A sdo duas fungSes polinomiais € 0 dominio de f consiste em todos
os numeros, exceto aqueles para os quais A(x) = 0.

Se a for qualquer numero no dominio de f, entdo h(a) # 0; assim, pelo Teo-
rema de Limite 9,

lim g(x)
lim f(x) = m (3

x—*a

Como g e h sdo funcées polinomiais, pelo Teorema 2.6.3 elas sdo continuas
em g; assim, lim g(x) = g(a)eo lim h(x) = h(a). Conseqlientemente, de (3),

: g(a)
lim f(x) = >—
w0 =
Assim, f é continua em qualquer numero de seu dominio. u
EXEMPLO 3 Determine os nimeros nos quais a fungdo a seguir é continua:
3
x*+1
X} =
f( ) x2 _ 9
Solugéo O dominio de f ¢ o conjunto R dos numeros reais, exceto aqueles

para os quais x2 — 9 = 0. Como x2 — 9 = 0 quando x = * 3, segue que
o dominio de f é o conjunto de todos os mimeros reais, exceto 3 ¢ —3.

Como f é uma fungdo racional, segue do Teorema 2.6.4 que f sera continua
em todos os numeros reais, exceto 3 e —3.

EXEMPLO 4 Determine os numeros nos quais a fung@o a seguir € continua.

109 2x —3 sex £1
X)) =

x2 sel < x
Solugéo As fungdes tendo valores 2x — 3 e x? s3o fungdes polinomiais e,
portanto, continuas em qualquer mimero. Assim, o unico nimero no qual a
continuidade é questiondvel é 1. Vamos testar as trés condigdes de continuida-
de em 1.

(i) f(1) = —1. Assim, a condi¢do (i) ¢ verificada.
(ii) lim f(x)= lim (2x — 3) lim f(x) = lim x2
x=1- x=1- x=1+ x—t*

Como lim f(x) # lim+ J(x), o limite bilateral lim f(x) ndo existe. Logo, f

X1 x—=1 x=1

é descontinua em 1. Mas f ¢ continua em todo nimero real, exceto 1.

Na Sec¢do Suplementar 2.9 provaremos o teorema a seguir sobre a continui-
dade da fungdo definida por f(x) = x.
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Se n for um inteiro positivo e

~$f(X)=W“E

entdo "
El ]

(i) se n for impar, f serd continua em qualquer niimero;

(ii) se n for par, f serd continua em todo niimero positivo.

> ILUSTRACAO9 (a) Se f(x) = {/x, segue do Teorema 2.6.5 (i) que f sera con-

‘tinua em todo nimero real. Um esbogo do grafico de f esta na Figura 9.
(b) se g(x) = /x, entdo do Teorema 2.6.5 (ii) segue que g sera continua em

todo nimero positivo. Na Figura 10 ha um esbogo do grafico de g. <

Na Seccdo 2.7 aplicamos a defini¢do de continuidade de uma fun¢io usando
e € . Para obter essa defini¢do alternativa partimos da Definicdo 2.6.1 a qual
estabelece que a fungdo f¢ continua em um nimero a. Se f(a) existir, se lim f(x)
existir e se e

lim f(x) = f(a) | @)
Aplicando a Defini¢do 2.1.1 onde L é f(a), segue que (4) sera verdadeira se pa-
ra todo € > O existir um & > 0 tal que

se 0<|x—a|<é entdo |f(x)— fla)| <e %)
Se f for continua em a, f(a) dever4 existir; assim, na afirmativa (5) a condicdo
|x — a| > 0 ndo ¢ necesséria, pois quando x = a, | f(x) — f(a)| serd O, por-

tanto, menor do que ¢. Temos, entdo, o teorema a seguir, que ira servir como
a definicdo alternativa de continuidade que desejamos.

A fungéo fserd continua no nimero a se f estiver definida em algum intervalo |
aberto contendo a € se para todo ¢ > 0 exitirum § > Otal quese |x — a| < &

entdo |f(x) — f(a)] < €

EXERCICIOS 2.6

Nos Exercicios de 1 a 22, faca um esbogo do grdfico da func¢do;
entdo, observando onde hd quebras no grdfico, determine os va- -

5 1
5. h(x) = m 6. H(X) = x—_}_z

lores da varidvel independente nos quais a funcdo é descontinua

e mostre por que a Defini¢do 2.6.1 ndo € satisfeita em cada des-

continuidade.
‘X2 +x—-6
1. f(x)=T+§-—— 2. F(X)=
x2+x—6
rrrx-> -3
3.g(x)={ x+3 X7
1 sex=—3
x2—3x—4 L4
4. 60)={ x-4 7

2 sex=4

S x4 ! x# =2
7 f)={x—4 % 8 gx)=I{x+2

x2—3x—4 (2 sex =4 0 sex = —2
—4 ' 4
x* - 16
9. F(x) =
) =-"3—

(x—1)x2—x—12)
x2—5x+4

10. h(x) =

x2—4
11. G(X) = m




106

x2—-5x+4
—D(x2—x—-12)
sex <0

0 sex=0
se0 < x

12. H(x) =

(x
13. f(x) = {
fx) = {

x—1 sex<1
sex =1
sel <x

14. f
1 —x

15. g(1) = {4
4 — 2
sexg —2

1+ x
16. Hx) =42 —~x 8¢ —2<x <2
2x —1 se2 < x
17. g()—{‘/ X sex <0
Ix+1 se0 <
18, f(1) = |t +2| set# ~2
3 set = —2
X
19.f(x)=%

[

setr <2
set =2
se2 <t

20. g(x) = sex#0

1 sex=0

21. A fungdo maior inteiro.
22. A fungao sinal (veja o Exemplo 1 na

Nos Exercicios de 23 a 32, prove que a fungdo € descontinua no
numero a. Entdo determine se a descontinuidade é removivel ou
essencial. Se a descontinuidade for removivel, redefina f(a) de

tal modo que seja removida.

9x? — 4 2
23. f(x) = 73)(_2 —§

1
. ses# -5
24.f(s)={s+55“7é };a:-—S
0 ses=—5

9—1? set< 2
25, = ;a=2
510 {3t+2 sez<t}a
xt—x—12
. =——; :—3
26. f(x) x2+2x—3a
-3 3
27, fog = dx 3 sex 3Ly
2 sex=3
Fodxt3 se 3
2. f)={ x=3  X*N. ,_3
5 sex =3

29, f(z)_{lz 4 set < 2}

t se2<t
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Seccdo 2.3).

30. f(y)=—————a=0
31. f(x) 3—Vxx+9;a=o
32, f(x) = ———“‘“Lxl_l a=0

Nos Exercicios de 33 a 42, determine os nimeros nos quais a fun-
¢do dada é continua.

33. f(x) = x¥(x + 3)? 34. f(x) = (x — 5)*(x* + 4)°

35. g(x) = % 36. h(x) = 2’;:15

37. Fx) = iz s Z 38. G(x) = ﬁ;—_s

w0 T w7 5
1

a2 T 4. f(x= o e

— sel <x
X

JiTd sed<x

43. A fungio C do Exercicio 35, nos Exercicios 2.3, esta defini-
da por
0,80x se 0 < x <50
C(x) {0,70x se 50 < x <200
0,65x se 200 < x

(a) Faga um esbogo do grafico de C. (b) Em quais nimeros
C ¢é descontinua? (¢) Mostre por que a Defini¢do 2.6.1 nao
¢é satisfeita em cada descontinuidade da parte (b).

44. Suponha que a taxa postal de uma carta seja calculada da
seguinte forma; $ 0,22 por qualquer peso até os 30 primeiros
gramas ¢ entdo $ 0,17 a cada 30 gramas, ou fra¢do adicio-
nal, até 330 gramas adicionais. Se x gramas for o peso da
carta e 0 < x < 360, expresse a taxa postal como fungio
de x. (a) faga um esbogo do grafico dessa funcdo. (b) Em
quais numeros do intervalo aberto (0, 360) a fungédo ¢é des-
continua? (c) Mostre por que a Defini¢do 2.6.1 nio é satis-
feita em cada descontinuidade da parte (b).

45. Seja f a fungdo definida por

109 = |x — [x]| se [[x] for par
~ Ux — [x + 1] se [x] for impar
Fac¢a um esbogo do grafico de f. Em quais nimeros f é des-

continua?
46. A fungio f definida por

V2 +3x -
e

¢ descontinua em 8. Mostre que a descontinuidade é removi-
vel e redefina f(8) de modo a remové-la.



47. A funcio g definida por

Ix+a®—a
x

g(x) =

¢é descontinua no 0. Mostre que a descontinuidade é removi-
vel e redefina g(0), de modo a remové-la.

48. A fungdo f é definida por

2nx

fx) = lim —

n—-0oN° — nx
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49. Se

f(X)={

Prove que f e g sdo ambas descontinuas em 0, mas o produ-
‘to f + g é continuo em 0.

50. D€ um exemplo para mostrar que o produto de duas fun-
¢Oes fe g pode ser continuo em um nimero ‘@, onde f é con-
tinua mas g é descontinua. '

51. D€ um exemplo de duas fun¢Ges que sejam ambas desconti-
nuas em um numero @, mas cuja soma seja continua em a.

1 sex<v
x se0 <x

—x sex<0
1 se() <x

e g(x)={

Faga um esbogo do grafico de f. Em que valores de x fé  52. Prove que se f for continua em a e g for descontinua em a,

descontinua?

entdo f + g serd descontinua em a.

2.7 CONTINUIDADE DE UMA
FUNCAQ COMPOSTA

E CONTINUIDADE

EM UM INTERVALO

-2 o 2
FIGURA 1 -

2.7.1 TEOREMA

Na Seccdo 1.4 uma fungdo composta foi definida da seguinte forma:
Dadas as duas fung¢des f e g, a funcdo composta, denotada por fog, é defi-
nida por

(f » 9)x) = flg(x))

e o dominio de fo g é o conjunto de todos os nimeros no dominio de g, tal
que g(x) esteja no dominio de f. '

» ILUSTRAGAO1 Se f(x) = Vxeg(x) = 4 — x2 e se h for a fungdo compos-
ta fog, entdo

h(x) = f(g(x))
=f(4 - x%
=4 - x?

Como o dominio de g é o conjunto de todos os niimeros reais -0 dominio de
S é o conjunto de todos os niimeros ndo negativos, o dominio de 4 serd o con-
junto de todos os niimeros reais, tais que 4 — x2 > 0, isto é, todos os nime-
ros no intervalo fechado [—2, 2]. Um esbogo do grifico de 4 est4 na Figura 1.
|
Da Figura 1 podemos ver que A parece ser continua em todo nimero do in-
tervalo aberto (-2, 2). Mostraremos mais adiante, no Exemplo 1, como esse
fato pode ser provado pelos teoremas sobre continuidade. Mas primeiro neces-
sitamos de um importante teorema a respeito do limite de uma fungdo compos-
ta. A demonstragéo desse teorema faz uso do Teorema 2.6.6, que é a defini¢do
de continuidade envolvendo ¢ e §.

Se lim g(x) = b e se a fun¢do f for continua em b,

X—a

lim (fog)(x) = f(b)

X-a

ou, equivalentemente,

lim flgx)) = Alim g(x)

Prova Como f¢é continua em b, temos do Teorema 2.6.6 a seguinte afirmati-
va: para todo ¢, > 0 existe um §, > 0 tal que

se |y—b| <, entdo |f(y)— f(b)| <€, (1)
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Como lim g(x) = b, para todo §, > 0, existe um §, > 0 tal que

se 0<|x—a|l<d, entdo |g(x)—b| <9, ¥

Se 0 < |x — a| < §,, substituimos y na afirmativa (1) por g(x) e obtemos o
seguinte: para todo ¢, > 0 existe um &, > 0 tal que

se lg0x) — b| <8, entdo |f(g(x) — f(b)| <e, 3
Das afirmativas (2) e (3) concluimos que para todo ¢, > 0 existe um 6, > 0
tal que

se 0<|x—a|<d, entdo |f(g(x))— f(b)| <€,
de onde segue que

lig: Slg(x)) = f(b)

= lim f(g() = f(lim g(x)) "

x-ra x—*a

O Teorema 2.7.1 sera aplicado na Sec¢do Suplementar 2.9 para provar os
Teoremas de Limite 9 e 10. Outra aplicagdo do Teorema 2.7.1 estd na demons-
tracdo do teorema a seguir, sobre continuidade de uma fung¢ido composta.

Se a fungdo g for continua em a ¢ a fungdo f for continua em g(a), entdo a
fun¢do composta fo g serd continua em a.

Prova Como g é continua em a

lim g(x) = g(a) )

x—*a

Agora, como f € continua em g(a), podemos entdo aplicar o Teorema 2.7.1 a
fun¢do composta fo g, obtendo

lim (f o g)(x) = lim f(g(x))

= f(lim g(x))
= f(g(a)} (pela igualdade (4))
= (f ° g)a)
0 que prova que fog é continua em a. =

O Teorema 2.7.2 estabelece que uma funcdo continua de uma funcdo conti-
nua é continua. O exemplo a seguir mostra como usa-lo para determinar os ni-

- mMEros nos quais uma determinada funcdo é continua.

EXEMPLO 1 Determine os valores em que a funcio a seguir é continua:
h(x) = /4 — x?
Solugédo A fungdo h ¢ aquela obtida na Ilustragdo 1 como a fun¢do com-

posta fog, onde f(x) = N3 eg(x) = 4 — x2 Como g ¢ uma fungio polino-
mial, ela serd continua em toda parte. Além disso, f¢ continua em todo nimero
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positivo pelo Teorema 2.6.5 (ii). Logo, pelo Teorema 2.7.2, A é continua em
todo numero x para o qual g(x) > 0, isto é, quando 4 — x2 > 0. Logo, 4 é
continua em todos os nimeros do intervalo aberto (-2, 2).

Como a func¢io /4 do Exemplo 1 € continua em todos os niimeros do intervalo
aberto (-2, 2), dizemos que h é continua no intervalo aberto (-2, 2).

Dizemos que uma funcdo é continua em um intervalo aberto se e somente se

 ela-for continua em todos os nimeros do intervalo aberto.

Vamos voltar novamente a fun¢do # do Exemplo 1. Como 4 nio esta defini-
da em nenhum intervalo aberto contendo ou — 2 ou 2, ndo podemos considerar
lim A(x) ou lim A(x). Portanto, nossa defini¢do (2.6.1) de continuidade em um

X -2 X2

numero ndo permite que /4 seja continua em — 2 e 2. Assim sendo, para discutir
a questdo da continuidade de /4 no intervalo fechado [ -2, 2], precisamos esten-
der o conceito de continuidade para incluir a continuidade nos extremos de um
intervalo fechado. Faremos isso definindo primeiro continuidade a direita e con-
tinuidade a esquerda.

A func@o fsera continua a direita em um nimero a se ¢ somente se forem satis-
feitas as trés condi¢Ges a seguir:
(i) f(a) existe;

(ii) Iim+ S(x) existe;

X—=a

(iii) lim+ Jx) = fla).

xX—a

A fungdo f serd continua 4 esquerda em um nimero a se e somente se forem
satisfeitas as trés condi¢des a seguir:
(i) f(a) existe;

(i) lim f(x) existe;

X=a

(i) lim f(x) = f(a).

X—a

Uma fungdo cujo dominio inclui o intervalo fechado [a, b] sera continua em
[a, b] se e somente se ela for continua no intervalo aberto (a, b), continua a
direita em a e continua a esquerda em b.

EXEMPLO 2 Prove que a fung¢do # do Exemplo 1 é continua no intervalo fe-
chado [-2, 2].

Solugédo A fungao h é definida por

h(x) = /4 — x?
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e no Exemplo 1 mostramos que 4 é continua no intervalo aberto (-2, 2). Apli-
cando o Teorema 2.7.1 calculamos lim A(x) e lim A(x).

+

x=2 x=2"
lim h(x)= lim 4—x?  lim h(x)= lim 4 - x?
x—=—2%+ x—-2% x—2" x=2"
= h(—2) = h(2)

Assim, & é continua & direita, em — 2 e continua & esquerda, em 2. Logo, pela
Definicdo 2.7.6, h é continua no intervalo fechado {—2, 2].
Um esbogo do grafico de h esta na Figura 1.

Observe a diferenca na terminologia que usamos nos Exemplos 1 e 2. No
Exemplo 1 estabelecemos que 4 € continua em todo niimero no intervalo aberto
(-2, 2), enquanto que no Exemplo 2 concluimos que % é continua no interva-
lo fechado [—-2, 2].

(i) Uma fungio cujo dominio inclui o intervalo semi-aberto [a, b) sera conti-
nua em [a, b) se e somente se ela for continua no intervalo aberto
(a, b) e continua a direita em a.

(ii) Uma fung¢io cujo dominio inclui o intervalo semi-aberto (a, b] serd conti-
nua em (a, b] se e somente se ela for continua no intervalo aberto (a, b)
e continua a esquerda em b.

Defini¢des similares aquelas apresentadas na Defini¢do 2.7.7 podem ser da-
das para a continuidade nos intervalos [a, + ©) ¢ (-, b].

EXEMPLO 3 Determine o maior intervalo (ou unido de intervalos) em que
a funcdo a seguir é continua:

J25 — x?

x—3

Jx) =

Solugdo Primeiro determinamos o dominio de f. A fungéo é definida em
qualquer parte, exceto quando x = 3 ou 25 — x2 < 0 (isto é, quando x > §
ou x < —15). Portanto, o dominio de fé [-5, 3) U (3, 5]. Como

lim f(x)=0 e lim f(x)=0
x= 5% x—=5"

= f(~5) = f65)

f é continua a direita, em —5 e a esquerda, em 5. Além disso, f € continua nos
intervalos abertos (—5, 3) e (3, 5). Logo, f é continua em [—-5, 3) U (3, 5].

EXEMPLO 4 Um fabricante de caixas de papeldo deseja fazer caixas abertas
de pedagos quadrados de papeldo com 12 cm de lado. Para isso, ele pretende
retirar quadrados iguais dos quatro cantos, dobrando a seguir os lados. (a) Se
x cm for o comprimento dos quadrados a serem cortados, expresse o volume
da caixa em centimetros cubicos como fungdo de x. (b) Qual é o dominio da
fungdo? (c) Prove que a fun¢do é continua em seu dominio.
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Solugdo

(a) A Figura 2 representa um pedago quadrado de papeldo e a Figura 3 ilustra
a caixa de papeldo obtida. As medidas em centimetros das dimensdes da caixa
sdo x, 12 — 2x e 12 — 2x. O volume da caixa é o produto das trés dimen-
sbes. Logo, se V(x) cm? for o volume da caixa,

V(x) = x(12 — 2x)(12 — 2x)
= 144x — 48x? + 4x3

(b) Observe que ¥(0) = 0 e V(6) = 0. Das condi¢des do problema, temos que
x ndo pode ser negativo, nem maior do que 6. Assim, o dominio de V é o
intervalo fechado [0, 6].

(c) Como V ¢ uma fungédo polinomial, serd continua em toda parte. Assim sen-
do, V ¢ continua no intervalo fechado [0, 6].

A fung¢do do Exemplo 4 ser4 discutida novamente na Secgdo 4.2, onde usare-
mos o fato de que ¥ é continua no intervalo fechado [0, 6] para determinar
o valor de x que resultard uma caixa com o maior volume possivel.

Agora discutiremos um teorema importante sobre fun¢des que sio continuas
num intervalo fechado. Ele é chamado de teorema do valor intermedidrio.

Se a fungdo f for continua no intervalo fechado [a, b], e se f(a) # f(b), entio,
para todo nitmero k entre f(a)-e f(b) existirA um nimero c entre @ e b tal que

f() = k.

A demonstracdo desse teorema esta fora do contexto deste livro; ela podera
ser encontrada num texto de Célculo Avangado. Discutiremos, contudo, a in-
terpretacdo geométrica do teorema. Na Figura 4, (0, k) é um ponto qualquer
sobre o eixo y entre os pontos (0, f(a)) e (0, f(b)). O Teorema 2.7.8 estabelece
que a reta y = k deve interceptar a curva cuja equagdo € y = f(x) no ponto
(¢, k), onde e estd entre a ¢ b. A Figura 4 mostra essa intersec¢io.

Note que para alguns valores de k pode existir mais de um valor possivel para
¢. O teorema estabelece que existe pelo menos um valor de ¢, mas que ele ndo
¢ necessariamente unico. A Figura 5 mostra trés valores possiveis de ¢ (c,, ¢,
€ ¢;) para um dado k. _

O Teorema 2.7.8 estabelece que se a fungédo f for continua no intervalo fe-
chado [a, b], entdo f assumird todos os valores entre f(a) e f(b), enquanto x
assumira todos os valores entre @ e b. A importancia da continuidade de f em
[a, b] é demonstrada na ilustracdo a seguir.

» ILUSTRAGAO 2 Considere a fungio f definida por
x—1 se0gx<2
x? se2 <x <3

f(x)={

Um esbogo do grafico dessa fungdo estd na Figura 6.

A fungdo f¢ descontinua em 2, que estd no intervalo fechado [0, 3]; f(0) = —1
e f(3) = 9. Se k for qualquer nimero entre 1 e 4, ndo existe um valor de c tal
que f(c) = k, pois ndo existem valores da funcdo entre 1 e 4.
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» ILUSTRACAO 3 Seja g a fungdo definida por

2
glx)=——+

x—4
Um esbogo do grifico dessa fungdo estd na Figura 7.
A funcio g é descontinua em 4 que estd no intervalo fechado [2, 5]; 9(2) = —1
e g(5) = 2. Se k for qualquer nimero entre — 1 e 2, ndo existe valor de ¢ entre
2 e 5 tal que g(¢) = k. Especificando, se k = 1, entdo g(6) = 1, mas 6 ndo
estd em [2, 5]. |

EXEMPLO 5 Dada a fungio f definida por
fx)=4+3x—x* 2<x<5

(a) verifique o teorema do valor intermedidrio se k = 1; isto ¢, ache um numero
¢ no intervalo [2, 5] tal que f(¢) = 1. (b) Faga um esbogo do grafico de f em
[2, 5] e mostre o ponto (c, 1).

Solucgdo
(a) Como f é uma fungio polinomial, ela sera continua em toda parte e assim
sera continua em [2, 5]. Uma vez que f(2) = 6 e f(5) = —6, o teorema do

valor intermediario garante que existe um nimero e entre 2 ¢ 5 tal que
f(c) = 1; isto &, '

4+3¢—c*=1
2—3¢-3=0

3+ /112
€= 2
L_3E4at
=R

Rejeitamos %(3 - Jz—l), pois esse nimero estd fora do intervalo [2, 5].
O nimero 23 + +/21) estd no intervalo [2, 5] e

(24)

(b) O esbogo pedido estd na Figura 8.

EXERCICIOS 2.7

Nos Exercicios de 1 a 14 defina f O g e determine os nimeros nos

quais fO g € continua.
L f(x) =/x; g(x) =9 — x?
3. f() = Vx; g(x) = x* — 16
5. f(x) = x3 g(x) = Vx

1
I f(x)=——=gx) =vx 12 f(x)=vx+ L gx) = I/x

x—2
2. f(x) = Vx; gx) = 16 — x V4 - x? VX -1
13. f(x) = ;) = x| 14. f(x) = 5 9(x) = ||
4. f(0) = /x; glx) = x* + 4 Vx -1 V4 - x
6. f(x) = x% g(x) = x* — 3 Nos Exercicios de 15 a 24, ache o dominio da fun¢do dada e en-

tdo determine se a fungdo é continua ou descontinua em cada

7. f(x) =';16_; gx) = x — 2 8. f(x)= % g =x+3 um dos intervalos indicados.
2
15. f(x)'_'——’ (37 7)a [_61 4]1 (—CD, 0)’ (;5a+w)’
ey = L = 3 o) = x+5
9IW=Vxg) =g W S@=Fng =+l o 0%
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16. g(x)=ﬁ;'(—oo,0], [0, +00), (0,2), (0,2], [2 +o0),
(2, +0)
17. f(t)——— © 1), (=1, 1), [0,1], (=1,0], (=0, —1],
(1, + 00)
18. f(r) = ’+3 £ (0,4], (=2,2), (=00, —2], 2, +00), [—4, 4],
—2,’2]
19. g(x) = Vx? = 9; (— o0, —=3), (—o0, —3], (3, +0), [3, +0),
(=33
20 f(x) = [x]; (= 9, & 3, (1,2, [1,2), (1, 2]
(1, +00)
2x -3 sex < =2
22. hix) ={xf5 se —2< x < 1}; (=00, 1), (=2, +c0),
3—x sel<x
(=2,1, =2, 1), [~2 1]
B f)=va—x5 (~22, [-22] [-22, (=22],
(=0, —2], 2, +o0)
1
U F)) = 5= (L [=13L [ 1,3, (=13]

Nos exercicios de 25 a 34, determine o maior intervalo (ou a unido
de intervalos) em que a funcdo fO g do exercicio indicado é
continua.

27. Exercicio 3.
30. Exercicio 10.
" 33. Exercicio 13.

26. Exercicio 2.
29, Exercicio 9.
32. Exercicio 12.

25. Exercicio 1.
28. Exercicio 4.
31. Exercicio 11.
34. Exercicio 14.

Nos Exercicios de 35 a 38, faca um esbogo do grdfico da fungdo
f que satisfaca as condi¢oes dadas.

35. f é continua em (—o00,2] € (2, +o0) lim f(x)=

lim f(x)= —3; im f(x) = +o0; llmfx) x_.o

36. ;’%- continua exn:r(—oo 0) e [O +o0); lim f(x)=0;
lim f() =3 lim f()= -3 limf) =2

37. }427 continu;qo‘;m (—oo,v —314 (-3, 3),‘ e [3, ~f_-oo);
lim f{x)=2; lim f(x)=0; lim . f(x) =4; lim f(x) = 1;
T f0) = 0 Tim f() = —S fm f) =0

38. }ﬂé_ continu;ﬂ;:m (— o0, 5?[—2, 4], ¢ (4, +oo);
lim f(x) =0 lim f{x)= —o0; lim f(x)= —
Jl‘i;r:: }(x) hr;_.j_’(v) =2 llm Sfx) —xg ]fr;:s S(x)=

39. Determine o intervalo maior (ou unido de intervalos) em que
a func¢io do Exercicio 17 nos Exercicios 2.3 é continua.

40. Determine o intervalo maior (ou unido de intervalos) em que
a funcdo do Exemplo 4 na Secc¢do 2.3 é continua.
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41. Um fabricante de latas quadradas sem tampa deseja usar pe-
dacos de folha-de-flandres com dimensdes 8 € 15 cm, cor-
tando quadrados iguais dos quatro cantos e dobrando os la-
dos. (a) Se x cm for o comprimento do lado do quadrado
a ser cortado, expresse o volume da caixa em centimetros cu-
bicos como uma fun¢do de x. (b) Qual o dominio da fun-
¢a0? (c) Prove que a fung¢ao é continua em seu dominio.

42. Suponha que o fabricante do Exercicio 41 produza as latas
com folhas-de-flandres que medem & cm de lado. (a) Se x
cm for o comprimento do lado dos quadrados a serem cor-
tados, expresse o volume da lata em centimetros ctibicos co-
mo uma fun¢do de x. (b) Qual é 0 dominio da func¢ao? (c)
Prove que a fung¢do é continua em seu dominio.

43. Um terreno retangular deve ser fechado com 240 metros de
cerca. (a) Se x metros for o seu comprimento, expresse a area
do terreno em metros quadrados como uma funcéo de x. (b)
Qual o dominio da fungdo? (c) Prove que a fun¢édo é conti-
nua em seu dominio.

44. Um jardim retangular deve ser feito, de modo que o lado da
casa sirva de limite e 100 metros de cerca sejam usados para
os outros trés lados. (a) Se x metros for o comprimento do
lado do jardim paralelo a casa, expresse a area do jardim em
metros quadrados como uma fung¢io de x. (b) Qual é o do-
minio da fun¢do? (c) Prove que a fungdo é continua em seu
dominio.

Nos Exercicios de 45 a 48, ache os valores das constantes c e k
que tornam a fungdo continua em ( — 0, + «) e faga um esboco
do gréafico da funcao resultante.

3x+7 sex< 4 kx —1 sex<?2
45. f(x)={kx—1 sed < x a6. f(x)={kx2 se2 <x
x sex <1
47.f(x)_={cx+k sel<x<4
—2x sed4 <x

x+4+2c sex< =2
48. f(x)=={3cx+k se—2 <x <1
3Ix—2k sel <x

Nos Exercicios de 49 a 56, sdo dados uma fungdo f e um interva-
lo fechado [a, b]. Determine se o teorema do valor intermedid-
rio se aplica para o valor de k dado. Se o teorema for aplicdvel,
ache um nimero c tal que f(c) = k. Caso contrdrio, explique
porqué. Faca um esbogo da curva e da reta y = k.

49. f(x)=2+x—x%[a,b]=[03] k=1
50. f(x)=x>+5x—6;[a,b]=[-1,2); k=4

51. f(x) = V25— x% [a,b] =[—453} k=3
52. f(x) = —\/_—~—x2' [a,b] =[0,8]; k= —8
53. ()= ——;[ab) =[~3,1} k=

: };[a,b]=[—4,1];k'=%

x<1

1+x se —4 £ x<
54. =
fea) = { —x se -2<xg

x?—4 se —2<
x2—1 sel<x<3

55.f(x)={ }[ab]—[ 2,3 k=—1
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56. f(x) =55_—1; [a,b]=[0,1];k=2

57.

58.

Dada a funcgdo f definida por

g(x) seagx<b
)=

h(x) seb<x<c
Se g for continua em [a, b) e h for continua em [, c], pode-
mos concluir que f é continua em [a, c]? Se sua resposta for

sim, prove-a. Se sua resposta for ndo, que condi¢do ou con-
di¢des adicionais assegurariam a continuidade de fem [a, c]?

59.

60.

61.

Ache o maior valor de k para o qual a fung¢do definida por
f(¥) = x? — 2 é continua no intervalo [3, 3 + k).
Suponha que f seja uma fungdo paraa qual 0 € f(x) < 1
se 0 < x < 1. Prove que se f for continua em [0, 1], existira
pelo menos um numero ¢ em [0, 1] tal que f(c) = c. (Suges-
tdo: se nem 0 nem 1 servirem como ¢, entdo f(0) > 0e f(1)
< 1. Considere a fungdo g para a qual g(x) = f(x) — xe
aplique o teorema do valor intermedidrio a g em [0, 1].)
Mostre que o teorema do valor intermedidrio garante que a
equagdo x> — 4x + x + 3 = 0 tenha raiz entre | e 2.

. Mostre que o teorema do valor intermedidrio garante que a

Prove que se a fungdo f for continua em @, entdo lin%) ta-0 =
-

= f(a).

equa¢do x> + x + 3 = 0 tenha raiz entre —2 ¢ —1.

2.8 CONTINUIDADE DAS
FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Em nossa discussdo sobre continuidade das fungdes trigonométricas, faremos
uso do seguinte limite:

E O TEOREMA DO CONFRONTO
DE LIMITES (OU TEOREMA DO {jm 31 (1)
“SANDUICHE”) =0 !
Tabela 1 Tabela 2 Vemos que a fungdo dada por se? ! néo ¢é definida quando ¢ = 0. Para termos
t sen ¢ t sen ¢
t 4 uma idéia intuitiva da existéncia do limite em (1), consideremos valores de
1,0 0,84147 -1,0 0,84147 sen t/t para ¢ proximo de 0. Na Tabela 1 estdo os valores da fungéo obtidos
0,9 0,87036 -0,9 0,87036 com uma calculadora quando ¢ é 1,0, 0,9, 0,8,..., 0,1 € 0,01; na Tabela 2 estdo
8’3 8’238;(1) :8’3 8'328;’(1) os valores da fun¢do quando t é —1,0, —0,9, -8,..., —0,1 ¢ —0,01.
0:6 0:94107 —0:6 0:94107 Das duas tabelas, notamos que o limite em (1) existe e é igual a 1. Que, de
0,5 0,95885 —0,5 0,95885 fato, o limite existe e ¢ igual a 1 serd provado no Teorema 2.8.2, mas na sua
0,4 0,97355 -04 0,97355 demonstra¢do usaremos um outro teorema conhecido como teorema do ‘‘san-
0,3 0,98507 -0,3 0,98507  duiche”’. O teorema do ‘‘sanduiche’’ ndo é importante apenas na demonstra-
8’% 8’33333 :8% g’ggggg ¢do do Teorema 2.8.2, mas também nas demonstragdes de alguns teoremas
0:01 0:99998 _0:01 0:99998 fundamentais enunciados em sec¢des subseqiientes.

2.8.1 TEOREMA
TEOREMA DO **SANDUICHE"

Suponha que as fungdes f, g ¢ h estejam definidas em algum intervalo aberto

I contendo a, exceto possivelmente no proprio a e que f(x) < g(x) < h(x) para

todo x em 7, tal que x # a. Suponha também que lim f(x)e lim A(x) ambos
X—a X--a

existam e tenham o mesmo valor L. Entdo lim g(x) existe ¢ ¢ igual a L.
X-a

Antes de provar o Teorema 2.8.1, consideremos a seguinte ilustragdao que o
interpreta geometricamente:

» ILUSTRACAO 1 Sejam f, g ¢ & as fungdes definidas por
f() = —4(x— 2 +3

o) = (x — 2)(x* ——24x +7)
X —

h(x)=4(x —2)?> + 3
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y Os graficos de f e h sdo parabolas tendo seu vértice em (2,3). O gréfico de g
¢ uma pardbola da qual exclui-se o vértice (2,3). Esbogos desses graficos estdo
na Figura 1. A fung¢do g ndo é definida para x = 2; contudo, para todo x # 2,

&) Jx) < g(x) < h(x). Além disso, lim f(x) = 3e lim h(x) = 3. As hipéteses
X2 x =2
do Teorema 2.8.1 estdo, portanto, satisfeitas e segue entdo que lim g(x) = 3.

x—=2

<

Prova do Teorema 2.8.1 . Para demonstrar que lim g(x) = L, precisamos

mostrar que para todo ¢ > 0 existe um § > 0 tal que

se 0<|x—al<é entdo lg(x) — L| <€ ()
L1 Ll ], E dado que
o 5 10 , .
limfix)=L e limh(x)=L

o ¢ assim para todo ¢ > 0 existe um &, > 0 tal que
se 0<|x—al <6, entdo |f(x)— L|<e '
~10
< se O<|x—al<d, entdo L —e<f(x)<L +¢ (3)
fx) eum §, > 0 tal que
FIGURA 1 se 0<|x—al <6, entdo |h(x)— L|<e

< se O0<|x—da|<J, entdo L —e<h(x)<L +e¢ 4)
sejad = min(8,, §,) eassimé < 8, €8 < &,. Logo, segue da afirmatjva (3) que

se 0<|x—al<d entdo L —e < f(x) . (5)
e da afirmativa (4), temos

se 0<|x—al<d entdo h(x) <L +¢ (6)
Sabemos que

J(x) <g(x) <hix) Q)
Das afirmativas (5), (6) e (7),

se O0<|x—da/<d entdo L —e¢< f(x) <y(x) <hx) <L +¢

Logo,

se 0<|x—a|<d entdo L —e<g(x)<L +¢
= se 0<|x—da <0 entdo [g(x)~L| <e
que ¢ a afirmativa (2). Logo,
lim g(x) = L m

X=a

EXEMPLO 1 Dado |g(x) —2| < 3(x — 1)*paratodo x, use o teorema do *‘san-
duiche’ para encontrar lim g(x).

x—1
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Solugdo como |g(x) —2| < 3 (x — 1)? para todo x, segue do Teorema
1.1.10 que

—3(x — 1)? <g(x) — 2 <3(x — 1)? para todo x
<

N —3(x— 1) +2<g(x) <3(x—-12+2 paratodox

Sejam f(x) = —3(x — 1) + 2e h(x) = 3(x — 1)* + 2, entdo
limf(x)=2 e limh(x)=2 )]
x—1 x—1

Além disso, para todo x

F(x) < g(x) < h(x) ©
Logo, segue de (8), (9) e do teorema do ‘‘sanduiche’’ que

lim g(x) = 2
x=1
EXEMPLO 2 Use o teorema do “‘sanduiche’’ para provar que
1
lim [xsen—| =0
x=0 X

Solugdo Como —1 < sent < 1 para todo ¢, entdo

1
Ogsen; <1 se x #0

Logo,sex # 0

1 1
xsen—| = |x||sen—
X X

<l

Assim,

0<

xsen% <|x| sex#0 (10)

‘Como lim 0 = 0e lim |x| = 0, segue da desigualdade (10) e do teorema do

x=0 x—0

‘“sanduiche’’ que

lim =0

x=0

1
xsen—
x

T 10

lim _se;lt =1

Prova Suponha primeiro que 0 < t < 4 n. Veja a Figura 2 que mostra
a circunferéncia do circulo unitdrio x2 + y? = 1 e o setor sombreado BOP, onde
B é o ponto (1,0) e P é o ponto (cos £, sen #). A area de um setor circular de raio
r e angulo central, cuja medida em radianos ¢ ¢, é determinada por
4 rt; assim, se a drea do setor BOP for S unidades quadradas, -

S=14 ‘ (11)
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Considere agora o tridngulo BOP e seja a area desse tridngulo igual a K, uni-
dades quadradas. Como K, = 4 |AP| - |OB|, |AP| = sente |OB| = 1,
temos que

K, =1isent , (12)

A reta que passa pelos pontos O (0, 0) e P(cos ¢, sen ¢) tem por inclinacdo
sen f/cos t e, portanto, sua equacdo é
_sent

= X
cos t
Essa reta intercepta a reta x = 1 em (1, sen ¢#/cos ) que é o ponto T na Figu-
ra 2. Se a drea do tridngulo retdngulo BOT for K, unidades quadradas, entdo
K, = +|BT| - |OB|. Como |BT| = sen t/cos te |OB| = 1, temos
1 sent
K, =~-- 13
272 cost (13)
Da Figura 2, observe que
K, <S<K,
Substituindo (11), (12) e (13) nessa desigualdade,

lsent<lt<]~sem
2 2 2 cost

Multiplicando cada membro da desigualdade acima por 2/sen t, que é positivo
pois 0 < t < 4 m,
t 1

__<_

sent cost
Tomando o reciproco de cada membro da desigualdade acima e invertendo os
sinais das desigualdades,
sent
cost<—t—<l v (14)
Da desigualdade a direita,
sent <t {15)

¢ da identidade em Trigonometria,

Imcost_senzlt 6

2 Ty (16)
Substituindo ¢ por 4 ¢ na desigualdade (15) e elevando ao quadrado

sen? it < 412 v (£7)

Assim, de (16) e (17), segue que
1 —cost - L_z_
2 4
< 1 —4%<cost ' (18)
De (14) e (18) ecomo 0 < ¢ < 4,
1 sent

1—§t2<-t—<1 se0<t<in (19)
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Se -3+ <t<0,entd00 < —7 < L+ x; e assim de (19),

1 sen(—t¢
1—5(—t)2< (t)<1 se —3n<t<0
Mas sen (—¢) = —sen ¢; assim podemos escrever o que estd acima como ‘
1 sent
l—§t2<T<1 se —in<t<0 (20)°

De (19) e (20) concluimos que

1 t
1—§2<§?—<1 se —in<t<in e 1#£0 (21
Como lim (1 —4¢?) = le lim 1 = 1, segue de (21) e‘do teorema do ‘‘san-
t-0 . 10

duiche’’ que

. sent
Im——=1 |

t=0

EXEMPLO 3 Ache o limite, se existir:

sen3x
m
x—0 SENS5x

Solugédo Queremos escrever o quociente sen 3x/sen 5x de tal forma que o
Teorema 2.8.2 possa ser aplicado. Se x # 0,

3 sen3x
sen3x _ 3x

sen5x 5<‘sen5x>

S5x

Quando x tende a zero, 0 mesmo acontece com 3x e 5x. Logo,

sen3x . sen3x . senSx . senSx
1 = lim im = lim
x=0 3X 3x-0 3X x=0 X 5x»0  IX
Logo, _
sen3x
31
sen3x xT;( 3x >
Jim — =
x—0 SenSx . senSx
5 lim
x—=0 _SX
_3 1
541
s

Do Teorema 2.8.2, podemos provar que as fungGes seno € co-seno siao conti-
nuas em 0. :
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2.8.3 TEOREMA | A funcdo seno é continua em 0.

Prova Podemos mostrar que sao satisfeitas as trés condi¢des necessarias a con-
tinuidade:
(i) sen0 =0
sent
-t

(i)} lim sent = lim —
t—0 t—0

. sent .
=lim ——-lm¢
t—0 t t—0

=1-0
=0
(iii) limsent =sen0
t—0
Logo, a funcdo seno é continua em 0. L

2.8.4 TEOREMA | A funcdo co-seno € continua em Q.

Prova Vamos verificar as trés condi¢des necessdrias a4 continuidade em um nu-
mero. Ao verificar a condicdo (ii), usamos o fato de que a fungdo seno é continua
em 0 e substituimos cos ¢ por /1 — sen? ¢, pois cos ¢t > O quando 0 < ¢ < ]
e quando —47 < ¢ < 0.

(1) cos0 =1 :
(i) lim cos t = lim /1 — sen?t¢
t—0 t—~0
= /lim (1 — sen?¢)
t—0
=1-0
=1
(ii1) lim cos t = cos 0
=0
Assim, a fun¢do co-seno é continua em 0. ]

Precisaremos do limite a seguir mais adiante. Ele sera obtido dos trés teoremas
anteriores e dos teoremas de limite.

2.8.5 TEOREMA | lim # =0
t=0
Prova
. 1 —cost . (1 —cost)l+cost)
lim—— =
t=0 t =0 t(1 + cos t)
. (1 —cos?t)
= 1 _—
,i"; t(1 + cos t)
i sen? ¢
=lim ——
o t(1 + cos t)
. sent . sen t
= lim - lim

i—0 t im0l 4cost



120

Limites e Continuidade

Pelo Teorema 2.8.2,

. sent
Iim—=1

=0 t

e como as fung¢des seno e co-seno sao continuas em 0, segue que

. sent 0
lim =
(ol +cost 1+1
=0
Logo,
1 — t
lim—% _ 19
t=0 t )

EXEMPLO 4 Ache o limite, se existir:

. 1l —cosx
im ———
x=0 Senx
Solugdo Como lim (1 — cosx) = Oe lim senx = 0, os teoremas de limite

x>0 x-0
nido podem ser aplicados ao quociente (1 — cos x)/sen x. Mas, se dividirmos o
numerador € o denominador por x, o que é permissivel, pois x # 0, poderemos
aplicar os Teoremas 2.8.2 ¢ 2.8.5. Assim,

1 —cosx
. 1 —cosx
Iim —— =
=0 S€n Xx x=0 sen x
X
.l —cosx
Iim ——
_ x—=0
. senx
lim
x—0 X
0
1
=0

EXEMPLO 5. Ache o limite, se existir.
lim 28X
x—0 X
Solugéo Usaremos a identidade trigonométrica

sen x
COs X

tgx =
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e teremos
. 21tgrx . sen? x
x=0 X x—0 X COS* X
. senx . senx . 1
=2Ilm - lim - lim 5
x—=0 X x-0 X x—0 COS™ X
=2-1-1-1

Usando o Teorema 2.2.12 e o fato de que as fung¢des seno e co-seno sao conti-
nuas em 0, podemos provar o seguinte teorema:

As fungdes seno e co-seno sdo continuas em todos os nimeros reais.

Prova O conjunto de todos os nimeros reais é o dominio de ambas as fungdes
seno e co-seno. Logo, precisamos mostrar que se @ for um numero real qualquer,

lim sen x = sena e limcosx=cosa

x—a x—*a
ou, equivalentemente, do Teorema 2.2.12,

liné sen(f + a) = senae lim cos(t + a) = cos a (22)
t—

t—0

Usaremos as identidades

sen(f + @) = sentf cos a + COS f sen a (23)
cos(t + a) = costcosa — sent sena (24)
De (23), -

il

lim sen{(t + a) lim (sen f cos @ + cos  sen a)
r -0 -0

= limsent - limcos a + limcos ¢t - limsena
t—0 t—0 t—0 =0

=0-cosa+1-sena

= sena
Logb, a primeira das igualdades (22) é verdadeira; assim, a fung¢ao seno é conti-
nua em todo numero real. De (24),

lim cos(t + a) = lim (cos t cos a — sent sen a)
t—Q t—=0

limcost-limcosa — limsent - limsena
t—=0 t—0 -0 t—=0

=1-cosa— 0-sena
= cos a

Assim, a segunda das equagdes em (22) ¢é verdadeira e, portanto, a fungdo co-
seno € continua em todo numero real. |

Usando as identidades trigonométricas, o Teorema 2.6.4 sobre continuidade
de uma funcdo racional e o Teorema 2.8.6, podemos provar que as outras quatro
fung¢des trigonométricas sdo continuas em seus dominios.
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2.8.7 TEOREMA
minios.

A tangente, co-tangente, secante e co-secante s3o fungdes continuas em seus do-

A demonstragdo do Teorema 2.8.7 sera deixada como exercicio (veja os Exer-

cicios de 35 a 38).

EXERCICIOS 2.8
Nos Exercicios de 1 a 26, calcule o limite, quando ele existir.
sen 4 2 sen9
1. lim — X 2. lim —— 3. lim =2 2X
x—0 X x—0 S€n 3x x—0 Sen7x
sen 3¢ 3 . 3
4, lim —— . i y 6. lim Sen” x
(—0 SEN6! y-0 SEN Sy x=0
2 5
7. lim —%— 8 lim 2 g jjy >~
x—-0 sen? 3x x-0 4x3 x—0 COS X
1 - 1 —cos4
10. lim ——> X 11. lim — 2%
x—0 1 +senx X0
1 — 2 3x?
12. lim — %2 13, lim ———
20 4z x—0 1 —cos? 3x
1 _ 2
14 lim —— 15. lim 8%
x—0 2x x—0
4 sent
16. lim £ 2 17. lim o
x=0 4x* t—o+ I
1— 1 - 2
18. lim — > 19. lim — 2> <X
x—=0 X x—0 Sen 3x
. sen 4y
20. lim

y—o0+ cOs 3y — 1

. l—senx . . 1
21. lim ———— (Sugestdo: seja t = w7 — x.)
x=nf2 27— X
In—x
22. lim 2 Sugestdo: sejat = +n - x.
x—mj2 COS X (Sug ! 2 )
. senx .
23. lim (Sugestdo: sejat = x — m.)

x—ont X — T

. tanx )
24. lim - (Sugestdo: sejat = x — 1.)
x—n+ X —
243 sen x
25. lim * 2% 26. lim 0 X
x—0 S€n x x—0 3X° + 2x

Nos Exerciciosde 27 a 30, use o teorema do “‘sanduiche’’ para en-
contrar o limite.

. 1 .
27. lim x cos — 28. lim x? sen
x=0 x x—~0 3 x

29. lim g(x), se |g(¥) + 4| < 2(3 — x)* para todo x
x=13

30. lim g(x), se |g(x) — 3] < 5(x + 2)? para todo x

X =

Nos Exercicios 31 e 32, encontre o limite, se existir

1
31 lim Sen(sen x) 32. lim sen x sen—
X

x—0 X x—0

33. Dado: 1 ~ cos?x € f(x) < x2paratodo x no intervalo aber-
to (—+m, +x). Ache lim f(x).
x—-0
34. Dado: —sen x < f(x) € 2 + sen x para todo x no intervalo
aberto (— m, 0). Ache lim/2 J&).
X = T,

Nos Exercicios de 35 a 38 prove que a fungdo é continua em seu
dominio.

35. A fungao tangente.
37. A funcao secante.

36. A fungdo co-tangente.
38. A fungdo co-secante.

39. Se | f(x)| < M para todo x, onde M é uma constante, use
0 teorema do “sanduiche” para provar que limo x2fi) =0

Pt .
40. Suponha que | f(x)| < M para todo x, onde M é uma cons-
tante. Além disso, suponha que }i_l'r,l |g)| = 0. Use o teo-

rema do ‘‘sanduiche’’ para provar que ;i_r.rb f(x)gx) = 0.

41. Se | f(x)| < k |x — a| paratodo x # a, onde k é uma cons-
tante, prove que xlinal ) =0

2.9 PROVAS DE ALGUNS
TEOREMAS SOBRE

LIMITES DE FUNCOES
(Suplementar)

Na Sec¢do 2.1 ha um teorema (Teorema 2.1.2) e na sec¢ao 2.2 ha dois teoremas

(Teoremas de Limite 9 e 10) cujas provas foram adiadas até esta secgio.
Conforme ficou estabelecido na Sec¢do 2.1, o Teorema 2.1.2 é um teorema

de unicidade que garante que se o limite de uma fungéo existir, ele serd tnico.

Vamos enuncid-lo novamente e demonstra-lo.

2.1.2 TEOREMA

Se lim f(x) = L, e lim f(x) = L,,entdo L, = L,.
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Prova Vamos supor que L, # L, e mostrar que essa hipdtese leva a uma
contradi¢io. Como lim f(x) = L,, segue, da Defini¢do 2.1.1, que para todo
X-a
€ > 0 existe um 8, > 0 tal que '
se 0<|x—al<d, entdo |f(x)— Ly <€ 1)

Também, como lim f(x) = L,, existe um &, > 0 tal que

se 0<|x—al<é, entdo |f(x)— L,|<e : )

Agora, escrevendo L, — L, como L, — f(x) + f(x) — L, e aplicando a desi-
gualdade triangular (Teorema 1.1.15), temos '

|L1 - L2| = |[L1 — )]+ [f(x) — L2]|
<Ly = f()| + | f(x) — Ly : ©)

Assim, de (i), (2) e (3) podemos concluir que para todo € > 0 existe um &, > 0
e um §, > 0 tais que

se 0<|x—al<d, e O<|x—da|<é, entdo |[L, —Ly|J<e+e (4)

Se 6 for o menor dentre 8, € &,, entdo § < 6, e 6 < &, ¢ (4) estabelece que
para todo € >0 ha um § > 0 tal que

se 0<|x—al<é entdo |L, —L,|<2e " (5)

‘Mas se e = + |L, — L,|, entdo (5) estabelece que existe um § > O tal que

se 0<|x—a|<é entdo |L, — L,| <|L, — L,|

Evidentemente, |L, — L,| n3o pode ser menor que si proprio. Logo, temos
uma contradigdo e nossa hipdtese é falsa. Assim, L, = L,, e o teorema estd
provado. [ |

Para provar o Teorema de Limite 9 (limite do quociente de duas fungdes)
e o Teorema de Limite 10 (limite da raiz enésima de uma fungdo), aplicamos
o Teorema 2.7.1 sobre o limite de uma fungdo composta, que agora vamos enun-
ciar novamente.

Se lim g(x) = b e se a fungdo f for continua em b,
lim (f o 9)(x) = /()
& lim fg() = f(lim g(x))

O Teorema 2.7.1 foi provado na Secc¢do 2.7. Antes de aplica-lo na demons-
tragdo do Teorema de Limite 9, precisamos demonstrar um teorema sobre a

continuidade da funcdo definida por f(x) = %

Se a for qualquer numero exceto 0 e
- L
Jx) =

entdo f sera continua em a.
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Prova O dominio de fé o conjunto de todos os nimeros reais, exceto 0. Lo-
g0, a esta nesse dominio. A prova estara completa se pudermos mostrar que

N

lim—=—

x—a X a
Para provar isso, dois casos devem ser considerados: a > 0 e a < 0. Provare-
mos o caso em que a > 0 e deixaremos a demonstragdo do caso ¢ < 0 como
exercicio (veja o Exercicio 18).

Como 1/x esta definido para todo x exceto 0, o intervalo aberto requerido
pela Defini¢cZo 2.1.1 pode ser qualquer intervalo aberto contendo @, mas néo
contendo 0.

Considerando ¢ > 0, precisamos mostrar que para todo ¢ > 0 existe um
& > 0 tal que

se 0<|x—a|<d entdo <l <e (6)
Como
LY a=x
x a|l | ax
_Ix—4
laf x|
1 .
=|x—a-——  (poisa > 0)
alx|
a afirmativa (6) é equivalente a
se 0<|x—al<d entdo [x—a|-—1—<e (M
alx|

Na parte final de (7), além de |x — a|, temos outro fator: o quociente T

Logo, para provar (7) precisamos restringir § para obtermos uma desigualdade

envolvendo . Escolhendo o intervalo aberto exigido pela Defini¢do 2.1.1

a|x|

como sendo (4 @, + a), que contém @ mas ndo 0, estamos exigindo
1 -~

8 < + a. Entéo,

O<|x—al<dé e 6<a

= |x —a| < 4a
= —da<x—-a<ia
= la<x<3a
= Ja<|x|<3a  (poisa > 0)
2 1 <2
== e _— —_—
3¢ |x| a
2 _ 1 _2 8
= —_— —_ —_—
3a> "alx| " a®
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Agora _
0<'|x—£z|<5 e —1—<%
ax| "a
2
=> |X—GI'WX|<6'a—2 (9)

, 1 . . ..
Como nossa meta é ter |x — a| - alx] < ¢, a afirmativa (9) indica que deve-

. . 2 e . -
mos exigir § - P < ¢, isto é, & < +a? e. Assim, com essas duas restrigdes em

6, escolhemos 8 = min(4a, + a2 ¢). Com esse § usamos o seguinte argumento:

O<|x—a|<d

1 1
= |x—a' ——<dé —
alx| " alx|
|x — a] 1 .
= S——<é-——  (pois a > 0)
lal || alx|
ax alx|
1 1
= ———l<5'— (10)
x a alx| .
Mostramos em (8)se § < yae0 < |x — a| < §, entdo 1 | < %, isto &,
: . a|x a
1 <8 - l. Continuando a partir de (10), temos
a |x| a?
1 1 1 | 2
——=|<d—— € 6 —<b6 =
x a alx| alx| a
1 1 2
= “'——<5'—7
X a a
= 1.1 < -a% = (pois 6 < L-a%)
x a|l 2 2 s
1 1
= |—-—=|<e
X a

Assim, mostramos que para todos € > 0, com 8 = min({ @, +a? €), a seguinte
afirmativa serd verdadeira:

<€

a

se 0<|x—a|<d entdo

Isso prova que lim 1_1 se a > 0. Logo, fé continua em a, se ¢ > 0.

X—wa X a’
.
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Antes de enunciar novamente o Teorema de Limite 9 e demonstra-lo usando
os Teoremas 2.7.1 € 2.9.1, vamos dar um exemplo mostrando como os Teore-
mas 2.7.1 € 2.9.1 podem ser usados para determinar o limite de um dado quo-
ciente.

EXEMPLO 1 Usando os Teoremas 2.7.1 ¢ 2.9.1, em vez de aplicar o Teore-
ma de Limite 9 (limite de um quociente), encontre '

lim 4x — 3
a2 X2 4+ 2x 45

Solucédo Sejam f e g as fungdes definidas por
f)=4x—-3 e gx)=x*+2x+5

Consideraremos f(x)/g(x) como o produto de f(x) por 1/g(x) ¢ usaremos o Teo-
rema de Limite 6 (limite de um produto). Primeiro, porém, precisamos encontrar

lim 1/g(x), o que é feito ao considerarmos 1/g(x) como o valor de uma fungédo
x—-2

composta.

Se A for a funcgdo definida por A(x) = 1/x, entdo a fungdo composta h o g
serd a fungio definida por A(g(x)) = 1/g9(x). Agora

lim g(x) = lim (x* + 2x + 5)

x—2 x—2
=13

Do Teorema 2.9.1, h é continua em 13; assim, podemos usar o Teorema 2.7.1
€ ter

1
lim——— = lim —
X T 2x 45 Ay g(x)
= lim h(g(x))
x—2

= h(lim g(x}) (pelo Teorema 2.7.1).

x—~2

= h(13)

-~

It

e
W

Logo, usando o Teorema de Limite 6,

4x — 3
lim —— > — lim (4x — 3) - lim ——————
e XE ¥ 2x+ 5 xlfl(x )x1$x2+2x+5

S
5 13
5
3

It

-

Se lim f(x) = L e se lim g(x) = M, entdo

1irr:-§£(%=%seM¢0.

Prova Seja h a fungdo definida por A(x) = 1/x. Entdo, a fungdo composta de
h og esta definida por A(g(x)) = 1/g(x). A funcéo h é continua em toda parte,
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exceto O, o que segue do Teorema 2.9.1. Logo,

lim —1—) = lim h(g(x))

x—a ( XxX—a

= h(lim g(x)) (pelo Teorema 2.7.1)

x—a

= h(M)

Do Teorema de limite 6 e do resultado acima,
J(x)

1
lim—— = lim f(x) - im —
x—a g(x) x—*af( ) x—a g(X)
1
=L ¥

L =

M

Para provar o Teorema de Limite 10 usando o Teorema 2.7.1, vamos preci-
sar usar também o teorema sobre a continuidade da funcdo f definida por
Jf(x) = %/x, o qual foi enunciado como o Teorema 2.6.5 na secgdo 2.6, mas nao
foi provado. Faremos agora a sua demonstra¢do, usando para tanto as seguin-
tes formulas, onde n é qualquer nimero inteiro positivo:

@ —b=@a—b)@ ' +a b +a""3b*+...+ab"" 2+ b} (11)
A férmula (11) segue de
a@ '+ a""h+ . +ab" i+ b Y =a"+a"" b+ ... +ab"?

bla ' +a " h+ ... +ab" P+ b ) =a""b+ ...+ ab" + "

subtraindo os termos da segunda igualdade pelos da primeira igualdade.

Se n for um inteiro positivo e
JG&) = Ux
entao,

(i) se n for impar, f serd continua em todo niimero real a;
(ii) se n for par, f sera continua em todo nimero positivo a.

Prova Provaremos o teorema para 0 caso em que @ é um nimero positivo e
n é par-ou impar. O caso em que g é negativo ou nulo e n é impar sera deixado
como exercicio (veja o Exercicio 19).

Queremos provar que se @ > 0 e f(x) = %/x, entdo f sera continua em a. Co-
mo 3/a existe quando a > 0, a demonstragdo estard completa se mostrarmos
que

Iim{‘/—z{/z

x—a
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Como %/x esté definida para todo niumero n3o-negativo, o intervalo aberto exi-
gido pela Definigdo 2.1.1 podera ser qualquer intervalo aberto contendo a € tendo
um ndmero ndo-negativo como extremo esquerdo. Precisamos mostrar que pa-
ra todo € > 0 existe um & > 0 tal que

se'0<|>é—a|<5 entdo |¢/x — ¥/a| <e (12)

Para expressarmos |%/x — %/a| em termos de |x — a| usaremos (11).

l{/; 3 {./EI _ (xlln _ al/n)[(xlln)n—l + (xl/n)n—zal/n + ...+ xl/n(alln)n—Z + (al/n)n—l]

(xl/n)n—l + (xlln)n-zal/n + .+ xl/n(alln)n—Z + (alln)n—l
Se (11) for aplicada ao numerador.

1
|</_ - {'/E| = |x - a| e (n—2)n 1/n 1/n,(n—2)n (n—1)/n
|x +x al™ 4+ ...+ x1"q +a

Nessa equacao expressaremos
l¢(x)| — |x(n—1)/n + x(n—Z)/naI/n 4.+ xl/na(n—Z)/n 4 a(n—l)/n

e obteremos

1
!ﬁ—ﬁl=lx—a1-m (13)

Assim, a afirmativa (12) é equivalente a:

se 0<|x—al<d entdo |x —d (14)

1
oo €

Na parte final de (14), além do fator |x — a|, temos a fragdo . Logo,

.
| ()|

para provar (14) precisamos restringir § de forma a ter uma desigualdade en-

- volvendo essa fra¢do. Se escolhermos o intervalo aberto estipulado na Defini-

¢do 2.1.1 como sendo o intervalo (0, 2a), estaremos exigindo que § < a. Entdo

O<|x—al<d e éb<a

= |x —a] <a
= —a<x—a<a
= 0<x<2a
= a" =V < |(x)] (pois x > 0)
1 1

= T @ )
Agora

0<| <é e ! < L

)f al |¢(x)‘ a" 1)/n
1 1

= |x—ad (16)

Towy <0 @

Nossa meta é obter |x — a < €. Assim, a afirmativa (16) mostra que

1
| 6()|
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1

devemos exigir 6 - T

< ¢, isto é, 8 < atn - Vn ¢ Assim, escolhemos
& = min(a, a” ~ V7¢). Com esse & usamos o0 seguinte argumento:
O<|x—a <6
‘ 1 1
<o
|(x) |¢(X)|

= |\/——\/_|<5

= |x—a|-

|¢( ) (de (13))

1 1
< ’
|‘ ¢(X) a(n = 1)/n

. Continuando, teremos

Mostramos em (15) que sed < aeld < |x — a| < &, entdo

1 1
| ¢(X)| < 6 a(n - 1Y/n

1 1
— o R
e = <l < |¢( T [T = ° a0

|\/__ \/_‘ <é- (n 1)/»

isto é, 6 -

|\/— \/_l <a(ﬂ 1)/" . ("11)/" (pOiS 6 S an - Wn E)

|¥/x — </a| <€
Demonstramos que para todo ¢ > 0, com § = min(a, a® - V"), a seguinte
afirmativa é verdadeira:

se 0<|x—al<d entdo |t/x — fa|<e
Logo, provamos que lim {/x = 3/a, sendo @ um nimero positivo. Portanto f é
X—a .
continua em aq, se a > 0. [ |
Como fizemos com o Teorema de Limite 9, antes de enunciar-novamente o
Teorema de Limite 10 e apresentar a sua demonstragdo usando os Teoremas

2.7.1e2.6.5, daremos um exemplo mostrando como podemos usar esses teore-
mas para encontrar o limite da raiz enésima de uma dada funcéo.

EXEMPLO 2 Usando os Teoremas 2.7.1 ¢ 2.6.5, e ndo o Teorema de Limite
10 (limite da raiz enésima de uma fun¢io), encontre

lim {/3x — 5

x—7
Solucao Sejam A e f as funcgdes definidas por
hx)=4¢x e f(x)=3x-5

A fung¢do composta 4o f esta definida por h(f(x) Yf(x). Agora
lim f(x) = lim (3x — 5)

x—7 x—7

=16
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Pelo Teorema 2.6.5, a fungdo A é continua em 16. Logo, podemos usar o Teo-

rema 2.7.1 e obter

lim {/3x -5 =

x=7

lim /f(x)
x—+7

= lim h(f(x))

x—+7

= h(lim f(x))

= h(16)

=2

(pelo Teorema 2.7.1)

2.2.10 TEOREMA DE LIMITE 10

| lim ¥f(x) = ¥/L

x—a

Se n for um inteiro positivo e lim f(x) = L, entdo
x—a . .

com a restricdo de que se n for par, L > 0.

Prova Seja 4 a fungdo definida por A(x) = %/x. Entdo, a fungdo composta 4o f
serd definida por A(f(x)) = ¥/f(x). Do Teorema 2.6.5, segue que A serd conti-
nua em L, se n for impar ou se n for par e L > 0. Logo,

lim Y/f(x) = lim h(f(x))
‘ = h(lim f(x)) (pelo Teorema 2.7.1)
= h( L)
— /L [ |

‘EXERCICIOS 2.9

Nos Exercicios de 1 a 6, use os Teoremas 2.7.1 e 2.9.1, em vez
do Teorema de Limite 9, para encontrar. os limites.

4
1. I 2. 1
Xt T2
t+4 —1
3. lim - *2 4 lim¥—
t--1t—2 y=3y+5
3x 2t
5 lim —————— 6. lim ———
x1$2x2—3x+4 ,l_ﬁ]tz—4

Nos Exercicios de 7 a 12, use os Teoremas 2.7.1 e 2.6.5, em vez
do Teorema de Limite 10, para encontrar os limites.

7. lim /x2 -5 8 lim /x —1

x—3 x—2
9. lim 3y +4 10. lim /83 +6
y—= -4 t=-1/2

11.

lim ¢t2 + 5t + 3

t—1

12. lim {/y*> — 1

y-0

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

Se a fungdo ¢ for continua num nimero « e a fungio f for
descontinua em a, é possivel que o quociente das duas fun-
¢cdes f/g seja continuo em a? Prove a sua resposta.

Se f(x) for ndo-negativa para todo x em seu dominio, e
lim [f(x)]? existir e for positivo, prove que lim Sfx) =
xX—=a - a

= Jlim [f()).

X—a

Prove que se lim f(x) existir e for L, entdo lim | f(x)| existe e
X—a X—a

é|L|.

Prove que se f(x) = g(x) para todos os valores de x, exceto x = a,

entdo lim f(x) = lim g(x), se os limites existirem.
XxX—-a X—a

Prove que se f(x) = g(x) para todos os valores de x, exceto

X = a, entdo se lim g(x) ndo existir, o lim f(x) também ndo
X—»a X—a

existird. (Sugestdo: mostre que a hipétese de que lim f{x)

X—a

exista nos levard a uma contradigio.)

Prove o Teorema 2.9.1, se a < 0.

Prove o Teorema 2.6.5 para o caso em que @ é negativo ou

nulo e n é impar.
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2.10 TEOREMAS ADICIONAIS
DE LIMITES DE FUNCOES
(Suplementar)

2.10.1 TEOREMA

o

-5

IO~ o S N

FIGURA 1

Vamos discutir agora quatro teoremas que s30 necessarios 3 demonstragio de
alguns teoremas importantes em secg¢bes posteriores. Apds o enunciado de cada
teorema serd dada uma ilustra¢io grafica.

Se lim f(x) existir e for positivo, entdo havera um intervalo aberto contendo c, tal
X = . N - s

que f(x) > 0 para todo,x # ¢ no intervalo.

» ILUSTRACAO 1 Consideremos a fungéo f definida por

5
2x — 1

Um esbogo do grifico de f estd na Figura 1. Como lim f(x) = 1e 1 > 0, de

x-3

acordo com o Teorema 2.10.1 haverd um intervalo aberto contendo 3, tal que f(x) > 0
para todo x # 3 nesse intervalo. Tal intervalo serd, por exemplo, (2, 4). Na
verdade, qualquer intervalo aberto (a, b) parao qual 4 <-a < 3e b > 3, serve
de exemplo. <

f) =

Prova do Teorema 2.10.1 Seja L = lim f(x). Por hipétese, L > 0. Aplicando a
Defini¢do 2.1.1 e tomando € = L, existe um & > 0 tal que
se 0<|x—( <4 entdo |f(x)— L|<3L )]

Também, |f(x) — L| < 5L equivalea —+L < f(x) — L < 4L (consulte o
Teorema 1.1.10), o que por sua vez equivale a

L<fl)<iL @

Também, 0 < |x — ¢| < S equivalea -8 < x — ¢ < §, x # ¢, 0 que por
sua vez equivale a

c—0<x<c+d mas x#c
& X esta no intervalo aberto (¢ — 8, ¢ + §) mas x # ¢ 3)
Das afirmativas (2) e (3), podemos substituir (1) pela afirmativa:
se x estiver no intervalo aberto (¢ — &, ¢ + 8), x # ¢, entdo +L < f(x) < L.

Como L > 0, segue que f(x) > 0 para todo x # ¢ no intervalo aberto

(c — 6,c + 8). [ |

EXEMPLO 1 Dada

—3x
2x—17

(a) Mostre que lim f(x) > 0. (b) Verifique o Teorema 2.10.1 para essa fungio, en-
x-1

fx) =

contrando um intervalo aberto que contenha 1 € no qual f(x) > 0 para todo
X # 1 no intervalo.

Solugdo
. —3x 3
@ lm>>—==5 ¢ 3>0
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(b) Os valores de x no. intervalo aberto pedido devem ser tais que

—3x
2x — 17

>0 @

A desigualdade (4) sera satisfeita quando ambos o numerador € o denominador
forem positivos, ou quando ambos forem negativos. H4, portanto, dois casos
a considerar:

Caso 1: —3x >0e2x — 7 > 0.
Isto ¢, x < 0ex > 1. Ndo existe valor de x que satisfaca ambas as desigual-
dades. Logo, o conjunto-solugdo do Caso 1 é vazio.

Caso 2: —-3x < 0e2x — 7 < 0.
Isto é, x > 0 e x < %. O conjunto-solugdo € o intervalo (0, 4). Assim,
a desigualdade (4) sera satisfeita se x estiver no intervalo aberto (0, %).
Concluimos, entdo, que todo intervalo aberto (a, b), paraoqual0 < a < 1
el < b < I, serd tal que conterd 1 e f(x) > 0 para x # 1, sendo x perten-
cente a ele. O intervalo (3, 2) é um exemplo.

Se lim f(x) existir e for negativo, existird um intervalo aberto contendo c, tal que
X=C - B

Sf(x) < 0 para todo x # ¢ no intervalo.

A demonstragdo desse teorema ¢ similar & do Teorema 2.10.1 e sera deixada
como exercicio (veja o Exercicio 17).

» ILUSTRAGAO 2 Seja

6 —x
g(X) - 3 _ 2x
A Figura 2 mostra um esbogo do grificode g - lim g(x) = —4¢ —4 < 0; logo,

X2

pelo Teorema 2.10.2 existe um intervalo aberto contendo 2, tal que g(x) < 0
para todo x # 2 no intervalo. Como exemplo de tal intervalo temos (3, 3).
Qualquer intervalo aberto (a, b) paraoqual + < a < 2e2 < b < 6serd sufi-
ciente. <4

O exemplo a seguir ilustra o Teorema 2.10.2.

EXEMPLO 2 Dada
g(x) =

1 —=2x
(a) Determine os valores de k, tais que hm g(x) < 0. (b) Ache todos os intervalos

abertos (g, b) contendo um determlnado valor de k que satisfaga a parte (a), tais
que g(x) < 0 para todo x # k em (a, b). (c) Faga um esbogo do grafico de g,

e mostre no gréfico a interpretagdo geométrica dos resultados das partes (a) e (b)

Solugédo
(@) Se k #4,

11m ! !
xok 1 —2x 12
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Queremos encontrar os valores de k para os quais
1
1 -2k

Essa desigualdade sera satisfeita se € somente se o denominador for negativo,
isto é, se e somente se

<0

1-2k<0
-2k < 1
k>4

Logo, lim g(x) < 0, sempre que k estiver no intérvalo ( , + o).

x—k

(b) Como g(x) < 0 se e somente se x > &, os intervalos abertos requeridos (a, b)
contendo X e tais que g(x) < 0 sdo aqueles para os quais + < a < k

eb > k.
(¢) Um esbogo do gréfico de g estd na Figura 3, onde um valor de k > + foi

escolhido. Note que hm g(x) = g(k) e assim sendo g é continua em k. O ponto

(k, g(k)) esta no graflco egk) < 0. Observe que para todos os valores de
X em qualquer intervalo aberto (@, b), onde 4 < @ < ke b > k, o gréfico
esta no quarto quadrante, e assim g(x) < 0.

' Suponha que a fungio f esteja definida em algum intervalo aberto I contendo 3

¢, exceto possivelmente em c. Suponha também que exista algum nimero M
para o qual hajaum 6 > 0, tal que se 0 < |x — ¢} < 8, entdo f(x) < M.
Logo, se lim f(x) existir e for igual a L, L < M.

X—=C

» ILUSTRACAO3 A Figura 4 mostra um esbogo do grafico de uma fun¢do f que
satisfaz a hipétese do Teorema 2.10.3. Note pela figura, que f(1) ndo est4 defi-
nida, mas f estd definida no intervalo aberto (£, <), exceto em 1. Além disso, se
0 < | x — 1| < 4, entdo f(x) < . Logo, segue do Teorema 2.10.3 que se

lim f(x) existir e for L, entdo L < <. Da figura, observe que existe um L e é 2.
x=1
<

Prova do Teorema 2.10.3 Suporemos que M < L e vamos mostrar que essa hip6-
tese leva a uma contradi¢do. Se M < L, existird algume > Otalque M + ¢ = L.
Como llinc J(x) = L, existe um §, > 0 tal que

se 0<|x—c|<d, entdo |f(x)—L|<e
< se O0<|x—c/<é, entdo L—e< f(x)<L+e¢
Substituindo L por M + e, segue que existe um &, > 0 tal que

se 0<|x—c| <8, entdo (M +¢) —e€ < f(x)
< se 0<|x—c|<d, entdo M < f(x) )
Mas, por hipétese, existe um & tal que

"se 0<|x—c|<é entio f(X)KM (6)
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As afirmativas (5) e (6) sdo contraditorias. Logo, nossa hipotese de que M < L
¢é falsa. Portanto, L < M. ]

Suponha que a fungdo f esteja definida em algum intervalo 7 contendo c, exce-
to possivelmente em ¢. Suponha também que exista algum numero M para o
qual hajaum § > 0, tal quese 0 < |x — ¢| < 6, entdo f(x) > M. Assim, se
lim f(x) existir e for igual a L, L > M.

X—C

A demonstracdo serda deixada como exercicio (veja o Exercicio 18).

» ILUSTRACAO4 A Figura 4 também ilustra o Teorema 2.10.4. Na figura, ob-
serve que se 0 < |x — 1| < 4, entdo f(x) > 3; e, como f esta definida no in-
tervalo aberto (4, <), exceto em 1, conforme estabelecido previamente, o Teo-

rema 2.10.4 afirma que se lim f(x) existir e for L, entdo L > 3. <

x—1

EXERCICIOS 2.10
Nos Exercicios de 1 a 4, sdo dados uma fungdo f e um niimero
¢. (a) Mostre que ){t_{nc ftx) > 0; (b) verifique o Teorema 2.10.1

para a fungdo f, encontrando um intervalo aberto contendo c,
tal que f(x) > 0 para todo x # c no intervalo.

7

1.f(x)=2x+4;c=3 2.f(x)=m;c=4
—1 ‘1

3.f(x)=*§_1;c=1 4. f0) = F—pic=—1

Nos Exercicios de 5 a 8, sdo dados uma funcdo g e um mimero
c. (a) Mostre que p_{nc g(x) < 0; (b) verifique o Teorema 2.10.2

para a fung@o g, encontrando um intervalo aberto contendo c,
tal que g(x) < 0 para todo x # c no intervalo.

x2 -9 2—7x+ 3x?
5, =_.._.__, = — . =—, =
g(x) 13 c 3 6. g(x)  x c=2
2 —./4 N -2
7. g(x)=—-—-;cﬂ;c=0 8. g(x):—xé—-*-lT';c=3

Nos Exercicios 9 e 10, uma fungdo f € dada. (a) Determine os
valores de k tais que Iinz f(x) > 0. (b) Ache todos os intervalos
xX—

abertos (a, b) contendo um valor particular de k que satisfacam
a parte (a) tais que f(x) < 0 para todo x # k em (a, b). (c) Faca
um esbogo do grdfico de f e mostre no grdfico a interpretagdo
geomeétrica dos resultados das partes (a) e (b).

3x
9. f(x)=x+1

x? —25
10. f(x) Ry -

Nos Exercicios 11 e 12 é dada uma fungdo g. (a) Determine os
valores de k tais que lirr;c g(x) < 0. (b) Ache todos os intervalos
X—

abertos (a, b) que contém um determinado valor de k que satis-
Jfaca a parte (a) tais que g(x) < 0 para todo x # k em (a, b).
(c) Faca um esbogo do grdfico de g e mostre no grdfico a inter-
pretagdo geométrica. dos resultados das partes (a) e (b).

2x2 +x—6

1. gx)= X TX7° 12. g =2 —Jx — 1
I = T Tixt 14 9(x) x

13. Faca um esbogo do gréfico de uma fungéo f satisfazendo as
hipéteses do Teorema 2.10.3 para a qual f(2) ndo é definida.
A fungdo f estd definida no intervalo aberto (1, 3), exceto
em 2. Além disso, seja f(x) < 5se0 < |x — 2| < leseja
lim2 f(x) igual a0 nimero L. Mostre, na figura, que L < 5.
X =

14. Faga um esbogo do grafico de uma func¢éo f satisfazendo as
hipéteses do Teorema 2.10.3 para a qual f(0) ndo é defini-
da. A fungdo festa definida no intervalo aberto (-2, 2), ex-
ceto em 0. Além disso, seja f(x) < 3se0 < |x| < 2eseja
}in}) f(x) igual a um nimero L. Mostre na figura que L < 3.

15. Faca um esbogo do grafico de uma fungio satisfazendo as
hipéteses do Teorema 2.10.4 para a qual f(0) ndo ¢ defini-
da. A funcdo f est4 definida no intervalo aberto (~+, +),
exceto em 0. Além disso, seja f(x) = 2se0 < x| < e
seja }mb f(x) igual ao mimero L. Mostre na figura que L > 2.

16. Faca um esbogo do grafico de uma fungio f satisfazendo as hi-
poteses do Teorema 2.10.4 para a qual f(1) ndo é definida. A
funcio f estd definida no intervalo aberto (%, %—), exceto em
1. Além disso, seja f(x) > 0,se 0 < |x — 1| < &+ e seja
}iml f(x) igual ao mimero L. Mostre na figura que L > 0.

17. Prove o Teorema 2.10.2. 18. Prove o Teorema 2.10.4.
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EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 2

Nos Exercicios de 1 a 8, calcule o limite e, quando aplicdvel, in-
dique o teorema de limite usado.

1. lim (3x2 — 4x + 5) 2. lim Ltk
: x=2 : h—1 3h3+6
22 -9 x2—-x—6
3. 1 4. lim ————
T3 e xT—5x — 14
4x% +4x — 3 Sy+4
5 lim 3f—— "~ 6. li
e A —1 Ny =5
7. im Y273 8, lim L —Y1+¢
t—0 t t-0 t

Nos Exerciciosde 9 a I 8, estabelega o limite usando a Defini¢do

2.1.1; isto é, para qualquer ¢ > 0, ache um & >.0 tal que se.

0<|x—a|l <6 entdo |fx) - L| <e
9. lim (2x — 5) =1 10. lim (8 — 3x) = 14

x—3 x——2
1L lim 3x+8)=5 12. lim (4x — 11) =9

x—=-1 x=5

13. lim x*=16 14. lim x?2 =1
x—=—4 x—+1/2 .

15. lim (x2 — 3x) = =2 16. lim 2x2 -~ x —6)=9
x—2 x—3

16x* — 9 1—9x2

17. lim —= -6 18. lim =

,,_.112/4 4x + 3 x=13 1 —3x .

Nos Exercicios de 19 a 48, ache o limite, se existir.

2x2—x -3 "y —3
19. lim ———— 20. i
o T 1 8x 45 ylﬂ y =27
21. lim f(x)sef(x) = X -1 sex<3
Cx-3 T lx+5 sed3<x

2Jx -6

22. lim (3x — 1] = 5) 23. lim

x=1/3 x=9 X — 9
125 — y? 2x
24. lm —— 25. 1
s y—5 e 16 — 2
 5—a+3s o Ji—a
26. lim ——— 27, lim 55—
s»7 11— 15 12 — 10t + 25
. x5 [ -1
28. 1 —_— 29, 1
o= 263 — 322 P [x] — x
Jx—-1-2 3x2 4 2x —
30, lim YX """ * 3. lim X T2
x5 X—35 et X2+ 4
4x —3 x2+5
32. lim ————— . i
s —xrl . 2 Im
8x3 4+ 7x — 2 \?
M lim (g . lim (x+ -
xerw (':’x3 + 3x2 + 5x‘> 35 x..ufw( X+ \/;)
36. lim W241—++4) 37 lim se: ;
1t~ + o x=0

38, lim — 39, lim St
o —_— (O} )
x—0 1 —cCos x t~0 S€Nn 2t
0 lim1—c053x . a1 liml—coszx
" =0 Sen3x R x
2. lim 43. lim 205¢¢ 36
-0 tgt e~0 cotg @
ST+ 3x —3 Mt 2 _ 32
aa, tim Y T3 45, lim S~V
x=—8 X — 8 t—0 t
2x2 —
46. Tim 25— 3%
x=0 2Senx
Yx* +1 —x2 +1
47. lim I = X+ Sugestdo: escreva
x-Q
1= +1 1-Ux*+1 Yx*+1-1
x? = x? + x? '
27 _ 2
48, lim 1
x—+1* X -1

Nos Exercicios de 49 a 54, ache as assintotas horizontais e verti-
cais e desenhe um esbogo do grdfico da fungdo. .

x+8 3Ix—2

49. f(")_x'—4 50. f(x) = ——
51, g0 =1 — 52 flx) = 52—
S =1--73 S =

2

x?—4

2

: 2
54. h(x) = sz

53, f(x) = —

Nos Exercicios 55 e 56, ache as assintotas horizontais e verticais
e trace um esbogo do grdfico da equagdo.

55. xy—3x+4y=0 56. xy—5x—3y+2=0
Nos Exercicios de 57 a 62 faca um esbogo do grdfico da fungdo;
entdo, observando as quebras no grdfico, determine os valores
da varidvel independente nos quais a fungdo € descontinua e mos-
tre, em cada caso de descontinuidade, por que a Defini¢cdo 2.6.1
ndo ¢ satisfeita.

4
57. f(x):-;%“_;_—z 58. g(x)=i2 _i
2x+1 sex g —2
59, g(x)={x—2 se—2<x<g?2
2—-x se2<x
1
60.F(x)={|4'x|'s”“ 61. h(x) ={ x sex<1
—2 sex =4 2
x*—1 sel<x
x2—9 sex<3
62. f(x)=4{5 sex =3
9—x? se3 <x
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Nos Exercicios de 63 a 68, defina fo g e determine os niimeros
nos quais fo g € continua.

63. f(x) = v/x; g(x) = 25 — x?
64. f(x) = Jx; g(x) = x2 — 25
Jx2—4

; g0x) = |x]

V3 —-x
66. f(x) =+/x + 1; g(x) = b
x—-3
67. f(x) = sgn x; g(x) = x2 — 1
68. f(x) =sgn x; g(x) = x> — x

65. f(x) =

Nos Exercicios de 69 a 72, determine o maior intervalo (ou uniao
de intervalos) no qual a fungdo fog do exercicio indicado seja
continua.

69. Exercicio 63.
71. Exercicio 65.

70. Exercicio 64.
72. Exercicio 66.

Nos Exercicios 73 e 74, determine o maior intervalo (ou unido
de intervalos) no qual a fungdo seja continua.

—-x—6 sex< —4
73. f(x) ={ V16 —x? se—4<x<4
x—6 sed4 €< x
V9 — x?
74. = —
J) x + 2

Nos Exercicios de 75 a 78, prove que a fungdo é descontinua no
numero a. Entdo, determine se a descontinuidade é removivel
ou essencial. Se for removivel, redefina f(a) de forma a remover
a descontinuidade.

x2 4+ 2x—8
75. =— g = —
/) x2+3x—4’a 4
4—x% sex<1
76. = ia=1
J&x) {2x+3 seISx}’a
[2x — 1] 1
7. fx) =g =2
J) = w193
2-Jx+4
78, f(x)=—x—xi—-;a=0

Nos Exercicios 79 e 80, use o teorema do ‘‘sanduiche’ para de-
terminar o limite.

1
79. lim [(x — 1)? sen ]
x—=1 Ix — 1

80. lim g(x) se|g(x) + 5| < 3(4 — x)* para todo x
x—=4 )

Nos Exercicios 81 e 82, ache os valores das constantes a e b que
tornam continua a fungdo f em (— =, + ) e faca um esbo¢co
do grdfico de f.
2x +1 sex <3
81, f(x) =<ax+b se3<x<5$
x2+2 seS<x

3x+6a sex< —3
82 f(x)=<3ax—7b se -3 <x <3
x—12b se3<x

83. Seja f a fungdo definida por

foo = 1 se x for inteiro
0 se x ndo for inteiro

(a) Faga um esbogo do gréfico de f. (b) Para quais valores
de a existe }ilna J(x)? (c) Em quais nimeros f é continua?
84. Faca um esbogo do gréfico de uma fungdo f que satisfaca as
seguintes condi¢bes: fé continuaem (— o, -2),[—2, 1], (1, 3],
e(3,+o); lim f(x) =0; lim f(x) = +e; lim f(x)=0
X —4 X =2 X = =2+
lim f(x) = -3; lim f(x) = —o; lim f(x) = 2;
x—=0 X = 1- X~ 1+
lim f(x) = 4; lim f(x) = —-1; lim f(x) = 0.
X - 3- ) x -3+ Xx-+5
85. Trace um esbogo do gréfico de fse f(x) = [l —x*] e
-2<x<2.@0 lin}) f(x) existe? (b) f é continua em 0?
X -

86. Trace um esbogo do grafico de g se g(x) = (x — 1)[x] e
0<x<2.@0 liml g(x) existe? (b) g é continua em 1?

87. D& um exemplo de uma fungéo para a qual lin}) | f(x)| existe,
X =
mas lin}) f(x) ndo existe.
X =

88. Se a fungio g for continua em a e f for continua em g(a),
a fungdo composta fo g serd continua em a? Por qué?

Nos Exercicios 89 e 90, sdo dados uma fungdo f e um intervalo
fechado [a, b). Verifique se o teorema do valor intermedidrio
é aplicdvel para o valor dado de k e ache um nimero c tal que
f(c) = k. Faga um esbogo da curvaedaretay = k. '

89. f(x)=x>+3; [a, b] =[2,4]; k=10
90. f(x) = —\/16 — x%; [a,b] =[0,4]; k= —1

91. (a) Prove que se zm}) fx + h) = f(x), entdo
lim f(x + h) = lim f(x — h)
h—0 h—0

(b) Mostre que o inverso do teorema em (2) ndo é ver-
dadeiro, dando exemplo de uma fun¢do para a qual
'llirx})f(x + h) = zin})f(x — h), mas }in})f(x + h) # f(x).

92. Dé exemplo de uma fun¢do f que seja descontinua em 1,
para a qual (a) lim1 f(x) existe, mas f(1) ndo existe; (b) f(1)
X

existe, mas f(x) ndo existe; (c) lirnl f(x) e f(1) ambos existem,
X—

mas nao sdo iguais.

93. Se o dominio de f for o conjunto de todos os niimeros reais
e se f for continua em 0, prove que se f(a + b) = f(a) + f(b)
para todo a e b, entdo f serd continua em todo nimero.

94. Se o dominio de f for o conjunto de todos os niimeros reais
e se f for continua em 0, prove que se f(@ + b) = f(a) -
f(b) para todo a e b, entdo f serd continua em todo m’imgro.



Exercicios de Reviséio do Capitulo 2

Os Exercicios de 95 a 98 referem-se a Sec¢do Suplementar 2.9.
Nos Exercicios 95 e 96, use os Teoremas de 2.7.1 a 2.9.1, mas
nédo o Teorema 9 (o limite de um quociente), para ericontrar o
limite.
5—-3x
95. i
im - 3

x=-13—X

Sx -3
96. 11m———-
x-.zx —x+5

Nos Exercicios 97 e 98, use os Teoremas 2.7.1 e 2.6.5, mas ndo
o Teorema 10 (o limite da enésima raiz), para encontrar o limite.

97. lim V2xZ — 9 98. lim <7 — 5x

x—3 x— -4
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Os Exercicios 99 e 100 referem-se a Sec¢do Suplementar 2.10.

99. Dada f(x) = m (a) Mostre que hm f(x) < 0,

(b) verifique o Teorema 2.10.2 para a funcao f, encontran-
do um mtervalo aberto contendo —— tal que f(x) < O para
todo x # —— no intervalo.

100. Dada f(x) = Py 5 . (@) Determine os valores de & tais que

lin}‘ Sf(x) > 0..(b) Ache todos os intervalos abertos (a, b)

contendo um valor de k que satisfaga a parte (a) tal que
S(x) > 0 para todo x # k em (a, b). (c) Faga um esbogo
do grafico de f e mostre no grafico a interpretacdo geomé-
trica dos resultados das partes (a) e (b).
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Introduzimos a derivada na Seccdo 3.1, considerando primeiro sua interpreta- i

‘ .. ¢do geométrica como a inclina¢do de uma reta tangente a uma curva. Uma fun- E:ﬁ

Z ¢do que tenha uma derivada sera denominada derivdvel, e na Seccdo 3.2 discu-

. tiremos a relagdo entre diferenciabilidade e continuidade. A derivada é calcula-

3 da pela operagio de derivagdo e os teoremas que auxiliam o célculo de fungoes
algébricas sdo enunciados e provados na Sec¢do 3.3.

Na Seccdo 3.4 interpretamos a derivada como uma taxa de variagdo. Essa

interpreta¢do mostra a sua importancia em diversos campos. Por exemplo, em

Fisica, a velocidade no movimento retilineo ¢ definida em termos de uma deri-

vada, pois ¢ a medida da taxa de variacdo da distdncia com relacdo ao tempo.

A taxa de crescimento de bactérias é uma aplica¢do da derivada em Biologia.

!
}

" R C . O
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A taxa de variacdo de uma rea¢do quimica é um tépico de interesse para um
quimico. Os economistas estdo preocupados com conceitos marginais tais co- -
mo a receita marginal, o custo marginal e o lucro marginal, que sdo taxas de
variagdo.

A derivacido de fungdes trigonométricas sera discutida na Sec¢do 3.5, e na
Seccgdo 3.6 estabeleceremos e provaremos a regra da cadeia, um recurso pode-
roso que usaremos para derivar fungdes compostas. Aplicamos a regra da ca-
deia na Sec¢do 3.7 para obter a formula da qual resulta a derivada da fung¢do
poténcia para expoentes racionais; na Sec¢do 3.8, para derivar fungées defini-
das implicitamente; e na Secgdo 3.9, para resolver problemas envolvendo taxas
relacionadas. Derivadas de ordem superior e suas aplicagdes, em Fisica, ao mo-
vimento retilineo serdo tratadas na Sec¢do 3.10.

3.1 A RETA TANGENTE
E A DERIVADA

FIGURA 1

FIGURA 2

(Xuf(xl))

Qlxz, f(x2))

o
FIGURA 3

Muitos dos problemas importantes de Cdalculo envolvem a determinagéo da re-
ta tangente a uma curva dada, em um determinado ponto dela. Para uma cir-
cunferéncia, sabemos da Geometria Plana que a reta tangente em um ponto
seu € a reta que tem com ela um Unico ponto comum. Essa defini¢do nio é vali-
da para uma curva em geral. Por exemplo, na Figura 1 a reta que queremos
que seja a tangente a curva no ponto P intercepta a curva em outro ponto Q.
Para chegar a uma defini¢do adequada de reta tangente ao grafico de uma fun-
¢do em um de seus pontos, comeg¢amos pensando em definir a inclina¢do da
reta tangente no ponto. Entdo, a tangente é determinada por sua inclinagdo e
pelo ponto de tangéncia.

Consideremos a fun¢do f continua em x,. Queremos definir a inclinacdo da
reta tangente ao grafico de f em P(x,, f(x,)). Seja I o intervalo aberto que con-
tém x, e no qual f estd definida. Seja Q(x,, f(x,)) outro ponto do grifico de
/. tal que x, também esteja em /. Tracemos uma reta através de P e Q. Qual-
quer reta que passe por dois pontos de uma curva é chamada de reta secante,
assim, a reta através de P ¢ Q é uma reta secante. A Figura 2 mostra retas se-
cantes para varios valores de x,. A Figura 3 mostra uma determinada reta se-
cante, onde Q estd a direita de P. No entanto Q pode estar de qualquer lado
de P, conforme mostra a Figura 2.

Vamos denotar a diferenga entre as abscissas de Q e de P por Ax (lemos “‘delta
x’’), assim

Ax = x, — x;

Observe que Ax denota uma variagdo nos valores de x, quando ele muda de
X, para x, e pode ser positiva ou negativa. Essa varia¢do ¢ chamada de incre-
mento de x. Tome cuidado com o simbolo A x, para o incremento de x; ele ndo
deve ser interpretado como o ‘‘produto de A por x’’.

Retornando a reta secante PQ da Figura 3, sua inclina¢do é dada por

- f(x;) — f(xy)

Po Ax

desde que a reta PQ ndo seja vertical. Como x, = x; + Ax, a inclina¢do de
PQ pode ser escrita como ‘

_ [+ Ax) = f(xy)

PQ Ax
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A Derivada e a Derivagdo

Vamos agora considerar o ponto P como fixo e o ponto Q como mével, ao
longo da curva em diregdo a P, isto é, Q tende a P. Isto equivale a dizer que
Ax tende a zero. Quando isso ocorre, a reta.secante gira em torno do ponto
fixo P. Se a reta secante tiver uma posigéo limite desejaremos essa posi¢ao limi-
te como sendo a da reta tangente ao grafico f em P. Assim, queremos que a
inclinagdo da reta tangente ao grafico em P seja o limite de mp, quando Ax

tende a zero, se esse limite existir. Se lim mpy for + o ou —, entdo, & me-
Ax— 0

dida que Ax tende a zero, a reta PQ aproxima-se da reta por P, que é paralela
ao eixo y. Nesse caso, queremos que a reta tangente ao grafico em P seja a reta
x = x,. Toda essa discussdo leva-nos a seguinte definigéo:

Suponhamos qhe a fungdo f seja continua em x,. A reta tangente ao grafico
de f no ponto P(x,, f(x))) é :

(i) a reta por P tendo inclinagdo m(x,), dada por

m(xl) = lim f(xl + Ax) _ f(xl)
Ax—0 Ax

0))

se o limite existir;

(ii) a reta x = x; se

lim Jx, +.Ax) - S for + o ou —
Ax -0t ., Ax
e —
lim Joo + Ax) — fx) for + 0 ou —
Ax - 0- Ax -

Se nem (i) nem (ii) da Defini¢do 3.1.1 forem verdadeiras, entdo ndo existird
reta tangente ao grafico de f, no ponto P(x,, f(x,)).

EXEMPLO 1 Dada a parabola y = x2, ache a inclinag¢@o da reta secante, nos
quesitos de (a) até (c) pelos dois pontos: (a) (2, 4), (3, 9); (b) (2, 4), (2,1, 4,41);
©) (2, 4), (2,01, 4,0401). (d) Ache a inclina¢do da reta tangente & parabola no
ponto (2, 4). (¢) Faga um esbogo do grafico e mostre um segmento da reta tan-
gente em (2, 4). :

Solugédo Sejam m,, m, e m_ as inclinagdes das retas secantes em (a), (b)
e (c), respectivamente.

94 441 — 4 4,0401 — 4
— b - cym, = -
@m=3— ©Om=——p © 2.01 — 2
=5 ’ _ 041 — _0,0401
o1 _ 0,01

4,1 4,01
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FIGURA 4
Tabela 1
X y m
0 4 -3
1 2 0
2 .6 9
—1 6 0
-2 2 9
Y

FIGURA 5
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(d) Seja f(x) = x2. De (1) temos
J2 + Ax) - f(2)

)= T A
2 v
_ i @A -4
Ax—0 Ax
. 444Ax+(Ax)?—4
= lim -
Ax=0 Ax
. 4 Ax + (Ax)?
= lim ——————
Ax—0 Ax
= lim (4 + Ax)
Ax—0
=4

(¢) A Figura 4 mostra um esbogo do gréfico e um segmento da reta tangente
em (2, 4).

EXEMPLO 2 Ache a inclinagédo da reta tangente ao grafico da fun¢io defini-
da por y = x3 — 3x + 4 no ponto (x;, y,).

Solugdo

f) = x> = 3%, +4—
Sy + Ax) = (x; + Ax)® — 3(x; + Ax) + 4 -

De (1),
. X, +Ax)— f(x
m(xl)zAl;Tof( 1 A)Z S(xy)
-—*-lim (x1+Ax)3—3(x1+Ax)+4—(x13b——3x1+4)
Ax=0 Ax ,
 lim x3?+3x%,2 Ax +3x,(Ax)? +(Ax)® —3x, —3 Ax + 4 — x>+ 3x, — 4
Ax—0 Ax
- lim 3x,2 Ax +3x,(Ax)? + (Ax)* —3 Ax
Ax—0 Ax

Como Ax # 0, podemos dividir o numerador e o denominador por A x e obter

m(x,) = Alimo [3x,% + 3x; Ax + (Ax)?® — 3]

m(xy) = 3x,% — 3 2

Para fazer um esbogo do grafico da fun¢do do Exemplo 2, colocamos pontos
no grafico e um segmento da reta tangente em alguns deles. Os valores de x
sdo tomados arbitrariamente e o valor funcional correspondente é calculado pela
equagdo dada, o valor de m é calculado de (2). Os resultados sdo apresentados
na Tabela 1 e um esbo¢o do gréfico aparece na Figura 5. E importante determi-
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FIGURA 6

3.1.3 DEFINICAO

A Derivada e a Derivacdo

nar os pontos onde o grafico possui tangente horizontal. Como uma reta hori-
zontal possui inclinagdo zero, esses pontos sio encontrados ao resolvermos
em x; 4 equagdo m(x;) = 0. Fazendo os calculos para esse exemplo temos
3x2 — 3 = 0, resultando x, = *1. Assim sendo, nos pontos com abscissas
—1 e 1 a reta tangente é paralela ao eixo x.

EXEMPLO 3 Ache uma equacgio da reta tangente a curva do Exemplo 2 no
ponto (2, 6).
Solugdo Como a inclinagio da reta tangente em qualquer ponto (x;, y,) é

m(x,) = 3x,2 — 3

a inclinacdo da reta tangente no ponto (2, 6) é m(2) = 9. Logo, uma equac¢do
da reta pedida na forma ponto-inclinagio é

y—6=9x-—2)
9x —y—12=90

A'reta normal a um éréfico em um dado ponto é a-reta perpendicular a reta
tangente naquele ponto.

» ILUSTRACAO 1 A reta normal ao grafico do Exemplo 2 no ponto (2, 6) é
perpendicular a reta tangente naquele ponto. Do exemplo 3, a inclinagdo da
reta tangente em (2, 6) € 9. Portanto, a inclinagdo da reta normal a (2, 6) é
—+, € uma equacdo dessa reta normal é

y—6=—4(x—2)
Oy — 54 = —x + 2
X+9 —-5=0
A Figura 6 mostra o grafico e as retas tangente € normal em (2, 6). 4

O tipo de limite em (1) usado para definir a inclinagdo da reta tangente é um
dos mais importantes em Calculo.

A derivada de uma func¢io f ¢ a fungdo denotada por f’, tal que seu valor em
qualquer numero x do dominio de f seja dado por

f/(x) = lim f(x + AX) - f(x)' (3)
Ax—0 Ax
se esse limite existir.
Se x, for um determinado nimero no dominio de f, entdo
f,(xl) - llm f(xlr + AX) — f(xl) (4)
Ax-0 AX
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Se esse limite existir. Comparando as féormulas (1) e (4), note que a inclinagado
da reta tangente ao grafico de y = f(x) no ponto (x,, f(x,)) é precisamente a
derivada de f calculada em x,.

EXEMPLO 4 Ache a derivada de f se
f(x)=3x2+ 12

Solugédo Se x for qualquer nimero do dominio de f, entdo de (3),

o L6+ A9 — (9
Ax—0 Ax -

. [B(x + Ax)® + 12] — (3x* + 12)
lim
Ax—0 Ax

. 3x%2 4+ 6x Ax + 3(Ax)? + 12 — 3x%2 — 12
lim

Ax—0 Ax

2
lim 6x Ax + 3(Ax)

Ax—0 Ax

lim (6x + 3 Ax)

Ax—-0

S x) =

= 6x

Logo, a derivada de f ¢ a fungdo f, definida por f’(x) = 6x. O dominio de
S’ € o conjunto de todos os niimeros reais, sendo igual a0 dominio de f.

Considere agora a férmula (4), que é

Sy + Ax) — flxy)

f(xy) = Al:icTO Ax
Nessa férmula seja
X + Ax = x )
Entdo | ‘
“Ax — 0 é equivalente a “‘x — x,”’. 6)

De (4), (5) e (6) obtemos a seguinte féormula para f”(x,):

i lzfl_I_llfﬁ‘ (7)

se o limite existir. A férmula (7) é uma alternativa para (4) no calculo de f”(x,).

EXEMPLO 5 Para a fun¢do f do Exemplo 4, ache a derivada de f em 2 de
trés maneiras: (a) Aplicando a férmula (4); (b) aplicando a férmula (7); (c) subs--
tituindo 2 por x na expressao de f’(x) no Exemplo 4.
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Solucdo
(@) f(x) = 3x? + 12. Da férmula (4),

J2+ Ax) - f2)

f@= Al:To Ax
. [32 + Ax)* + 12] — [3(2)* + 12]
= lim
Ax—0Q Ax
- lim 12+ 12 Ax + 3(Ax)* + 12 — 12 — 12
B Ax—0 Ax
2
- lim 12 Ax + 3(Ax)
Ax—0 Ax
= lim (12 + 3 Ax)
Ax—0
=12
(b) Da férmula (7),
2) — lim 1 =10

x—2 x—2

2 —
- lim (3x* +12) — 24

x—+2 X — 2

g 12
B x—2 X — 2
=3 1lim (x—2)x+2)

x=2 X — 2
=3 1lim (x + 2)

x—2
=12

(c) Como, do Exemplo 4, f’ (x) = 6x, entdo f'(2) = 12.

O uso do simbolo f’ para a derivada da funcgéo f foi introduzido pelo mate-

" matico francés Joseph Louis Lagrange (1736-1813), no século dezoito. Essa no-

tacdo indica que a fungdo f’ é derivada da fungdo f e seu valor em x € f’(x).
Se (x, y) for um ponto do grifico de f, entdo y = f(x) e y’ também serd usa-

¢do y = f(x), podemos expressar

Ay = fix + Ax) — f(x)

~ do como notagdo para a derivada de f(x). Com a funcdo f definida pela equa-

®

onde Ay é chamado de incremento de y e denota a variagao no valor da fungdo

quando x varia de Ax. Usando (8) e escrevendo b em lugar de f'(x), a for-

dx
mula (3) torna-se

Ay

£ _ lim =L

» dx Ax-0 X
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O simbolo % como notagdo para a derivada foi introduzido pelo matematico
alemio Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). No século dezessete Leibniz e
Sir Isaac Newton (1642-1727), trabalhando independentemente, introduziram
quase a0 mesmo tempo o conceito de derivada. E provavel que Leibniz consi-
derasse dx e dy como pequenas variagdes nas variaveis x ¢ y e a derivada de
y em relagdo a x como a razdo de dy por dx quando dy e dx tornam-se peque-
nos. O conceito de Limite como concebemos atualmente ndo era conhecido por
Leibniz.

Na nota¢do de Lagrange, o valor da derivada em x = x, é 1nd1cado por
bl (xl) Com a notagdo de Leibniz escreveriamos

dy
dx |y,

Vocé deve se lembrar que enquanto % foi usado como notagio para deri-

vada, dy e dx ndo tiveram, neste livro, significado independente, embora mais
. ~ .. . dy . ,
adiante eles serdo definidos em separado. Assim, por enquanto, d—i’ € um sim-

bolo para a derivada e ndo deve ser considerado como uma razio. Na verdade,

d . , -
I pode ser considerado como um operador (um simbolo para a operagéo de

calculo da derivada) e quando escrevemos %, isto significa —:7 (»), ou seja,

a derivada de y em relagdo a x.

EXEMPLO 6 Ache ay se

dx
=4 x—-3
Solugéo Temos y = f(x), onde f(x) = Jx — 3.

dy .. Ay
dx = M Ak

i 02+ 8%) = £)

Ax—0 Ax
lim Vx+Ax—3 - x—-3
Ax—0 Ax

Para avaliar esse limite, racionalizamos o numerador.

dy _ Wx+Ax =3 —x = 3)/x+ Ax — 3 + /x — 3)
dx  ax-o0 Ax(\/x + Ax — 3 + \/x = 3)
. x+Ax —3)—(x—3)
= lim
ax~0 Ax(v/x + Ax — 3 + /x — 3)
= lim Ax
ax=0 Ax(y/x + Ax — 3 + /x — 3)
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O numerador e o denominador sio divididos por Ax (desde que Ax # 0) para
obter

dy ) 1

— = lim

dx  ax-0x + Ax —3 +/x -3
1

2x—3
Duas outras nota¢des para a derivada de uma fungdo f sdo

D@1 e L

Cada uma dessas notagdes permite-nos indicar a fun¢ao original na expressao
para a derivada. Por exemplo, podemos escrever o resuitado do Exemplo 6
1

d 1
== fx —3)=——
dx( X - ) 2\/x—_§ ou Dx( X 3) zm

EXEMPLO 7 Calcule

_d_ 2+ x
dx \3 —x

Solugdo  Queremos encontrar a derivada de f(x) onde f(x) = §—+—z Assim,
i 2+ x — lim f(x + Ax) — f(x)
dx\3 —x Ax—0 Ax

2+x+Ax_2+x
3—x—Ax 3-x

=A1:T0 Ax

i B X@ A x+AX) — 2+ )3 = x — Ax)
 ax—0 Ax(3 — x — Ax)(3 — x)

_ lim 6+x—x*+3Ax —xAx) — (6 + x — x* — 2 Ax — x Ax)
T Ax=0 Ax(3 — x — Ax)(3 — x)
= lim > Ax

= im0 AX(3 — x — AX)(3 — )

= lim >

T =03 —x—AX)(3 —Xx)

5

T B-x?

Naturalmente, se a fungdo e as varidveis forem denotadas por outras letras
que nio f, x e y, as notagdes para derivada incorporarao essas letras. Por exem-
plo, se a fungio g estiver definida pela equagdo s = g(¢), entdo a derivada de
g poder4 ser indicada em cada uma das seguintes formas:

g0 = Llow] D)
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EXERCICIOS 3.1

Nos Exercicios de 1 a 6, ache a inclinagcdo da reta tangente ao
grdfico no ponto (x,, y,). Faca uma tabela de-valores de x, y e
m no intervalo fechado [a, b] e inclua na tabela todos os pontos
onde o grdfico tem uma tangente horizontal. Faca um esbogo
do grdfico e mostre um segmento da reta tangente em cada pon-
to colocado no grdfico.

.y=9—-x%{[a,b]=[-3,3]
.y=x*+4;[ab]=[-22]
y=-2x2+4x;[a,b] =[—1,3]
y=x*—-6x+9;[ab]=[1,5]
. y=x+1[ab]=[-22]
y=1-x%[ab]=[-22]

R

Nos Exercicios de 7 a 12, ache a inclina¢do da reta tangente ao
grdfico no ponto (x,, y,). Faca uma tabela dos valores de x, y
e m nos vdrios pontos do grdfico e inclua na tabela todos os pon-
tos onde o grdfico tem uma tangente horizontal. Faca um esbo-
¢o do grdfico.

7. f(x)=3x2—12x + 8

9 fix)=v4—x
1. f(x)=x3—6x2 +9x —2

8 f(x) =7 —6x — x?
10. f(x)=+/x+1

12. f(x)=x3—x*—x+10

Nos Exercicios de 13 a 20, ache uma equagdo da reta tangente
@ curva dada, no ponto indicado. Faca um esbogo da curva com
a reta tangente e a reta normal.

13. y=x2—4x —5,(=2,7)
15. y=4x%4,8)

4. y=x*—x+2(2,4
16. y =x? +2x + 1; (1, 4)
6
17. y=—;(3,2) 18. y =2x — x%(-2,4)

X
8

Vx

21. Ache uma equagdo da reta tangente A curva y = 2x% + 3
que ¢ paralela a reta 8x — y + 3 = 0.

22. Ache uma equagdo da reta tangente 2 curva y = 3x2 — 4
que € paralela a reta 3x +y = 4. .

23. Ache uma equacdo da reta tangente A curva y = 2 — Lx2
que ¢ perpendicular 4 reta x — y = 0.

24. Ache uma equagdo de cada reta tangente a curva
¥ = x3 — 3x que é perpendicular A reta 2x + 18y — 9 = 0.

19. y = x* — 4x; (0, 0) 20. y= ——; (4, —4)

Nos Exercicios de 25 a 30, ache f’ (x) aplicando a férmiila (3).
25. f(x)=7x+3 26. f(x) =8 — 5x
27. f(x)= —4 28. f(x)=3x2+4
29, f(x) =4 — 2x? 30. f(x) =3x>—2x+1
Nos Exercicios de 31 a 38, ache a derivada indicada.
d d d
31, —(8 —x3 32, —(x3 S
o B-x) - () 3.~ (x)

1 d (2x +3 :
4. D (—— Sl :
,(x " 1) 35 dx.( ) 36. D(\3x + 5)

3x -2

1 3
3. Dx<; - x) 38. D, (1 -~ x2>

39. Dada: f(x) = x2. (a) Use uma calculadora para tabular va-

fG + AA") = /B quando Axé1,0,5, 0,1, 0,01,
X

0,001 e Ax é -1, -0,5,

JB + Ax) — f(3)
Ax .

de 0? (b) Ache f’(3) aplicando a férmula (4). (c) Use uma

calculadora para tabular valores de M quando
Y —

lores de

-0,1, -0,01, —0,001. A que

parece tender quando A x aproxima-se

xé4,3,53,1,3,01,3,00l e xé2,2,5, 29,299, 2,999. A

que L0 =SB
x -3

de 3? (d) Ache f*(3) aplicando a férmula (7).

40. Dada: f(x) = x3. (a) Use uma calculadora para tabular va-
lores de 7@+ Z) ~ /@ quando Ax ¢ 1, 0,5, 0,1, 0,01,
X

parece estar tendendo quando x aproxima-se

0,001 ¢ Ax ¢ -1, -0,5, —0,1, -0,01, —0,001. A que
JS2 + Ax) - f(2)
Ax
de zero? (b) Encontre f”(2) aplicando a férmula (4). (c) Use

parece tender quando A x aproxima-se

uma calculadora para tabular valores de M quan-

doxé€3,25,2,1,2,01,2,00lexél, 1,5 1,9, 1,99, 1,999.

A que f(x);;‘(Z) parece tender quando x aproxima-se
x —

de 2? (d) Ache f’(2) aplicando a férmula (7).

" 41. Dada: f(x) = +/x — 3. (a) Use uma calculadora para tabular

ST + Ax)
Ax

0,001 e Ax é -1, -0,5, —0,1, —0,01, —0,001. A que

SO + Ax) — f(D)
Ax

de zero? (b) Encontre f(7) aplicando a férmula (4). (c) Use

valores de —JO) quando Axé1,0,5,0,1, 0,01,

parece tender quando A x aproxima-se

uma calculadora para tabular valores de ML;?) quan-

dox¢é8,7,5,7,1,17,01, 7,001 exé6, 6,5, 6,9, 6,99, 6,999.

A que M parece tender quando x aproxima-se
x —-—

de 7? (d) Encontre f’(7) aplicando a férmula (7).
10

42. Dada: f(x) = —5 (a) Use uma calculadora para tabular
x
valores de JG + AAX) rAS)] quando Axé1,0,5,0,1, 0,01,
X

0,001 e Ax ¢ -1, —-0,5, —0,1, —0,01, —0,001. A que
JG + Ax) - f(5)
Ax
de zero? (b) Ache f’(5) aplicando a férmula (4). (c) Use uma

calculadora para tabular valores de f(x);j;(S) quando x é

parece tender quando A x aproxima-se
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6, 5,5, 5,1, 5,01, 5,001 e quando x é 4, 4,5, 4,9, 4,99, 4,999,

A que f(x)——fS(S) parece tender quando x aproxima-se de 5?
x —

(d) Encontre f(5) aplicando a férmula (7).

Nos Exercicios de 43 a 46, ache f’(a) aplicando a formula (4).
4
43 fx)=4—x%a=5 44.f(x)=5—;a=2
X
2 2
45 f(x)=—;a=4 46. fx)=—=—1,a=14

N

Nos Exercicios de 47 a 50, ache f’(a) aplicando a formula (7).
47. f(x)=2—x%a=-2  48. f(x)=x2—xt4a=4

1
9. f[(x)=———;a=3 50. f(x)=+1+4+9%;a=7
V2x + 3
, . dy
Nos Exercicios de 51 a 56, ache -
4
Sl.y=—+3x 52, y= 53. y=2-"7x
X 2x — 5
1 1
54, y = 55. y = x 56 y=— —x
Jx =1 \’/;

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

Se g é continua em a e f(x) = (x — a)g(x), ache f’(a).
(Sugestdo: use a férmula (7)).

Se g é continua em a e f(x) = (x2 — a?g(x), ache f'(a).
(Sugestdo: use a férmula (7)).

Prove que nio ha reta que passe pelo ponto (1, 5) e seja tan-
gente a curva y = 4x2.

Prove que nao hé reta que passe pelo ponto (1, 2) e seja tan-
genteacurvay = 4 — x2.

Se

S'x + Ax) — f'(x)
Ax

lim
Ax—0
ache f” (x) se f(x) = ax® + bx

Use a féormula do Exercicio 61 para encontrar f” (x) se
Sfx) = a/x.

ST x) =

Se f’(a) existe, prove que
f'@ = lim fl@a + Ax) — fla — Ax)
Ax—0 2 Ax
(Sugestdo:

Sfla+Ax) - fla— Ax) = fla + Ax) - fl@) + f(a) - fla - Ax).)
Seja f uma fung¢do cujo dominio seja o conjunto de todos
os numeros reais ¢ f(@ + b) = f(a) - f(b) para todo a ¢ b.
Além disso, suponha que f(0) = 1 e f(0) exista. Prove que
f(x) existe para todo x e que f'(x) = f'(0) - f'(x).

3.2 DERIVABILIDADE

O processo de cdlculo da derivada é chamada de derivagdo. Assim, a deriva-

E CONTINUIDADE ¢io é a operagdo de derivar uma fungio f’ de uma fungio f.
Se uma fungdo possui uma derivada em x,, a fungdo serd derivavel em Xx;.
Isto é, a fungdo f serd derivavel em x, se f'(x,) existir. Uma func¢do serd deri-
vavel em um intervalo aberto se ela for derivavel em todo numero no intervalo

aberto.

» ILUSTRACAO 1

No Exemplo 4 da Secgdo 3.1, f(x) = 3x2 + 12e f'(x) = 6x.

Como o dominio de f é o conjunto de todos 0os nimeros reais, e 6x existe se

x for um numero real qualquer, f é uma funcio derivdvel.

<

> ILUSTRACAO 2 Seja g a funcdo definida por g(x) = vx — 3. O dominio
de g € [3, + ). Do resultado do Exemplo 6 da Seccdo 3.1,

1

= rs

Como ¢’(3) nao existe, g ndo é derivavel, em 3. No entanto, g € derivavel em
qualquer outro numero em seu dominio. Portanto, g serd derivavel no interva-

lo aberto [3, + ).

<4

Iniciaremos uma discussao sobre derivabilidade e continuidade com o exemplo

a seguir.
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EXEMPLO 1 Seja
S = x

(a) Ache f'(x). (b) Mostre que f*(0) ndo existe, mesmo que f seja continua nesse
nimero. (c) Faca um esbogo do grafico de f.

Solucao

(a) Da Defini¢do 3.1.1

. (x+ Ax)13 — x1/3
’ — 1
fx) Al;rgo Ax (1)

Racionalizemos o numerador para obter um fator comum A x no numera-
dor e no denominador; disto resulta

F(x) = lim [0 + AX)M2 — xP][(x + Ax)?> + (x + Ax)Px3 4+ x?3]

Ax~0 Ax[(x + Ax)* + (x + Ax)'Px'3 4 x23]
- lim (x+Ax) — x
" a0 AX[(x + AXPP ¥ (x + Ax)PxIP 4 x2P]
. 1
= lim 2/3 1/3,.1/3 273
ax-0 (X + Ax)* + (x + Ax)1/3x1/3 4 x
1
= x2/3 + x1/351/3 ¥ X273
1
T 3523

(b) Observe que ﬁ ndo ¢é definido em x = 0. Se (1) for usado para cal-

a2

cular f’(0), temos

) 0 A 1/3 _ n1/3 .
ll’m( + Ax) 0 1

Ax—0 Ax - Ax—0 (Ax)2/3

e esse limite ndo existe. Entdo, f ndo é derivdvel em zero. No entanto, a
fungédo f é continua em 0, pois

lim f(x) = lim x'/3

x=0 x—0
=0
= f(0)

(c) Um esbogo do grafico de f esta na Figura 1.

» ILUSTRACAO 3 Para a fungio S do Exemplo 1, como

fO+AX) - fO) i
Jim Ax = bm A

=+w

da Defini¢do 3.1.1 (ii) segue que a reta x = 0 ¢ a reta tangente ao grafico de f
na origem. <
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Do Exemplo 1 e da Ilustragdo 3, a fun¢do definida por f(x) = x'/3 tem as
seguintes propriedades:

1. fé continua em zero.
2. f nédo ¢ derivavel em zero.
3. O gréafico de ftem uma reta tangente vertical no ponto onde x é zero.

Na ilustragédo a seguir temos outra fungdo que é continua mas nao derivavel
em zero. O grafico dessa fun¢do ndo tem uma reta tangente no ponto onde x
é zero.

» ILUSTRACAO 4 Seja f a fungdo valor absoluto definida por
fx) = x|

Um esbogo do grafico dessa fungdo esta na Figura 2. Da férmula (4) da Seccao
3.1,

10 tim L0+ 89— 10)

Ax—=0 Ax
se o limite existir. Como f(0 + Ax) = |Ax| e f(0) = 0,
fim JO+49 /O _ . |Ax|

Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Como |Ax| = AxseAx > 0e |Ax| = —Axse Ax < 0, consideramos limites
laterais em O:
im X g A% g AL g, DA
ax—0+ AX  ax-o0+ AX ax—0- AX  axmo- Ax
= lim 1 = lim (—1)
Ax—0* Ax—=0~
|Ax| |Ax|

Como lim # lim | Ax] , segue que o limite bilateral lim
ax-0t AX ax—0- AXx Ax=0 X

ndo existe. Logo, f’(0) ndo existe e assim f ndo é derivavel em 0.
Como a Defini¢do 3.1.1 ndo é satisfeita quando x = 0, ndo existe reta tan-
gente na origem para o grafico da fungdo valor absoluto. <

Como as fung¢des da Ilustragdo 4 e do Exemplo 1 sdo continuas em um nime-
ro, porém nio derivaveis nele, podemos concluir que o fato de ser uma fung¢ao
continua num numero nido implica que ela seja derivavel naquele nimero. Mas
o fato de a fungdo ser derivével implica a continuidade, o que é assegurado pe-
lo teorema a seguir. '

Se uma fungdo f for derivavel em x,, entdo f sera continua em Xx,.

Prova Para provar que f¢é continua em x, precisamos mostrar que as trés con-
dicdes da Definicao 2.6.1 s@o satisfeitas. Isto é, precisamos mostrar que
i) f(x)) existe; (ii) lim f(x) existe e (iii) lim f(x) = f(x)).

X - X] X = Xl
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Por hipétese, f € derivavel em x,. Logo f” (x,) existe. Como pela férmula (7)
da Secgdo 3.1

) = tim L0 =)

x—xq X — xl

JS(x)) precisa existir, pois caso contririo o limite acima ndo tera sentido. Lo-
g0, a condi¢do (i) é verdadeira em x,. Consideremos agora

lim [/6) = f(x))]

Podemos escrever

lm[ﬂn—ﬂnu=nm[@_myﬂﬁzﬂﬁq 2
a x=x) X — X,
Como

fim te=x)=0 e tim S < e

aplicando o teorema de limite de um produto (Teorema 2.2.6) ao segundo mem-
bro de (2), obtemos

lim [f(x) — f(x,)] = lim (x — x,) - lim ﬁ’—;)#
=0 f(x,)
=0
Entdo,
lim f(x) = lim [f(x) — f(x,) + f(x,)]
= lim [f(0) = f(x)] + lim f(x,)
=0+ f(x,)

que resulta

lim f(x) = f(x,)

xX—*xy

Dessa igualdade segue que as condigdes (ii) e (iii) para a continuidade de f em

~ x; s@o satisfeitas. Logo, o teorema estd provado. I

Uma funcdo f pode deixar de ser derivavel em um mimero ¢ por uma das
seguintes razdes:

1. A fungdo f ¢ descontinua em c. Isto decorre do Teorema 3.2.1. Veja na
Figura 3 um esbogo do grafico de tal fungio.

2. A funcio f € continua em c e o griafico de ftem uma reta tangente vertical
no ponto onde x = c. Veja na Figura 4 um esbogo do grafico de uma fun-
¢d0 com essa caracteristica. Tal situagdo também ocorre no Exemplo 1.

3. A fungdo f ¢ continua em c e o grafico de f ndo tem uma reta tangente
no ponto x = ¢. Veja na Figura 5 um esbogo do grafico de uma fungio
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satisfazendo essa condigdo. Observe que existe um ‘‘bico’’ no grafico em
x = ¢. Na Ilustracdo 1 ha outro exemplo de tal fungdo.

Antes de dar outros exemplos de funges que sdo continuas em um numero,
porém nido derivaveis nele, vamos introduzir o conceito de derivada lateral.

Se a fungdo f for definida em x,, entdo a derivada a direita de f em Xx,, deno-
tada por f’.(x,), sera definida por

S, + Ax) = f(x)

S x) = A}}f}ﬁ A
+{X oo, I X,

se o limite existir.

Se a fungdo f for definida em x,, entdo a derivada a esquerda de f em x,, de-
notada por f* _(x,), serd definida por

S + Ax) — f(x)

S -x) = A,I(ifh— Ax
PN f,—(xl) = lim f(X) - f(xl)
X — X

X -x "

se o limite existir.

Das Defini¢oes 3.2.2 e 3.2.3 e do Teorema 2.3.3, segue que uma fungéo f
definida num intervalo aberto contendo x, sera derivavel em x, se € somente
se f'.(x) e f' _(x,) ambas existirem e forem iguais. Naturalmente, entdo, f'(x,),
[ .(x) e f'_(x,) sdo todas iguais.

EXEMPLO 2 Seja f definida por

fx) =11 —x?

(a) Faca um esbogo do grafico de f. (b) Prove que f¢é continua em 1. (c) Deter-
mine se f é derivavel em 1.

Solugéo Pela defini¢do de valor absoluto, se x < —1 ou x > 1, entdo
f) = -1 - xDese -1 <x <1, f(x) =1 — x% Logo, fpode ser defini-
da como

x¥—1 sex< —1

1—x% se—-1gxg1

x2—1 sel<x

fl) =

(a) Um esbogo do grafico de f esta na Figura 6.
(b) Para provar que fé continua em 1, verificamos as trés condi¢fes para conti-
nuidade.
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@ f)=0
i) lim f0)= lm (1—x%)  lim f(x)= lim (x*—1)
x=>1- x—1- x->1* x—+1t
Assim lim f(x) =

(iii) lim f(x) = f(1)

Como as condig¢des (i)-(iii) sdo verificadas em 1, f ¢ continua em 1.

X (1 , ) x) — f(1
x—vl' x—=1t X — 1
— x2) — 2 1) —
= lim M - fim & —-D-0
x-1" X — 1 x—=1t X — 1
- lim 1 —x)1+x) - lim (x—Dx+1
x=1- x—1 x—=1%* x—1
= lim [—(1+ x)] = lim (x + 1)
x—-1- x-1t
Como f'_(1) # f'.(1), segue que f’(1) ndo existe e assim f ndo € deriva-
vel em 1.

A fungio do Exemplo 2 também nio é derivdavel em x = — 1, conforme pode
ser mostrado por um método similar ao que foi usado em x = 1 (Veja o Exerci-
cio 26)

» ILUSTRACAOS5 Na Ilustragio 2 da Secgdo 2.6 tinhamos a fungio C definida
por
se0<x< 10
C _—
b = {07x+3 se 10 < x

onde C(x) é o custo total de x de um produto. A Figura 7 mostra um esbogo
do grifico de C. Na Sec¢do 2.6 mostramos que C é continua em 10.

y
. C(x) — C(10) _ C(x) — C(10)
C_(10)= 1 _— ' (10) = =
20 — (10) st x—10 ¢.(19) xl‘ﬁ; x — 10
- _ x—10 07x + 3)
[ =1 = f;_______
BE solo- x — 10 Jm 10
- = lim 1 -
10 — x_.l?g— = lim M
— 1 x—10+ X — 10
s B = lim 0,7
[ x—10+
A il s =0,7
0 5 10 15 2

FIGURA 7 . Como C’'_(10) # C’_(10), C ndo é derivavel em 10. <
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EXEMPLO 3 Dada

100 = % se0<x<b
1

—1x seb<x

(a) Determine um valor de b de tal forma que fseja continua em b. (b) f é deri-
vavel no valor de b encontrado na parte (a)?

Solugédo ‘
(a) A funcdo f serd continua em b se lim f(x) = f(b) e lim f(x) = f(b).
x - b~ x = bt
1 . . 1
lim f(x )= im — lim f(x) = lim (1 —3x)
x—b~ -p- X x—b* x—b*
=1 =1-4b
b
S(B) = 1 — +b; logo f serd continua em b se
1 1
p=17ab
4 =4b — b?
b2 —4b+4=0
b—2?=
b=2
Assim
L se0<x<2
Jx)=<x
1—4x se2x

e f é continua em 2.

(b) Para determinar se f é derivavel em 2, calculemos f* _(2) e f.(2).

2 X 2
=t IR oy 11O
x—'Z' .7:—'2+ X~2
1 1 e @ —ix)—1
. ;_5 _xl_l.r;l+ X—2
= lim
xo2- X — 2 iy
— m 2—x =xlir;1+x——2
x=2- 2x(x — 2) 2%
— lim :1 x=2+ 4(x — 2)
x—2- 2X -1
. = lim —
= -2 x—2+
_ _1
- 4

Como f’'_(2) = f'.(2), segue que f'(2) existe e, portanto, f é derivavel
em 2. .
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EXERCICIOS 3.2
Nos Exercicios de 1 a 20, faga o seguinte: (a) Trace um esboco
do grdfico da fungdo; (b) determine se f é continua em x,; (c)
calcule f' _(x;)) e ' . (x)), se existirem; (d) determine se f € deri-
vdvel em x,.
x+2 sex< —4
l.f(x)—{~ —6 se—d<x x’_,~4
3—-2x sex<?2
2.
f) = { —7 se2 <

fx)=|x-3x,=3
d f)=1+|x+2x = -2

1
5. [(x) = { sex <0 X, =0

—1 se0<g
sex <
{2 se0<x x1=0
x? sex <
7 fi = =
/&) { se0<x *1=0
2
={ sex < =2
se2 <
_ l—x sex <1 _1
Tl —x)? sel < e
sex < —1
lo‘f(x={ 1—2x se—1< x=-1
2x? -3 sex <2
11. =2
Jx) = {8x—11 se2 < x 1
x2 -9 sex<3
12. =3
/6= {Gx 18 se3<x
13 f(x)=3Yx+1;x,=—1
14. f(x)=(x—2)'2'x1=2
— 6x sex< 3
1 =
5. = { 2 sed<x T
23 sex<0
16. f(x) = { w0y X1=0
sex <0
17. =
Jx)= { se0< x x, =0
sex <1
1 =1
8. Jb) = { se1<x *1
sex <
ft = { 3 se2<x 1 =2
x*+1 sex< —1
20. f()—{ X se—l<x x,=—1

21. Dada f(x) = +/x — 4. (a) Prove que f é continua a direita
de 4. (b) Prove que f’,(4) ndo existe. (c) Faga um esbogo
do gréfico de f.

22, Dada f(x) = +/4 — x2. (a) Prove que f é continua no inter-
valo fechado [—2, 2]. (b) Prove que nem f’,(—2) nem
[’ _(2) existem. (c) Fagca um esbogo do gréfico de f.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29,

30.

31.

32.

33.

34.

3s.

36.

Dada f(x) = /xZ — 9. (a) Prove que f é continua em
(—, —3] e [3, +). (b) Prove que nem f’ _(—3) nem
S’ .(3) existem. (c) Faca um esbogo do grafico de f
Dada f(x) = /8 — x. (a) Prove que f ¢ continua & esquerda
de 8. (b) Prove que f’ _(8) ndo existe. (c) Faca um esbo¢o
do gréfico de f.

Dada f(x) = sgn x. (a) Prove que f’ ,(0) e f* _(0) nao exis-
tem. (b) Prove que hm () =0e lim f'(x) =0. (c) Faga

x -0
um esbogo do gréfnco de f.
Prove que a fun¢do do Exemplo 2 é continua em — 1, mas
ndo é derivavel naquele nimero.
Dada f(x) = x3/. (a) Prove que f ¢ continua a direita de 0.
(b) Prove que f” , (0) existe e ache o seu valor. (c) Faga um
esbogo do gréfico de f.
Dada f(x) = (1 — x%?%2. (a) Prove que f é continua no in-
tervalo fechado [—1, 1]. (b) Prove que f ¢ derivével no in-
tervalo aberto (—1, 1) e que ambas f’  (—1) e f' _(1) exis-
tem. (c) Faga um esbogo do grafico de f.
Dada

x2—7 se0<x<b
fx)=<6

seb < x
x

(a) Determine um valor de b para o qual f ¢ continua em b.
(b) f é derivavel em b encontrado na parte (a)?
Ache os valores de a e b tais que f seja derivavel em 1 se

x sex <1
f(x)_{ax+b sel <x

Ache os valores de a e b tais que f seja derivavel em 2 se

fx) = ax+b sex<?2
2x2 -1 se2 < x

Dada f(x) = [x], ache f’(x,) se x; ndo for inteiro. Prove,
aplicando o Teorema 3.2.1, que f’(x;) ndo existe se x; for
inteiro. Se x, for inteiro, o que poderé ser dito sobre f” _(x,)
e S, ()? |

Dada f(x) = (x — 1)[x]. Faga um esbogo do grafico de f
para x em [0, 2]. Ache, se existirem: (a) f' _(1); (b) f' . (1);
©f ).

Dada f(x) = (5 — x)[x]. Faca um esbogo do gréfico de f
para x em [4, 6]. Ache, se existirem: (a) f' _(5); (b) f .(5);
© 5.

Dada f(x) = (x — a)[x] onde @ é um inteiro, mostre que

@+ 1=f .

Seja f a fungdo definida por
g(x) — g(a) sex£a
f(x) = xX—a
g'(a) sex=a

Prove que se g’(a) existir, f serd continua em a.
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37,

38.

39.

Na Ilustragdo 1 temos a fungdo valor absoluto definida por
J(x) = |x| e essa fungdo ndo é derivavel em 0. Prove que
S (%) = |x|/x para todo x # 0. (Sugestdo: seja |x| = /x?)
Se f(x) = |x| e g(x) = —|x|, (a) ache uma férmula para
(f + gD(x). (b) Prove que f + g é derivavel em 0, embora
nem f nem g sejam derivaveis nesse numero.

Uma excurséo escolar que pode acomodar até 250 estudan-
tes ird custar $ 15 por estudante, se o mimero de estudantes
que fizer a viagem ndo ultrapassar 150; contudo, o custo por
estudante serd reduzido de $ 0,05 para cada estudante que
exceder 150, até que o custo atinja $ 10 por pessoa. (a) Se
x estudantes fizerem a viagem, expresse o custo bruto como
func¢do de x. (b) Como x é o nimero de estudantes, x ¢ um
inteiro ndo negativo. Para que tenhamos as exigéncias de con-
tinuidade para aplicar o calculo, x deve ser um nimero real
ndo negativo. Com essa hipéGtese, mostre que a fungio da
parte (a) € continua até 150, mas ndo ¢ derivdvel nesse
nuimero.

A Derivada e a Derivagio

40.

41.

Um fabricante pode obter um lucro de $ 20 em cada item
se até 800 itens forem produzidos por semana. O lucro de-
cresce $ 0,02 por item acima de 800. (a) Se x itens forem pro-
duzidos por semana, expresse o lucro do fabricante como uma
fungdo de x. (b) Como x é o nimero de itens, é um inteiro
nao-negativo. Para que tenhamos as exigéncias de continui-
dade do célculo, x deve ser um nimero real ndo negativo.
Com essa hipotese, mostre que a fungio da parte (a) é conti-
nua até 800, mas ndo derivavel nesse nimero.

Dada

0 sex<O

x" se0 < x

Jx)= {
onde n € um inteiro positivo. (a) Para que valores de n f é
derivavel para todos os valores de x? (b) Para que valores
de n f é continua para todos os valores de x?

3.3 TEOREMAS SOBRE
_ DERIVACAO DE
FUNCOES ALGEBRICAS

Como o processo de cédlculo da derivada de uma fungio, a partir da Defini¢do
3.1.3, em geral € lento, enunciaremos e provaremos alguns teoremas que nos
possibilitam encontrar derivadas com mais facilidade. Esses teoremas sdo de-

monstrados se aplicarmos a Defini¢do 3.1.3. Depois da prova de cada teorema
enunciamos a féormula de derivagdo correspondente.

3.3.1 TEOREMA

Se ¢ for uma constante e se f(x) = ¢ para todo x, entdo

i Lt A%) — f(x)

S x)=0
X Prova
S(x)=
Ax—0Q
= lim =_°
_Axr—l:lo Ax
= lmm 0
Ax—=0
=0
D) =0

Ax

A derivada de uma constante é zero.

P ILUSTRACAO 1
S'x) =0

Se f(x) = 5, entdo

3.3.2 TEOREMA

S = nx-!

Se n for um inteiro positivo e se f(x) = x”, entdo
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Prova
fr(x) = lim f(x + AX) - f(x)
Ax—-0 Ax
R S
B Al:]cr—r»lo Ax

Aplicando o teorema binomial a (x + Ax)” teremos

[X" +nx""Ax + ﬁnz?_l) X""HAX)? + ...+ nx(Axy T + (Ax)”] - x"
o=t R
nx""'Ax + n(nz_Tl) X" AX)? 4 ...+ nx(Ax)"T + (Ax)"
- Alir—r-lo . Ax '

Dividindo o numerador e o denominador por Ax, obtemos

fx) = lim [nx"‘1 +M =D 2 Ay 4 g mx(Axr? 4+ (Ax)"-l]

Ax—0 2!

Todos os termos, exceto o primeiro, tém Ax como fator; assim sendo todos
os termos, exceto o primeiro, tendem a zero quando Ax tende a zero. Assim

f(x)=nx""1 .

 Dy(x") = nxn-!

P> ILUSTRACAO 2 Se f(x) = x%, entdo f'(x) = 8x". <

> ILUSTRACAO 3 Seja f(x) = x. (a) Se x # 0, pelo Teorema 33.2

S =1-x°
=1-1
=1
(b) Pela férmula (7) da Secgdo 3.1
70 = tim =10
x—0
— lim =2
x=0 X
= lim 1
x=0
Portanto, para todo x, D.(x) = 1. <

3.3.3 TEOREMA | Se f for uma fun¢do, ¢ uma constante e g a fungio definida por
gx) = ¢ - f(x)
entdo, se f'(x) existir,

g'x) =c-f




158

3.3.4 TEOREMA

A Derivada e a Derivagéio

Prova
w1 9+ AX) — g(x)
g(x) = Alirqn0 Ax
— lim f(x + Ax) — ¢f(x)
Ax—0 Ax
= i e [f(x + &%) —f(x)]
Ax—0 Ax
o i LT A0 — 1)
Ax—0 Ax
= of'(x) =

D, [c- fX)] = c - D, f(x)

A derivada de uma constante vezes uma fun¢do € a constante vezes a deriva-
da da funcdo, se essa derivada existir.

Combinando os Teoremas 3.3.2 e 3.3.3 obtemos o seguinte resultado: se
f(x) = cx", onde n é um inteiro positivo e ¢ é uma constante, entdo

f}(x) = cnx"'

D (cx™) = cnx™-!

» ILUSTRACAO 4 Se f(x) = 5X, entdo
fi(x)=5-7x°
= 35x6 <

Se f e g forem fungdes e se A for a fungdo definida por
h(x) = f(x) + 9(x)

entdo, se f'(x) e g’ (x) existirem,
&) =X+ g9'(x).

Prova
von _ ge h(x 4+ Ax) — h(x)
v = fim S

— [ &+ 8%+ gx + A)] — [/(x) + g()]

= lim
Ax—Q Ax

i [f(x +A% (), glc+ 89 — g(x)]
Ax—0 Ax Ax

g JEHA) — () L glx + Ax) — g9
Ax—0 Ax Ax=0 Ax

S +g(x) m

, D, [f(x) + g(x)] = D,f(x) + D.g(x)
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A derivada da soma de duas funcées é a soma de suas derivadas se elas
existirem.

O resultado do teorema precedente pode ser aplicado a um mimero qualquer,
finito, de fungdes, por indugio matematica, e isso sera enunciado como um ou-
tro teorema.

3.3.5 TEOREMA | A derivada da soma de.um niimero fmlto de fungdes € 1gual a soma de: suas
derlvadas, se elas‘existirem.

Dos teoremas precedentes, a derivada de qualquer fun¢do polinomial pode
ser facilmente encontrada.

EXEMPLO 1 Encontre f’(x) se
flx)=7x*—2x>+8x+5
Solucédo
fi(x) = D(Tx* — 2x3 + 8x + 5)
= D (Tx*) + D,(—2x3) + D(8x) + D (5)
=28x3 —6x2+8

3.3.6 TEOREMA | Se f e g forem fungoes e h for a fungao defmlda por
h) = FD9E) o ’
ento, se existirem f*(x) €.9’ (x),-

h'(x) = f() g’ (x) + g(x)f"(x)

Prova :
H(x) : lim h(x + Ax) — h(x)
Ax—0 AX
_ i S+ A% glx 4+ Ax) — () - 6(x)
Ax—0 AX

Se f(x + Ax) - g(x) for somado e subtraido ao numerador, entdo

S + Ax) - g(x + Ax) — flx + Ax) - g(x) + f(x + Ax) - gtx) — () - g(x)

K(x) = lim

ax=o Ax
-t s g LRI . 280 ]
= AI:I_T}O [f (x + Ax) - glx + A:)Z - g(x)] + Alirllo |:g(x) S+ AAX)Z —f (x)]
= lim s + - im L0 it i S

Como f é derivdavel em x, pelo Teorema 3.2.1 f é continua em x; logo,
lim f(x + Ax) = f(x). Também, lim g(x) = g(x)e
Ax—0

Ax-0
Jle+ Ax) — f(x)

lim IX A0 =90 _ Ly gim . - (%)

Ax—0 Ax Ax—0
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3.3.7 TEOREMA

A Derivada e a Derivacdo

dando assim

K (x) = f(x)g'(x) + g(x)/"(x) a

D, F09()] = f) D,g() + 90 * D fX)

A derivada do produto de duas funcées é a primeira fungdo vezes a derivada

da segunda fungdo, mais a segunda fung¢do vezes a derivada da primeira fun-
¢do, se essas derivadas existirem.

EXEMPLO 2 Encontre A#’(x) se

h(x) = 2x3 — 4x?)(3x% + x?)
Solugdo
H(x) = (2x° — 4x2)(15x* + 2%) + (3x° + x2)(6x% — 8%)
= (30x7 — 60x° + 4x* — 8x3) + (18x7 — 24x® + 6x* — 8x3)
= 48x7 — 84x® + 10x* — 16x3

No Exemplo 2, note que se a multiplica¢do for efetuada antes da derivagio,
o resultado sera o mesmo. Fazendo isto, temos

h(x) = 6x% — 12x7 + 2x° — 4x*
h(x) = 48x" — 84x% + 10x* — 16x3

Se fe g forem funcdes e se & for a fungédo definida por

fx)

h(x) = 4=
® =90
entdo se f’(x) e g’ (x) existirem,

h G = 20/ - J0)9'()

onde g(x) = 0

[9(x)])*
Prova
W(x) = lim h(x + Ax) — h(x)
Ax—0 Ax
f(x + Ax) _ @
- 1im g(x + Ax)  g(x)
B Ax—0 Ax
i S0 A% g0 = 1) glx + AX)
Ax—0 Ax - g(x) - g(x + Ax)

Se somarmos e subtrairmos f(x) - g(x) ao denominador, entido
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K(x) = lim S+ Ax) - g(x) - f(x) - g(x) — f(x)- g(x + Ax) + f(x) - g(x)

Ax—0 Ax - g(x) - g(x + AXx)
S+ Ax) — f(x) g(x + Ax) — g(x)

L [g(x) Ax ]— [f () A ]
T ax~0 g(x) - g(x + Ax)

lim g(x)- fim ZEFAD =IO fim 5+ AY) — g()
__ Ax>0 Ax—0 Ax Ax—0 Ax—0 Ax
- lim g(x)- lim g(x + Ax)

Ax—0 Ax—0

Como g ¢ derivdvel, em x, entdo g serd continua em x; assim temos que
lim g(x + Ax) = g(x). Além disso, lim g(x) = g(x) e lim  f(x) = f(x).
Ax-0 Ax-0

Ax-0
Com esses resultados e as defini¢des de f*(x) e g’ (x) obtemos

H(x) = gtx) f'(x) — f(x) - g'(x)

90~ 9()
_ g0/ — fg' () .
[9(x)]?
D[faq:= 9IDE) — fID9G)
e )

A derivada do quociente de duas fungées é a fracdo tendo como denomina-
dor o quadrado do denominador original e como numerador o denominador
vezes a derivada do numerador menos o numerador vezes a derivada do deno-
minador, se essas derivadas existirem. ‘

EXEMPLO 3 Ache

2x3+ 4
D|————
x<x2—4x+ 1>

Solucgdo
5 253 + 4 N (x2 —4x + 1)(6x?) — (2x* + 4)(2x — 4)
xx2_4x+1 - (x2—4x+1)2
_ 6x* —24x® + 6x? — 4x* + 8x® — 8x + 16
= (x* — 4x + 1)?
_ 2x* —16x® + 6x* — 8x + 16

(x* —4x + 1)

3.3.8 TEOREMA | Se J(x) = x~", onde —n é um inteiro negativo e x # 0, entdo

S = —mxor

Prova Se —n for um inteiro negativo, entdo n serd um inteiro positivo. Escre-
vemos entao

0=
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A Derivada e a Derivagdo

Do Teorema 3.3.7

x"-0—1"-nx

n—1

J'x) =

n—1-2n

= —nx"""

EXEMPLO 4

4 (3
dx \x3

Solugdo

d (3 _
dx \x*)

15

X6

Ache

£ 3

3(—5x79)

Se r for um inteiro qualquer positivo ou negativo, segue dos Teoremas 3.3.2

e 3.3.8 que

D, (x") = rx!

e dos Teoremas 3.3.2, 3.3.3 e 3.3.8 obtemos

D, (cx7) = erx!

EXERCICI0S 3.3

Nos Exercicios de 1 a 24, derive a fungdo dada, aplicando os teo-
remas desta secgcdo.

1.

15.
16.

17.

19.
21.

=0 N W W

J(x)=Tx -5
glx) =1—2x — x?

. f(x)=x3 —3x2 +5x —2

L f(x) =3x8 — x*
. F(t) = 3t* — 42
L) =
1
. F(x)=x2 +3x + —
x
4 1
glx) = 4x* — e

f)=x*—=5+x"24+4x"*

3 5
g(x) = Zta
S5y =~/3(s> = $?)
f{x) = 2x* — 1)(5x> + 6x)

2
4.
6. f(x) =3x*—5x*+1
8. g(x) = x7 — 2x% + 5x3 — x
10.

12
14.

18.

20.

g(x) =8 — 3x
f)=4x*+x+1

Hix)=4x3—x+2

G(y) = y’°+7y -y +1
=5+
H(x) = G—g
g(x) = (2x* + 5)(dx — 1)

22. f(x) = (4x? + 3)?
23. G(y) = (7 = 3y’
24. F(t) = (£3 — 2t + 1)(2t2 + 3p)

Nos Exercicios de 25 a 36, calcule a derivada indicada, aplican-
do os teoremas desta seccao.

2x

+3

25. D,[(x2 — 3x + 2)(2x> + 1)] 26. D<

[+l
27. Dx(x—i—l) 28. D, (3; : 4)
sl i
31‘%(1 :tth) 32-di<x —2x? +5x+1>
3 _ —
s 5 () ()
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’ 2x + 1
. 3x—1
35 D,[x s ( )]
x3+1 _
36. D, l:xz 3 (x2—-2x"' + 1)]
37. Ache uma equagio da reta tangente a curvay = x3 — 4 no
ponto (2, 4).

38. Ache uma equagdo da reta normal a curva y = 4x% — 8x

no ponto (1, —4).

Ache uma equagio da reta normal 4 curva y= 10/(14 — x?)

no ponto (4, —5).

Ache uma equagdo da reta tangente a curva

y = 8/(x* + 4) no ponto (2, 1).

Ache uma equagio da reta tangente & curva

y=13x —dxeparalelaareta2c — y + 3 = 0.

42. Ache uma equagdo da reta tangente 4 curva y=x*—6x

- que seja perpendicular aretax — 2y + 6 = 0.

43. Ache uma equagdo de cada uma das retas normais a curva

y = x3 — 4x que sejam paralelas a reta x+8y — 8 = 0.

39.
40.

41.

163

44. Ache uma equagio de cada uma das retas tangentes a curva
3y = x* — 3x% + 6x + 4 que sejam paralelas 2 reta
2x —y +3=0.

45. Ache uma equagdo de cada uma das retas que passam pelo
ponto (4, 13), que sejam tangentes a curva y = 2x2 — 1.

46. Dada f(x) = + x*+2x®+ 5x+5. Mostre que f’(x) >0 para
todos os valores de x.

47. Se f, g e h sdo fungdes € ¢p(x) = f(x) - g(x) - h(x), prove que
se f'(x), g'(x) e h’(x) existirem,

¢'(x)=f(x) - g(x) - B'(x)+ f(x) - g'(x) - h(x)+f'(x) - g(x)  h(x)
(Sugestdo: aplique o Teorema 3.3.6 duas vezes.)

Use os resultados do Exercicio 47 para derivar as funcées dos
Exercicios de 48 a 51.

48. f(x) = (x® + 3)(2x — 5)(3x + 2)
49. h(x) = 3x + 2*(x> — 1)

50. g(x) = 3x> + x " 3){x + 3)}x2 - 35)
51. (x) = (2x? + x + 1)°

3.4 - MOVIMENTO RETILINEO A derivada de uma fun¢do f no numero x, tem uma interpretagio importantis-

E A DERIVADA COMO
TAXA DE VARIAGAO

sima como a taxa de variagdo instanténea de f em x,. Comegaremos conside-
rando uma particula movendo-se ao longo de uma reta, que seria uma aplica-

¢do em Fisica. Tal movimento é chamado de movimento retilineo. Um dos sen-
tidos € escolhido arbitrariamente como positivo e o outro, oposto, como nega-
tivo. Para simplificar, vamos supor que o movimento da particula seja ao lon-
go de uma reta horizontal com distancias positivas a direita e negativas a es-
querda. Escolhemos um ponto sobre a reta, o qual denotamos por O. Seja f a
funcdo que determina a distancia orientada da particula a partir de O em qual-

quer instante.

Para sermos mais especificos, seja s cm a distincia orientada da particula a partir
de O em ¢ s (segundos). Entdo, fserd a fungio definida pela equagido

s = fH
a qual indicard a distancia orientada de O até a particula, num determinado
instante.
» ILUSTRACAO 1 Seja
s=t24+2t-3
Entdo, quando f = 0, s = —3; logo, a particula esta 3 cm a esquerda do ponto

O, quando ¢ = 0. Quando ¢ = 1, s = 0; assim, a particula estard no ponto O,
decorrido 1 s do inicio do movimento. Quando ¢t = 2, s = §5; assim, a particula
estard a 5 cm a direita de O, 2 s apds o inicio do movimento. Quando ¢ = 3,
s = 12; assim, a particula estard a 12 cm 2 direita do ponto O, decorridos 3 s do

inicio do movimento.

A Figura 1 ilustra as varias posi¢des da particula para valores especificos de ¢.

t=0 t=1 t=2 =3
| | | !

| 1 |

I | J

1
!
| 1gtiguiitigriinligrel +

-5 (0]

FIGURA 1

I
+5 +10 +15 s
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Entre os instantes + = 1 e t = 3, a particula move-se do ponto onde s = 0
até o ponto onde s = 12; assim, no intervalo de 2 s a varia¢do na distancia é
de 0 a 12 cm. A velocidade média da particula é a razdo entre a variagdo na
distancia orientada do ponto fixo e a varia¢do no tempo. Assim, o nimero de
centimetros por segundo, ou seja, a velocidade média da particula de # = 1

’

at=3,é642 =6.Det = 0ar = 2,a variacdo na distancia orientada de O da

particula € 8 cm; assim, o niimero de centimetros por segundo, ou seja, a veloci-
dade média da particula nesse intervalo de 2 s, é5 = 4. <

Na Ilustragdo 1, a velocidade média da particula, obviamente, ndo é cons-
tante; e a velocidade média ndo fornece informages especificas sobre o movi-
mento da particula em nenhum instante especifico. Por exemplo, se um carro
percorre uma distdncia de 100 km na mesma dire¢do em 2 h, dizemos que a
‘velocidade média com a qual percorre aquela distancia é de 50 km/h. Entretan-
to, dessa informagdo ndo podemos determinar quanto estd marcando o veloci-
metro do carro, num dado instante, no periodo de 2 h. A leitura do velocime-
tro é chamada de velocidade instanténea. A discussdo a seguir possibilita-nos
chegar a uma definicdo do que significa velocidade instantdnea.

Suponha ques = f(¢) defina s (o nimero de centimetros da distancia orientada
da particula a partir do ponto O) como fungdo de ¢ (mimero de segundos de-
corridos). Quando ¢ = t;, s = s,. A variacdo na distncia orientada a partir de
O é (s — s,) cm no intervalo de tempo (¢ — ¢,) s € o niimero de centimetros por
segundo ou seja, a velocidade média da particula nesse intervalo de tempo é
dada por

s—5
t—t,

ou, como s = f{f) e s; = f(2)), a velocidade média é encontrada de

f(t)_f(tl) (l)

t—t

Agora, quanto menor for o intervalo de ¢, até ¢, mais préxima estara a veloci-
dade média do que intuitivamente entenderiamos como velocidade instantdnea
em t,.

Por exemplo, se o velocimetro de um carro marca 80 km/h quando ele passa
por um ponto P, e se um ponto P estd, por exemplo, a 10 m de P, entdo a
velocidade média do carro quando ele percorre esses 10 m estard, ao que tudo
indica, proxima dos 80 km/h, pois a variagdo da velocidade do carro nesse tre-
cho pequeno é, provavelmente, insignificante. Agora, se a distancia entre P,
¢ P for diminuida para 5 m, a velocidade média do carro nesse intervalo devera
estar mais préxima ainda da leitura do velocimetro do carro em P,. Podemos
continuar esse processo € a leitura do velocimetro em P, pode ser representa-
da como o limite da velocidade média.entre P, e P, quando P tende a P,. Isto
é, a velocidade instantdnea pode ser definida como o limite do quociente (1)
quando ¢ tende a ¢, desde que o limite exista. O limite ¢ a derivada da func¢do
fem t,. Temos, entdo, a seguinte defini¢do:
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Se f for uma fungdo dada pela equagio

s = f@)

€ uma particula se mover.ao longo de uma reta de tal forma que s seja o0 nume-

ro de unidades da distancia orientada da particula a um ponto fixo na reta em ‘

f unidades de tempo, entéo a velocidade mstantanea da particula em ¢ unidades 3

de tempo serd v umdades de velocidade, onde
ds "

v‘=f’(t)@v=7

se a derivada existir.

A velocidade instantanea pode ser positiva ou negativa, conforme o movi-
mento da particula seja no sentido positivo ou negativo da reta. Quando a velo-
cidade instantdnea for zero, a particula estard em repouso.

A velocidade escalar de uma particula em qualquer instante é definida como
o valor absoluto da velocidade instantinea. Logo, a velocidade escalar é um
nimero ndo-negativo. Os termos velocidade escalar e velocidade instantinea
séo freqiientemente confundidos. Deve ser notado que a velocidade escalar da
somente uma idéia da rapidez com que a particula est4 se movendo, enquanto
que a velocidade instantinea também indica o sentido do movimento.

EXEMPLO 1 Uma partfcula move-se ao longo de uma reta horizontal, de acor-
do com a equagdo

s=23—42 +2t — 1
Determine os intervalos de tempo nos quais a particula se move para a direita e
para a esquerda. Determine também o instante no qual ela inverte o seu sentido.

Solugdo

.ds

T
=6t2—8t+2

=23t -4t +1)
=23t -1)t—-1)
A velocidade instantinea é zero quando ¢ = +et = 1. Logo, nesses dois ins-

tantes a particula estd em repouso. A particula move-se para a direita quando v
€ positivo e move-se para a esquerda quando v é negativo. Determinamos o sinal
de v para os vérios intervalos de ¢ € os resultados estdo dados na Tabela 1.

Tabela 1
3t-1 -1 Conclusdo

t < % - - v € positivo, ea particula move-se para a direita

t=+ 0 - v é zero e a particula estd mudando de sentido da
direita para a esquerda

% <t<l1 + — . vénegativo e a particula move-se para a esquerda

t=1 | + 0 v € zero e a particula est4 mudando de sentido, da
esquerda para a direita

1<t T+ + v é positivo e a particula move-se para a direita




Tabela 2
s v
-1 -9 16
0 —1 2
5o o
1 -1 0
2 3 10
Tabela 3
t s v
0 0 64
1 28 48
1 48 32
2 64 0
3 48 —32
1 28 —48
4 0 —64
(t = 2)
m ————— — 64
7 A
i—-——n ————— 48
t=3f¢t=1
v A
0———7—4 —-———1-——28
(t=9=2)
' % A
v A
(t=4)(=0) |0
FIGURA 3

A Derivada e a Derivagéo

O movimento da particula, indicado na Figura 2, é ao longo de uma reta ho-
rizontal; contudo, o comportamento do movimento esta indicado acima da re-
ta. A Tabela 2 d4 os valores de s e v para valores especificos de ¢.

¢=1__ U3 s
Cd Cd
(t=-1 ; (t=3
>—o >
(t =0)
SRR I U T T
—10 -5 o 5 10
FIGURA 2
EXEMPLO 2 Uma bola é atirada verticalmente para cima a partir do chao,

com uma velocidade inicial de 64 m/s. Se o sentido positivo da distancia do
ponto de partida for para cima, a equagao do movimento sera

s = —16t% + 64t

Seja t o niimero de segundos decorridos desde que a bola foi atirada e s 0 nu-
mero de metros da distancia percorrida pela bola a partir do ponto inicial em
ts. (a) Ache a velocidade instantanea da bola ao fim de 1 5. A bola estd subindo
ou descendo ap6s 1 s? (b) Ache a velocidade instantanea da bola depois de 3 s.
A bola est4 subindo ou descendo apés 3 s? (c) Quantos segundos a bola leva para
atingir o seu ponto mais alto? (d) Qual a altura méaxima atingida pela bola? (¢)
Ache as velocidades escalares ap6s 1 e de 3 s. () Decorridos quantos segundos
a bola atinge o solo? (g) Ache a velocidade instantanea da bola quando ela chega
ao chao.

Solugdo Seja v(f) o mimero de metros por segundo, sendo a velocidade ins-
tantanea da bola no instante ¢ s. Entdo v(¢) = ds/dt,

v() = —32t + 64

(@) v(1) = —32(1) + 64; isto é, v(1) = 32; assim, ao fim de 1 s a bola estarad
subindo com uma velocidade instantdnea de 32 m/s.

(b) v(3) = —32(3) + 64; isto é, v(3) = — 32; assim, apos 3 s a bola estard caindo
com uma velocidade instantdnea de —32 m/s.

(©) A bola atinge o seu ponto mais alto quando o sentido do movimento muda,
isto é, quando v(f) = 0. Obtemos —32¢t + 64 = 0. Assim, t = 2.

(d) Quando ¢ = 2, s = 64; logo, o ponto mais alto atingido pela bola esta a
64 m do ponto inicial. '

(e) |v(#)| é o numero de metros por segundo da velocidade escalar em ¢ s
[v(1)] = 32e |v3)| = 32. :

(f) A bola ird atingir o chdo quando s = 0. No caso, temos — 1672 + 64t = 0,
donde obtemos ¢ = 0 e f = 4. Assim sendo, a bola atinge o solo em 4 s.

(g) v(4) = —64; quando a bola atinge o solo, sua velocidade instantdnea é
—64 m/s.

A Tabela 3 d4 valores de s e de v para alguns valores especificos de £. O movi-
mento da bola est4 indicado na Figura 3. Supusemos que o movimento tenha
ocorrido na vertical. O comportamento do movimento estd indicado a esquer-
da da reta.
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A velocidade no movimento retilineo corresponde ao conceito mais geral de
taxa de variacdo instantinea. Por exemplo, se a particula move-se ao longo de
uma linha reta de acordo com a equagdo s = f(¢), a velocidade da particula
em ¢ unidades de tempo é determinada pela derivada de s com respeito a ¢. J4
que a velocidade pode ser interpretada como uma taxa de varia¢do da distancia
por unidade de variagdo do tempo, a derivada de s com respeito a ¢ é a taxa
de variagdo de s por unidade de variac¢io de .

Da mesma forma, se uma quantidade y for uma fun¢do de uma quantidade.
x, podemos expressar a taxa de varia¢do de y por unidade de variagcdo de x.
A discussdo € analoga a discussido da inclinagdo de uma reta tangente ao grafi-
co ¢ a de velocidade instantdnea de uma particula movendo-se em uma reta.

Se a relagdo funcional entre y e x for dada por

y = fix)

e se x variar do valor x; até x; + Ax, entdo y variard de f(x,) até f(x, + Ax).
Assim, a variagdo de y, a qual denotamos por Ay, € f(x, + Ax) — f(x,) quan-
do a variacdo de x for Ax. A taxa média de variagdo de y por unidade de varia-
¢do de x, quando x variar de x; a x;, + Ax, serd entdo,

SO + Ax) - fx) _ Ay
Ax Ax

Se o limite desse quociente existir quando A x — 0, esse limite serd o que intuiti-
vamente consideramos como a taxa de variacdo instantinea de y por unidade
de variagdo de x em x,. De acordo com essas consideracgdes, temos a definicdo
a seguir.

()

Seja y = f(x); a taxa de varia¢dio instantinea de y por unidade de variaciio de
x em x; é f'(x,) ou, equivalentemente, a derivada de y com respeito a x em x,,
se ela existir no ponto x,.

Hustremos geometricamente; seja f'(x,) a taxa de variagdo instantinea de y

‘por unidade de variacdo de x em x,. Entdo, se ' (x,) for multiplicado por Ax

(varia¢do de x), temos a variagdo que ocorreria em y se o ponto (x, y) se moves-
se ao longo da reta tangente ao grafico de y = f(x) no ponto (x,;, »,). Veja a
Figura 4. A taxa média de variagdo de y por unidade de variacdo de x é dada
pela fragdo em (2), e se essa fragdo for multiplicada por Ax, obteremos Ay,
que € a variacdo real de y causada por uma variagdo de Ax em x, quando o
ponto (x, ¥) move-se ao longo do grafico.

EXEMPLO 3 Seja V(x) cm? o volume de um cubo com x cm de lado, use a
calculadora para calcular a taxa média de varia¢do de V(x) em relacdo a x, quan-
do x varia de (a) 3,000 a 3,200; (b) 3,000 a 3,100; (c) 3,000 a 3,010; (d) 3,000
a 3,001. (e) Qual serd a taxa de varia¢do instantanea de V(x) em relagdo a x
quando x € 3?

Solugdo A taxa média de variacdo de V(x) em relagdo a x, quando x varia
dex,ax, + Axé

Vix, + Ax) — V(x))
Ax
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(a) x, = 3,000, Ax = 0,200

V(3,200) — ¥{(3,000) (3,200)> — (3,000)
0,200 0,200

28,84

(b) x, = 3,000, Ax = 0,100

V(3,100) — ¥(3,000) (3,100)° — (3,000)°
0,100 0,100

27,91

(c) x, = 3,000, Ax = 0,010

V(3,010) — ¥4(3,000) (3,010 - (3,000)
0,010 0,010

= 27,09

d) x, = 3,000, Ax = 0,001

V(3,001) — ¥(3,000) _ (3,001)> — (3,000)
0,001 0,001

27,01

Em (a) vemos que quando a medida do lado do cubo varia de 3,000 a 3,200 cm,
a variagdo do volume ¢é de 28,84 cm? por centimetro de variagdo do compri-
mento do lado. Interpretamos (b) e (d) de forma similar.

(e) A taxainstantinea de variagdo de V(x) emrelacdo axquandoxé3 ¢ V’(3).

V'(x) = 3x? V'(3) = 27
Logo, quando o comprimento do lado do cubo € 3 cm, a taxa de variag@o ins-

tantanea do volume ¢ 27 cm3 por centimetro de varia¢do do comprimento do
lado. )

EXEMPLO 4 Em um circuito elétrico, se E volts for a forga eletromotriz, R
ohms for a resisténcia e 7 ampéres for a corrente, segue da lei de Ohm que

IR = E

Supondo que E seja uma constante positiva, mostre que R diminui a uma taxa
proporcional ao inverso do quadrado de I.

Solugido Resolvendo a equagdo dada para R, obtemos
R=E- I
Derivando R em relagdo a I, temos

dR

o _E-I?
dI

dR _ E

a7
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Essa igualdade estabelece que a taxa de variag:-ib de R em relagdo a [ é negativa

. 1
¢ proporcional a T Portanto, R diminui a uma taxa proporcional ao inverso

do quadrado de 1.

Em Economia, a variacdo de uma quantidade em relacdo a outra pode ser
descrita pelos conceitos de média ou de marginal. O conceito de média expressa
a varia¢do de uma quantidade em relagdo a variacdo especificada dos valores
de uma segunda quantidade, enquanto que o conceito de marginal refere-se a
variacdo instantdnea na primeira quantidade que resulta de uma pequena va-
riagdo na segunda quantidade. Vamos comegar nossos exemplos em Economia
com as definicdes de custo médio e custo marginal. Para definir precisamente
o conceito de marginal usamos a no¢do de limite que nos leva a derivada.

Suponhamos que C(x) seja o custo total da produgdo de x unidades de certa

-mercadoria. A fungfio C é chamada fungdo custo total. Em circunstancias nor-
mais x e C(x) sdo positivas. Uma vez que x representa o numero de unidades
de certa mercadoria, x é geralmente um inteiro ndo-negativo. Para podermos,
contudo, aplicar o cdlculo, vamos supor que x seja um nimero real ndo negati-
vo que garanta os requisitos de continuidade a fungdo C.

Obtemos o custo médio da produgdo de cada unidade de uma » mercadoria
dividindo o custo total pelo niumero de unidades produzidas. Se Q(x) for o cus-
to'médio,

Qx) =

e Q é chamada funciio custo médio.

Suponha agora que o numero de unidades de uma dada produgéo seja x;,
€ que esse numero varie por um valor Ax. Entdo, a variacdo no custo total sera
dada por C(x, + Ax) — C(x,) e a variagdo média no custo total em relagdo
a varia¢do no numero de unidades produzidas seré dada por

C(x; + Ax) — C(xy)
Ax

Os economistas usam o termo custo marginal para o limite do quociente quan-
do Ax tende a zero, desde que o limite exista. Esse limite, sendo a derivada de
C em x,, estabelece que o custo marginal, quando x = x;, é dado por C’(x,), se
existir. A fun¢do C’ é chamada de fungiio custo marginal, e C’(x;) pode ser in-
terpretado como a taxa de variagdo do custo total quando x; unidades sdo pro-
duzidas.

C(x)
x

» ILUSTRACAO2 Suponha que C(x) seja o custo total da fabricagﬁo de x brin-
quedos e

Ckx) = 110 + 4x + 0,02x?2

(a) A func¢ido custo marginal serd C’ e

C'(x) = 4 + 0,04x

(b) A fungdo custo marginal, quando x = 50 serda C’ (50), ¢

C’(50) = 4 + 0,04(50)
=6
Logo, a taxa de variagdo do custo total, quando forem fabricados 50 brinque-
dos, sera de $6 por brinquedo.
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(c) O custo real da fabricagdo do qiiinquagésimo primeiro brinquedo sera
C(51) — C(50) e

C(51) — C(50) [110 + 4(51) + 0,02(51)2] — [110 + 4(50) + 0,02(50)]
= 366,02 — 360
= 6,02

Note que as respostas em (b) e (c) diferem por 0,02. Esta discrepancia ocorre
porque o custo marginal € a taxa de variagio instantidnea de C(x) em relagdo
a uma unidade de variacdo em x. Assim, C’(50) é o nimero aproximado da
quantia em dinheiro gasta na produgdo do qiiinquagésimo primeiro brinquedo.
|
Observe que o calculo de C’(50) é muito mais simples do que o célculo de
C(51) — C(50). Os economistas, freqiientemente, aproximam o custo da produ-
¢do de uma unidade adicional usando a fung¢do custo marginal. Especificamen-
te, C’ (k) € o custo aproximado da (k + 1)ésima unidade depois que as k primeiras
unidades foram produzidas.
Outra fungédo importante em Economia ¢ a funcéio rendimento total, denota-
da por R, e

R(x) = px

onde R(x) € o rendimento total recebido quando x unidades sdo vendidas & quan-
tia de p por unidade.

O rendimento marginal, quando x = x,, é dado por R’(x)), se existir. A
fun¢do R’ ¢ chamada fun¢do rendimento marginal. R’(x,) pode ser positivo,
negativo ou zero, e pode ser interpretado como a taxa de variagdo do rendi-
mento total quando x, unidades sdo vendidas. R’(k) é o rendimento aproxi-
mado da venda da (¥ + 1)ésima unidade depois que k unidades tiverem sido
vendidas. '

EXEMPLO 5 Suponha que R(x) seja o rendimento total recebido pela venda
de x mesas e

R(x) = 300x — ix?

Ache (a) a fun¢do rendimento marginal; (b) o rendimento marginal quando
X = 40; (c) o rendimento real da venda da quadragésima primeira mesa.

Solugdo  (a) A fungido rendimento marginal é R’ e
R'(x) = 300 — x
(b) O rendimento marginal quando x = 40 é dado por R’(40) e
R’(40) = 300 — 40
= 260

Logo, a taxa de variag¢do do rendimento total quando 40 mesas sdo vendidas
¢é de $260 por unidade

(¢) O rendimento real da venda da quadragésima primeira mesa é
R(41) — R@40) e '

R(41) — R(40) = |:300(41) - @:l - |:300(40) - (43)2]
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[12.300 — 840,50] — [12.000 — 800]
11.459,50 — 11.200
259,50

Logo, o rendimento real da venda da quadragésima primeira mesa é $259,50.

Observe que na parte (b) do Exemplo 5 obtivemos R’ (40) =-260, e $260
¢ uma aproximacio do rendimento recebido da venda da quadragésima primei-
ra mesa, que de (c) é $259,50.

EXERCICIOS 3.4

Nos Exercicios de 1 a 8, uma particula move-se ao longo de uma
reta horizontal, de acordo com a equagdo dada, ondes cm € a dis-
téncia orientada da particula a partir do ponto Oem ts. Achea
velocidade instanténea v(f) cm/s em t s e entdo ache v(t,) para o
valor de t, dado.

L.s=32+11t=3 2 5=8—-t%t, =5

1 . 3
3-5_4—‘:;[1:% 4.S=t—z;t1=—2
S.5=2 -2+ 5, =-1 6. s=43+2t—1;t, =%

2t 1 3
. S=4——|-t, tl ='0 8. S=——*T{_2; [1 =2

) PVl A

Nos Exercicios de 9 a 14, o movimento de uma particula é ao
longo de uma reta horizontal, de acordo com a equagdo dada,
onde's cm é a distdncia orientada da particula a partir do ponto
O, em ts. A diregd@o positiva é a direita. Determine os intervalos
de tempo em que a particula move-se para a direita e para a es-
querda. Determine também quando a particula reverte o sentido
do movimento. Mostre o comportamento do movimento atra-
vés de uma figura similar & Figura 2 e escolha valores de t ao
acaso, mas inclua os valores de t em que a particula muda o sen-
tido do movimento.

9. s=t3+3t2—-9t+4 10 s=2t3—3t2— 12t + 8

1L s=33+32—-2t+4 12. 5=

1
t ’ t

t2
1
— 14. s =

9412 ST ra

+
+

13. s =

15. Um objeto cai do repouso de acordo com a equagdo s =
= —16¢2, onde s cm ¢é a distancia do objeto ao ponto de
partida em ¢ s e o sentido positivo € para cima. Se uma pe-
dra cai de um edificio com 2560 cm de altura, ache (a) a ve-
locidade instantanea da pedra 1s depois de iniciada a queda;
(b) a velocidade instantinea da pedra 2 s depois da queda;
(c) quanto tempo leva para a pedra atingir o solo; (d) a velo-
cidade instantinea da pedra quando ela atinge o solo.

16. Uma pedra cai de uma altura de 64 m. Se s m for a altura
da pedra ¢ s ap6s ter iniciado a queda, entdos = — 1672 + 64.

(2) Quanto tempo leva para a pedra atingir o solo? (b) Ache -

a velocidade instantanea da pedra quando ela atingir o solo.

17. Uma bola de bilhar é atingida e movimenta-se em linha reta.
Se s cm for a distancia da bola de sua posi¢do inicial apds
t s;"entdo s = 100¢2 + 100¢. Com. qual velocidade a bola
atingira a tabela da posi¢do inicial que estd a 39 cm?

18. Se uma pedra for atirada verticalmente para cima com uma
velocidade inicial de 32 cm/s, entdo s = —16¢2 + 32¢, on-
de s cm é a distancia da pedra ao ponto inicial, em s e 0
sentido positivo é para cima. Ache (a) a velocidade média
da pedra no intervalo de tempo & < ¢ < & (b) a veloci-

dade instantanea da pedraem f = +seem? = 5s;(0) a
2 s;(d)a
velocidade média no intervalo de tempo + < ¢ < 2.

velocidade escalar da pedraem 7 = 5-seem ¢

quantos segundos irdo decorrer até que a pedra atinja o ponto
mais alto; (f) qual a altura maxima atingida; (g) quantos se-
gundos irdo decorrer até que a pedra chegue ao chao; (h) a
velocidade instantdnea da pedra quando ela atingir o solo.
Mostre o comportamento do movimento através de uma fi-
gura similar a Figura 3.

19. Se uma bola for impulsionada de tal forma que ela adquira
uma velocidade inicial de 24 ¢cm/s ao descer um certo plano
inclinado, entdo s = 24 ¢ + 102, onde s cm € a distancia
da bola ao ponto inicial em # s e 0 sentido positivo € o de des-
cida do plano inclinado. (a) Qual serd a velocidade instanta-
nea da bola em ¢, s? (b) Quanto tempo levara para que a ve-
locidade aumente para 48 cm/s?

20. Um foguete é langado verticalmente para cima e ap6s ¢ s ele
estd a s m do solo, onde s = 560¢ — 16¢2 e o sentido positi-
vo é para cima. Ache (a) a velocidade do foguete 2 s apds o
lancamento e (b) quanto tempo levara para o foguete atingir
sua altura maxima.

21. Se A(x) cm? for a 4rea de um quadrado e s cm for o com-
primento de cada lado, ache a taxa de variagdo média de A(x)
em relagio a x, quando x varia de (a) 4,000 a 4,600; (b) 4,000
a 4,300; (c) 4,000 a 4,100; (d) 4,000 a 4,050. (¢) Qual serd a
taxainstantanea de variagdo de A (x) com relagdo a x, quando
x for 4,000?

22. O comprimento de um retingulo é 4 cm a mais do que sua
largura e essa diferenga de 4 cm mantém-se quando o retén-
gulo aumenta de tamanho. Se A(w) cm? for a 4rea do retin-
gulo e w cm for a largura, ache a taxa média de variagdo de
A(w) com respeito a w, quando w varia de (a) 3,000 a 3,200;
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23.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

(b) 3,000a 3,100; (c) 3,000 a 3,010; (d) 3,000 a 3,001. (¢) Qual
a taxa de variacdo instantdnea de A(w) com relacdo a w,
quando w for 3?

A lei de Boyle para a expansdo de um gis é PV = C, onde
P ¢ a pressao em quilogramas forga por unidade de area, V
€ o numero de unidades de volume do gés e C é uma cons-
tante. Mostre que V decresce a tnica taxa proporcional ao
inverso do quadrado de P.

. Da lei de Boyle para a expansao de um gas, dada no Exerci-

cio 23, ache a taxa de varia¢do instantinea de V em relagio
aP,quando P = 4e V = 8.

Uma frente fria aproxima-se de uma regido. A temperatura
¢ T graus t horas apds a meia-noite e

T = 0,1(400 — 40t + 12 O0<rg12

(a) Ache a taxa de variacdo média de T em relacdo a ¢ entre’

Sh e 6h; (b) ache a taxa de variagdo de T em relagio a £ as 5h.

Estima-se que um empregado de uma firma que faz moldu-
ras para quadros possa pintar y molduras x horas, apés co-
megcar o trabalho as 8 horas da manha e

y=3x+8x~x> 0<x<4

(a) Ache a taxa segundo a qual o empregado estara pintan-
do &s 10h; (b) ache o nimero de molduras que o empregado
pinta entre 10h ¢ 11h.

Se a 4gua estiver sendo drenada de uma piscina e V litros
for o volume de dgua na piscina ¢ min apds comegar o escoa-
mento, onde V = 250 (1600 — 80r + r?), ache (a) a taxa
média segundo a qual a 4gua deixa a piscina durante os pri-
meiros 5 min e (b) quéo rdpido a 4gua estd fluindo da pisci-
na 5 min apds o inicio do escoamento.

Um baldo mantém a forma de uma esfera enquanto est4 sen-
do inflado. Ache a taxa de variagdo da area da superficie com
respeito ao raio no instante em que o raio for 2 m.

A importancia no custo total da fabricacio de x reldgios de
uma certa fabrica é dada por C(x) = 1500 + 3x + x2. Ache
(a) a fun¢do custo marginal; (b) o custo marginal quando
x = 40; (c) o custo real da fabricagfio do quadragésimo pri-
meiro relogio. :

Se C(x) for o custo total da fabricagio de x pesos de papel e

50  x?
Clx) =200 + = + X
X 5

ache (a) a fungdo custo marginal; (b) o custo marginal quan-
do x = 10; (c) o custo real da fabricagio do décimo primeiro
peso de papel.

Se R(x) for o rendimento total recebido das vendas de x apa-
relhos de televisdo e R(x) = 600x — 2‘—0 x3, ache (a) a fun-

¢do rendimento marginal; (b) o rendimento marginal quan-
do x = 20; (c) o rendimento real da venda da vigésima pri-
meira televisio.

O rendimento total recebido da venda de x carteiras é R(x),
e R(x) = 200x - % x2. Ache (a) a funcio rendimento mar-
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ginal; (b) o rendimento marginal quando x = 30; (c) o ren-
dimento real da venda trigésima primeira carteira.

Nos Exercicios de 33 a 35, use o conceito de taxa relativa, defi-
nido como segue se y = f(x), a taxa relativa da variagdo de y

com relacdo a x em x, é dada por -%)-“7)- ou, equivalentemente,

X1

—d% calculada em x = x,.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

O rendimento anual bruto de uma empresa ¢ anos a partir
de 19 de janeiro de 1988 é p milhdes e p = —§— 2 + 2t +10.

Ache (a) a taxa em que o rendimento bruto estava crescendo
em 1?2 de janeiro de 1990; (b) a taxa de crescimento relativo
do rendimento bruto em 1¢ de janeiro de 1990 com aproxi-
macgdo de um-décimo da percentagem; (c) a taxa em que o
rendimento bruto deveria crescer em 1° de janeiro de 1994;
(d) a taxa antecipada de crescimento relativo do rendimento
bruto em 1° de janeiro de 1994 até 0,1 por cento.

Uma empresa inicia seus negdcios em 1° de abril de 1987.
Os rendimentos anuais brutos da firma apds ¢ anos de ope-
racdo sio de p, onde p = 50.000 + 18.000 ¢ + 600¢2. (a)
Ache a taxa segundo a qual os rendimentos brutos cresce-
ram em 1° de abril de 1989; (b) ache a taxa de crescimento
relativo em 1?9 de abril de 1989, com aproximagio de 0,1 por
cento; (c) ache a taxa em que o rendimento bruto dever4 estar
crescendo em 19 de abril de 1997; (d) a taxa prevista de cresci-
mento relativo do rendimento bruto em 1° de abril de 1997,
com aproximagao de 0,1 por cento.

Suponha que o mimero de pessoas da populagdo de uma de-
terminada cidade ¢ anos apds 1° de janeiro de 1986 serd
4072 + 200t + 10.000. (a) Ache a taxa segundo a qual a po-
pulacio tera crescido, em 12 de janeiro de 1995. (b) Ache a
taxa de crescimento relativo da populagio, estimadaem 1° de
janeiro de 1995 com aproximacgéo de 0,1%. (c) Ache a taxa
segundo a qual a populagéo estard crescendo em 1° de janei-
ro de 2001. (d) Ache a taxa de crescimento relative da popu-
lagdo, estimada em 1 de janeiro de 2001 com aproximagio
de 0,1 por cento.

Duas particulas A e B movem-se para a direita numa reta
horizontal e partem de um ponto O. Seja s cm a distancia
orientada do ponto O em ¢ s. As equagSes de movimento sdo

s = 412 + 5t (para a particula A)
s = Tt2 + 3t (para a particula B)

Se ¢ = 0 no comego, para que valores de ¢ a velocidade da
particula A4 supera a velocidade de B?

O lucro de um varejista é $100y quando sdo gastos diaria-
mente §x em propaganda ey = 2.500 + 36x — 0,2x2. Use
a derivada para determinar se seria lucrativo aumentar a verba
de propaganda, considerando a verba diaria de propaganda
(a) 360 ¢ (b) $ 300. (c) Qual seria o valor maximo de x abaixo
do qual seria lucrativo aumentar a verba de propaganda?
Mostre que para toda fungdo linear £, a taxa média de varia-
¢do de flx) quando x varia de x; até x; + k é a mesma que
a taxa de variacdo instantdnea f(x) em x,.
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3.5 DERIVADAS DAS
FUNGOES TRIGONOMETRICAS

3.5.1 TEOREMA

Para mostrar que a fungo seno tem uma derivada, aplicamos a identidade tri-
gonométrica

sen (@ + b) = senacos b + cos asen b 1¢))

bem como os Teoremas 2.8.2 ¢ 2.8.5
Seja f a fungdo seno, assim

Sf(x) = sen x
Da defini¢do de derivada,

S&x + Ax) - f(x)

fx) = lim

Ax=0 Ax
. sen(x + Ax) — sen x
= lim
Ax-0 Ax

A férmula (1) para sen(x + Ax) é usada para obter

F(x) = lim SEMXCOS(AX) + cos x sen(Ax) — sen x

Ax—0 - Ax
= lim €0 x[cos(Ax) — 1] + lim 98X sen(A x)
Ax—0 Ax Ax=0 Ax
1 - A '
= — lim ——CM(lim sen x) + < lim cos x) lim Ssen(Ax) (2)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax—0 ax-0  Ax -
Do Teorema 2.8.5,
1 — A
lim L2080 _ 3)
Ax—0 Ax )
e do Teorema 2.8.2,
lim Se0(Ax) _ NG
Ax—0 Ax
Substituindo (3) e (4) em (2), obtemos
fi(xy=—0-senx +cos x- 1
= COoS X
Provamos, -assim, o seguinte teorema:
D_ (sen x) = cos x
EXEMPLO 1 Ache f'(x) se
f(x) = x*senx
Solugdo Encontramos a derivada do produto de duas fungdes aplicando o
Teorema 3.3.6. i
S'(x) = x* D, (sen x) + D,(x?) sen x

x2cosx + 2xsen x
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Para encontrar a derivada da fun¢do co-seno, procedemos da mesma forma
que com a fungdo seno. Aqui aplicamos a identidade

cos(@ + b) = cosacosb —senasen b %)

Se g for a fung¢do co-seno, entdo

g(x) = cos x
von 1 glx + Ax) — g(x)
g'(x)= AliTo Ax

. cos(x + Ax) — cos x
= lim
Ax—0 Ax

A férmula (5) para cos(x + Ax) é usada para obter

cos x cos(Ax) — sen x sen(Ax) — cos x

! p— 1'
g'(x) Jim Ax
— lim 8 x[cos(Ax) — 1] lim _S€n X sen(Ax)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
1 — A . . .
= — lim —-SO—S(———X—)<]1m cos x> —(llm sen x> lim Sen(Ax) (6)
Ax—0 . Ax Ax—0 Ax—0 Ax—0 Ax
Substituindo (3) e (4) em (6), obtemos
g'x) = —-0-cosx —senx -1
= —sen x
O teorema a seguir foi, entdo, provado. s
3.5.2 TEOREMA | D, (cos x) = — sen x
EXEMPLO 2 Ache Ay se
dx
_ sen x
Y =1 " 2cosx
Solugédo Aplicamos o Teorema 3.3.7 (derivada de um quociente).

dy (1 —2cosx)D,(senx) —senx - D (1 — 2 cos x)
dx (1 — 2 cos x)?

(1 — 2 cos x)(cos x) — sen x(2 sen x)
(1 — 2 cos x)?

cos x — 2(cos> x + sen? x)
(1 — 2 cos x)?

__cosx — 2
T (1 - 2cosx)

As derivadas das fungdes tangente, co-tangente, secante e co-secante sao ob-
tidas de identidades trigonométricas envolvendo o seno e o co-seno, bem como
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3.5.4 TEOREMA

3.5.5 TEOREMA
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suas derivadas e teoremas sobre derivagdo. Para a derivada da tangente aplica-
mos as identidades
sen x

tgx = secx =
cos X cOs X

sen?x + costx = 1

D, (tg x) = sec? x

Prova

D.(gx = D (%)

Cos X

cos x - Dsen x) — sen x *"D,(cos X)
cos? x

(cos x)(cos x) — (sen x)(—sen x)_
cos? x

cos? x. + sen? x
cos? x

1.
cos? x

sec? x |

—cosec? x

D, (cotg x)

A demonstragao desse teorema serd deixada como exercicio (veja o Exercicio
1). Ela é andloga 4 do Teorema 3.5.3. As seguintes identidades serdo usadas:

3

X 1:
cosec x =

sen x sen x

cotg x =

TR 2

D, (sec x) = sec x tg x

Prova

D.(sec x) = Dx( L )

COS X

_cosx - D(1) — 1 Dcos x)
B cos? x

_cosx-0—1-(—senx)

cos? x
sen x
cos? x
1 sen x

COS X COS X

=sec x tg x |
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EXEMPLO 3 Calcule
d ‘
dx (tg x sec x)
Solugédo

d
dx (tg x sec x)

d d
tg x dx (sec x) + dx (tg x) - sec x

tg x(sec x tg x) + sec? x(sec x)

sec x tg? x + secd x

D,(cosec x) = —cosec x cotg x

A demonstragdo desse teorema também sera deixada como exercicio (veja o

" Exercicio 2).

Num curso de Trigonometria, os graficos das fungdes sdo esbogados por meio
de considerages intuitivas. Podemos agora obter esses graficos de uma manei-
ra mais formal, usando as derivadas das fung6es trigonométricas. Primeiro dis-
cutiremos os graficos do seno e do co-seno. Para cada uma dessas fungdes o
dominio serd o conjunto de todos os nimeros reais € a imagem sera [—1,1]. Seja

S(x) =senx f'(x) = cosx

Para determinar onde o grafico tem uma tangente horizontal, resolvemos f* (x) =
= 0 e obtemos x = 5~ + kn, onde k é qualquer inteiro. Para esses valores de

x, sen x € +1 ou —1 e esses sa30 0 maior € 0 menor valor que sen x assume.
O gréfico intercepta o eixo x nos pontos onde sen x = 0, isto é, nos pontos

~ x = km, onde k é qualquer inteiro. Além disso, quando k for um inteiro par,

J'(km) = 1equando k for um inteiro impar, f'(kn) = — 1. Assim, nos pontos
de intersec¢do do grafico com o eixo x, a inclinagdo da reta tangente é +1 ou
— 1. Dessas informacgdes tragamos o esbo¢o do grafico da fun¢do seno, mostra-
do na Figura 1.

FIGURA 1

Para o grafico da fung¢do co-seno, usamos a identidade

cos x = sen(x + —47)

Assim, o grafico do co-seno é obtido do grifico do seno, transladando o eixo y
-+ unidades para a direita. Veja a Figura 2.
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fix) =cosx

FIGURA 2
EXEMPLO 4 Ache uma equagdo da reta tangente ao grafico da fungdo co-
seno no ponto (37, 0).
Solugéo Se f(x) = cos x, f'(x) = —sen x. Entdo, f'(37) = —sen .
Como sen <7 = —1, f’(3n) = 1. Da forma ponto-inclinagio da equagdo da

reta tangente tendo inclinagdo 1 e passando pelo ponto (37, 0), temos

y—0=1(x—3n)

y=x—3n

Consideremos agora o grafico da fung¢io tangente. Como

tg(—x) = —tgx
o grafico € simétrico com respeito a origem. Além disso,

tg(x + 7)) = tgx
e assim, a fungéo tangente é periddica, com periodo fundamental z. A fun¢do
tangente € continua em todos os niimeros de seu dominio, o qual é 0 conjunto
de todo os numeros reais, exceto aqueles da forma %n + kn, onde k é qual-
quer inteiro. A imagem é o conjunto de todos os numeros reais. Se ¥ for um
inteiro qualquer, tg kx = 0. Logo, o grafico intercepta o eixo x nos pontos
(km, 0). Seja

J&x) = tgx  f(x) =secx :
Como f'(kn) = sec? km e sec? km = 1 para todo k inteiro, segue que onde
o grafico intercepta o eixo x, ainclina¢do da reta tangente é 1. Resolvendo f* (x) =
= 0 temos sec? x = 0. Como sec? x > 1 para todo x, concluimos que néo exis-
tem retas tangentes horizontais.

Consideremos o intervalo [0, Z) no qual a tangente estd definida,

sen x

lim tgx = lim
cos X

x-+ /2" xan/2”

Como lim senx = 1e lim cosx = 0, onde o cos x estd tendendo a zero

X 8/2° X—n/2”

através de valores positivos,

lim tgx = + o
x - n/2”
Logo, a reta x = n/2 é uma assintota vertical do grafico. Na Tabela 1 estdo
alguns valores de x no intervalo [0, 5) e os valores correspondentes de tg x.
Colocando num grafico os pontos com coordenadas (x, tg x), obtemos uma parte
do grafico, para x em [0, +7].
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FIGURA 3

Considerando a simetria da fungdo tangente com relagdo a origem, obtemos a
parte do gréfico para x em (— 47, 0]. O periodo sendo 7, completamos o grafico
que é mostrado na Figura 3.

Podemos obter o grafico da fungio co-tangente a partir daquele da funcao
tangente, usando a identidade

cotg x = —tg (5 + X)

Da identidade acima, vemos que o grafico da co-tangente é obtido do gréfico
da tangente, transladando o eixo y em 4 unidades e fazendo em seguida uma
reflexdo ao eixo x. Um esbogo do grafico da fungdo co-tangente esta na Figura 4.

! | I |
| | | |
| | | |
| | 3 | |
I | | |
| I 2= | |
| | | |
| | 1 | |
I | | I
| | | 1 5y

-2 =2 - -1 o ! i 3 27
I 2 | 2 L1 | 2 I
| | [ }
| 1 | |
| | -2 i |
| | I |
| | -3 | |
| | | |
1 i I |
| | | |

f(x) = cotg x
FIGURA 4

Como
sec(x + 2m) = sec x

a funcdo secante é periodica, com periodo fundamental 2x. O dominio da fun-
¢do secante é o conjunto dos nimeros reais, exceto aqueles da forma 4- + km,
onde k é qualquer inteiro. A imagem é (— o, —1] U [1, + ). A fun¢do ¢ con-
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tinua em todos os niimeros em seu dominio. N4o h4 intersec¢do do grafico com
o eixo x, pois sec x ndo se anula nunca.

Usaremos a derivada para determinar se o grafico tem alguma tangente hori-
zontal. Seja

f(x) = sec x f(x) =secxtgx

Resolvendo f'(x) = 0, resulta que sec xtg x = 0. Comosecx # 0, f'(x) = 0
quando tg x = 0, isto é, quando x = k&, onde k é um inteiro qualquer.

Primeiro vamos considerar o grafico para x em (-4, ) U (£, <n). Exis-
tem retas tangentes horizontais em x = 0 e x = 7.

. . . . 1

lim secx= Ilim lim secx = lim

x——nf2* x--g/2+ COS X x-nf2- x—nj2- COS X

. . . . 1
lim secx = lim lim secx= lm

x-nf2t x-n/2+ COS X x—3nf2~ x—3n/2- COS X

= — Q0 = — 00
Logo, asretas x = —3, x = 3 e x = & sdo assintotas verticais do gréfico.

Com as informagdes acima e marcando ne grafico alguns pontos, obtemos

n

um esbogo do grafico da funcdo secante para x em (-4, ) U (£, 3£). Co-
mo o periodo € 2n, um esbo¢o do grafico estd na Figura 5.
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FIGURA 5

Da identidade

cosec x = sec (x — 5)

Obtemos o gréafico da fun¢do co-secante a partir daquele da secante, transla-
dando o eixo y em - unidades para a esquerda. Um esbogo do grifico da fun-

¢d0 co-secante esta na Figura 6.
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EXERCICIOS 3.5

1. Prove: D, (cotg x) = —cosec? x.
2. Prove: D,(cosec x) = —cosec x cotg x.

Nos Exercicios de 3 a 16, ache a derivada da fun¢do dada.

3. f(x) = 3senx

5. g(x)tgx + cotg x

7. f(x) = 2t cos t

9.9(x) = xsenx + cos x
11. A(x) = 4 sen x cos x

4. g(x) = sen x + cos x
6. f(x) = 4secx — 2 cosec x
8. f(x) = 4x2 cos x

10. g(») = 3seny — ycosy
12. f(x) = x?sen x + 2x cos X

13. f(x) = x2cosx — 2xsenx — 2cos x
14. h(y) = y> — y*cosy + 2yseny + 2cos y

15. f(x) = 3secxtgx

16. f(©) = senttg ¢t

Nos Exercicios de 17 a 30, calcule a derivada indicada.

17. D,(cotg y cosec y)
19. D, <2 cos z>
z+1
21, _d_ sen x
dx \1 —cos x
d
23 2(_8?
dt \cost—4
25, i 1 +sen y
dy\1 —seny
27. D,[(x —sen x)(x + cos x)]

29. D, (2 cosec —l)
cosect + 2

18. D,(cos x cotg x)

20. D, <S—e“ ’)
t

n 4 (X + 4)

dx \ cos x

d
24, L[ COt8Y )

dy\1 —seny

d (senx —1
26, —{ ————

6 dx (cos X+ 1)

28. D,[(z* + cos z)(2z —sen 2)]

D tgy + 1
\tgy - 1

Nos Exercicios de 31 a 42, ache f'(a) para o valor de f’'(a).

3l. f(x) =xcosx;a=0 32, f(x)=xsenx;a=3n

COS X S€C X

34. f(x)= ca=T

x2

33 f(x)=

Y

P a=73n

35. fx)=x*tgx;a ==

36. f(x)=x>cosx —senx;a =0

37. f(x)=sen x(cos x — 1);a = =x

38. f(x)=(cos x + I)xsenx — 1);a = 4n

39. f(x) =xcosx + xsenx; a = +x

40. f(x) =tgx + secx;a = n

4L f(x) =2 cotg x — cosec x; @ =

1

42 /) = cotgx — 1°

43. (a) Use uma calculadora para tabular até quatro casas

sen(5m + h) — sen4n
h

0,5;0,1;0,01; 0,00t ené —1; —0,5; —0,1; —0,01; —0,001.

A que o quociente parece tender quando A se aproxima de

1. _ a1
07 (b) Ache lim SSP(3™ + A) —sen 5w o pretando-o
7
h-0

2
in

=3
a=-5n

decimais, valores de quando hé 1;

como uma derivada.
44. (a) Use uma calculadora para tabular até quatro casas de-

5 5
.. cos(=zm + h) — cos =n
cimais valores de X ) (]

h
0,5;0,1;0,01;0,00lehé —1; —-0,5; —0,1; —0,01; —0,001.
A que o quociente parece estar tendendo quando se aproxima
cos(Zm + h) — cosm
h

quando A é 1;

de 0? (b) Ache lim
hoo

interpretando-o

como uma derivada.
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45. (a) Use uma calculadora para tabular até quatro ca-

tg(4n + h) —tg 5=

sas decimais valores de

h
0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; 0,00001, e £ é —0,1; —0,01; —0,001;
-0,0001; —0,00001. A que o quociente parece tender quan-
do h aproxima-se de zero? (b) Ache
lim tan(7® + h) — tan +n
ho0 . h
uma derivada.

(a) Use uma calculadora para tabular até quatro casas deci-
sec(+m + h) — sec +m
h
0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; 0,00001 ¢ £ é —0,1; —0,01; —0,001;
-0,0001; —-0,00001. A que o quociente parece tender quan-

do h aproxima-se de 0? (b) Ache
sec(+m + h) — sec +m

quando & é

, interpretando-o como

mais os valores de quando A4 é

lim , interpretando-o como uma
o0 h
derivada.
(a) Use uma calculadora para tabular até quatro casas
1

. COS X — COS ¢T .

decimais os valores de 1 6 quando x é
X — ?Tt

3. 19 33 199 333 g Al 7 101 67
20" 1207 200 12007 2006™ € X € G0 %™ s00 T 4007

“bm. A que o quociente parece tender quando x se apro-

1
. . COS X — COS =T
xima de £? (b) Ache lim “16'

x - /6 X -~ ?7{
do-0 como uma derivada.

(a) Use uma calculadora para tabular, até quatro ca-

interpretan-

i
L sen X — sen 3TN
sas decimais, os valores de 1 3 quando
X - T?t
s 3 19 33 19 333 sl 7 101 67
X €7 6™ 1007 T Jooo™ € X € 353075 360> 2007

07 A que o quociente parece tender quando x se

1
. . sen x — sen —7m
aproxima de 5?7 (b) Ache lim ——_13—

Xx—-n/3 X — T”

interpre-

tando-o como uma derivada.
(a) Use uma calculadora para tabular até quatro casas deci-
cosec x — cosec 21

2
X—Tn

mais os valores de quando, x ¢ 2,

19 33 199 333 101 67 1001

33 - 199 . 333 s 1l 7. 10t . 67
307 507 3007 S0 € X € 5T 15T 50T 1067 Ts00 T e

A que parece tender o quociente quando x se aproxima
cOoseC X — Ccosec %n

de %77 (b) Ache lim

interpre-
X~ 2n/3 X - —g—”

tando-o como uma derivada.

§0. (@) Use uma calculadora para tabular, até quatro ca-
cotg x — cotg +x

3
X -5

sas decimais, os valores de quando x

s 29 59 299 599 2999 61 . 301

4075807 300 Ts 500 > doo0 T € X € T, 5T “ag0 Ts

601 3001 . .
0™ oo™ A que o quociente parece tender quando

3
. . cotgx — cotg>n
X se aproxima de %n’? (b) Ache lme & ; 847 ,
X =3
X — Tﬂ

interpretando-o como uma derivada.

51. Ache uma equacdo da reta tangente ao grafico da func¢do se-
no no ponto (@) x = 0; (b) x = 35 () x = =.

52. Ache uma equagcio da reta tangente ao gréfico da fungio co-
seno no ponto (@) x = 5 () x = - 5 © x = £

53. Ache uma equacio da reta tangente ao grafico da fun¢io tan-
gente no ponto (@) x = 0; (B) x = 5 ) x = —F.

54. Ache uma equagdo da reta tangente ao grafico da funcio
secante no ponto (a) x = 45 B} x = -4 () x = %n.

Nos Exercicios de 55 a 58, uma particula move-se ao longo de

uma linha reta de acordo com a equacdo dada, onde s cm é a

distdncia orientada da particula, da origem, em t s.

(a) Qual a velocidade instantdnea da particula em t s?

(b) Ache a velocidade instanténea da particula em t, s para ca-

da um dos valores de t,.

55.s =4sent; 4,60, +n,4n, 2n en

56.5 = 6cos t; ¢, €0, ¢m, +n, ~m e W

57.s

58.5 = — ;sent; 4, €0, +m, 4n, tn, Zn, 2n en

59. Se um corpo com W kgf de peso ¢ arrastado por um piso ho-
rizontal por uma for¢a de F kgf de magnitude e numa dire-
¢do que faz com o chio um angulo de 0 rad, F sera dada por
F = kW

ksenf® + cos 0

onde k é uma constante chamada de coeficiente de atrito.
Se k = 0,5, ache a taxa de variagdo instantdnea de F em re-
lagdo a 6 quando (a) § = 5 (b) 6 = L.

—-3cost; 1, €0, +m, +n, 0, In, Sn en

60. Um projétil ¢ atirado por uma arma com um angulo de ele-
vacéo cuja medida em radianos é %a e com uma velocida-
de inicial de v, m/s. Se R m for o alcance do projétil, entéo

Vs
R = ?— sen o 0<ac<n

onde g m/s? é a aceleracio devido a gravidade. (a) Se
Vo = 480, ache a taxa de variagdo de R com respeito a
o quando a = -J-(isto é, o Angulo de elevagdo mede - rad).

Tome g = 10. (b) Ache os valores de a para os quais D, R > 0.

3.6 A DERIVADA  Para encontrar a derivada de uma fungio composta usamos um dos importan-
DE UMA FUNCAO tes teoremas do Calculo chamado de regra da cadeia. Antes de enunciar esse
COMPOSTA E A teorema, vamos dar trés ilustragdes mostrando como teoremas anteriores po-
REGRA DA  dem ser usados para determinar as derivadas de algumas funcdes compostas.
CADEIA Em cada ilustragido, a expressdo final da derivada sera escrita sob uma forma

nova para vocé, de modo que possamos associd-la com a regra da cadeia.
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> ILUSTRACAO 1 Se
F(x) = (@4x? +1)3
podemos obter F’(x) aplicando duas vezes o Teorema 3.3.6 (a derivada de um
produto). O célculo é o seguinte:
F(x) = (4x* + 1)*(4x> + 1)
F'(x) = (4x* + 1)* - D (4x? + 1) + (4x% + 1) - D,[(4x? + 1)(dx* + 1)]
= (4x? + 1)%(8x) + (4x? + 1)[(4x> + 1)(8x) + (4x? + 1)(8x)]
= (4x2 + 1)%(8x) + (4x* + 1)[2(4x? + 1)(8x)]
= (4x? + 1)*(8x) + 2[(4x? + 1)*(8x)]
Assim,

F'(x) = [3(4x* + 1)*](8x) 1)

- Observe que F ¢é a fungdo composta f o g, onde f(x) = x*e g(x) = 4x? + 1;

isto é,
F(x) = f(g(x))
= f4x2 + 1)
=(@x?+1)3

Como f'(x) = 3x2e g’(x) = 8x, temos de (1)
F(x) = f'(g(x))g'(x) 2

» ILUSTRACAO 2 Se
G(x) = sen 2x

entdo, para encontrar G’(x), podemos usar as identidades trigonométricas
sen 2x = 2 sen x COS X cos 2x = cos* x — sen? x

e o Teorema 3.3.6. Temos

G(x) = 2sen x cos x

G’'(x) = (2 sen x) Dcos x) + (2 cos x) D(sen x)
= (2 sen x)(— sen x) + (2 cos x)(cos x)
= 2(cos? x — sen? x)
Logo, .
G'(x) = (cos 2x)(2) (3)

Se tomamos f(x) = senxe g(x) = 2x, entdo G ¢ a fungdo composta f o g,
isto é,
G(x) = f(g(x))
= f(2x) |
= sen2x
Como f'(x) = cos x e g’(x) = 2, podemos escrever (3) na forma

G'(x) = f(g(x))g'(x) Q)
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> ILUSTRAGAO 3 Se
H(x) = (cos x)~!

podemos calcular H’(x) usando primeiro a identidade (cos x)~! = sec x
H(x) = sec x
H'(x) =secxtg x

_ 1 sen x
COS X COS X

1
cos? x

=(=1

(—senx)
Logo,

H'(x) = [-1(cos x)~2(—sen x) ©)
<

Com f(x) = x~!'e g(x) = cos x, H é a fungdo composta f o g; isto &,

H(x) = flg(x))

= f(cos x)
=(cos x) !
como f'(x) = —1 - x"2e g’(x) = —sen x, podemos escrever (5) na forma
H'(x) = f"(g(x))g'(x) (6)

Observe que os segundos membros de (2), (4) e (6) sdo todos f'(g(x)) g’ (x),
que € o segundo membro da regra da cadeia, enunciada no teorema a seguir.

Se a fungdo g for derlvégel em x e a fungdo f for défiizével em g(x), entdo a
fun¢do composta f o g sera derivavel em x, e

(f o 8)'® = f(gx) g'® ‘ 0]

Antes de apresentarmos uma demonstragdo da regra da cadeia, vamos dar
duas outras ilustragées mostrando sua aplicacio.

» ILUSTRACAO 4 Sejam

fx)=x  g(x)=2x>—5x>+4
Entao, a fun¢do composta f o g definida por

(f ° 9)(x) = flg(x))

= (2x3 — 5x2 + 4)!°

Para aplicar (7), precisamos calcular f'(g(x)) e g’(x). Como f{x) = x'°,
S (x) = 10x% assim

f(g(x)) = 10[g(x)]°

f(g(x)) = 102x> — 5x2 + 4)° (8)
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Além disso, como g(x) = 2x* — 5x2 + 4,
g'(x) = 6x% — 10x 9)
Logo, de (7), (8) e (9), temos

(f 2 9)(x) = f(g(x))g'(x)
= 10(2x3 — 5x? + 4)°(6x* — 10x) <

P ILUSTRAGAO 5 Sejam
fx)=senx g(x)=x*>+3
Entdo, a fun¢do composta f o g serd definida por

(f ° 9)(x) = f(g(x))

=sen(x> + 3)
Calculamos f(g(x)) e g’ (x). Como f{x) = sen x, f'(x) = cos x. Logo,

f'(g(x)) = cos[g(x)]

f(g(x)) = cos(x* + 3) (10)
Como g(x) = x* + 3,
g(x) = 2x ' (11)

Assim, de (7), (10) e (11), obtemos

(f o g)(x) = [(g(x))g'(x)
= [cos(x? + 3)](2x)
= 2x cos(x? + 3) <

> ILUSTRACAO 6 Suponha

NES

Para determinar 4'(x), seja

=% g =——
x—1
Entéo,
-2
f(x)= Sx4 gx)= (x——l)z

Como h(x) = flg(x)), temos da regra da cadeia

H(x) = f(g(x)) - g'(x)

2 \¢ -2
=5(x—1) x— 1)

. —160
RIS <

Ao calcular as derivadas pela regra da cadeia nido escrevemos as fungdes f
e g como fizemos nas IlustragGes 4, 5 € 6, mas nos lembramos de suas defini-
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¢bes. Por exemplo, o cdlculo na Ilustracdo 6 poderia ser escrito como

-(2)
WRES BYES

2 \* -2
=5(x—1> x— 1y

160
S -D°

EXEMPLO 1 Encontre f'(x) pela regra da cadeia, se

1
/69 = 4x3 + 5x% — Tx + 8
Solucdo Escrevendo f{x) = (4x? + 5x2 — 7x + 8)~! e aplicando a regra
da cadeia, iremos obter
fi(x) = —1(4x> + 5x2 — Ix + 8)7% - D (4x> + 5x*> — Tx + 8)

= —1(4x>+ 5x% — Tx + 8)"2(12x% + 10x — 7)

o —12x* —10x + 7

T (4x3 + 5x2 — Tx + 8)?

EXEMPLO 2 Calcule
d [[2x+ 1\*]
dx | \3x -1/ |
Solugdo Da regra da cadeia,
d[/2x+1 “‘_4 2x+ 1V d (2x +1
dx [ \3x —1 __ 3Ix—1/) dx\3x—1

_ 4<2x + 1)3 (Bx — 1)}2) — 2x + 1)(3)

3x — 1 (B3x —1)?
_4(2x + 1(=9)
B CBx -1y
o 2002x + 1)
T Bx—1)p

Se a notagdo de Leibniz for usada para a derivada, a regra da cadeia poderd
ser enunciada da seguinte forma:

Se y for uma funcio de u, definida por y = f(u)e %*Z— existir, e se ¥ for uma

funcdo de x, definida por ¥ = g(x) e % existir, entao y serd uma funcgdo de
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d c .
xe _d')% existira e sera dada por

dy _ dy . du

dx du  dx

(12)

Observe em (12) uma forma conveniente para memorizar a regra da cadeia. O
enunciado formal sugere uma ‘‘divisao’’ simbdlica de du no numerador e de-
nominador do segundo membro. Entretanto, lembrando a Sec¢do 3.1 quan-

do foi introduzida a notagdo de Leibniz Zy , foi enfatizado que nem dy nem
b

dx tém significados independentes. Logo, devemos considerar (12) como uma
formula envolvendo a notagdo formal de derivagao.

Outra maneira de escrever a regra da cadeia é fazer a substituicdo u = g(x).
Entao

(feg)x)=f) (feg)(X)=D.f(w) [f(gx))=SW) ¢(x)=Du

com essas substitui¢des (7) torna-se

D,[f()] = f'(u)D,u

Usaremos essa forma da regra da cadeia para enunciar férmulas importantes
de deriva¢do. Se v for uma func¢do derivavel de x, temos dos Teoremas 3.5.1
— 3.5.6 as seguintes formulas envolvendo as derivadas das fung¢des trigonomé-
tricas: se ¥ for uma fungdo derivavel de x

D, (sen u) = cos u D,u D, (cos u) = —sen u Du
D, (tg u) = sec? u D,u D, (cotg u) = — cosec? u D,u
D (secu) = secutguDu - D, (cosec u) = —cosec u cotg u D,.u

Y

EXEMPLO 3 Encontre F’(t) se
F(t) = tg(3t2 + 2¢)

Solucdo Aplicamos a regra da cadeia,
F'(t) = sec?(3t® + 2t) - D,(3t> + 21)
= sec?(3t2 + 2t) - (6t + 2)
= 2(3t + 1) sec?(3t? + 21)

EXEMPLO 4 Encontre Q se
dx

¥y = sen(cos x)

Solucédo Aplicamos a regra da cadeia.
d
21% = cos(cos x)[D,(cos x)]

= cos(cos x)[ —sen x]
= —sen x [cos(cos x)]
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EXEMPLO 5 Encontre f'(x) se
flx) = (3x? + 2)*(x* — 5x)* ,
Solucdo Consideremos f como o produto de duas fungbes g € A, onde
g = Bx2+ 2?7 h(x) = (x2 — 5x)° ‘
Do Teorema 3.3.6 para a derivada do produto de duas fungdes,
J'(x) = g(x)r'(x) + h(x)g'(x)
Encontramos #'(x) e g’(x) pela regra da cadeia.
1) = 3x2 + 22[3(x? — 5x)°Q2x — 5)] + (x? — 5x)°[263x + 2)(6x)]
= 3(3x? + 2)(x* — 5x)*[(3x* + 2)(2x — 5) + 4x\()c2 — 5x)]
= 3(3x? + 2)(x* — 5x)’[6x> — 15x? + 4x — 10 + 4x> — 20x°]
= 3(3x% + 2)(x* — 5x)%(10x> — 35x% + 4x — 10)

EXEMPLO 6 Calcule
D (sec* 2x?)

Solucdo Usamos a regra da cadeia duas vezes.

se 0D (sect 2x?) = 4 sec® 2x?[ D (sec 2x7)]

=4 sec? 2x?[(sec 2x? tg sz) D (2x?)]
= (4 sec* 2x? tg 2x?)(4x)
= 16x sec* 2x? tg 2x?

Vamos retornar agora a questdo da demonstragio da regra da cadeia. Uma
parte importante da prova consiste em introduzir a nova fun¢ido F que tem pro-
priedades uteis. Esse recurso de ‘‘construcdo’’ de uma fung¢ao € comum em Ma-
temadtica.

Prova da Regra da Cadeia Seja x, qualquer nimero do dominio de g, tal que g
seja derivavel em x;, e f seja derivavel em g(x,). Vamos formar a func¢io F de-
finida por

J(0) — f(g(xy))

Py =] =g, SCTFIX) (13)
Sflg(xy)) se t = g(x,)
Entéo,
im P = fim 10— [000)
t—=g(x1) t—~gxy L —g(xy)

De (7) na Seccdo 3.1, a fun¢do no segundo membro da formula acima é
S’ (g(x)). Logo,

lim F(r) = f'{g(xy)) (14)

t—g(xy)

Mas de (13),
Sg(xy)) = Flg(xy))
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Substituindo essa igualdade em (14), obtemos
lim F(1) = Flyg(x,))

1—~g(x1)

Portanto, F é continua em ¢g(x,). Além disso, de (13),

@) — flg(xy))

Fiy = t —g(x,)

se t # g(x,)

Multiplicando ambos os lados dessa equagédo por ¢ — g(x,), obtemos
S0 = flglxy)) = FO[t — g(x,)}]  set #g(xy) (1)

Observe que (15) é verdadeira, mesmo que ¢ = g(x,), pois o primeiro mem-
bro é .

fly(x1)) — flg(x,)) =0

e o0 segundo membro é
Fg(x))[g(x;) — g(x)] =0

Logo, a restricdo em (15) de que ¢ # ¢g(x,) ndo é necessaria e escrevemos

(1) = flg(x,)) = FIO[t — g(x,)] (16)
Seja, agora, k& a fungdo composta f o g, tal que
h(x) = f{g(x)) (17
Entdo, de (7) da Sec¢do 3.1, se o limite existir,
h(x) = h(x,)

h(x,) = lim

XXy X — xl
Substituindo (17) no segundo membro dessa igualdade, obtemos

H(x,) = lim J(g(x)) — fly(x,))

XXy X — X

(18)

se o limite existir. Seja, agora, t = g(x) em (16); segue, entdo, que para todo
x no dominio de g, tal que g(x) esteja no dominio de f,

- flg(x) = flg(x))) = Flg(x))[g(x) — g(x,)]
Substituindo em (18), temos

H(x,) = lim F(g(x)[g(x) = g(x,)]

X=X X =X

Assim, se o limite existir

h(x,) = lim F(g(x))- lim 9 — 9x,) (19)

x-xy X=Xy X = X
Como F é continua em g(x,),
lim F(g(x)) = Fg(x,)) (20)

XXy

Mas de (13),
F(g(x,)) = f"(g(x,))
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Substituindo em (20), obtemos

lim F(g(x)) = f'(g(x,))

XXy

@1

Além disso, como g é derivéavel em x,,

lim 9%

xox X — X,

—g(x;)

= g'(x;)

Substituindo de (21) e dessa equagdo em (19) e trocando A "(x) por (f o g)'(x)),

temos

(f = g¥(x,) = f(g(x,)) - ¢'(xy)

que € (7) com x substituido por x,. Dessa forma, provamos a regra da cadeia.

EXERCICIOS 3.6
Nos Exercicios de 1 a 12, ache a derivada da fun¢do dada.

Lf)=2x+1° 2. f(x) = (10 — 5x)*

3. F(x) = (x? + 4x — 5)* 4. gr)=Q2r* + 82 4+ 1)°
5. [)=Qt* =T +2—172 6. Hz) = (2> — 322 + 1)~3
7. flx) = (x +4)2 8. g(x) = sen x?

9. f(x)=4cos3x —3 sen 4x 10. G(x) = sec? x

11. 1 sec? 2t — sec 2t 12. f(x) = cos(3x? + 1)

h()
Nos Exercicios de 13 a 24, calcule a derivada indicada.

d d
13. — (sec? x tg? x) 14. — (2 sen? ¢ cos? ©)
dx dt

i 4 4 _ i 2 3 4
15. 5 (cotg* t — cosect ©) 16. T [@4x? + 7)*(2x® + H*]
17. D,[(3u? + 5)*(3u — 1)?] 18.
19. D.[(2x — 5)"'(4x + 3)"2]  20.
21. D,[(r* + 1)*(2r + 5r — 3)?]
22. D,[(y + 3)’(5y + 1)’ (3y* — 4)]

d[(y—7\? d[[22 + 1\*]
23, — || —— 24, —
dy[(,V+2>] dt [<3t3+1)

Nos Exercicios de 25 a 36, ache a derivada da fun¢do dada.

D, [(x*—4x" x> +1)"1]
D,[(2x —9)*(x* +4x—5)*]

[ 2x—1 Y (x4 3
(2 -5 (4x — )¥(x? + 2)*
27. f(Z) = (ZT—}-T)Z 28. G(x) = W
29. g(r) = sen’(32 — 1) 30. f(x) = tg? x®
31 f(x) = (tg? x — x2)? 32. G(x) = (2senx — 3 cos x)°
_ 3sen2y _ cotg? 2x
B3-S = cos?2y + 1 34 g(x) = 1+ 2
35. F(x) = 4 cos(sen 3x) 36. f(x) = sen®(cos 2x)

37. Ache uma equagio da reta tangente i curva y=0*-1)2
em cada um dos seguintes pontos (-2, 9), (-1, 0), (0, 1),
(1,0) e (2, 9). Faga um esbogo do grafico e desenhe segmen-
tos das retas tangentes nos pontos dados.

38. Ache uma equacdo da reta tangente 4 curva y =

s

no ponto x = .

4tg2x

Nos Exercicios de 39 a 42, uma particula move-se ao longo de
uma reta de acordo com a equagdo dada, onde s cm é a disténcia
orientada da particula até a origem, em t s. (a) Qual serd a velo-
cidade da particula em t s? (b) Ache a velocidade instantanea da
particula em t s para cada valor dado de t,.

(t2_ )2
@+ 17

0. 5= Y 500 611
T \2e+1) T

41. s=Ssennt + 3cosnt;t, 6 4,3

42. s=2cosn(t+ 1);¢t, 4,3

43. A forga eletromotriz de um circuito elétrico com um gerador
simplificado é E(¢) volts em ¢ s, onde E(f) = 50 sen 120 « ¢.
Ache a taxa de variacdo instantanea de E(f) em relagio a ¢
em (a) 0,02 s e (b) 0,2 s.

39. 5= t20,¢ 61,2

- 44. Uma onda produzida por um som simples tem a equagio

P(t) = 0,003 sen 180 n¢, onde P(¢) dinas/cm? ¢é a diferen-
¢a entre a pressdo atmosférica e a pressdo do ar no timpa-
no, em ¢ s. Ache a taxa de variacdo instantinea de P(f) em
relagdo a rem (a) 5 s; (b) +5; (©) +s.

45. Quando um péndulo com 10 cm de comprimento balanca,
de modo que 8 seja a medida em radianos do tridngulo for-
mado pelo péndulo e uma reta vertical, entdo, se #(8) cm
for a altura da extremidade do péndulo acima de sua posi-
¢d0 mais baixa, A(8) = 20 sen? % 6. Ache a taxa de varia-
¢do instantinea de A4(6) em relagdo a @ quando
@6 =4m ®)6 = in

46. Se K unidades quadradas for a 4rea de um tridngulo
retangulo, 10 unidades serd o comprimento da hipotenusa
€ a serd a medida em radianos de um 4ngulo agudo, entdo
K = 25 sen 2a. Ache a taxa de variagdo instantinea de X
em relagdo a a quando (@) a = 4m; () a = 4m; () a = 7.
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47. Em uma floresta, um predador alimenta-se de sua presa, ¢
a populagdo de predadores em qualquer época é uma fun-
¢do do numero de presas naquele momento. Suponha que
quando ha x presas na floresta, a populacdo de predadores
éyey = % x2 + 90. Além disso, se ¢ semanas tiverem se

passado até o final da temporada de caga, x = 7¢ + 85. A -

que taxa a populagdo de predadores estara crescendo 8 se-
manas depois que a temporada de caga terminou? Nao ex-
presse y em termos de 7, mas use a regra da cadeia.

48. A equagio de demanda para um brinquedo é pix =
= 5000, onde x brinquedos sdo demandados por més, quan-
do p for o preco de cada unidade. Espera-se que em ¢ me-
ses, onde ¢ € [0,6], o preco do brinquedo seja p, onde 20p =
= 2 + 71 + 100. Qual serd a taxa estimada da variagio
da demanda em relagdo ao tempo em 5 meses? Nao expres-
se x em termos de ¢, mas use a regra da cadeia.

49. Dada fix) = x® e g(x) = f(x?). Encontre (a) £ (); (b)
g’ (x).

50. Dadas f(1) = u? + 5u + Seg(x) = (x + 1)/(x — 1), ache

" aderivada de f o g de duas maneiras: (a) encontrando pri-

meiro (f o g)(x) e entdo calculando (f o g)’(x); (b) usando

a regra da cadeia.

51. Deduza a férmula da derivada da fungdo co-seno usando a
férmula da derivada da fungio seno, a regra da cadeia ¢ as
identidades

cos x = sen (5 — x)esen x = cos (5 — x)

§52. Use aregra da cadeia para provar que (a) a derivada de uma
fung¢éo par é uma fungédo impar e (b) a derivada de uma fun-
¢do impar é uma fun¢do par, desde que essas derivadas
existam.

A Derivada e a Derivacdo

53. Use o resultado do Exercicio 52 (a) para provar que se ¢ for
uma fungdo par e g’ (x) existir, entdo se h(x) = (f o g)(x)
e se f for derivavel em toda parte, 2°(0) = 0.

54. Suponha que f e g sejam fungdes, tais que (i) g’(x) ¢
J'(@(x,)) existam e (ii) para todo x # x; em algum intervalo
aberto contendo x, (9(x) — g(x;) # 0. Entdo,

(fo9)x) — (o 9)xy) _ (S 2 9)(x) = (S = g)xs) g(x) — g(xy)

X =X g(x) — g(x,) X=X

(a) Prove que quando x — x;, g(x) - g(x,) e entdo que
(f 2 g)Y(xy) = f(g(x1))g'(x1)

simplificando a prova da regra da cadeia sob a exigéncia adi-
cional (ii). (b) Mostre que a prova da regra da cadeia dada
na parte (a) aplica-se se f(x) = x2 e g(x) = x3, mas que
ndo se aplica se f(x) = x?e g(x) = sgn x.
Nos Exercicios de 55 a 58, mostre que a prova simplificada da
regra da cadeia com a exigéncia adicional (ii) ndo € vdlida para
as fungées f e g dadas. Em cada exercicio, faca um esbogo do
grdfico de g.
55. f(x) = x* g(x) = [x]
56. f(x)=x%+1;g(x) =|x - 2| + |x + 2|
57. f(x) = x% g(x) = |x| + |x — 1
—1 sex<0
58. f(x) =tg x; g(x)= 0 sex=0
1 se0 < x

59. Suponha que f e g sejam fungdes, tais que f'(x) = % e

e (f o g)(x) = x. Prove que se g’(x) existir, entdo g'(x) =
=g(x).

3.7 ADERIVADA DA A fungio f definida por

FUNCAO POTENCIA

; f(x)=x"
PARA EXPOENTES RACIONAIS

(1)

é chamada de funcdo poténcia. Na Secgdo 3.3, obtivemos a seguinte férmula
para a derivada dessa fun¢do para r inteiro positivo ou negativo:

f09=rx!

2)

Provaremos agora que essa férmula continua vélida, para r racional, com cer-

tas restricGes se x

0.

Primeiro vamos considerar x # 0 e r = 1/q, onde g é um inteiro positivo.
A féormula (1) pode, entdo, ser escrita

f(x) = x' 3)
Da Defini¢do 3.1.3,
Ax)1 — 1/q
/00 = tim EXE9 2 @
Ax—0 X

Para calcular o limite em (4), precisamos racionalizar o numerador. Usamos
entdo a férmula a seguir, obtida na Seccdo 2.9, qual seja:

a—b"=(@—-b)a"" ' +a""h+a" "+ . +ab""r+ b7 %)
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Racionalizamos o numerador da fracdo em (4) aplicando (5), para a =
=(x + AxX)"%, b = xY9e n = q. Assim, vamos multiplicar o numerador e
o denominador por

[(x + Ax)l/q](q—l) + [(x + Ax)l/q](q-Z)xllq + ...+ (xllq)(q-l)
Entdo, de (4), f'(x) é igual a

tim - [(x + Ax)8 — xVT][(x + Ax) @™ D/ 4 (x + Ax) @™ Diaxt/a 4 4 xla= i)
Ax—0 Ax[(x + Ax)4™ DA 4 (x + Ax)a~Dlaxlia 4 4 xla~Dia]

(©)

Agora, aplicando (5) ao numerador, obtemos (x + Ax)?? — x%4, que é Ax.
Assim de (6),

, ) Ax
fx)= lim = —Syasi =
ax—0 Ax[(x + Ax) 471 4 (x + Ax)~Dlaxta | 4 xla= i)
o 1
= aemo (x + Ax)a DA 4 (x + Ax)a-2laxtia 4 4 x4 Ve

1
T X@ Dl 4 @04 1§ @i

Como hd exatamente g termos no denominador da fracdo acima,

, 1
Sx)= gx1 -

S(x)= lx”"_l )
q _

que ¢ a férmula (2) com r = 1/q. Completamos a parte crucial da demonstra-
¢d0. Mostramos que a fun¢do definida por (3) é derivavel e que sua derivada
é dada por (7).

Agora, em (1) com x # 0, seja r = p/q, onde p é qualquer inteiro nido nulo
e g ¢ qualquer inteiro positivo; isto é, r é qualquer nimero racional, exceto ze-
ro. Entdo, (1) pode ser escrito como

Jx)=x" < f(x) = (x!/7)?

Como p é um inteiro positivo ou negativo, segue da regra da cadeia e dos Teo-
remas 3.3.2 e 3.3.8 que

[ = p(x'9P~1 - D (x!19)
Aplicando a férmula (7) a D,(x!/9), obtemos

f'(x) = p(xllq)p—l .lxllq—l
q
oy _ P ~1/g+1/g—1
f(x)——x"/q /a+1/q
q

S = & xotos
q

Essa férmula é igual a (2), com r = p/g.
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Ser = 0ex # 0, (1) torna-se: f{x) = x% isto ¢, f(x) =.1. Assim f'(x) = 0,
o que pode ser escrito como f'(x) = 0 - x°~ !, Logo, (2) é valida parar = 0
com x # 0. Mostramos, portanto, que a formula (2) ¢ valida quando r for qual-
quer numero racional, com x = 0.

Sabemos que 0 estara no dominio da fung¢io poténcia f se e somente se r for
um numero positivo, pois para 7 < 0, f(0) ndo é definida. Logo, queremos de-
terminar para que valores positivos de r, f*(0) serd dada pela férmula (2). Preci-
samos excluir os valores de r para os quais 0 < r < 1, pois para esses valores
de r, x” - ! ndo é um nimero real, quando x = 0. Vamos supor, entdo, que
r > 1. Pela definicdo de derivada,

£10) = lim =9

x=0 X —

= lim x"~!
x—0
Quando r > 1, lim x’ - ! existe e é igual a 0, desde que r seja um nimero tal
x—0
que x’ - ! esteja definida em algum intervalo aberto contendo 0. Por exemplo,
se r = 4, x*~ ! = x"2, que ndo estd definida em nenhum intervalo aberto con-
tendo 0 (uma vez que x"2 ndo existe quando x < 0). Entretanto, se r = 3,
x" -1 = x23, que estd definida em todo intervalo aberto contendo 0. Logo, a
formula (2) d4 a derivada da func¢do poténcia quando x = 0, desde que r s¢ja
um nimero para o qual x’ ~ ! esteja definida em algum intervalo aberto con-
tendo 0. Assim sendo, acabamos de provar o teorema enunciado a seguir.

Se f for a fung¢do poténcia definida por f(x) = x', onde r é qualquer mimero
racional, entdo f serd derivavel e

Se) =t

Para que essa férmula tenha validade para f’(0), r deve ser tal que x” - ! esteja

-definida em algum intervalo aberto contendo 0.

EXEMPLO 1 Encontre f'(x) se
fe) =43/
Solucédo S(x) = 4x¥3, Do Teorema 3.7.1,
S ) =4-3(37
-3

x—1/3

8

TR

8

O teorema enunciado a seguir é uma conseqiiéncia imediata do Teorema 3.7.1
e da regra da cadeia.




3.7 A Derivada da Fungio Potdncia para Expoentes Racionais

3.7.2 TEOREMA | Se f e g forem fungdes tais que f(x) = [9(x)]", onde r é qualquer nimero ra-

cional e se ¢'(x) existir, entdo Jseré derivavel e

@ = r Y g’

EXEMPLO 2 Calcule

D.(v2x3 —4x + 5)

" Solugdo Escrevemos +/2x> — 4x + 5 como (2x? — 4x + 5)2 ¢ aplicamos

o Teorema 3.7.2.
D [(2x* —4x + 5)"?] =4(2x® —4x + 5)"V2 - D (2x® — 4x + 5)
=3(2x3 — 4x + 4)"12(6x% - 4)
3x2 -2

J2x3 —4x + 5

EXEMPLO 3 Encontre g’ (x) se
3

X

=t
Solugdo A fragdo dada pode ser escrita como um produto:

g(x) = x3(3x2 — 1)~ V3
Dos Teoremas 3.3.6 e 3.7.2,

g(x) = 3x23x* — 1)7H2 — 5(3x% — 1)7*3(6x)(x)

= x*(3x? — 1)7*3[3(3x% — 1) — 2x?]
x}(7x% = 3)

= Bx 1

EXEMPLO 4 Encontre f/(r) se
fr) = J4sen? r + 9 cos? r
Solugdo Sy = (4 sen®>r + 9 cos? )12, Aplicamos o Teorema 3.7.2.

S0

(@ sen®r + 9costr)-2 - D(4sen>r + 9 cos® r
8senr - Dfsenr) + 18 cos r - D(cos r)
24 sen? r + 9 cos?

8senrcosr + 18 cos r(—sen r)
2Jdsen?r + 9 cos?r

—10 sen r cos r
2J4 sen> r + 9 cos? r

5senrcosr
Jasen’r + 9 cos? r
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EXERCICIOS 3.7
Nos Exercicios de 1 a 24, ache a derivada da funcdo dada.

1. f(x) = 4x'/? 4 5x~1/2
2. f(x) = 3x23 — 6x'/3 4 x~ 13

3. g(x) = /1 + 4x? 4. f(s) =235
5. f(x) = (5 — 3x)*3 6. g(x) = Y4x? — 1
1
7. g(y) = ———— 8. f(x) = (5 — 2x?)~ 13
9() N Jx)=(5-2x%)
9, h(t) = 2 cos \/t 10. f(x) = 4 sec \/x
11. g(r) = cotg/3r 12. g(x) = /3 senx
13. f(x) = (sen 3x)~ 2 14. f(y) = /1 + cosec? y
15. f(x) =tg J/x? + 1 16. f(y) = 3 cos I/2y?
2x — 5 V=1
17. 609 = 57— 18. h(t) = =
19. F(x) = ¥2x° =522 + x  20. G(t) = 2 ; i 6

21. gy =2t + f 22,

23. f(x) = xH)2(x3 4 )14
24. g(y)—(y +3)"3(y 112

g(x) = /(3x% + 5x — 1)?

Nos Exercicios de 25 a 36, calcule a derivada indicada.

/v2
5 L <"71> 26. ‘}de-(\/x2 5%+ 3)

dx x

d sent + 1 d
27, | [—/———— 3
dt( 1 —sent) 8 d

——(séne/;cos ¥z)
zZ

d / -
29. % (15 V7 sec \5) 30, L jeosx—1
dy dx \/ sen x

x—1 4x + 6
a1 o, ) 2D, <_>
IUx +1 . Vx?P+3x +4
3
3. D9+ —x) 34, Dy(4 %)
.

1 1
5.0, (—o : il
(\/1 + cos? 22) 3. D <\/; e \/;>

Nos Exercicios 37 e 38, encontre uma equagdo da reta tangente
a curva em cada um dos pontos dados. Faca um esbogo do grd-
Sfico e inclua segmentos de retas tangentes nos pontos dados.
37. y = (2x — 2)*3;(=3,4), (0, 3/4), (1,0), (2, /), (5, 4)
38y =(6—2x)"%(=1,2),(1, 3/4), (3,0), (5, —/4), (7, —=2)
39. Ache uma equacio da reta tangente a curva y = /x2 + 9,
no ponto (4, 5).
40. Ache uma equagio da reta tangente a curvay = (7x — 6)~ 173
que seja perpendicular 3 reta 12x — 7y + 2 = 0.
41. Ache uma equacdo da reta normal a curva
y = x\/16 + x? na origem.

42. Ache uma equagdo da reta tangente a curva

= +/sen x + cos x no ponto onde x = 7/4.

43. Um objeto move-se ao longo de uma reta, de acordo com a
equacdo de movimento s = /412 + 3, com ¢ > 0. Ache o
valor de ¢ para o qual a medida da velocidade instantanea
é()0; (b) 1; (c) 2. '

44. Um objeto move-se ao longo de uma reta, de acordo com
a equagdo do movimento s = /5 + 12, com t > 0. Ache
o valor de ¢ para o qual a medida da velocidade instantdnea
é (a) 0; (b) 1. '

45. Suponha que um liquido seja produzido por um certo pro-
cesso quimico e que a fungdo custo total C seja dada por
C(x¥) = 6 + 4/x, onde C(x) é a quantia correspondente 20
custo total da produgdo de x litros. Encontre (a) o custo mar-
ginal quando 16 L sdo produzidos e (b) o numero de litros
produzidos quando o custo marginal é $ 0,40 por litro.

46. A quantia em dinheiro no custo total da produgéo de x unida-
des de certa mercadoria é dada por C(x) = 40 + 3x + 9/2x.
Ache (a) o custo marginal quando 50 unidades s@o produzi-
das e (b) o nimero de unidades produzidas quando o custo
marginal é $ 4,50.

47. Uma imobilidria que administra um condominio aluga cada
apartamento por $ p por més quando x apartamentos sdo
alugados p = 30./300 — 2x. Se $ R(x) for o rendimento rece-
bido do aluguel de x apartamentos, entdo R(x) = px. Quantos
apartamentos deverdo ser alugados antes que a taxa de va-
riacdo de R em relagdo a x (rendimento marginal) seja zero?
(Nota: como x é o numero de apartamentos alugados, x é
um inteiro ndo negativo. Para aplicar o calculo, vamos su--
por que x seja um numero real ndo-negativo arredondado
para o numero inteiro mais préximo.)

48. A produgio didria de uma dada fébrica é de f(x) unidades
quando o capital investido for de x milhares de uma unidade
monetdria $ e f(x) = 2004/2x + 1. Se a capitalizagio cor-
rente for de $ 760.000, use a derlvada para estimar a varia-
¢do na produgdo didria, se o capital investido for aumenta- -
do em $ 1000.

49. Um avido estd voando paralelamente ao chédo, a uma altitu-
de de 2 km e com uma velocidade escalar de 4% km/min.

" Se em dado instante o avido passar exatamente sobre a Esta-
tua da Liberdade, qual ser4 a taxa de variagdo da distdncia
sobre a linha de visdo entre o avido e a estdtua, 20 s mais
tarde?

50. Dada f(u) = 1/u?e gix) = x/~/2x> — 6x + 1, ache a de-
rivada de fo g de duas maneiras: (a) encontrando primeiro
(fog)(x) e depois (fog)’(x); (b) usando a regra da cadeia.

Nos Exercicios de 51 a 54, ache a derivada da funcdo dada.

(Sugestdo: |a| = Ja.)
51 f(x)=|x* —4] 52. g(x) = x|x|
53. g(x) = x| 54. h(x) = ¥|x| + x

55. Suponha que g(x) = |f(x)|. Prove que se f’(x) e g’(x) exis-

tem, entdo |g'(x)| = | (®)].
56. Suponha que g(x) = \/9 — x2 e h(x) = f(g(x)), onde f & de-
rivavel em 3. Prove que 2’(0) = 0



3.8 Derivagdo Implicita 195

3.8  DERIVACAO IMPLICITA

Se f = [(x, )|y = 3x* + 5x + 1}, entdo a equagdo
y=3x2+5x+1

define a funcéo f explicitamente. Mas, nem todas as funcdes estdo definidas dessa
forma. Por exemplo, se tivermos a equagio

x® — 2x = 3y% + y5 — y? (1)

ndo poderemos resolver y em termos de x; além disso, podem existir uma ou
mais fungdes f, para as quais se y = f(x), a equagdo (1) estara satisfeita, isto
¢, tais que a equacgio

X8 — 2x = 3[f(0)]° + [f()]° = [f(x)]?

seja vélida para todos os valores de x no dominio de f. Nesse caso, a fungio
[ esté definida implicitamente pela equagio dada.

Com a hipatese de que (1) define y como uma funcio derivavel de x, a deri-
vada de y em relacdo a x pode ser encontrada por derivacdo implicita.

A equagido (1) ¢ um tipo especial de equagdo envolvendo x e y, pois pode
ser escrita de tal forma que todos os termos envolvendo x estejam de um lado
da equacdo, enquanto que no outro lado ficardo todos os termos envolvendo
y. Ela serve como um primeiro exemplo do processo de derivagdo implicita.

O lado esquerdo de (1) é uma fungdo de x e o lado direito é uma funcio de
¥. Seja F a fungdo definida pelo lado esquerdo e seja G a fungdo definida pelo
lado direito. Assim,

F(x) = x% — 2x G(y) = 3y5 + y> — y?

onde y é uma funcéo de x, digamos y = f(x). Dessa forma, (1) pode ser escrita
como

F(x) = G(f(x))

Essa equacgdo est4 satisfeita por todos os valores de x no dominio de f para os
quais G(f(x)) existe.
Entdo, para todos os valores de x para os quais f é derivavel,

D (x® = 2x) = D(3y° + y* — »?) 2
A derivada do primeiro membro de (2) é facilmente encontrada e
D (x® — 2x) = 6x° —2 3)
Encontramos a derivada do segundo membro de (2) pela regra da cadeia.
dy dy dy
D(3y® +y° —y) =18y% - —Z 4 5y*- L _2y. "2 4
By" 5" =y = 18y° - =+ 5y* = Yo )

Substituindo os valores de (3) € (4) em (2), obtemos
6x°> — 2 = (18y5 + 5y* — 2y)d—y
dx

dy 6x° -2

dx  18y° + 5y* — 2y

Observe que ao usarmos a derivagdo implicita, obtivemos uma expressdo para

dy : ce .
2 due envolve ambas as varidveis, x e y.
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Na ilustragdo a seguir, o método da derivagdo implicita serd usado para en-
dy

contrar e em uma equacdo mais geral.
» ILUSTRACAO 1 Considere a equagio
3x%y? — Txy3 =4 — 8y ®)

e suponha que exista pelo menos uma funcio derivdvel f, tal que se y = f(x),
a equacdo (5) estara satisfeita. Derivando-se ambos os membros de (5) (tendo
em mente que y é uma fun¢do derivavel de x) e aplicando os teoremas para
a derivada de um produto, a de uma poténcia e a regra da cadeia, obtemos

d d d
12392 + 3x* [ 2y L) = 7y3 — 7x[3y2 &2 —0-8Z
dx dx dx

d
Ei— (6x*y — 21xy? + 8) = 7y — 12x3y?

dy Ty’ —12x%?°
dx  6x%y —21xy* + 8 <

Lembre-se de que estamos supondo que ambas (1) ¢ (5) definam y como pelo
menos uma funcgdo derivdvel de x. Pode acontecer que uma equacdo em x € y
ndo implique a existéncia de nenhuma fung¢io com valores reais, como € o caso
da equagao

x2+y2+4=0

que ndo esta satisfeita por nenhum valor real de x e y. Além disso, é possivel
que uma equagdo em x € y possa estar satisfeita por varias func¢des, algumas
das quais sdo derivdveis, enquanto que outras nio o sdo. Uma discussio geral
do assunto foge ao contexto deste livro, mas pode ser encontrada em textos de
Cdlculo Avang¢ado. Nas discussdes subseqiientes, quando afirmarmos que uma
equacdo em x e y define y como uma fungéo implicita de x, suporemos que uma
ou mais dessas fungdes seja derivavel. O Exemplo 4, a seguir, ilustra o fato de
que a derivagdo implicita resulta a derivada de duas fungoes derivaveis, defini-
das pela equagido dada.

EXEMPLO 1 Dada (x + ¥)? — (x — ¥ = x* + y*, ache ﬁ

dx

Solugdo Derivando implicitamente em relagdo a x, teremos
| dy dy dy
AR - 1 — 2L} = 4x3 4y3 =L
2(x + y)<1 + dx) 2(x y)(l dx) x> + 4y I

dy dy 3 dy
AN — LA 4y3 L
2).6 + 2y + (2x + 2y).dx 2x + 2y + (2x — 2y) I 4x° + 4y T

dy (4x — 4y*) = 4x3 — 4y
dx .

dy x*—y
dx  x—1y3
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'EXEMPLO 2 Ache uma equacdo da reta tangente a curva x3 + y* = 9, no
ponto (1, 2).

Solucdo Vamos derivar implicitamente em relagdo a x.

3x? + 3y2d—y=0
dx

dy  x?
dx  y?
dy 1 ~ . =
Logo, no ponto (1, 2), ™ = T Uma equacdo da reta tangente é, entio,
y=2=—4(x-1)
x+4y—-9=0
dy

EXEMPLO 3 Dada x cos y + y cos x = 1, ache e
Solugdo Derivando implicitamente em relacio a x, obteremos

1-cosy + x(—seny)ﬂ + iy—(cosx) + y(—senx) =0
dx dx

dy

dx (cosx — xseny) = ysenx — cos y

dy ysenx — cosy
dx COs X — Xxseny

EXEMPLO 4 Dada a equagdo x? + y? = 9, ache (a) —Z% por derivagdo im-

plicita; (b) as duas fung¢des definidas pela equagio; (c) a derivada de cada fun-
¢do obtida na parte (b) por derivagdo explicita. (d) Comprove que o resultado
obtido na parte (a) esta de acordo com os resultados obtidos na parte (c).
Solucdo

(a) Vamos derivar implicitamente.

2x+2y§—£=0
d_y x
dx y

(b) Resolvendo a equagdo dada em y,

y=V9-x* e y=-9-x2
Sejam f| e f; as duas fungGes para as quais

[=P=x e fi)=-H—x
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(¢) Como fi(x) = (9 — )2 ef(x) = -9 — x2))2, pela regra da cadeia obte-

mos

J(x) =309 — x*)" V(= 2x)

(d) Para y

f'(%)

X

J9—x?
Ji(x) onde, fi(x)

f0) = =40 = 7= 2x)

X

V9 —x?

= /9 — x?, segue da parte () que

9 — x?

X

y

o que estd de acordo com a parte (a).
Para y = fy(x), onde fy(x) = —+/9 —x?, temos da parte (c)

o que também estd de acordo com o resultado obtido na parte (a).

EXERCICIOS 3.8

. d C
Nos Exercicios de 1 a 28, ache & por derivagdo implicita.

dx
1 x2+)* =16 2 4x2 — 9y =1
3. x3+ P =8xy 4. x* + y? ="xy
1 1 3 3
5 - 4-=1 6.2~ =2
x y x Yy

7. Ux +/y=4 8.

233y 4+ 3xy3 =5

9, x2y? =x* +y? 10. (2x + 3)* = 3y*
2
1 2 =22 12. 2 _4p=x
x — 2y Uy

13. ¥x + xy = 4?2 14 Jy+ 3y +h=x
15. Vxy + 2x = Iy 16. y + J/xy = 3x*

17 =L =24 x? 18. x2y% = x* — y*

Vx -y

19. y = cos(x — y) 20. x = sen(x + »)
21.sec? x + cosec?y = 4 22.cotgxy + xy =0

23.xseny + ycosx = 1 24
25. sec y + cotg(x — y) = tg2x
26. cosec(x — y) + sec(x + y) = x

cos(x + y) = ysenx

27.
28.

x+y?2—x—pr=x>+y

YN2ZH3x +xJlty=x

Nos Exercicios de 29 a 32, considere y como a varidvel indepen-

dx
dente e ache —.

29.
31

33.

34.

3s.

36.

37.

38.

dy

30. y =2x3 — 5x
32. y\/;—x\/;=9

Ache uma equagdo da reta tangente a curva

16x* + y* = 32 no ponto (1, 2).

Ache uma equagio da reta normal 4 curva

9x3 — y3 = 1 no ponto (1, 2).

Ache uma equagio da reta normal & curva

x? + xy + y2 - 3y = 10 no ponto (2, 3).

Ache uma equacdo da reta tangente a curva

{xy = 14x + y no ponto (2, —32).

Ache a taxa de variagdo de y em relagéo a x no ponto (3, 2),
se 7y? — xp3 = 4.

Para a circunferéncia x2 + y2 = r2, mostre que a reta tan-
gente em todo ponto (x;, ;) da curva ¢ perpendicular a re-
ta que passa por {x,, »,) e pelo centro da circunferéncia.

x*+yt=12x%
X3y +2p*-x*=0
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39. Em que ponto da curva x + /Xy + y = 1 a reta tangente
é paralela ao eixo x?

40. Ha duas retas que passam pelo ponto (—1, 3) que sdo tan-
gentes a curva x2 + 4y? — 4x — 8y + 3 = 0. Ache as equa-
¢oes de cada uma delas.

Nos Exercicios de 41 a 46, é dada uma equacgdo. Faca o seguinte

em cada um destes problemas: (a) Ache duas fiungées definidas

pela equacdo e estabelega os seus dominios. (b) Faga um esbogo
do grdfico de cada uma das fungées obtidas na parte (a). (c) Fa-
¢ca um esbogo do grdfico da equagdo. (d) Ache a derivada de ca-
da uma das fungées obtidas na parte (a) e estabeleca os seus
dominios. (e) Ache % por derivacdo implicita da equacdo
dada e comprove que o resultado assim obtido estd de acordo
com a parte (d). (f) Ache uma equagdo da reta tangente em cada
valor dado de x,.

41, y? =4x -8, x, =3~ 2. x*+y?=25x,=4
43 x2—y?=9;x, = -5 44. y* — x*=16;x, = —3
45. x?+y? —2x—4y—4=0;x, =1

46. x> +4y* + 6x — 40y +93 =0, x, = —2

199

47. As 8 da manh4, um navio que viaja para o norte com uma
velocidade de 24 nés (milhas nauticas por hora) estd em um
ponto P. As 10 h, um segundo navio que viaja para o leste
com uma velocidade de 32 nds esta em P. Qual a taxa de va-
riagdo da distancia entre os dois navios as (a) 9h e (b) 11 h?

48.
49,

Se x"y" = (x + y)* * ™, prove que X - Ir
Ache equagdes das retas tangentes & curva x¥3 + y?3 = |
nos pontos onde x = -1

Prove que a soma dos interceptos x ¢ y de qualquer reta tan-
gente 4 curva x'/2 + y!2 = k12 ¢ constante e igual a k.

50.
S1.

Seja f a fungdo poténcia definida por f(x) = x’, onde r ¢ um
numero racional qualquer. Supondo que f seja derivavel, use a
derivagdo implicita para mostrar que f'(x) = rx" ~ .. (Su-
gestdo: sejar = —5-, onde p e g sdo inteiros e ¢ > 0. Ent3o,

substitua f(x) por y e escreva a equagdo como y9 = x?. Use

ﬂ)
dx ’

a derivagdo implicita para achar

3.9 TAXAS RELACIONADAS Um problema envolvendo taxas de variagdo de varidveis relacionadas é chamado
de problema de taxas relacionadas. Comegaremos nossa discussdo com um exem-
plo que descreve uma situagdo real.

EXEMPLO 1

Uma escada com 25 unidades de comprimento est4 apoiada nu-

ma parede vertical. Se o pé da escada for puxado horizontalmente, afastando-se
da parede a 3 unidades de comprimento por segundo, qual a velocidade com que
a escada estd deslizando, quando seu pé estd a 15 unidades de comprimento da

parede?

Solucao

Seja ¢ o tempo decorrido desde que a escada comegou a deslizar

pela parede, y a distdncia do chdo ao topo da escada em ¢ s € x a distancia do
pé da escada até a parede em ¢ s. Veja a Figura 1.

dy
dt

25 -

quando x

y? =625 — x?

¢ obtemos

rede a 3 unidades de comprimento por segundo,

Como o pé da escada esta sendo puxado horizontalmente, afastando-se da pa-

i = 3. Queremos encontrar

15. Pelo teorema de Pitagoras,

(N

Como x e y sdo fungbes de ¢, derivamos ambos os lados de (1) em relagdo a ¢
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Quando x = 15, segue de (1) que y = 20. Como —(;x—t = 3, obtemos de (2)

Q] _
dt J,= 20

Ao le
Sl
W

Logo, o topo da escada est4 deslizando pela parede a uma taxa de 2+ unidades
de comprimento por segundo, quando o pé esta a 15 unidades de comprimento
da parede. O sinal menos significa que y é decrescente, quando ¢ cresce.

Em problemas com taxas relacionadas, as varidveis tém uma relagdo especifica
para os valores de ¢, onde ¢ ¢ a medida do tempo. Essa relagdo ¢ usualmente
expressa na forma de uma equagéo, como a equacéo (1) no Exemplo 1. Os valo-
res das varidveis e as taxas de variagdo das varidveis em relacao a ¢ sdo freqiiente-
mente dados num determinado instante. No Exemplo 1, no instante em que

~ d
x =15, entioy = 20 e —‘Z;:— = 3 e queremos encontrar —ai;-
Antes de apresentar mais explicagdes, damos outro exemplo para demonstrar

o calculo envolvido.

EXEMPLO 2  Dada

xcosy=35
~ ~ . . dx dy
onde x e y sdo fungbes de uma terceira varidvel . Se o —4, ache ar
quando y = +7.
Solucgao Derivando ambos os lados da equagdo, obtemos

dx dy
(cos ») at (x sen y) o 0

dy _ cosy  dx -

dt X sen y dr

Da equagdo dada, quando y = %n, x = 10. De (3), com y %n, x = 10,
dx

e —— = —

dt ’

dy 3

pA =—° (-4

dfl:n/s 10(%\6)( :
= —%&\/3

Os passos a seguir representam um procedimento possivel para resolver pro-
blemas envolvendo taxas relacionadas.
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1. Faca uma figura, se isso for possivel.

2. Defina as varidveis. Em geral defina.primeiro ¢, pois as outras varidveis usual-
mente dependem de f.

3. Escreva todos os fatos numeéricos conhecidos sobre as variaveis e suas deriva-
das em relacdo a . :

4. Obtenha uma equacgio envolvendo as variaveis que dependem de ¢.
5. Derive em relagdo a t ambos os membros da equa¢do encontrada na etapa 4.

6. Substitua os valores de quantidades conhecidas na equacdo da etapa 5 e resol-
va em termos da quantidade desejada. ‘

FIGURA 2

EXEMPLO 3 Um tanque tem a forma de um cone invertido com 16 m de
altura e uma base com 4 m de raio. A dgua ““flui’’ no tanque a uma taxa de
2 m¥*/min. Com que velocidade o nivel da dgua estara se elevando quando sua
profundidade for de 5 m?

Solugédo Seja t o tempo medido em minutos decorridos desde que a dgua
comegou a fluir dentro do tanque; 4 a altura em metros do nivel de 4gua em
¢ min; r a medida em metros do raio da superficie da 4gua em ¢ min; e ¥ a medi-
da, em metros cubicos, do volume de dgua no tanque em ¢ min.

Em qualquer instante, o volume de dgua no tanque pode ser expresso em ter-
mos do volume do cone. Veja a Figura 2.

V =4inr?h (4)

V, r e h sdo todas fungbes de £. Como a dgua esta fluindo no tanque a uma taxa
. V h

de 2 m*/min, ccli_t = 2. Queremos encontar % quando A = 5. Para expres-
sar r em termos de A, temos, dos tridngulos semelhantes,

r 4

—=— <« r=1h

h™ 16 N

Substituindo esse valor de r em (4), obtemos
V =4inth)h) < V =dgnh’

Por derivagdo de ambos os lados dessa equagdo em relagdo a ¢,

av 1 dh
TR TR
Substituindo av por 2 e resolvendo em ﬂ, obtemos
_ dt dt
dh 32
dr mh?
Logo,

dh 3
dt |,-s 25n

Assim sendo, o nivel de dgua esta subindo a uma taxa de

2352” m/min quando
a profundidade da agua € de 5 m.
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EXEMPLO 4 Dois carros estdo se encaminhando em dire¢do a um cruzamen-
to, um seguindo a direcéo leste a uma velocidade de 90 km/h e o outro seguin-
do a dire¢do sul, a 60 km/h. Qual a taxa segundo a qual eles se aproximam um
do outro no instante em que o primeiro carro esta a 0,2 km do cruzamento e
o segundo a 0,15 km?

Solucao Consulte a Figura 3, onde o ponto P é o cruzamento das duas es-
tradas. Seja ¢ h o tempo decorrido desde que os carros comegaram a se aproxi-
mar de P, x km a distincia do primeiro carro em ¢ h, y km a do segundo carro
em ¢ h e z km a distancia entre os dois carros em ¢ h. Como o primeiro carro
aproxima-se de P a uma taxa de 90 km/h e x estd decrescendo enquanto f estd

crescendo, % = —90. Da mesma forma, % = —60. Queremos determinar
—g—zt—— quando x = 0,2 e y = 0,15. Do teorema de Pitagoras,
22 =x2+y? (5)

Derivando ambos os membros dessa equagdo em relagdo a ¢, obtemos

d dr dr

dx 4y
dz Yar " Var ©
dr z

dx _

Quando x = 0,2e y = 0,15, segue de (5) que z = 0,25. Em (6), seja dr

dy
dt

ﬂ] — (0,2)(=90) + (0,15)(—60)
dt |z-o02 0,25

-90,
= —-60, x = 0,2, y = 0,15 ¢ z = 0,25, entdo obtemos

= —108

Logo, no instante em questdo os carros estdo se aproximando um do outro a
uma taxa de 108 km/h.

EXEMPLO 5 Suponha que, em certo mercado, x milhares de caixas de laran-
ja sejam fornecidos diariamente sendo p o prego por caixa e a equagio de oferta

px —20p —3x +105=0

Se o fornecimento didrio estiver decrescendo a uma taxa de 250 caixas por dia,
com que taxa os pregos estardo variando quando o fornecimento diario for de
5.000 caixas?

Solugédo Seja ¢ o tempo decorrido medido em dias, desde que o suprimento
didrio de laranjas comegou a decrescer. Entdo, p e x sdo ambas fungdes de ¢.
Como o fornecimento diario estd decrescendo a uma taxa de 250 caixas por dia,

ax _ 250 isto é a1 Queremos encontrar ap
dt 1000’ " dt 4° dt

quando x = 5.
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Da equagdo de oferta dada, derivamos implicitamente em relagdo a ¢ € obtemos
dx dp dp dx
jutid E 0 32 =

Pt T dt dt dt 0

dp 3—p dx

dt x—20 dt
Quando x = 5, segue da equagdo de oferta que p = 6. Como _fﬁ = ——1—,
temos da equagdo precedente t 4
dp 3—-6 1
A=)
1
-T2

Assim, o prego de uma caixa de laranja estard decrescendo a uma taxa de § 0,05
por dia, quando o fornecimento diario for de 5.000 caixas.

EXEMPLO 6 Um avido voa a 152,4 m/s paralelamente ao solo, a uma altitu-
de de 1.220 m no sentido oeste, tomando como referéncia um holofote fixado
no solo que o focaliza e que se encontra a esquerda da projecdo vertical do avido
em relagdo ao solo.

Sabendo-se que a luz do holofote deverd permanecer iluminando o avido, qual
devera ser a velocidade angular (de giro) do holofote, no instante em que a dis-
tancia horizontal entre ele e a proje¢do vertical do avido for de 610 m?

Solugédo Observe a Figura 4. O holofote estd no ponto L e num determina-
do instante o avifio esta no ponto P. Seja x a distancia (em metros) medida ho-
rizontalmente entre o holofote e a proje¢do vertical do avido em relagdo ao so-
lo, € 6 o angulo de elevagio (em radianos) do feixe luminoso emitido pelo holo-
fote em relagdo ao solo, neste mesmo instante.

Temos % = —152,4 e queremos encontrar % quando x = 610.
1.220
t 9 -
& X
Derivando membro a membro em relagdo a #, obtemos
do 1.220 dx
g &Y _ _ 124V GX
eV Xt dt
Substituindo ax 152,4 na relagdo acima e dividindo por sec? 8, iremos
dt
obter
do _ 185.928
dt  x?sec? M

Quando x = 610, tg @ = 2. Como sec2 8 = 1 + tg? 6, sec28 = 5. Substi-
tuindo esses valores em (7) temos, quando x = 610,

dg _ 185.928

dt 610% - S

-1
10

Concluimos, entdo, que no instante dado a medida do dngulo estd aumentan-
do a uma taxa de jyrad/s e essa é a velocidade com que o holofote estd girando.
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EXERCICIOS 3.9
Nos Exerciciosde 1 a 8, x e y sdo fungdes de uma terceira varid-
vel t.
dy dx
1. = —— = 2, ache —.
Se 2x + 3y 8e a acedt
X dx . d
.Se==10e-2 = -5 &
2. Se I Oe it , ache dt
dy dx
3.Sexy = 20e dar - 10, ache a quando x = 2.
3. Y _ dx i1
4.Se2senx + 4cosy =3e i = 3, ache ar em (¢7m, 57).
dx dy
5 2 3
5. Sesen’x + cos’y = e = —1, ache & G, 5.
dx dy
2 2 = - =7 =
6.Se x* + y 25 e ar 5, ache dr quando y 4.
7.SeJx + \fy = Se% = 3, ache%quandox = 1.
8.Sey(gx + 1) = 4e—d~}—,- = —4, acheﬁquandox = 7.
dt dt
9. Uma pipa est4 voando a uma altura de 40 m. Uma crianga

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

estd empinando-a de tal forma que ela se mova horizontal-
mente, a uma velocidade de 3 m/s. Se a linha estiver estica-
da, com que velocidade a linha estar4 sendo ‘‘dada’’, quan-
do o comprimento da linha desenrolada for de 50 m?
Um baldo esférico estd sendo inflado de tal forma que seu
volume aumente a uma taxa de S m3/min. Qual a taxa de
crescimento do didmetro quando ele mede 12 m?

Uma bola de neve estd se formando de tal modo que seu vo-
lume cres¢a a uma taxa de 8 cm?/min. Ache a taxa segundo
a qual o raio estd crescendo quando a bola de neve tiver
4 cm de didmetro.

Suponha que quando o didmetro da bola de neve do Exerci-
cio 11 for de 6 cm, ela pare de crescer e comece a derreter

a uma taxa %cm3/min. Ache a taxa segundo a qual o raio

estara ‘variando, quando o raio for de 2 cm.

Uma certa quantidade de areia é despejada a uma taxa de
10 m*/min, formando um monte c6nico. Se a altura do
monte for sempre o dobro do raio da base, com que taxa
a altura estara crescendo quando o monte tiver 8 m de altura?
Uma lampada est4 pendurada a 4,5 m de um piso horizon-
tal. Se um homem com 1,80 m de altura caminha afastando-
se da luz, com uma velocidade de 1,5 m/s, qual a velocidade
de crescimento da sombra?

No Exercicio 14, com que velocidade a ponta da sombra do
homem est4a se movendo?

Um homem com 1,80 m de altura caminha em dire¢do a um
edificio, com uma velocidade de 1,5 m/s. Se existe um pon-
to de luz no chdo a 15 m do edificio, com que velocidade
a sombra do homem no edificio estara diminuindo, quando
ele estiver a 9 m do edificio?

Suponha-que um tumor no corpo de uma pessoa tenha a for-
ma esférica. Se, quando o raio do tumor for 0,5 cm, o raio

18

.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

estiver crescendo a uma taxa de 0,001 cm por dia, qual serd
a taxa de aumento do volume do tumor naquele instante?
Uma célula bacteriana tem a forma esférica. Se o raio da cé-
lula estiver crescendo a taxa de 0,01 micrémetros por dia
quando ela tiver 1,5 um, qual serd a taxa de crescimento
do volume da célula naquele instante?

Para o tumor no Exercicio 17, qual ser4 a taxa de crescimen-
to da sua 4rea quando seu raio for 0,5 cm?

Para a célula do Exercicio 18, qual ser4 a taxa de aumento
da area quando o seu raio for 1,5 um?

Um tanque com a forma de um cone invertido estd sendo
esvaziado a uma taxa de 6 m3/min. A altura do cone é de
24 m e o raio da base ¢ de 12 m. Ache a velocidade com que
o nivel de 4gua est4 abaixando, quando a 4gua tiver uma pro-
fundidade de 10 m.

Um cocho tem 360 cm de comprimento e seus extremos tém
a forma de tridngulos isdsceles invertidos, com 90 cm de al-
tura e 90 cm de base. Agua est4 fluindo no cocho a uma taxa
de 60 cm*/min. Com que velocidade estara se elevando o ni-
vel da dgua quando a profundidade for de 30 cm?

A lei de Boyle para a expansdo de um gis é PV = C, onde
P ¢ o niimero de quilos por unidade quadrada de pressio,
V € o niimero dé¢ unidades cubicas do volume do gis e C é
uma constante. Num certo instante, a pressdo é de 150 kg/m?,
o volume € 1,5 m? e est4 crescendo a uma taxa de 1 m3/min.
Ache a taxa de variagdo da pressdo nesse instante.

A lei adiabética (sem ganho ou perda de calor) para a ex-
pansdo do ar é PV'# = C, onde P é o mimero de quilos por
unidade quadratica de pressdo, V é o numero de unidades
ctibicas de volume e C é uma constante. Num dado instante,
a pressdo é de 18.000 g/cm? e est4 crescendo a uma taxa de
3.600 g/cm? a cada segundo. Qual serd a taxa de variagdo do
volume nesse instante?

Uma pedra cai livremente num lago parado. Ondas circula-
res se espalham e o raio da regido afetada aumenta a uma
taxa de 16 cm/s. Qual a taxa segundo a qual a regido estd
aumentando quando o raio for de 4 cm?

Uma certa quantidade de 6leo esta sendo despejado num tan-
que com a forma cdnica invertida, a uma taxa de 31 m*/min.
Se o tanque tiver um raio de 2,5 m no topo ¢ 10 m de pro-
fundidade, com que velocidade a profundidade do 6leo esta-
ra variando quando ela estiver com 8 m de produndidade?
Um automével aproxima-se de um cruzamento a uma velo-
cidade de 30 m/s. Quando o automével estd a 120 m do cruza- -
mento, um caminhdo a uma velocidade de 40 m/s atravessa
o cruzamento. O automével e 0 caminh3o estdo em ruas que
se cruzam em angulo reto. Com que velocidade o automével
e o caminhdo estardo se afastando um do outro, 2 s apés o
caminhdo ter passado pelo cruzamento?

Uma corda estd amarrada em um barco no nivel da 4gua e
uma muther em um cais puxa a corda a uma taxa de 15 m/min.
Se as mios da mulher estio a 5 m acima do nivel da 4gua,
com que velocidade o bote estard se aproximando do cais,
quando o comprimento da corda j4 puxada for de 6 m?
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29. Esta semana uma fabrica esta produzindo 50 unidades de um

determinado produto e a produgéo esta crescendo a uma ta-
xa de 2 unidades por semana. Se C(x) for o custo total da
produgdo de x unidades e C(x) = 0,08 x> — x? + 10x + 48,
ache a taxa corrente segundo a qual o custo de produgdo es-
ta crescendo.

A demanda por um determinado tipo de cereal é dada pela
equagdo px + 50p = 16.000, onde x milhares de caixas sdo
demandados quando o prego por caixa for p. Se o pre¢o cor-
rente for de § 1,60 por caixa e se 0s pregos por caixa cresce-
rem a uma taxa de $ 0,4 por semana, ache a taxa de variagdo
da demanda.

. A equagio de oferta para certo produto é x=1.000y/3p% +20p,
onde x unidades sio oferecidas por més quando p for o pre-
¢o unitario. Ache a taxa de variacdo na oferta se o preco cor-
rente for de $§ 20 por unidade e se o prego estiver crescendo
a uma taxa de $ 0,50 ao més.

Suponha que na producio de x unidades de certo produto se-
ja necessaria uma forga de trabalho de y operdrios e x = 4y2.
Se a producio este ano foi de 250.000 unidades e a produ-
¢do esta aumentando a uma taxa de 18.000 unidades ao ano,
qual ser4 a taxa corrente segundo a qual a forga de trabalho
deve ser aumentada?

A equac¢do de demanda de uma determinada camisa ¢
2px + 65p — 4.950 = 0, onde x centenas de camisas s@o de-
mandadas por semana quando p for o prego unitario. Se a
camisa estiver sendo vendida esta semana a $§ 30 e o prego
estiver crescendo a uma taxa de $ 0,20 por semana, ache a
taxa de variacdo na demanda.

A medida de um angulo agudo de um tridngulo retangulo
esta decrescendo a uma taxa de 3¢/ rad/s. Se o comprimento
da hipotenusa for constante e 1gual a 40 cm, ache a velocida-
de com que a area esta variando, quando a medida do angu-
lo agudo for 4.

. Dois caminhGes aproximam-se de um cruzamento, um deles
vindo da dire¢do oeste e o outro pelo sul. Se ambos estdo
com uma velocidade de £ km/h, mostre que um se aproxima
do outro com uma velocidade de k+/2 km/h, quando cada
um estad a /m km do cruzamento.

Uma tina horizontal tem 16 m de comprimento e seus extre-
mos sdo trapézios isdsceles com uma altura de 4 m, uma base

menor de 4 m e uma base maior de 6 m. A agua esta fluindo
dentro da tina a uma taxa de 10 m*/min. Com que veloci-
dade o nivel de dgua estd subindo quando a profundidade
da dgua é de 2 m?

No Exercicio 36, se o nivel de dgua estiver decrescendo a uma
taxa de 25 cm/min quando a profundidade é de 3 m, com
que velocidade a dgua estd saindo da tina?

Uma escada com 7 m de comprimento esta apoiada numa
parede. Se o pé da escada for empurrado horizontalmente
em dire¢do a parede a 1,5 m/s, com que velocidade o topo
da escada sera deslocado para cima quando o pé da escada
estiver a 2 m da parede?

Uma viga com 20 m estd encostada em um aterro inclinado
de 60° em relagdo a horizontal. Se o pé da viga estiver sendo
movido horizontalmente em dire¢do ao aterro a 1 m/s, com
que velocidade o topo da viga estara se deslocando quando
o pé estiver a 4 m do aterro?

O volume de um baldo esta decrescendo a uma taxa propor-
cional 4 sua drea da superficie. Mostre que o raio do balédo
diminui a uma taxa constante.

Um avido estd voando com velocidade constante a uma alti-
tude de 3 km sobre uma linha reta que ira passar diretamen-
te acima de um observador no chdo. Num dado instante, o
observador nota que o angulo de elevagdo do avido é de
%ﬂ rad e estd aumentando a uma taxa de % rad/s. Ache
a velocidade do avido.

Uma antena de radar estd localizada num navio a 16 km de
uma praia reta e esta girando com 32 rpm. Com que veloci-
dade o feixe do radar estara percorrendo a praia quando o
feixe formar um angulo de 45° com a praia?

Uma viga com 30 m de comprimento estd apoiada em uma
parede e o seu topo esta se deslocando para baixo a uma ve-
locidade de 0,5 m/s. Qual seré a taxa de variacdo da medida
do angulo agudo formado pela viga e pelo chdao quando o
topo da viga estiver a 18 m do chio?

Dentro de um tanque na forma de um cone esta ﬂulndo agua
A razdo de 8 m3/min. O cone tem 6 m de profundidade
3m de didmetro no topo. Se houver um vazamento na base e
se o nivel da dgua estiver subindo a uma razdo de 1 cm/min,
quando a profundidade for de 4,8 m, como estara escoando
0 vazamento?

3.10 DERIVADASDE Se a fungdo f for derivdvel, entdo f’ ser4 chamada a derivada primeira de f.
ORDEM SUPERIOR As vezes ¢ chamada de funcio derivada primeira. Se a derivada de f” existir,

ela sera chamada de derivada segunda de f, ou de fun¢do derivada segunda e

podera ser denotada por f” (lemos f duas linhas). Da mesma forma, a derivada

terceira de f, ou a fungio derivada terceira, é definida como a derivada de f”,

se ela existir. A derivada terceira de f é denotada por f” (lemos f trés linhas).

A derivada enésima da funcio f, onde 7 é um nimero inteiro positivo maior
do que 1, ¢ a derivada primeira da derivada (n — 1)ésima de f. Denotamos
a derivada enésima de f por f®. Assim, se f® for a derivada enésima da fun-
¢d0, podemos escrever f como sendo f©.
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EXEMPLO 1 Ache todas as derivadas da fungdo f definida por
Jx)=8x*+5x3 - x2 + 7

Solucio
f(x) = 32x3 + 15x2 — 2x
S"(x) = 96x% + 30x — 2
17(x) = 192x + 30
™) = 192
fOx)=0
f"x)=0 n>5

A notagio de Leibniz para a derivada primeira é % Para a derivada segunda

2
de y em relagdo a x, a notagdo de Leibniz é %, porque ela representa
d

d . dry ~ . .
— | — . O simbolo € uma notagdo para a derivada enésima de
dx [ dax )] ' dx” ¢4op 4

em relagdo a x.
Outros simbolos para a derivada enésima de f sdo

ar n
SUW1 D]

EXEMPLO 2 Calcule

3

(2senx + 3 cos x — x3)

dax3

Solugéo
d;dx(Zsenx+ 3cosx — x¥) =2cosx — 3senx — 3x2
dxzz 2senx + 3cosx — x¥) = —2senx — 3cosx — 6x
dx33 (2senx + 3cosx — x3) = -2cosx + 3senx —6

Como f”(x) d4 a taxa de variagdo instantanea de f{x) em relagdo a x, f” (x), que
€ a derivada de f'(x), d4 a taxa de variagdo instantinea de f’(x) em relacio a
x. Além disso, se (x, y) for um ponto qualquer sobre 0 grifico de y = f(x), entdo

d o o . 2
d—;’ dara a inclinagdo da reta tangente ao grafico no ponto (x, y). Assim, %

Ix
serd a taxa de variagdo instantinea da inclinagdo da reta tangente em relacédo
a x no ponto (x, »).



3.10 Derivadas de Ordem Superior 207

EXEMPLO 3 Seja m(x) a inclinagdo da reta tangente a curva
y=x3—2x% +x

no ponto (x, y). Ache a taxa de variagdo instantanea de m(x) em relagdo a x
no ponto (2, 2).

Solucéao
dy
m(x) = Ix
=3x*—4x +1
A taxa de variacdo instantanea de m(x) em relagdo a x é dada por m’(x) ou,
. d?y
equivalentemente, por .
dx?
gy dty
m (X) = m
=6x—4
2
No ponto (2, 2), d’y 8.
dx?

A derivada segunda f” (x) é expressa em unidades de f’(x) por unidade de
X, ou seja, unidades de f(x) por unidade de x, por unidade de x. Por exemplo,
no movimento retilineo. Se f(¢) cm for a distancia de uma particula a origem
no instante f s, entdo f'(f) cm/s, serd a velocidade da particula no instante
tsef”(t) cm/s/s (centimetros por segundo por segundo) sera a taxa de varia-
¢do instantinea da velocidade no mesmo instante ¢ s. Em Fisica, a taxa de va-
riagdo instantdnea da velocidade é chamada de aceleragdo instantinea. Logo,
se uma particula estd se movendo ao longo de uma reta, de acordo com a equa-
¢do de movimento s = f{), onde a velocidade instantanea é dada por v cm/s
e a aceleracdo instantdnea é dada por a cm/s?, no instante ¢ s, entdo a serd a
derivada primeira de v em relagdo ao tempo ou, equivalentemente, a derivada
segunda de s em relacdo a ¢; isto é,

- g

dt

dv d*s
= — & g =

dt dr?

Quando a > 0, v é crescente e quando ¢ < 0, v é decrescente. Quando
a = 0, v ndo muda. Como a velocidade escalar de uma particula no instante
t é |v| cm/s, temos os seguintes resultados:

(i Sev > 0ea > 0, a velocidade escalar ¢ crescente.
(i) Se v > 0 e a < 0, a velocidade escalar ¢ decrescente.
(iii) Se v £ 0 e @ > 0, a velocidade escalar é decrescente.
(iv)Sev £ 0ea < 0, a velocidade escalar € crescente.
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» ILUSTRACAO1 Uma particula move-se ao longo de uma reta horizontal, de
acordo com a equagao

s=32—¢ 120 )
onde s cm ¢ a distancia da particula até a origem, decorridos ¢ s. Se v cm/s for

a velocidade instantinea em ¢ s, entdo v = % Logo,
v =6t — 3t? 2
- ~ dv .
Se a cm/s? for a aceleragdo em ¢ s, entdo a = 7R Assim,
a=6—06t 3)

Vamos determinar para quais valores de ¢ se anulam as quantidades s, v ou
a. De (1),

s =0 quando t = 0Oout =3
De (2),
v=0quando t = Qout = 2
De (3),
a =0 quando ¢t =1
Tabela 1
s v a Conclusdo

t=20 0 0 6 A particula estd na origem. A velocidade € zero e
esta crescendo. A velocidade escalar esta crescendo.

0tk + + + A particula estd a direita da origem, movendo-se pa-
ra a direita. A velocidade é crescente. A velocidade
escalar é crescente.

t =1 2 3 0 A particula estd a 2 cm a direita da origem,
movendo-se para a direita a 3 cm/s. A velocidade
néo estd mudando, bem como a velocidade escalar.

I <t<2 + + - A particula esta a direita da origem e estd movendo-
se para a direita. A velocidade é decrescente, bem
como a velocidade escalar.

t =2 4 0 —6 | A particula estd a 4 cm a direita da origem e estd
mudando da direita para a esquerda. A velocidade
¢é decrescente. A velocidade escalar é crescente.

2<t<3 + - - A particula est4 a direita da origem, movendo-se pa-
ra a esquerda. A velocidade é decrescente. A velo-
cidade escalar é crescente

t=3 0 -9 | —12 | A particula estd na origem, movendo-se para a es-
querda a 9 cm/s. A velocidade é decrescente. A ve-
locidade escalar é crescente.

3<t - - - A particula esta a esquerda da origem, movendo-se
para a esquerda. A velocidade € decrescente. A ve-
locidade escalar é crescente.
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Na Tabela 1 estdo valores de s, v e @ para f igual a 0, 1, 2 ¢ 3. Também estdo
indicados os sinais das quantidades s, v € @ nos intervalos de ¢, excluindo 0,
1, 2 e 3. Uma conclusdo é tirada relativa a posi¢do e a0 movimento da particula
para os varios valores de ¢.

Na Figura 1, o movimento da particula se faz ao longo de uma reta horizon-

tal e o comportamento do movimento estd indicado acima da reta. <4
r=3 .
< -
) t=2
+ 25 t=1
L L | | | |
1 [6) 1 2 3 4
FIGURA 1

EXEMPLO 4 Uma particula move-se ao longo de uma reta, de acordo com
a seguinte equacdo de movimento:
) 4t

s== ——
2 t+1

onde s cm ¢é a distdncia orientada da particula até a origem em ¢ s. Se v cm/s

for a velocidade instantinea em ¢ s e @ cm/s? for a aceleragdo em ¢ s, ache ¢,

sevquandoa = 0.

Solucdo
US U : T dt
e 4 _ 8
T+ 1)? (t+1)p
Tomando a = 0, teremos
(t+12—-38 _0
t+1°>
t+17°=8

dé onde vemos que o unico valor real de ¢ é obtido da raiz ctibica de 8; assim
sendo, £ + 1 = 2o0uf = 1. Quando ¢ = 1,

1 4-1 4

—(1)? + —— =14 —

;Wi T aTy

=2

S =

Njn

Portanto, a aceleragdo ¢ 0 no instante 1 s, quando a particula estd a £ cm da
origem, movendo-se para a direita com uma velocidade de 2 cm/s.

Uma particula movendo-se sobre uma reta tem um movimento harménico
simples se a medida de sua aceleragdo for sempre proporcional a medida de seu
deslocamento de um ponto fixo na reta e a aceleragdo e o deslocamento tiverem
sempre sentidos opostos.
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EXEMPLO 5 Mostre que se uma particula estiver se movendo ao longo de uma
reta, de acordo com a equagdo de movimento,
s = b sen(kt + 6) . @)

onde b, k e 8 sdo constantes ¢ s cm € a distdncia orientada da particula até a
origem em ¢ s, entdo o0 movimento sera harmdnico simples.

Solugdo Queremos mostrar que se @ cm/s? for a aceleragdo da particula
em ¢ s, entdo a serd proporcional a s e g € s terdo sinais opostos. Para determi-
nar g encontramos primeiro v, onde v cm/s € a velocidade da particulaem ¢ s.

_ds
YT
= b[cos(kt + 0)](k)
= bk cos(kt + 0)
_dv
Tdr
= bk [—sen(kt + 0)) (k)
= — bk? sen(kt + 6)

a

Substituindo (4) nessa igualdade, temos

a= —k2s

Como — k2 é uma constante, a é proporcional a s. Além disso, como —k? é
negativo, a ¢ s tém sentidos opostos. Logo, o movimento é harmdnico simples.

A derivada segunda ¢é aplicada ainda na constru¢do do grafico de uma fun-
¢do (Secgdo 4.5) e no teste da derivada segunda para extremos relativos (Sec¢do
4.6). Uma aplicagio importante das derivadas de ordem superior é no estudo
de séries infinitas, conforme mostra o Capitulo 13.

O exemplo a seguir ilustra como a derivada segunda é encontrada para fun-
¢Oes definidas implicitamente.

EXEMPLO 6 Dada
4x? + 9y? = 36

dy
dx?

ache por derivagdo implicita.

Solugéo Derivando implicitamente em relagdo a x, obtemos

d
8x + 18y%=0

dy —4x
- 9y | )
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d?y
_ ax?’
te que y é uma fungdo de x. Assim,

Para encontrar calculamos a derivada de um quociente téendo em men-

L, == (—an(s-2)
dx

4’y
dx* 81y?
Substituindo o valor de % de (5) nessa equacgio, obtemos.
—4x
dx? 81y?
_ —36y* — 16x*
- 81y3
=409y + 4x?)
81y°

Como qualquer valor de x e y satisfazendo essa equagio deve também satisfa-
zer a equagdo original, podemos substituir 92 + 4x2 por 36 e obter

d’y _ —406)
dx? 81y
__16
ST

EXERCICIOS 3.10

Nos Exercicios de 1 a 16 ache as derivadas primeira e segunda 2
da func¢do definida pela equagdo dada. 20. Ache f9(x) se f(0) = x -1

Lo f(x)=x% —2x + x 2. F(x) = 7x* — 8x2 21. Ache D/(2 tg 3x).

3. g(s) = 2s* — 45 + 75— | . Gy=t>—t*+1¢ ' d*

| 22. Ache e (3 sen? 2/).
5. F(x) = x2\/x — 5x 6. gr) = Jr + —
Jr 23. Ache fO(x) se f(x) = cos 2x — sen 2x.
7. fx)=Jx2+ 1 8. h(y)=Y2y*+5 d’u —
9. f(f) = 4 cos t? 10. g(t) = 2 sen? ¢ M. Ache avy E¥ T WY T 2
_ ' > 1
11. G(x) = cotg? x 12. f(x) = 2-Jx 25. Dada x2 + y? = 1, mostre que ); = ——.
v . N dx , y .
X2 26. Dada x? + 25y% = 100, mostre que = — .
13. g(x) = x;—m 14. g(x) = 2x — 3)’(x + 4)° g € ax 25y°
d?y —2x
3 3 _ ey _
15. f(x) = vhen x + 1 16. f(x) = sec 2x + tg 2x 27. Dada x* + y* = 1, mostre que 75~ = —5—
2

17. Ache D }(x* - 2x? 4 x - 5) 28. Dada x'? + y'/2 = 2, mostre que <2 = — .
18. Ache D (4t + 1). : wx &
0. Adh d* ( 3 ) _ 29. Dada x* + y* = a* (a é uma constante), ache dx}; na

. Ache— | —— ).

dx*\2x — 1) forma mais simples.
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dyy

30. Dada b%x2 — a?y? = a?b? (a e b sdo constantes), ache p

na forma mais simples.

31. Ache a inclinacdo da reta tangente em cada ponto do grafi-
codey = x* + x? — 3x2, onde a taxa de variagio da incli-
nagio é zero.

32. Ache a taxa de variagdo instantianea da inclinagdo da re-

" ta tangente ao grafico y = 2x? — 6x2 — x + 1 no ponto
3, -2).

Nos Exercicios 33 e 34, uma particula estd se movendo ao longo
de uma reta horizontal, de acordo com a equagdo dada, onde
S cm € a distdncia orientada da particula até a origem, v cm/s
é a velocidade da particula e a cm/s? é a aceleragdo da particu-
la no instante t s. Ache v e a em termos de t. Faga uma tabela
similar a Tabela 1 que dé uma descricdo da posicdo e movimen-
to da particula. Inclua na tabela os intervalos de tempo, onde
a particula estd se movendo para a direita e para a esquerda, on-
de a velocidade é crescente e decrescente, quando a velocidade
escalar é crescente e decrescente, e a posi¢do da particula com
relacdo a origem nesses intervalos. Mostre o comportamento do
movimento numa figura similar a Figura 1.

33.s=13—92 4+ 151,t >0 3. s=L3 -2+ 612,120

Nos Exercicios de 35 a 39, uma particula estd se movendo ao lon-
go de uma reta, de acordo com a equag¢do dada, onde s m é a
distdncia orientada entre a posi¢do da particula e a origem no
instante t s. Ache o instante em que a aceleracdo instantdnea é
zero e nesse instante determine a distdncia orientada a partir da
origem e a velocidade instantinea.

Bos=4-3+2t+1,t20
125 2
S=———————1
16¢+32 5
39, s =%32 4+ 21,1 >0

3. s=2t3—6t2+3t—4,t>20

38 s=92+2J2t+ 1,620

Nos Exercicios de 40 a 45, uma particula estd se movendo ao lon-
go de uma reta, de acordo com a equagcdo de movimento dada,
onde s cm é a distancia orientada entre a particula e a origem
no instante t s. Mostre que o movimento é harménico simples.

37.

1
o
-
v
o

40. s = A sen 2nkt + B cos 2nkt, onde A, B, e k sdo constantes.

41.s = b cos (kt + 0), onde b, k, e 8 sdo constantes.
42.5 = 6sen (t + ) + 4sen (t — +m)
43.'s = sen (61 — 4m) + sen (6 + +n)

8 cos® 6t — 4
S — 10 sen? 2t

4.5
45. s

Nos Exercicios de 46 a 49, ache as férmulas para f’'(x) e f” (x)
e estabeleca os dominios de f' e f”.

x? sex #0 —x? sex< 0
46. f(x) =+ |x| 47. f(x) = {xz € 0<x
0 sex=0
5
— sex#0
48, f(x) = x| 49. f(x) =X |x|
0 sex =0

50. Para a func¢io do Exercicio 48, ache f” (x) quando ela existir,

51. Para a func¢do do Exercicio 49, ache f” (x) quando ela exitir.

dy  d%

dx? dy?

53.Sef',g’,f" eg” existemese h = f o g, expresse h”(x) em
termos das derivadas de fe g.

54. Se f e g sdo duas fungGes, tais que suas derivadas primeira
e segunda existem e h é a funcgdo definida pela equagdo
h(x) = f{x) -+ g(x), prove que

h'(x) = f(x) - g"(x) + 2f"(x) - g'(x) + f"(x) - g(x)
55. Se y = x™, onde n é qualquer inteiro positivo, prove, por in-
n

. d
du¢do matematica, que LA n!

dx"
56. Se

§2. Mostre que se xy = 1, entdo

prove, por indugdo matematica, que
d"y 2"n!
- (1 _ 2x)n+l

dx"

57. Se k for um inteiro positivo qualquer, prove, por indugio
matematica, que

sen x sen = 4k
cosx sen =4k + 1
D,*(sen x) = -senx sen =4k + 2
—cosx sen=4k + 3

58. Obtenha uma férmula similar a do Exercicio 57 para
D/ (cos x).

EXERCICIOS DE REVISAO DO CAPITULO 3

Nos Exercicios de 1 a 16, ache a derivada da fungdo dada.
L f(x)=5x>—7x?+2x =3 2. g(x) = 5(x* + 3x7)

A x2 4 4 3
3. g(x)=7+? 4f(x)=F—F

x2—4x +4

6. G(x) = =3

5. F(x) = 2x'? — % x~?

7. G(t) = (3 — 446> + ¢ — 1)
8. f(x) = (x* — 2x)(4x? + 2x + 5)
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x3+1 VZ
9. = 10. h(y) = 4——
609 = 5 0. hy) = 5

1. f(s) = (25 — 3s + 7)* 12. F(x)=(4x*— 4x2 + 1)~ '3

3 2 4 10
13. f(x) = ’/x_J)-CTT 14. g(x) =< il )

xT+1
15. F(x)=(x*~1)*(x2 = 4)'2 16, g(x)=(x*—x)"¥5—x2)"!

Nos Exercicios de 17 a 24, calcule a derivada indicada.

17. D.[(x + I)senx — x cos x] 18. D,(tg? 3r)

19, — <x tg ——> 20. D,(sen? 3t/cos 2¢)
dx X
d (sec®t d [1+ senx
2l — | — 2.
dt<1+t2> dx< X COos X )
23. D, [sen(cos 3w)—3 cos? 2w] 24. D(tg? x - sec x)
dy

" Nos Exercicios de 25 a 34, ache -

26. y=1+x+1 —x

28, xy? +2y> =x — 2y

25. 4x2 4+ 4y — P =0

27, y=
x —

>

x*—1
30. X33 4 3 = o213

_ X3 + 2x

29. sen(x + y) +sen(x — y) = 1

3Ly=x2+[*+x*+x)?P 32y
y=xt+ [+ ( <) Y 4x —1
3B.tgx +tgy = xy 34. sec(x + y) —sec(x — y) =1
35. Ache as equagdes das retas tangentes a curva
¥ = 2x3 + 4x? - x que tém inclinagdo 5.
36. Ache uma equagdo daretanormalacurvax — y = /x + y
no ponto (3, 1).
37. Ache as equagdes das retas tangente ¢ normal a curva
2x* + 2y* — 9xy = 0 no ponto (2, 1).
38. Ache as equagdes das retas tangente € normal a curva
» = 8 sen’ 2x no ponto (757, 1).
39. Prove que a reta tangente 4 curvay = —x* + 2x2 + xno
ponto (1, 2) é também tangente & curva em um outro ponto
e determine esse ponto.
40. Prove que as retas tangentes as curvas
4y —x’y—x+5y=0 e x*—4y’+5x+y=0
na origem s3o perpendiculares.
dy
41. Encontre i sey = 3 ~ 2x.
' dy X . N
42, Dada ax »*, onde k € uma constante e y, uma func¢io
3
de x, expresse a3 em termos de y e k.
43. Dada f{x) = 5x* + 2x3 + 2x2 + 8x + 2. Para que va-
lores de x f"(x) > 0?
44. Mostre que se xy = k, onde k € uma constante ndo-nula,
enta d*y d*x 4
ntao —5 - — = —.
dx® dy* k

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.
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Uma particula se movimenta sobre uma reta horizontal se-
gundo a equagdo s = #3 — 1142 + 24¢ + 100, onde s cm
¢ a distdncia orientada da particula até a origem no instante
t s. (a) A particula esta no ponto inicial quando ¢ = 0. Para
que outros valores de ¢ a particula estara de novo no ponto
inicial? (b) Determine a velocidade da particula em cada ins-
tante em que ela estiver no ponto inicial e interprete o sinal
da velocidade em cada caso.

Uma particula se movimenta sobre uma reta horizontal, de
acordo com a equagdo s = 3 —3¢2 — 9¢ + 2, onde s cm
¢ a distancia orientada da particula a partir de um ponto O
em ¢ s. O sentido positivo do movimento é para a direita.
Determine os intervalos de tempo nos quais a particula se
move para a direita e para a esquerda. Determine também
quando a particula inverte o sentido de seu movimento na
reta. Mostre o comportamento do movimento como uma fi-
gura e escolha valores de ¢ ao acaso, mas inclua os valores
de ¢ nos quais a particula inverte o sentido do seu movimento.
Uma particula move-se ao longo de uma reta segundo a equa-
¢dos = 5 — 2 cos? t, onde s cm € a distancia orientada da
particula até a origem em ¢ s. Se v cm/s ¢ @ cm/s? forem,
respectivamente, a velocidade e a aceleragdo da particula em
t s, ache v € @ em termos de s. '

Um objeto estd escorregando por um plano inclinado de acor-
do com a equagdo s = 12¢2 + 6¢, onde s m é a distancia
orientada do objeto até o topo do plano, apds ¢ s do inicio
do movimento. (a) Ache a velocidade aos 3 s. (b) Ache a ve-
locidade inicial.

Uma bola ¢ atirada para cima do topo de um prédio com 112 m
de altura. Sua equagdo de movimento é s = — 162 + 96¢,
onde s m ¢ a distancia orientada da bola ao ponto de parti-
da, apos ¢ s. Ache (a) a velocidade instantanea da bola apds
2's; (b) qual a altura méaxima atingida pela bola? (c) Quanto
tempo levara para a bola atingir o solo? (d) Ache a velocida-
de instantinea da bola ao atingir o solo.

A lei de Stefan afirma que um corpo emite energia radian-
te, de acordo com a formula R = kT*, onde R é a medida
da taxa de emissdo da energia radiante por unidade quadra-
da de drea, 7 ¢ a medida Kelvin da temperatura da superficie
e k é uma constante. Ache (a) a taxa média de variacdo de
R em relacdo a T quando T passa de 200 a 300; (b) a taxa
de variagdo instantanea de R em relagdo a 7, quando T é 200.

Se A unidades quadradas for a drea de um tridngulo retangulo
isOsceles cujos catetos tém x unidades de comprimento, ache
(a) a taxa média de variagdo de 4 em relagdo a x quando
x varia de 8,00 para 8,01; (b) a taxa de variacio instantanea
de A em relagdo a x,quando x é 8,00.

Se y = x¥3, ache a taxa relativa de variacdo de y em rela-
¢do a xquando (a) x = 8 e (b) x = ¢, onde ¢ é uma constante.
A equacdo de oferta de uma calculadora é y = m? + m,
onde 100y calculadoras sdo fornecidas quando o prego de ca-
da calculadora for m. Ache (a) a taxa média de variagdo da
oferta em relagdo ao prego quando ele passa de $ 16 para
$ 17; (b) a taxa de variacdo instantinea (ou marginal) da ofer-
ta em relagdo ao prego, quando ele é $16.-
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54. Use a definicdo de derivada para encontrar f’(x), se
f(x) =3x% —5x + 1.

55. Use a deﬁmgao de derivada para encontrar f '(-5), se
f9 = x+2

56. Use a defini¢do de derivada para encontrar f'(5), se

A Derivada e a Derivagao

quer época é uma fungdo do nimero de peixes pequenos
no lago, naquele periodo de tempo. Suponha que quando hd
x peixes pequenos no lago, a populagdo de predatores € y e
y= %xz + 80. Se a temporada de pesca terminou / semanas
atras, x = 8¢ + 90. A que taxa a populagdo do peixe preda-
dor estara crescendo 9 semanas apds o término da tempora-

f(x)=+/3x + 1. - da de pesca? Néo expresse y em termos de 7, mas use a regra
57. Use a defini¢do de derivada para encontrar f'(x), se da cadeia.
f(x) =+/4x — 3. ) 72. A equagdo de demanda para uma barra de chocolate €

58. Ache f”(x) se fix) = 3 sen’?x — 4 cos? x
59. Ache f”(m) se flx) = +/2 + cos x.

px + x + 20p = 3000
onde 1.000x barras sio demandadas por semana quahdo P

60. Ache f'(—3) se fiIx) = (|x| — x)/Ox. centavos é o prego por unidade. Se o prego atual de cada barra
61. Ache f'(x) se ix) = (|x + 1| ~ |x|) for 49 centavos e estiver aumentando & taxa de 0,2 centavos
62. Dada por semana, ache a taxa de variagdo na demanda.
16 4 73. Uma particula move-se ao longo de uma reta, €
se x <
Slx )—{ 12 sed<x s = sen(4t + +m) + sen(dt + &7)

(a) Faga um esbogo do grafico de f. (b) Determine se fé con-

tinua em 4. (c) Determine se f é derivavel em 4.
63. Dada

x2 +2
fx)= {20 2

se x< 3
se3<x

(a) Faga um esbog¢o do grifico de f. (b) Determine se f € con-

tinua em 3. (c) Determine se f é derivdvel em 3.

64. O teorema do resto em Algebra Elementar afirma que, se P(x)
¢ um polindmo em x e r é um numero real qualquer, entdo

o) (x — ) + P().

existe um polinémio Q(x), tal que P(x) =
Qual é o }i_rpr ox)?
65. Dada f(x) =
Ache lin% f(x), se existir. (c) Ache f’(0) se existir.
X =

66. Dada f(x) =
nua em seu dominio?

|x|3. (a) Faga um esbogo do grafico de f. (b)

x? sgn x. (a) Onde f é derivavel? (b) f* é conti-

74

.

75.

76.

1.

onde s m ¢ a distancia da particula até a origem no instante
t s. Prove que o movimento é harmdnico simples.

Se a equagdo do movimento é s = cos 2¢ + 2 sen 2¢, prove
que o movimento é harmdnico simples.

Se uma particula se move ao longo de uma reta e

s = cos 2t + cos ¢, prove que 0 movimento ndo ¢ harmoni-
co simples.

Uma particula move-se numa reta, de acordo com a equagdo
s = «Ja + bt? onde a e b s3o constantes positivas. Prove
que a medida da aceleragdo é inversamente proporcional a
s3 para todo ¢.

Um navio deixa um porto ao meio-dia e desloca-se para o
oeste com a velocidade de 20 nés (um n6 é uma milha néuti-
ca por hora e 1 milha ndutica equivale a aproximadamente
2 km). Ao meio-dia do dia seguinte um segundo navio deixa
0 mesmo porto e viaja para o noroeste a 15 nés. Com que
velocidade os navios se separam quando o segundo navio per-
correu 90 milhas nauticas?

67. Dada ‘ : . .
2. p 1 78. Um reservatério tem 80 m de comprimento e sua sec¢do trans-
‘ X" +0 sexs< versal é um trapézio isésceles com lados iguais de 10 m, uma
S =41 se ! < x base superior de 17 m e uma base inferior de 5 m. Quando

||
_Ache os valores de a e b, tais que f’(1) exista.
68. Suponha que

3 sex <1
16 = {av +bx+c selg

Ache os valores de a, b e c, tais que f” (1) exista.

79.

a dgua tiver 5 m de profundidade, ache a taxa segundo a qual
estara escoando, se o nivel de 4gua estiver abaixando a uma
taxa de 0,1 m/h.

Um funil na forma de um cone tem 10 cm de didmetro do
topo e 8 cm de profundidade. A 4gua estd fluindo dentro do
funil, a uma taxa de 12 cm¥/s e para fora do funil, a uma
taxa de 4 cm3/s. Com que velocidade o nivel de dgua estard

69. Se C(x) for a quantia em dinheiro correspondente ao custo subindo, quando a profundidade for de 5 cm?

total da fabricacdo de x cadeiras e C(x) = x* + 40x + 800,
ache (a) a funcgdo custo marginal; (b) o custo marginal quan-
do 20 cadeiras sdo fabricadas, (c) o custo real da fabricacido
da vigésima primeira cadeira.

70. O rendimento total recebido da venda de x lampadas é R(x)

e R(x) = 100x — +x2. Ache (a) a fungdo rendimento mar-
ginal; (b) o rendimento marginal quando x = 15; (c) o rén-
dimento real da venda da décima sexta lampada.

71. Em um lago grande, um peixe predador. alimenta-se de

um peixe menor e a populagio de predadores em qual-

80.

81.

Quando o iltimo vagdo de um trem passa por baixo de um
viaduto, um automével cruza o viaduto numa rodovia per-
pendicular aos trilhos € 30 m acima deles. O trem estd a
80 m/s, enquanto que o automdvel esta a 40 m/s. Com que
velocidade se afastam um do outro apds 2 s?

Um homem com 1,80 m de altura caminha em diregdo a um
edificio com uma velocidade de 1,20 m/s. H4 um ponto de

"luz no chio a 12 m do edificio. Com que velocidade diminui

a sombra do homem no edificio, quando ele estd a 9 m do
edificio?



82.

83.

84.

8s.

86.

87.

88.

Exercicios de Revisdo do Capitulo 3

Uma queimadura na pele de uma pessoa tem a forma circu-
lar. Se o raio da queimadura estiver diminuindo a taxa de
0,05 cm por dia quando ela tem 1,0 cm, qual serd a taxa de
diminui¢do da 4rea da queimadura naquele instante?
Suponha que f(x) = 3x + |x| eg(x) = 2x — 4|x|. Prove
que nem f”(0), nem g’(0) existem, mas que (fog)’(0) existe.
D& um exemplo de duas fungbes f e g para as quais f é deri-
vavel, em g(0), g ndo é derivavel em 0 e fo g é derivavel em 0.
D€ um exemplo de duas fungdes f e g, tais que f ndo seja
derivavel em g(0), g seja derivavel em 0 e Jfo g seja derivavel
em 0.

No Exercicio 59 dos Exercicios 3.1, prove que se f for deri-
vavel em a, entdo

fla+ Ax) — f(a — Ax)
- 2Ax

f(a@) = lim

Ax—0

Mostre, usando a fungéo valor absoluto, que é possivel exis-
tir o limite acima, mesmo que f’(a) ndo exista.

Se f(x,) existir, prove que
- lim M = f(x,) — x, f(x,)
x=xq X — X4

Sejam fe g fungGes cujos dominios sdo o conjunto de todos
os nimeros reais. Além disso, suponha que
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@ 9x) = xfIx) + 1; (i) 9(a + b) = g(a) - 9(b) para todo
a e b; (iii) }in}) f(x) = 1. Prove que g’'(x) = g(x).

89. Se duas fungGes, f e g forem derivdveis num nimero x,, a

fungdo composta f o g serd, necessariamente, derivavel em
x;? Se sua resposta for afirmativa, prove-a. Se a resposta for
negativa, dé um contra-exemplo.

90. Suponha que g(x) = |f(x)|. Se f(x) existir e f(x) # 0, pro-

ve que

ey — T
g"(x) 1700 SAx)

91. Prove que D(sen x) = sen(x + %mt). (Sugestdo: use a in-

dugdo matematica e as férmulas sen(x + —;—u) = cOS X ou

cos(x + %1:) = —sen x apOs cada derivag¢do.)
92. Suponha que a fung¢do f seja definida no intervalo aberto
(0) l) €
sen 1x
Sx) = r—

Defina fem O e 1, de tal forma que f seja continua no inter-
valo fechado [0, 1].
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A interpretagdo da derivada como a inclinagdo de uma reta tangente fornece-
nos informagdes sobre o comportamento das fungdes, € assim, ela € usada em
técnicas de graficos de fungdes. As Sec¢des 4.1 e 4.4-4.7 tratam dessa aplica-
¢do. Na Seccdo 4.1, definimos valores extremos de fun¢ées que sdo utilizados
nas Secgdes 4.2 e 4.8 para resolver problemas envolvendo maximos e minimos.
Por exemplo, determinamos a maior viga retangular que pode ser cortada de
uma dada tora cilindrica, bem como as dimensdes de uma caixa que requer a
quantia minima de material para um volume especifico.

Um dos teoremas mais importantes em Calculo é o teorema do valor médio,
discutido na Secgiio 4.3. E usado para provar muitos teoremas de Calculo Dife-

- . . . - . e e
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rencial e Integral, bem como em outros assuntos, como a andlise numérica. Na
Secc¢do 4.9 introduzimos o conceito de diferencial. A Secgdo Suplementar 4.10
é dedicada ao Método de Newton, uma aplicagdo da derivada a processos nu-
méricos para arredondar solugdes de equagdes.

4.1 VALOR FUNCIONAL
MAXIMO E MiNIMO

|
|
|
|
|
|
f

4.1.1 DEFINICAO

4.1.2 DEFINICAO

a

FIGURA 1

afb_

o b—————

Vimos que a interpretacdo geométrica de derivada de uma fungdo ¢ a inclina-
¢do da reta tangente ao grafico da fun¢do em um ponto. Esse fato possibilita-
nos aplicar derivadas como recurso auxiliar no esbogo de graficos. Por exem-
plo, podemos usar a derivada para determinar os pontos onde a reta tangente
é horizontal; esses sdo os pontos onde a derivada é zero. A derivada também
pode ser usada para encontrarmos os intervalos nos quais a fungdo esta acima
ou abaixo da reta tangente. Antes de empregar a derivada para fazer esbogos
de graficos, precisamos de algumas defini¢Ges ¢ teoremas.

A fungio f terd um valor méximo relativo em c se existir um intervalo aberto
contendo ¢, no qual f(x) esteja definida, tal que f{c)>f(x) para todo x nesse
intervalo. , Loy -y

As Figuras 1 e 2 mostram o esbogo de parte do grafico de uma fungéo, tendo
um valor maximo relativo em c.

A fungdo f terd um valor minimo relatiy;)‘em C se existir um-iiﬁérvalo aber’:{t';b
contendo ¢, no qual f(x) esteja definida, tal que f(c) < f(x) para todo x nesse
intervalo. ‘

>

|
|
|
|
|
|
|
!
|
!
|

|
|
:
|
!
|
I

|
|
|
|
I
|
|
I
X
b

A b ————
[ Y U,
A f——_——

|
|
|
|
i
|
Lsx

A l———————

b a

a

FIGURA 2 FIGURA 3 FIGURA 4

4.1.3 TEOREMA

As Figuras 3 e 4 mostram o esbogo de parte do grafico de uma fungdo, tendo
um valor minimo relativo em c.

Se a fungdo f tiver um maximo relativo em ¢ ou um minimo relativo, entdo
dizemos que f tem um extremo relativo em c.

O seguinte teorema sera usado para localizar os valores possiveis de ¢ para
os quais existe um extremo relativo.

Se f(x) foi definida para todos os valores de x no intervalo aberto (a, b) e se

ftiver um extremo relativo em ¢, onde @ < ¢ < b, entdo f'(c) = 0, se f’(c) existir.

A interpretacdo geométrica desse teorema é que se f tiver um extremo relati-
vo em c, € se f’(c) existir, entdo o grafico de f precisara ter uma reta tangente
horizontal no ponto onde x = c.
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Para demonstrar o Teorema 4.1.3, usamos os Teoremas 2.10.3 e 2.10.4. Se-
ria util que vocé consultasse esses teoremas, bem como as Ilustragdes 3 e 4 da
Sec¢do Suplementar 2.10 que apresentam suas respectivas interpretagdes geo-
métricas.

Prova do Teorema 4.1.3 A demonstragdo sera dada para o caso em que f tem
um valor minimo relativo em c.

Se f’ (x) existir, entdo
7@ = tim /0=

X

1)
Como f tem um valor minimo relativo em ¢, pela Defini¢do 4.1.2 existe um
8 > 0 tal que
se0 < |x —c|] < 8,entdo fix) — fix) = 0
Se x tende a c pela direita, x — ¢ > 0; logo
S&x) - Ao)
x —

se0 < x — ¢ < §, entdo =0

Pelo Teorema 2.10.4, se o limite existir,

G (O] (C)

2
.vc—'c+ X —=cC ( )
Da mesma forma, se x tende a c¢ pela esquerda, x — ¢ < 0 e, portanto,
se—6<x—c<0,entéoM<0
. X —-cC
assim, pelo Teorema 2.10.3, se o limite existir,
fim T8 =S _ g o

x—c™ X —C

Como f’(c) existe, os limites nas desigualdades (2) e (3) tém que ser iguais
a f’(c). Assim, de (2),

=20
e de (3),

J<0

Como ambas as desigualdades sdo verdadeiras, concluimos que
Sc)=

que era o que queriamos provar.
A demonstragéo no caso em que ftem um valor maximo relativo em c é simi-
lar e sera proposta como um exercicio (veja o Exercicio 59). n

Se f for uma fungéo derivavel em um intervalo aberto (a, b), entdo os unicos
valores possiveis de x para os quais f pode ter um extremo relativo sdo aqueles
em que f”(x) = 0; no entanto, f’(x) pode ser igual a zero para um valor especi-
fico de x, sem que f possua um extremo relativo neste ponto. Em outras pala-
vras, para fun¢bes derivaveis em um intervalo (a, b), a anulagdo da derivada
em um ponto ¢ é condicdo necessdria mas ndo suficiente para que ¢ seja um
extremo relativo, e essa afirmagdo serd comprovada pela ilustragido a seguir.
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¥ » ILUSTRACAO 1 Consideremos a fungio f definida por
- i) = (= 1

Um esbogo do gréfico dessa fungdo estd na Figura 5. f'(x) = 3(x — 1) e as-

im f’(1) = 0. Mas, <0 < lef(x) > 0sex > 1. Assim, f ndo tem
) sim f'(1) as, f(x) se x e f(x) f

o um extremo relativo em 1. _ |
l“ Uma fungio f pode ter um extremo relativo num nimero e f* pode ndo exis-
tir para este nimero. Isso é mostrado na Ilustracédo 2.
FIGURA 5 ‘
» ILUSTRACAO 2 Seja f a fungdo definida por
2x —1 sex <3
fx) =
8—x seld<x
! Um esbogo do grafico dessa funcdo estd na Figura 6. A fung¢do ftem um va-
— lor méximo relativo em 3. A derivada a esquerda em 3 é dada por f/_(3) = 2,
— enquanto que a derivada a direita de 3 é dada por /',(3) = —1. Concluimqs,
- entio, que f'(3) ndo existe. |
Ll L [ A Tlustragdo 2 demonstra por que a condigdo ‘‘f’(c) existe’’ deve ser inclul'_da
N nas hipéteses do Teorema 4.1.3.
- E possivel que uma fungdo f possa ser definida num nimero ¢, onde f'(c)
""" 130 exista e ainda f pode ndo ter um extremo relativo nesse numero. Tal fungdo
FIGURA 6 . sera ilustrada agora.

> ILUSTRACAO 3 Seja a fungdo f definida por
flx)=x'3

v O dominio de f é o conjunto de todos nimeros reais.

1
xX) ===+ x#0
wllxluux S =355 sex#

2

Além disso, f’(0) ndo existe. A Figura 7 mostra um esbogo do grafico de f. A A
FIGURA 7 funcdo nido tem extremos relativos. |

Em suma, se uma fung¢do f estd definida em um nimero ¢, uma condi¢do
necessaria a existéncia de um extremo relativo para fé que f'(c) = 0 ou f'(¢c)
ndo exista. Porém, essa condi¢do niao € suficiente.

4.1.4 DEFINICAO | Se ¢ for um nimero no dominio da fungéo Sfese f'(c) = 0ou f'(c) ndo existir,
entdo ¢ sera chamado de mimero critico de f.

Dessa defini¢do e da discussdo anterior, uma condi¢do necessaria (mas ndo
suficiente) a existéncia de um extremo relativo em ¢ é que ¢ seja um nimero
critico.

EXEMPLO 1 Ache os numeros criticos da fungéo f definida por

Flx) = x*3 4 4x113



220

4.1.5 DEFINICAO

4.1.6 DEFINICAO
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Solugédo
J(x) = 4x1/3  $x 23
=%4x"2B(x + 1)
_4x+ 1)
- 3x2/3

Quando x = —1, f'(x) = 0 e quando x = 0, f'(x) ndo existe. Ambos —1 ¢
0 estdo no dominio de f; logo, os pontos criticos de fsdo —1 ¢ 0.

EXEMPLO 2 Ache os numeros criticos da fung¢do g definida por
g(x) = sen x cos x
Solugédo Como sen 2x = 2 sen X COs X,
g(x) = 3 sen 2x
g'(x) = 3(cos 2x)2
= COS 2Xx

Desde que g’ (x) exista para todo x, os inicos niimeros criticos sdo aqueles para
os quais g’(x) = 0. Como cos 2x = 0, quando

2x = +® + kn  onde k é um inteiro qualquer

os numeros criticos de g sd0 + n + + k=, onde k é um inteiro qualquer.

Um problema freqiiente refere-se a uma fun¢do dada num certo intervalo,
onde queremos encontrar o0 maior ou o menor valor da func¢io. Esses intervalos
podem ser fechados, abertos ou fechados num extremo e abertos no outro. O
maior valor da fungdo no intervalo é chamado de valor mdximo absoluto e o
menor valor da fungédo no intervalo é chamado de valor minimo absoluto. A
seguir, sdo dadas as defini¢bes precisas.

A fung@o fterd um valor mdximo absoluto num intervalo, se existir algum nu-

“mero ¢ no intervalo, tal que f(c) > f(x) para todo x no intervalo. Em tal caso,

J(c) sera o valor maximo absoluto de f no intervalo.

A fungdo fterd um valor minimo absoluto num intervalo, se existir algum nu-
mero ¢ no intervalo, tal que f(c) < f(x) para todo x no intervalo. Em tal caso,
JS(c) sera o valor minimo absoluto de f no intervalo.

Um extremo absoluto de uma fun¢do num intervalo é um valor maximo ab-
soluto ou um valor minimo absoluto da fun¢do no intervalo. Uma fungio pode
ou ndo ter um extremo absoluto num intervalo dado. Em cada uma das ilustra-
¢bes a seguir, uma fungdo e um intervalo sdo dados e determinamos os extre-
mos absolutos da fun¢do no intervalo, quando existirem.

» ILUSTRAGAO 4 Suponha que f seja a funcao definida por

f(x) =2x
Um esbogo do grafico de fem [1, 4) estd na Figura 8. A funcio ftem um valor
minimo absoluto de 2 em [1, 4). Ndo hd valor maximo absoluto de fem [1, 4),
pois lim f(x) = 8, mas f(x) é sempre menor do que 8 no intervalo dado. «

x—=4"
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» ILUSTRACAO 5 Consideremos a fungio definida por
fo) = —x? |

Um esbogo do grafico de fem (- 3, 2] estd na Figura 9. A fun¢io ftem um
valor maximo absoluto de 0 em (— 3, 2]. Ndo h4 valor minimo absoluto de f
em(—3,2],pois lim f(x) = —9, masf(x)ésempre maior do que —9 no inter-

Xx- =3

valo dado. ' |

» ILUSTRAGAO 6 A funcdo f definida por

X

f(x)zl_xz

néo possui nem valor maximo absoluto nem valor minimo absoluto em (-1, 1).

Um esbogo do grafico de fem (-1, 1) estd na Figura 10. Observe que

lim f(x) = + - 4

x—=1-

lim f(x) = — o0

x—»—1+

» ILUSTRAGCAO 7 Seja f a funcdo definida por

x+ 1 sex <1
x2—6x+7 sel <x

f(X)={

Um esbogo do grafico de fem [ -5, 4] est4 na Figura 11. O valor maximo abso-

-luto de fem [-S5, 4] ocorre em 1 e f(1) = 2; o valor minimo absoluto de f

em [—5, 4] ocorre em —5 e f(—5) = —4. Note que f tem um valor maximo
relativo em 1 e um valor minimo relativo em 3. Observe também que 1 é um
nimero critico de f, pois f’(1) ndo existe e 3 € um nimero critico de f, j4 que

f3) =0. : . <
Yy
__(1,2)
| / 1 W R

o (4, —1)
)

(=5, —4) B

FIGURA 11

» ILUSTRAGAO 8 A funcdo f definida por

X)) =

o) = —

ndo possui nem valor maximo nem valor minimo absolutos em [1, 5]. Veja,

na Figura 12, um esbogo do grafico de f. Como Lm f(x) = - oo, entdo,
x-3"

J(x) pode se tornar menor*do que qlialquer nlimero negativo, quando tomamos
3 — x> 0, emenor do que um § > 0 adequado. Da mesma forma, lim f(x) =

x -3
= + co; assim, f(x) pode se tornar maior do que qualquer mimero positivo,
quando tomamos x-— 3 > 0 ¢ menor do que um § > 0 adequado. |
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FIGURA 13

4.1.9 TEOREMA
Teorema do Valor Extremo

4.1.7 DEFINICAO

4.1.8 DEFINICAO

Valores Extremos das Fungdes, Técnicas de Construgdo de Gréficos e a Diferencial

Podemos falar de um extremo absoluto de uma fungdo, mesmo que no seja
especificado o intervalo. Em tal caso, estamos nos referindo ao extremo abso-
luto da fung¢do em todo o seu dominio.

f(c) serd o valor mdximo absoluto da fungdo f se ¢ estiver no dominio de fe
se f(¢) > f(x) para todos os valores de x no dominio de f.

f(c) sera o valor minimo. absoluto da fungdo f se ¢ estiver no dominio de f.e

se f(¢) < f(x) para todos os valores de x no dominio de f.

3

» ILUSTRACAO 9 O grafico da fungdo f definida por
f(x)=x?>—4x + 8

¢ uma parabola e o seu esbo¢o esta na Figura 13. O ponto mais baixo da para-
bola estd em (2, 4) e a parabola abre-se para cima. A fun¢do tem um valor mi-
nimo absoluto de 4 em 2. No hd valor maximo absoluto de f. <

Consultando as Ilustragdes 4-9, vemos que o unico caso no qual existem am-
bos os valores absolutos maximo e minimo da fungdo € na Ilustracdo 7, onde
a fung¢do ¢ continua no intervalo fechado [— 5, 4]. Nas demais ilustra¢des, ndo
temos um intervalo fechado, ou ndo temos uma fungdo continua. Se uma fun-
¢do for continua num intervalo fechado, hd um teorema, conhecido como teo-
rema do valor extremo, o qual assegura que a fungdo tem ambos os valores mé- .
ximo e minimo absolutos no intervalo. A demonstragdo desse teorema foge ao
contexto deste livro. Vocé podera encontra-la num texto de Calculo Avangado.

‘Se a fungio f for continua no intervalo fechado [a, b], entdo f terd um valor
maximo absoluto e um valor minimo absoluto em [a, b].

FIGURA 14

A —_—_—————

——————

[y

O Teorema 4.1.9 assegura que a continuidade de uma fungdo em um interva-
lo fechado ¢ condi¢do suficiente para garantir que a fungéo tenha no intervalo
ambos os valores, maximo e minimo, absolutos. A condi¢do, contudo, néo ¢
necessaria. Por exemplo, a fungdo cujo grafico estd na Figura 14 tem um valor
maximo absoluto em x = ¢ ¢ um valor minimo absoluto em x = d e, no entan-
to, ela é descontinua no intervalo aberto (—1, 1).

Um extremo absoluto de uma func¢ido continua num intervalo fechado deve
ser um extremo relativo, ou um valor de fun¢do num extremo do intervalo. Co-
mo uma condi¢dio necessaria para que uma fungdo tenha um extremo relativo
num ndmero ¢ é que ¢ seja um nimero critico, o valor méximo absoluto ¢ o
valor minimo absoluto de uma fungdo continua f num intervalo fechado [a, b]
podem ser determinados pelo seguinte procedimento:

1. Ache os valores da fun¢ido nos nimeros criticos de f em (a, b).
2. Ache os valores de f(a) e f(b).

3. O maior dentre os valores das etapas 1 e 2 serd o valor maximo absoluto
e o menor sera o valor minimo. absoluto.




Tabela 1

x -2 -1 R

S | -1 2 H i
Y

(—1,2)

[
N
N

)

3
N
N

FIGURA 15

Tabela 2

X 1

5
|1 0 3P

OI 1 2 5
FIGURA 16
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EXEMPLO 3 Ache os extremos absolutos de Sfem [-2, 1] se

fO)=x*+x2—x+1

Solugédo Como f é continua em [—2, +], o teorema do valor extremo pode
ser aplicado. Para achar os nimeros criticos de f, calculamos primeiro f*:

f(x)=3x*+2x —1

.Como [’ (x) existe para todos os nimeros reais, os 1inicos nimeros criticos de

[ serdo os valores de x para os quais f'(x) = 0. Vamos tomar f'(x) = 0.
Bx-Hx+1)=0
x=1 x=—1

Os numeros criticos de f'sdo —1 e + e cada um deles estd no intervalo fe-

chado [—2, 5]. Os valores da fungdo nos mimeros criticos € nos extremos do

intervalo sio dados na Tabela 1.

O valor médximo absoluto de fem [ -2, %]‘ ¢, portanto, 2, 0 que ocorre em
—1, e o valor minimo absoluto de fem [— 2,51 é -1, que ocorre no extremo
esquerdo —2. A Figura 15 mostra um esbogo do grafico de fem [-2, 4]

EXEMPLO 4 Ache os extremos absolutos de fem [1, 5} se
S0 = (x =2

Solugédo Como f ¢ continua em [1, 5], o teorema do valor extremo pode
ser aplicado '

., 2

10 = 35—
Nio existe valor de x para a qual f'(x) = 0. Mas, como f’(x) ndo existe em
2, concluimos que 2 é um ndmero critico de f; assim, os extremos absolutos
ocorrem em 2 ou num dos extremos do intervalo. Os valores da fun¢do nesses
nimeros estdo na Tabela 2. -

Da tabela, concluimos que o valor minimo absoluto de fem [1, 5] é 0, ocor-
rendo em 2, e o valor maximo absoluto de fem [1, 5].é /9, ocorrendo em 5.
Um esbog¢o do grifico dessa fungdo em [1, 5] esta na Figura 16.

EXERCICIOS 4.1

Nos Exercicios de 1 a 20, ache os niimeros criticos da fungdo dada.

1 f(x) = x>+ 7x? — 5x
2. g(x) =2x* —2x* — 16x + 1
3 /(x) = x* + 4x3 — 2x2 — 12x

4. f(x) = x713 4 xH3 — 3513
5. g(x) = x%5 — 12x'/3
6. f(x) = x* + 11x® + 34x2 + 15x — 2
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7. f(t) = (2 — 43 8. f(x)=(x>—3x? +4)'3

9. h(x) = ’; : 3 10. f(t) = 5% — 323
x+1
. p—a 1 . = ——-—m--u
. f6)=—5—5 2. f(x) ¥ _5<ta

13. f(x) = sen® 3x

15. g(t) = sen 2t cos 2t

17. f(x) = tg? 4x

19. G(x) = (x — 2)%(x + 1)2

14. f(z) = cos? 4z

16. f(x) =sen 2x + cos 2x
18. g(x) = sec? 3x

20. F(x) = (5 + x32 — x)?

Nos Exercicios de 21 a 40, ache os extremos absolutos da funcdo
dada no intervalo indicado, se existirem, e determine os valores
de x nos quais ocorrem os extremos absolutos. Faga um esbogo
do grdfico da fungdo no intervalo.

21. f(x) =4 —3x; (—1,2]
22. f(x) = x? — 2x + 4; (— 0, + 0)

1 1
23. () = — [~2,3] 24. (9= [2.3)

26. G(x) = —3senx; [0, 2m)
28. f(x) = VA& — x%; (=2, 2)

30. g(x) = 53‘—- (=3,2)

25. f(x) =2cos x; [—3m, 4n)

27. f(x) =3+ x[—3, +0)
4

31. F(x) = |x — 4] + 1; (0, 6)

32 f(x) = |4 — x?|; (— 0, +0)

33. g(x) = V4 + 7x; [0, 3)

34. F(x) = U(x) — U(x — 1) onde U(x) = {0 sex < 0};(4, 1)

1 se0<gx
2 sex#5
35. f(x) = {x —5 ¢X }; [3,5]

2 sex =3

_—xz’
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x4+ 1| sex # —1
36. f(x)={|3 I cex = —1

37, f(x) = x ~ [x]; (1, 3)
39. g(x) = sec 3x; [ —&n, in]

};[—2, 1]

38. h(x)=2x+[[2x— 1]; {1, 2]
40. f(x) = tg 2x; [—4n, 7]

Nos Exercicios de 41 a 58, ache o valor mdximo absoluto e o
valor minimo absoluto da fun¢do dada no intervalo indicado pelo
método usado nos Exemplos 3 e 4 desta sec¢do. Faca um esbogo
do grdfico da fung¢do no intervalo.

41, g(x) = x> + 5x - 4; [ -3, —1]
42. f(x) = x> + 3x2 — 9x; [ —4, 4]

43. f(x) = x* — 8x? + 16; [—4,0]

44. f(x) = x* - 8x* +16; [ -3, 2]

45. f(x) = x* — 8x2 + 16; [0, 3]

46. g(x) = x* — 8x* + 16; [—1, 4]

47. f(t) =2sent; [—m, «] 48. f(w) = 3 cos 2w; [in, 3n]
49. f(x) = § cosec 2x; [ —4m, §n] 50. h(x) = 2 sec 3x; [ —4m, 4]

SL W= (12 82 [ =[5,
53, () = 205 [0,1]

seso= {0 L5 e
5.70=10 5 krenss P

N

_[A4—(x+57 se —6<x< —4]
6. G(x)_{IZ—-(x+1)2 se —4<x<0 }’[ 6.0]

57, f(x) = (x + 1)¥% [ 2, 1]
58. g(x) =1—(x —3)*3[-5,4]

59. Prove o Teorema 4.1.3 para o caso em que f tem um valor
maximo relativo em c. '

4.2 APLICAGOES ENVOLVENDO
EXTREMOS ABSOLUTOS
NUM INTERVALO FECHADO

Vamos aplicar o teorema do valor extremo a alguns problemas nos quais a so-
lugdo € um extremo absoluto de uma fungdo num intervalo fechado. O teorema
assegura a existéncia de ambos os valores maximo e minimo absolutos de uma

fun¢do continua num intervalo fechado. Na ilustracdo a seguir mostraremos
o procedimento, considerando o problema discutido no Exemplo 4 da Sec¢do 2.7.

» ILUSTRAGAO 1 Um fabricante de caixas de papeldo déseja fazer caixas aber-
tas a partir de pedagos de papeldo com 12 ¢cm? cortando quadrados iguais dos
quatro cantos ¢ dobrando os lados para cima. Queremos encontrar o compri-
mento do lado do quadrado a ser cortado para obter uma caixa com o maior
volume possivel. A Figura 1 representa um dado pedaga de papeldo e a Figura
2 representa a caixa. Mostramos no Exemplo 4 da Sec¢do 2.7 que se x cm for
o comprimento do lado do quadrado a ser cortado e V(x) cm?® for o volume

da caixa, entdo

V(x) = 144x — 48x? + 4x3
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€ o dominio de V serd o intervalo fechado [0, 6]. Como V é continua em
[0, 6], segue do teorema do valor extremo que ¥ tem um valor maximo absolu-
to nesse intervalo. Sabemos também que esse valor méximo absoluto precisa
ocorrer num numero eritico de ¥ ou num extremo do intervalo. Para encontrar
os numeros criticos de V' determinamos V’(x) e entdo encontramos os valores
de x para os quais V’'(x) = 0 ou V’(x) ndo existe.

V'(x) = 144 — 96x + 12x2

V’(x) existe para todos os valores de x. Se V'(x) =
12(x* — 8x + 12) =
x=6 x=2

Os numeros criticos de ¥ sdo 2 e 6, ambos pertencentes ao intervalo fechado
[0, 6]. O valor maximo absoluto de ¥ em [0, 6] precisa ocorrer num numero
critico ou num extremo do intervalo. Como V(0) = 0 e V(6) = 0, enquanto
que V(2) = 128, o valor maximo absoluto de ¥ em [0, 6] é 128, ocorrendo quando
x = 2.

Logo, o maior volume possivel é de 128. cm?®, obtido quando o comprimen-
to do lado do quadrado a ser cortado é de 2 cm. <

EXEMPLO 1 Os pontos A e B estdo em lados opostos de um rio reto com
3 km de largura. O ponto C estd na mesma margem que B, mas 2 km rio abai-
x0. Uma companbhia telefonica deseja estender um cabo de A até C. Se o custo
por quilémetro do cabo é 25% maior sob a 4gua do que em terra, como deve
ser estendido o cabo, de forma que o custo seja o menor para a companhia?

Solucao Consulte a Figura 3. Seja P um ponto na mesma margem que B
e Ceentre Be C, de tal forma que o cabo sera estendido de 4 para P e deste
para C. Seja x km a distancia de B até P. Logo, (2 — x) quildmetros serd a
distancia de P até C e x € [0, 2]. Seja k o custo por quildmetro em terra e 2k
0 custo por quildbmetro sob a dgua (k é uma constante). Se C(x) for o custo
total da ligagdo de A até P e de P até C, entdo

Clx) = 3k/3% + x* + k(2 — x)

Como C é continua em [0, 2], o teorema do valor extremo pode ser aplicado,
assim, C tem ambos os valores, mdximo e minimo, absolutos, em [0, 2]. Quere-
mos encontrar o valor minimo absoluto.



