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F 7. y=05-1+2, YO =1 2 B y=51-3s, y0)=2
& 9. y=yiFy, y0=3 & 10. y =24 e, y(0) =1
1Ly =@d-t)/0+y),  y0)=-2

& 12.y =P +2)/B+2),  y0) =05

ﬂ 13. Confirme os resultados na Tabela 8.3.1 efetuando os célculos indicados.
. 14. Considere o problema de valor inicial

y=>r+y,  y0)=1.
(a) Desenhe um campo de diregdes para essa equagdo.
(b) Use o método de Runge-Kutta ou outros métodos para encontrar valores aproximados da solugdo em

1=0.8;09¢0,95. Escolha um tamanho de passo suficientemente pequeno de modo que vocé acredite
que seus resultados tenham precisdo de, pelo menos, quatro digitos,

(c) Tente estender os cdlculos no item (b) para obter uma aproximagao precisa da solugio em 7 = 1. Se en-
contrar dificuldade em fazer isso, explique por que vocé acha que isso acontece. O campo de diregdes
no item (a) pode ajudar.

&2 15. Considere o problema de valor inicial
V=303 -4, y(0) = 0.

(a) Desenhe um campo de dire¢des para essa equagio.
(b) Estime até onde a solugio pode ser estendida para a direita. Seja ¢, a extremidade direita do intervalo
de existéncia dessa solugiio. O que acontece em 1, que impede a solugio de continuar?

(c) Use o método de Runge-Kutta com diversos tamanhos de passos para encontrar um valor aproxima-
do de 1,,.

(d) Se voce continuar os cdlculos além de 1y, vocé pode continuar a gerar valores de y. Qual o significado
(se hd algum) desses valores?

(e) Suponha que a condigio inicial ¢ modificada para y(0) = 1. Repita os itens (b) e (c) para este problema.

8.4 Métodos de Passos Miiltiplos

Discutimos, em se¢Oes anteriores, procedimentos numéricos para resolver o problema de valor inicial
y=fty, ylo) =y, (1)

no qual os dados no ponto ¢, sao usados para calcular um valor aproximado da solugao ¢ (t,.,) no préximo
ponto da partigdo ¢ = t,,,. Em outras palavras, o valor calculado ¢ em qualquer ponto da parti¢ao depende,
apenas, dos dados no ponto anterior da partigdo. Tais métodos sao chamados de métodos de partida ou
métodos de passo tinico. Entretanto, uma vez obtidos valores aproximados da solugdo y = ¢ (r) em alguns
pontos além de t,. € natural perguntar se podemos usar algumas dessas informagoes, em vez de s6 o valor
no ultimo ponto, para calcular o valor de ¢ (f) no proximo ponto. Especificamente, se sio conhecidos y,
emt!,y,eml,...,y, em, como podemos usar essa informagdo para determinar y,., emt,,,? Métodos que
utilizam informagdo em mais do que o tltimo ponto da parti¢ao sdo conhecidos como métodos de passos
muiltiplos. Vamos descrever dois tipos de tais métodos nesta segdo, os métodos de Adams’ e as férmulas
inversas de diferenciagiio. Dentro de cada tipo podem-se obter niveis diversos de preciséio, dependendo
do nimero de pontos de dados utilizados. Por simplicidade, vamos supor ao longo de nossa discussdo que
o tamanho do passo / € constante.

Métodos de Adams. Lembre que

tas1

O (thi1) — @(ty) = ¢!“) df, (2)

John Couch Adams (1819-1892), astronomo inglés, ¢ mais famoso pela sua descoberta, jum? com Joseph Leverrier, do plane-
ta Netuno em 1846. Adams era, também, extremamente habilidoso em cdlculo; seu procedimento para imcgracﬂo numérica
de equagdes diferenciais apareceu em 1883 em um livro de coautoria com Francis Bashforth sobre agiio capilar.
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onde ¢ () € a solugdo do problema de valor inicial (1). A ideia bdsica de um método de Adams € apro-
ximar ¢’ (t) por um polinémio P, (r) de grau k e usar o polindmio para calcular a integral na Eq. (2). Os
coeficientes de P, () sdo determinados usando-se os k + 1 dados calculados anteriormente. Por exemplo,
suponha que queremos usar um polindmio de grau um P, (r) = Ar + B. Precisamos, entdo, de dois pontos
de dados apenas, (1,,y,) € (1,1, v,.;). Como P, deve ser uma aproximagao de ¢, fazemos P,(t,) = f (t,.y,)

e P,(t,) = f(t,.4,¥,.,). Lembre que denotamos f (t, y;) por f para j inteiro. Entdo, A ¢ B tém que satisfazer

as equagoes

A‘.ﬂ + B =ﬂ|‘
(3)
Atyy+ B = fy-1.
Resolvendo para A e B, obtemos
_fﬂ _fﬂ—l _j:l—];ﬂ _fnfn-l
A= el B = W ’ (4)

Substituindo ¢’ (¢) por P,(r) e calculando a integral na Eq. (2), vemos que

A ] 2l
¢“’l—1) - ¢(rﬂ) = ?{‘;4.1 = f;) + B(fn—] = r,")-

Finalmente, substituimos ¢ (r,,,) ¢ ¢ (1,) por y,,, € ¥, respectivamente, e fazemos algumas simplificagoes
algébricas. Para um tamanho de passo constante A, obtemos

Yus1 =Yn + %hﬁl = :lvhfn—l- (5)

A Eq. (5) é a férmula de Adams-Bashforth de segunda ordem. E uma férmula explicita para y,_, em fun-
¢iodey, ey, ,, e tem erro de truncamento local proporcional a A’

Observamos que a férmula de Adams-Bashforth de primeira ordem, baseada no polindmio P (1) = f,
de grau zero, é simplesmente a férmula de Euler original.

Formulas de Adams mais precisas podem ser obtidas usando-se esse procedimento esquematizado,
s6 que com um polindémio de ordem maior ¢ um nimero correspondente maior de pontos, Por exemplo,
suponha que estd sendo usado um polindmio de grau trés, Py(r). Os coeficientes sao determinados pelos
quatro pontos (,, ¥,), (t,.1- Yo )s (fe ¥os) € (4,5 ¥,.0)- Substituindo ¢° () por esse polindmio na Eq. (2),
calculando a integral e simplificando o resultado obtemos, finalmente. a formula de Adams-Bashforth de
quarta ordem, a saber,

Yus1 = Yn + (h/24)(55fn — 591 + 37fu—2 — Yfu-3). (6)

O erro de truncamento local para essa férmula de quarta ordem ¢ proporcional a /.

Uma variagio na dedugido das formulas de Adams-Bashforth fornece outro conjunto de férmulas co-
nhecido como as férmulas de Adam-Moulton.®* Para ver a diferenga, vamos considerar novamente o caso
de segunda ordem. Mais uma vez. usamos um polindmio de primeiro grau Q,(r) = af + f, mas determina-
mos os coeficientes usando os pontos (1,.v,) € (1,.;. ¥,.,). Entdo, « ¢ f satisfazem

Q'f.u + ﬁ =fp|-

(7)
atysr + B = fasr,
¢ segue que
_ Jn#l —fl'l = ffr'rn+l "fﬂ-lfn
bl p= h ' ®)
Substituindo ¢’ (r) na Eq. (2) por Q,(r) e simplificando, obtemos
Ynt1 = Yn+ 3Hfa+ FHf(busr, Yns1). )

que ¢ a formula de Adam-Moulton de segunda ordem. Escrevemos f (1,.,,, y,.;) na ultima parcela para
enfatizar que a férmula de Adam-Moulton ¢ implicita, em vez de explicita, ji que a incognita y,,, aparece
nos dois lados da equagio. O erro de truncamento local para a férmula de Adam-Moulton de segunda
ordem é proporcional a k.

A férmula de Adam-Moulton de primeira ordem ¢ simplesmente a férmula de Euler inversa, como $
vocé poderia imaginar por analogia com a férmula de Adams-Bashforth de primeira ordem.

*Forest Ray Moulton (1872-1952) foi um astronomo e administrador cientifico americano. Enquanto calculava trajetorias
balisticas durante a Primeira Guerra Mundial, fez melhorias substanciais na formula de Adams.
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Férmulas mais precisas de ordem mais alta podem ser obtidas usando-se um polindmio de maior grau.
A férmula de Adam-Moulton de quarta ordem, com um erro de truncamento local proporcional a /%,

V1 = Yn + (h/28)(9f i1 + 19f, — Sfh-1 +ﬁ,_2). (10)

Observe que essa €, também, uma férmula implicita, jd que y,., aparece em f,, .

Embora as férmulas de Adams-Bashforth e de Adam-Moulion de mesma ordem tenham erros de
truncamento local proporcionais 8 mesma poténcia de /1, as formulas de Adam-Moulton de ordem nio
muito alta sdo, de fato, bem mais precisas. Por exemplo, para as férmulas de quarta ordem (6) ¢ (10) a
constante de proporcionalidade para a férmula de Adam-Moulton ¢ menor do que 1/10 da constante de
proporcionalidade para a formula de Adams-Bashforth. A pergunta natural é, entio: deve-se usar a for-
mula de Adams-Bashforth explicita (¢ mais ripida), ou a formula de Adam-Moulton, mais precisa, porém
implicita (e mais lenta)? A resposta depende de. ao se usar a férmula mais precisa, s¢ poder aumentar o
tamanho do passo, reduzindo o nimero de passos, de modo a compensar os cdlculos adicionais que tém
de ser feitos em cada passo.

De fato, analistas numéricos tentaram obter, a0 mesmo tempo, simplicidade e precisio combinando as
duas férmulas no que € conhecido como o método de previsao e correcao. Uma vez conhecidos v, .. v, =
Va1 €Y, podemos calcular f, . f, .. f, € f,. € depois usar a [6rmula de Adams-Bashforth (6) (para a previ-
sdo0) para obter um primeiro valor para y,,. Calculamos, entdo, f,,, ¢ usamos a férmula de Adam-Moulton
(10) (para a corregdio), que ndo € mais implicita. para obter um valor melhorado de y, . Podemos, ¢ claro,
continuar a usar a férmula de corregio (10) se a mudanga em y, ., for muito grande. No entanto, se for
necessario usar a formula de corregio mais de uma, ou talvez duas vezes, isso significa que o tamanho do
passo A estd muito grande e deve ser reduzido.

Para se usar qualquer dos métodos de passos muiltiplos ¢ necessdrio caleular, primeiro, alguns v, por
outro método. Por exemplo, o método de Adam-Moulton de quarta ordem precisa de valores para v, ¢
yaenquanto o método de Adams-Bashforth de quarta ordem precisa, também, de um valor para v,. Um
modo de proceder € usar um método de partida de precisdo compardvel para se calcular os valores ini-
ciais necessarios. Entao, para um método de passos miltiplos de quarta ordem pode-se usar o método de
Runge-Kutta para calcular os valores iniciais. Esse € o método utilizado no préximo exemplo.

Outra abordagem € usar um método de ordem baixa com um /i bem pequeno para calcular y,, e. de-
pois. ir aumentando gradualmente tanto a ordem quanto o tamanho do passo até determinar um nimero
suficiente de valores,

Considere, novamente, o problema de valor inicial
y=1—=1+4y, vy =1 (11)

Com um tamanho de passo /t = 0.1, determine um valor aproximado da solugdo y = ¢ (1) em ¢ = 0.4 usando a
formula de Adams-Bashforth de quarta ordem, a formula de Adam-Moulton de quarta ordem e o método de
previsio ¢ corregio.

Para os dados iniciais, vamos usar os valores y,. y, ¢ y. obtidos pelo método de Runge-Kutta. Esses valores
estao na Tabela 8.3.1. A seguir, calculamos os valores correspondentes de f (1, v), obtendo

W= 1, fh =5
yi = 1,6089333, fi =7,3357332,
y; = 2,5050062, fr = 10,820025,
vy = 3,8294145, fi = 16,017658.
Entio, da formula de Adams-Bashforth, Eq. (6), vemos que v, = 5,7836305. O valor exato da solugdo em 1 = 0.4,

correto até oito digitos, € 5.7942260, de modo que o erro € -0,010395.
A férmula de Adam-Moulton, Eq. (10), nos leva i equagio

ys = 4,9251275 + 0,15y,

de onde scgue que y, = 5,7942676, com um erro de apenas 0,0000416.

Finalmente, usando o resultado da férmula de Adams-Bashforth como valor previsto para ¢ (0,4) podemos
usar a Eq. (10) para corregao. Correspondendo ao valor previsto de y,, enconlramos f. = 23,734522. Portanto,
da Eq. (10), o valor correto de y, ¢ 5,7926721. Isso resulta em um erro de -0,0015539.

Observe que 0 método de Adams-Bashforth é o mais simples e mais rapido desses métodos, jd@ que envolve
apenas o cdlculo de uma Gnica formula explicita. Também é o menos preciso. Usar a formula de Adam-Moulton
para a corregao aumenta a quantidade de cdlculos, mas o método ainda é explicito. Neste exemplo, o erro no
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valor corrigido de y, é reduzido por aproximadamente um fator de 7, quando comparado com o erro no valor

previsto. O método de Adam-Moulton sozinho fornece o melhor resultado, de longe, com um erro em torng |

de 1/40 do erro do método de previsio e corregao. Lembre-se, no entanto, de que a férmula de Adam-Moultop

é implicita, o que significa que € necessario resolver uma equagio em cada passo. No problema consideradg
aqui essa equagao ¢ linear, logo a solugdo foi encontrada rapidamente, mas em outros problemas essa parte do

procedimento pode levar muito mais tempo.

O método de Runge-Kutta com h = 0,1 fornece y, = 5,7927853, com um erro de -0,0014407; veja a Tabela
8.3.1. Assim, para esse problema o método de Runge-Kutta é compardvel, em preciso, ao método de previsig
€ corregao.

Férmulas Inversas de Diferenciagdo. Outro tipo de método de passos miltiplos aparece quando se usa um
polinémio P, (1) para se aproximar a solugdo ¢ () do problema de valor inicial (1), em vez de sua deri-
vada ¢’ (r) como nos métodos de Adams. Diferenciamos, entéo, P, (1) e igualamos P’ (t,.,) a f(1,,,, ,.,)
para obter uma férmula implicita para y,.,. Essas sdo chamadas de férmulas inversas de diferenciagio.
Esses métodos foram amplamente utilizados na década de 1970 devido ao trabalho de C. William Gear®
nas chamadas equagoes diferenciais rigidas, cujas solugdes sdo muito dificeis de serem aproximadas pelos
métodos discutidos até agora; veja a Segéo 8.5.

O caso mais simples usa um polinémio de primeiro grau P,(r) = At + B. Os coeficientes sio escolhidos
de acordo com os valores da solugio y, e v,.,. Assim, A e B tém que satisfazer

Aty + B=yp, (12)
Arn-l-i +B= Yug1-
Como P,'(1) = A, a condigio
Py (tns1) = f(tns1, Yns1)
é, simplesmente,
A =f(fn+l|yrx+l)- (13)
Subtraindo a primeira das Eqs. (12) da segunda, obtemos outra expressdo para A,
A= (yn-l - yrl)/h

Substituindo esse valor de A na Eq. (13) e rearrumando os termos, obtemos a férmula inversa de diferen-
ciacao de primeira ordem

Ynit = Yn +Af (tng1, Yns1). (14)
Note que a Eq. (14) ¢ simplesmente a férmula de Euler inversa que vimos na Segio 8.1.

Usando polindmios de maior ordem e mais pontos de dados correspondentes, ¢ possivel obter formu-
las inversas de diferenciagio de qualquer ordem. A formula de segunda ordem ¢

Y1 = 3[4Vn = Y1 + 28 (b1, Yns1)] (15)
e a de quarta ordem €
Yoyl = 213[48)’5 Lt 36}’!:—1 + 16,"'!1-—2 = 3}’;.—3 4= 12hf(£n+l-}’n+1)]- (16)

Essas férmulas tém erros de truncamento local proporcionais a ii* e A°, respectivamente.

Use a formula inversa de diferenciagio de quarta ordem com h = 0,1 e os dados do Exemplo 1 para determinar
um valor aproximado da solugdo y = ¢ (1) em t = 0,4 para o problema de valor inicial (11).
Usando a Eq.(16) comn=3,h=0,1¢e y,...., y, dados no Exemplo 1, obtemos a equagio

¥ = 4,6837842 + 0,192y,

Logo,
¥4 = 5.7967626.

YC. William Gear (1935-), nascido em Londres, Inglaterra, fez sua graduagao na Cambridge University e recebeu seu douto-
rado em 1960 na University of Illinois. Foi professor da University of lllinois durante a maior parte de sua carreira e fez con-
tribuigdes importantes tanto para projetos de computador quanto em andlise numérica. Seu importante livro sobre andlise
numérica para equagdes diferenciais estd listado nas referéncias.

%
A
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Comparando o valor calculado com o valor exato ¢ (0,4) = 5,7942260, vemos que o erro € de 0,0025366. Isso €
um pouco melhor do que o resultado obtido pelo método de Adams-Bashforth. mas ndo é tdo bom quanto o

obtido pelo método de previsio e corregdo, e estd longe de ser tio bom quanto o resultado obtido pelo método
de Adams-Moulton.

Uma comparagio entre métodos de passo tinico e de passos miiltiplos tem que levar em consideragao
diversos fatores. O método de Runge-Kutta de quarta ordem precisa de quatro calculos de valores de f
em cada passo, enquanto 0 método de Adams-Bashforth de quarta ordem (ap6s os valores iniciais) pre-
cisa de apenas um, e o de previsao e correcao, de apenas dois. Entao, para um tamanho de passo A dado
os dois tltimos métodos podem ser bem mais rdpidos do que o de Runge-Kutta. No entanto, se 0 método
de Runge-Kutta ¢ mais preciso e usa, portanto, menos passos, entdo a diferenca em velocidade sera re-
duzida e, talvez, eliminada. Para o método de Adam-Moulton e as férmulas inversas de diferenciagdo é
preciso levar em consideragio, também, a dificuldade em se resolver a equagdo implicita em cada passo.
Todos os métodos de passos muiltiplos tém a possibilidade de que erros em passos anteriores possam ser
realimentados em cdlculos posteriores com consequéncias desfavoraveis. Por outro lado, as aproximagoes
polinomiais subjacentes em métodos de passos multiplos tornam féceis as aproximagdes da solugdo em
pontos fora da partigao, caso isso seja desejdvel. Os métodos de passos miiltiplos tornaram-se populares
principalmente porque ¢ relativamente fécil tanto estimar o erro em cada passo quanto ajustar a ordem
e o tamanho do passo para controld-lo. Para uma discussdo mais profunda dessas questoes, veja os livros
citados no final deste capitulo; em particular, Shampine (1994) ¢ uma fonte importante.

PROBLEMAS

ESIRRS

&

Em cada um dos Problemas de 1 a 6, determine um valor aproximado da solugdo em t =04 e ¢ = 0,5 usando

o método especificado. Para os valores iniciais, use 0 método de Runge-Kutta; veja os Problemas de 1 a 6 na

Segdo 8.3. Compare os resultados dos vdrios métodos entre si e com a solugio exata (se disponivel).

(a) Use o método de previsdo e correcao de quarta ordem com k& = 0,1. Use a férmula de corre¢io uma vez em
cada passo.

(b) Use o método de Adam-Moulton de quarta ordem com h =0.1.

(c) Use o método inverso de diferenciagao de quarta ordem com h = 0,1,

Ly=3+1—-y, y0)=1 &L 2.y=5-3/, y0)=2
3y =2y-3, y(0) =1 ﬂ 4. y=2+e", vy =1
Fim “—1{%‘- y(0) =05 “?, 6. y = (f —y")seny, y(0) = -1

Em cada um dos Problemas de 7 a 12, determine valores aproximados da solugdo do problema de valor inicial
dado em 1 =0,5;1,0; 1,5 e 2,0, usando o método especificado. Para os valores iniciais, use os valores dados pelo
método de Runge-Kutta; veja os Problemas de 7 a 12 na Segao 8.3. Compare os resultados dos vérios métodos
entre si e com a solugdo exata (se disponivel).

(a) Use o método de previsio e corregao de quarta ordem com h = 0,05. Use a férmula de corre¢io uma vez
em cada passo.

(b) Use o método de Adam-Moulton de quarta ordem com A = 0,05.
(c) Use o método inverso de diferenciagdo de quarta ordem com h = 0,05.

7.y=05-t+2, yO)=1 2 8 y=5-3/5 y0) =2

ﬂ 9.y = JT+y, y(0)=3 ﬂ 10. y =2t +e7%, y(0)y =1
1L y=3@-)/a+y), y0)=-2
& 12y =P +20)/B+7),  y0)=05

13. Mostre que o método de Adams-Bashforth de primeira ordem é o método de Euler e que 0 método de
Adam-Moulton de primeira ordem é o método de Euler inverso.

14. Mostre que a formula de Adams-Bashforth de terceira ordem é
Yn+1 = Yn + (h/12)(23f, — 16fa_1 + 5fn-2).
15. Mostre que a férmula de Adam-Moulton de terceira ordem €
Va1 = Ya + (B/12)(5fps1 + 8fa — fa-1)-

16. Deduza a férmula inversa de diferenciagao de segunda ordem dada pela Eq. (15) nesta segio.
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8.5 Mais sobre Erros; Estabilidade

Na Segio 8.1 discutimos algumas idé¢ias relacionadas a erros que podem ocorrer na solugio numérica do

problema de valor inicial :

s

! if

y =ft.y), y(to) = yo. %

£

Vamos continuar essa discussdo nesta se¢io e vamos mostrar, também, outras dificuldades que podem
aparecer. Alguns dos pontos que queremos destacar sio bem dificeis de tratar em detalhes e, portanto,

serdo ilustrados através de exemplos.

Erros de Truncamento e de Arredondamento. Lembre que mostramos, para o método de Euler, que o erro
de truncamento local é proporcional a i e que, para um intervalo finito, o erro de truncamento global ¢,
no maximo, uma constante vezes h. Em geral, para um método de ordem p o erro de truncamento local ¢
proporcional a A**! e o erro de truncamento global em um intervalo finito € limitado por uma constante
vezes h’. Para obter uma boa precisio usamos em geral um procedimento com p razoavelmente grande,
talvez quatro ou mais. A medida que p aumenta a formula que se usa para calcular y,., vai ficando, em
geral, mais complicada, sendo portanto necessdrios mais cdlculos em cada passo: no entanto, isso nio
representa um problema sério, a menos que f (¢, y) seja muito complicada ou que se tenha que repetir os
cdlculos muitas vezes. Se o tamanho do passo 4 for diminuido, o erro de truncamento global diminui pelo
mesmo fator elevado a poténcia p. Entretanto, como mencionamos na Se¢do 8.1, se i for muito peque-
no serdo necessdrios muitos passos para se cobrir um intervalo fixo e o erro de arredondamento global
pode ser maior do que o erro de truncamento global. A Figura 8.5.1 ilustra essa situagao graficamente.
Supomos que o erro de arredondamento R, € proporcional ao nimero de cdlculos efetuados e, portanto,
inversamente proporcional ao tamanho do passo /. Por outro lado, 0 erro de truncamento E, € proporcio-
nal a uma poténcia positiva de /. Da Eg. (17) da Segdo 8.1, sabemos que o erro total € limitado por |E,| +
IR |;logo, queremos escolher i de modo a minimizar essa quantidade. O valor 6timo de s ocorre quando a
taxa de crescimento do erro de truncamento (quando s aumenta) € equilibrada pela taxa de decaimento
do erro de arredondamento, como indicado na Figura 8.5.1.

Erro

hOtlrnu h

FIGURA 8.5.1 A dependéncia dos erros de truncamento e de arredondamento em
relagiio tamanho do passo A,

EXEMPLO Considere o problema

1 y=1—t+4y, y0)=1. (2)

Usando o método de Euler com diversos tamanhos de passos, calcule valores aproximados para a solugao ¢ (1)
em =05 et=1.Tente determinar o tamanho de passo 6timo.

Mantendo apenas quatro digitos para diminuir os cdlculos, obtemos os dados da Tabela 8.5.1. As duas pri-
meiras colunas correspondem ao tamanho do passo & e ao nimero de passos N necessdrios para se percorrer 0
intervalo 0 <t < 1. Entdo, yy, e yy sdo aproximagoes de ¢ (0,5) = 8,712 e de ¢ (1) = 64,90, respectivamente. Essas
quantidades aparecem na terceira e quinta colunas. A quarta e a sexta colunas mostram as diferengas entre os
valores calculados e o valor exato da solugdo.

Para tamanhos de passos relativamente grandes, o erro de arredondamento é muito menor doque oerrode
truncamento global. Em consequéncia, o erro total ¢ aproximadamente igual ao erro de truncamento global,
: , que &, para o método de Euler, limitado por uma constante vezes h. Assim, ao se reduzir o tamanho do passo
..~ oerro é reduzido proporcionalmente. As trés primeiras linhas na Tabela 8.5.1 mostram esse tipo de compor-
e tamento, Para h = 0,001 o erro continua sendo reduzido, mas muito menos proporcionalmente; isso indica que
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TABELA 8.5.1 Aproximagoes da Solugiao do Problema de Valor
Inicial ¥* = 1 - + 4y, y(0) = 1 Usando o Método de Euler com
Tamanhos de Passos Diferentes

h N Y2 Erro Yy Erro
0,01 100 8.390 0,322 60.12 478
0,005 200 8,551 0,161 62,51 2.39
0,002 500 8.633 0,079 63,75 1.15
0,001 1000 8.636 0,056 63,94 (.96
00,0008 1250 8.636 0.076 63,78 1.12
0,000625 1600 8,616 0,096 64,35 0,55
0,0005 2000 8,772 0,060 64,00 0.90
0,0004 2500 8,507 0,205 63,40 1.50
0,00025 4000 8.231 0,481 56,77 8.13

o erro de arredondamento estd se tornando importante. Ao se reduzir 4 ainda mais o erro comega a flutuar, e
torna-se problemitica a obtengio de melhorias significativas na precisdo. Para valores de i menores do que
0.0005 o erro estd claramente aumentando, o que indica que o erro de arredondamento ¢ agora a parte domi-
nante do erro total,

Esses resultados também podem ser expressos em termos do nimero de passos N. Para N menor do que
algo em torno de 1000 a precisio pode ser melhorada usando-se mais passos, enquanto para N maior do que
algo em torno de 2000 o aumento do nimero de passos tem o efeito contrério. Assim, para esse problema é
melhor usar um N que esteja entre 1000 e 2000. Para os calculos ilustrados na Tabela 8.5.1 o melhor resultado
para f = 0.5 ocorre para N = 1000, enquanto o melhor resultado para ¢t = | é para N = 1600,

Vocé deve tomar cuidado para ndo inferir coisas demais dos resultados mostrados no Exemplo 1. Os
intervalos para os valores 6timos de 1 e N dependem da equagio diferencial, do método numérico usa-
do e do nimero de digitos que sdo retidos nos cilculos. Apesar disso, ¢ verdade em geral que se forem
necessdrios passos demais em um célculo, entido provavelmente o erro de arredondamento vai acabar
se acumulando a tal ponto que pode diminuir consideravelmente a precisio do procedimento. Isso nio
nos preocupa em muitos problemas: para eles, qualquer um dos métodos de quarta ordem discutidos nas
Se¢oes 8.3 e 8.4 produzird bons resultados com um nimero de passos muito menor do que o que torna
o erro de arredondamento importante. Para alguns problemas, no entanto. o erro de arredondamento
torna-se de importancia vital. Para tais problemas a escolha do método pode ser crucial. Essa €, também,
uma boa razao pela qual codigos modernos fornecem modos de ajuste do tamanho do passo durante o
procedimento, usando um tamanho de passo grande sempre que possivel e um tamanho muito pequeno
apenas onde necessdrio.

Assintotas Verticais. Como segundo exemplo, considere o problema de determinar a solugdo y = ¢ (1) de

Y=24¥ ) =1 (3)

Como a equagdo diferencial ¢ ndo linear, o teorema de existéncia e unicidade (Teorema 2.4.2) s6
garanle que existe solugdo em algum intervalo em torno de ¢ = 0. Suponha que tentamos calcular uma
solugio do problema de valor inicial no intervalo 0 < ¢ < 1 usando procedimentos numéricos diferentes.

Se usarmos o método de Euler com /& = 0,1: 0,05 e 0.01, encontraremos o0s seguintes valores aproxi-
mados em ¢ = 1: 7,189548: 12.32093 e 90,75551, respectivamente. As enormes diferengas entre os valores
calculados sdo uma evidéncia convincente de que precisamos usar um método numérico mais preciso
— 0 método de Runge-Kutta, por exemplo. Usando o método de Runge-Kutta com & = 0,1 obtemos o
valor aproximado 735,0991 em ( = 1, que ¢ bem diferente dos obtidos pelo método de Euler. Repetindo
os cdlculos com A = 0,05 e h = 0,01, obtemos a informagio interessante listada na Tabela 8.5.2.

Os valores em ¢ = 0,90 sdo razodveis, e poderiamos acreditar que a solugdo tem valor aproximado de
14,305 em ¢ = 0,90, No entanto, nio é claro o estd acontecendo entre £ = 0,9 e t = 1,0. Para ajudar a desco-
brir, vamos fazer algumas aproximagdes analiticas da solugio do problema de valor inicial (3). Note que,
emO<r=l,

Y <P4yr <14y~ 4)

Isso sugere que a solugao y = ¢, (1) de
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TABELA 8.5.2 Aproximagodes da Solugdo do
Problema de Valor Inicial y’' = £ + y*, ¥(0) = 1
Usando o Método de Runge-Kutta

h t =090 t=10 =
0,1 14,02182 735.0991 ¥
0,05 14,27117 1,75863 x 10° :
0,01 14,30478 2,0913 x 1029

0,001 14,30486

Yy=1+y, 0 =1 (5)
e a solugdo y = ¢, (r) de
y =y y0)y=1 (6)

sdo cotas inferior e superior, respectivamente, para a solugio y = ¢ () do problema original, ja que todas
essas solugdes tém o mesmo valor no instante inicial. De fato, pode-se mostrar (pelo método de iteragao
da Segdo 2.8, por exemplo) que ¢, (1) < ¢ (r) < ¢, (1) enquanto essas fungdes existirem. E importante ob-
servar que podemos resolver as Egs. (5) e (6) para ¢, e ¢. por separagio de varidveis. Encontramos

T 1
s =tan(t+3), b =7 )
Logo, ¢, (1) — oo quando t — 1 ¢ ¢, (1) — oo quando ¢ — 7/4 = 0,785. Esses cdlculos mostram que a so-
lugdo do problema de valor inicial original existe pelo menos em 0 < ¢ < /4 ¢, no maximo,em 0 < ¢ < 1.
A solugio do problema (3) tem uma assintota vertical para algum rem /4 < 1 < | ¢, portanto, nio existe
no intervalo inteiro0 <1 < 1.
Nossos cdlculos numéricos, no entanto, sugerem que podemos ir além de = 7/4 e, provavelmente, além
de r=09. Supondo que a solugdo do problema (3) existe em ¢ =0.9 e tem um valor aproximado de 14,305,
podemos obter uma estimativa mais precisa do que acontece para valores maiores de f considerando os
problemas de valor inicial (5) ¢ (6) com a condi¢do y (0) = 1 substituida por y (0,9) = 14,305. Obtemos,
entio,

¢ (1) = tan(r + 0,60100), (1) =1/(0,96991 — 1), (8)

onde guardamos apenas cinco casas decimais. Logo, ¢, (1) — oc quando 1 — 7/2 - 0,60100 = 0,96980 ¢ ¢,
(r) = oo quando r — 0,96991. Concluimos que a assintota da solugio do problema de valor inicial (3) estd
entre esses dois valores. Esse exemplo ilustra que tipo de informagao pode ser obtido por uma combina-
¢do cuidadosa de métodos analiticos € numéricos.

Estabilidade. O conceito de estabilidade estd associado & possibilidade de que pequenos erros introduzi-
dos durante um procedimento matematico possam ser reduzidos a medida que o procedimento continua.
Reciprocamente, ocorre instabilidade se pequenos erros tendem a aumentar, talvez sem limite. Por exem-
plo, identificamos na Segio 2.5 solugdes de equilibrio de uma equagao diferencial como sendo (assintoti-
camente) estdveis ou instdveis, dependendo se as solugdes inicialmente proximas a solugio de equilibrio
tendem a se aproximar ou a se afastar dela quando r aumenta. De maneira um pouco mais geral, a solugio
de um problema de valor inicial ¢ assintoticamente estavel se solugdes inicialmente proximas tendem a
se aproximar da solugio dada, ¢ € assintoticamente instdvel se tendem a se afastar, Visualmente, em um
problema assintoticamente estdvel os grificos das solugdes estdo proximos, enquanto em um problema
instavel eles se separam.

Se estivermos resolvendo numericamente um problema de valor inicial, o melhor que podemos espe-
rar é que a aproximagdo numérica tenha comportamento semelhante ao da solugdo exata. Nao podemos
transformar um problema instdvel em um estdvel simplesmente aproximando sua solugdo numericamen-
te. No entanto, pode acontecer que um procedimento numérico introduza instabilidades que nio faziam
parte do problema original, o que pode causar problemas ao se aproximar a solugao. Para evitar tais
instabilidades pode ser necessirio colocar restrigdes sobre o tamanho do passo h.

Para ilustrar o que pode acontecer no contexto mais simples possivel, considere a equagao diferen-
cial

dy/dt = ry, (9)
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onde r ¢ constante. Suponha que ao resolver essa equagio chegamos ao ponto (1, y,)- Vamos comparar a
solugdo exata da Eq. (9) que tem esse valor, a saber,

Y = yn€Xplr(t —t,)], (10)
com aproximagdes numéricas obtidas da férmula de Euler
Yns1 = Yn + hf(ta, yn) (11)
e da férmula inversa de Euler
Yn+1 = Yn +Af (tas1,Yns1). (12)
Da férmula de Euler (11), obtemos
Ynet = Yn+hryn = yu(1 + rh). (13)

Analogamente, da formula inversa de Euler (12), obtemos
Yusl = Yn+ hr_"’u+1|

ou

Vsl = %} = yu[l +rh+ (rh)* + .. -] (14)

Finalmente, calculando a solugio (10) em ¢, + h, encontramos

h 2
Vu+1 = Yn €Xp(rh) =_Vn[] +rh+ {rzj +] (15)

Comparando as Egs. (13), (14) e (15) vemos que os erros em ambas as férmulas de Euler e inversa de
Euler sdo da ordem de /°, como previsto pela teoria.

Suponha agora que mudamos o valor de y, para y, + é. Se quiser, pode pensar em § como sendo um
erro acumulado até chegarmos a 1 = 1,. A questio ¢ saber se esse erro aumenta ou diminui quando se da
mais um passo paraf,,,,.

Para a solugiio exata (15) a mudanga em y,,, devida ao erro § em y, € simplesmente § exp(rh). Essa
quantidade ¢ menor do que § se exp(rh) < 1, ou seja, se r < 0. Isso confirma nossa conclusio no Capitulo
2 que a Eq. (9) ¢ assintoticamente estdvel se r < 0 e instdvel se r > 0.

Para o método de Euler inverso, a variagdo em y,,, na Eq. (14) devida ao erro é é 8/(1 — rh). Para r <0,
essa quantidade € sempre negativa e nunca € maior do que 1. Entio, se a equagdo diferencial for estdvel
o método de Euler inverso também o € para um passo de tamanho arbitrério h.

Por outro lado, para 0 método de Euler a mudanga em y,., na Eq. (13) devida ao erro § € § (1 + rh). Se
lembrarmos que r < 0 e impusermos a condigao |1 + rhl < 1, veremos que / terd que satisfazer h < 2/Irl. Logo,
o método de Euler ndo € estdvel para esse problema, a menos que / seja suficientemente pequeno.

A restrigio sobre o tamanho do passo h ao se usar o método de Euler no exemplo anterior é bem fraca,
anao ser que |rl seja muito grande. De qualquer jeito, 0 exemplo ilustra que pode ser necessdrio restringir
h para se obter estabilidade no método numérico, mesmo quando o problema inicial € estdvel para todos
os valores de h. Problemas para os quais € necessdrio um tamanho de passo muito menor para estabili-
dade do que para a precisio sdo chamados de rigidos. As férmulas inversas de diferenciagiio descritas
na Segdo 8.4 (dentre as quais a férmula inversa de Euler é o exemplo de menor ordem) sio as férmulas
mais populares para tratar problemas rigidos. O exemplo a seguir ilustra o tipo de instabilidade que pode
ocorrer ao s¢ tentar aproximar a solugdo de um problema rigido.

Considere o problema de valor inicial
y =-100y +100r +1,  y(0)=1. (16)

Encontre aproximagdes numéricas para a solugdo em 0 < ¢ < 1 usando os métodos de Euler, de Euler inverso
e de Runge-Kutta. Compare os resultados numéricos com a solugio exata.
Como a equagdo diferencial é linear, é facil de resolver, e a solugdo do problema de valor inicial (16) é

y=¢)=e"" 41 (17)

A segunda coluna da Tabela 8.5.3 mostra alguns valores da solugdo ¢ (f), corretos até seis casas decimais, e a
Figura 8.5.2 mostra um gréfico da solugdo. Existe uma camada fina (algumas vezes chamada de camada limite)
a direita de r = 0 na qual o termo exponencial é relevante e a solugdo varia rapidamente. Uma vez passada essa
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camada, no entanto, ¢ (f) = r e o gréfico da solugdo € essencialmente uma reta. A largura da camada limite é um
tanto arbitrdria, mas é necessariamente pequena. Em ¢ = 0,1, por exemplo, exp(-100r) = 0,000045.

Se planejarmos aproximar a solugio (17) numericamente poderiamos esperar, intuitivamente, que s6 é ne-
cessdrio um tamanho de passo pequeno na camada limite. Para tornar essa expectativa um pouco mais precisa,
lembre-se, da Se¢do 8.1, de que os erros de truncamento global para os métodos de Euler e de Euler inverso
sdo proporcionais a ¢ (r). Para esse problema, ¢” (1) = 10'e "™, que varia de um valor de 10" em = 0 para quase
zero para 1> 0,2, Logo, € necessdrio um tamanho de passo muito pequeno para se obter precisdo perto de 1 = (),
mas um tamanho de passo muito maior € adequado quando r é um pouco maior.

Por outro lado, a andlise de estabilidade das equagoes de (9) a (15) também se aplica a este problema. Como
r=-100 para a Eq. (16), segue que precisamos de & < 0,02 para a estabilidade do método de Euler, mas nio
existe restrigdo correspondente para o método de Euler inverso.

TABELA 8.5.3 Aproximagoes Numéricas da Solugido do Problema de Valor Inicial
y'=-100y + 100t + 1, y(0) = 1

Euler Euler Runge-Kutta Runge-Kutta  Euler Inverso
t Exata 0,025 0.0166... 0,0333... 0,025 0,1

0,0 1,000000 1,000000  1,000000 1,000000 1,000000 1,000000
0,05 0,056738 2,300000 —0,246296 0470471

0,1 0,100045 5,162500  0,187792 10,6527 0.276796 0,190909
0,2 0200000 25,8289 0.207707 111,559 0,231257 0,208264
04  0,400000 657,241 0400059 1,24 x 10* 0.400977 0,400068
0,6 0600000 1,68x10° 0,600000 1,38 x 10° 0.600031 0,600001
08 0800000 431x10° 0800000 1,54 x 10° 0.800001 0,800000
1,0 1,000000 1,11 x 107 1,000000 1,71 = 10" 1,000000 1,000000

As colunas 3 ¢ 4 da Tabela 8.5.3 mostram alguns resultados usando o método de Euler. Os valores obtidos
para h = 0,025 ndo servem devido a instabilidade, enquanto que os valores para h = 0,01666... sio razoavel-
mente precisos para t > 0,2. No entanto, pode-se obter precisdo compardvel para esse intervalo de t com & = 0,1
usando-se o método de Euler inverso, como mostram os resultados na coluna 7 da tabela.

A situagdo ndo melhora se usarmos, em vez do método de Euler, um método mais preciso, como o de
Runge-Kutta. Para este problema o método de Runge-Kutta ¢ instavel para /i = 0,033..., mas estdvel para h =
0,025, como mostram os resultados nas colunas 5 e 6 da Tabela 8.5.3.

Os resultados dados na tabela para r = 0,05 e ¢ = 0,1 mostram que ¢é preciso um tamanho de passo menor
na camada limite para se obter uma aproximagdo precisa. O Problema 3 convida vocé a explorar mais essa
questao.

1 1
02 04 0.6 08 1 ¢

] ]

FIGURA 8.5.2 A solugio do problema de valor inicial (16).

Como exemplo final, vamos considerar o problema de determinar duas solugdes linearmente indepen-
dentes da equagio linear de segunda ordem
y' = 1072y =0 (18)

parat > 0. A generalizagiio de técnicas numéricas, desenvolvidas para equagdes de primeira ordem, para
equagdes de ordem maior ou para sistemas de equagdes serd discutida na Segdo 8.6, mas nio precisamos
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disso para essa discussao. Duas solugbes linearmente independentes da Eq. (18) s@o ¢, (1) = cosh(v/1071)
e ¢, () = senh(+v/107r). A primeira solugao, ¢, (1) = cosh(\/il%mr}.é gerada pelas condigdes iniciais ¢, (0) =
1.[‘2[ (0) = 0; a segunda solugao, ¢, (1) = senh(v'10xr), € gerada pelas condigoes iniciais ¢,(0) = 0, ¢," (0) =

107. Embora, analiticamente, possamos ver a diferenga entre cosh(+/10xt) e senh(+/10xt), para valores
grandes de  temos cosh(v/10x1) e¥10m — ¢¥V1071/3 ¢ senh(v/107) — V19712, numericamente, essas duas
fungbes parecem exatamente iguais se mantivermos o mesmo nimero finito fixo de digitos. Por exemplo,
encontramos que para = 1 os valores corretos com oito digitos significativos sio

senh V107 = cosh V107 = 10.315.894.

Se os cédlculos forem feitos em uma maquina que trabalha com oito digitos, as duas solugdes ¢, € ¢, sdo
idénticas para = 1 ¢, de fato, parat > 1. Logo, embora as duas solugdes sejam lincarmente independentes,
seus valores numéricos mostrariam que elas sdo iguais. jd que podemos manter apenas um nimero finito
de digitos. Esse fenomeno € chamado de dependéncia numérica.

Para o problema em pauta podemos evitar parcialmente essa dificuldade calculando, em vez de
cnsh(\/mm) e senh{v/fﬁm).as solugoes linearmente independentes ¢, = eVY10me b= ,mm_ correspondendo,
respectivamente, as condigdes iniciais ¢, (0) = 1, ¢ (0) = V107 e ¢,(0) = 1 e ¢ (0) = —/10. A solugdo
¢, cresce exponencialmente, enquanto que ¢, decai exponencialmente. Mesmo assim. encontramos difi-
culdade para calcular ¢, corretamente em um intervalo grande. A razio € que em cada passo do cilculo
de ¢, introduzimos erros de truncamento e de arredondamento. Logo, em qualquer ponto ¢, os dados a
serem usados para o proximo ponto nao sao precisamente os valores de ¢,(t,) e de ¢; (1,). A solugdo do
problema de valor inicial com esses dados em ¢, ndo envolve s6 eV1_mas envolve também e¥107,
Como o erro nos dados em ¢, € pequeno, essa tiltima fungdo aparece com um coeficiente bem pequeno.
De qualquer jeito, como e V! tende a zero e e¥197 cresce rapidamente, esta tiltima acaba dominando e
a solugdo calculada é simplesmente um miltiplo de V10t — b

Especificamente, suponha que usamos o método de Runge-Kutta para calcular a solugio y = ¢, (1) =

Viont g4, problema de valor inicial

Y =10n%y =0,  y0)=1, y(0)=—v10x.

(O método de Runge-Kutta para sistemas de segunda ordem serd descrito na Secao 8.6.) Usando aritmé-
tica de precisio simples (oito digitos) com tamanho de passo /i = 0,01, obtemos os resultados na Tabela
8.5.4. E evidente desses resultados que a solugio numérica comega a ficar significativamente diferente
da solugdo exata para r > 0.5, e logo difere dela por vdrias ordens de grandeza. A razio ¢ a presenga, na

[

solugdo numérica, de uma pequena componente da solugio que cresce exponencialmente ¢, = V10t
Com aritmética de oito digitos podemos esperar um erro de arredondamento da ordem de 10* em cada
passo. Como ¢¥10™ ¢cresce por um fator de 3.7 x 107 de r=0até r = 5, um erro de 10 perto de ¢ = € pode
produzir um erro da ordem de 10" em ¢ = 5. mesmo que nio sejam introduzidos outros erros nos célculos
intermedidrios. Os resultados dados na Tabela 8.5.4 mostram que isso é exatamente o que acontece.

TABELA 8.5.4 Solugiio exata de v" - 10r%y =0,
/10

y(0)y=1,y"(0)=- 7 ¢ Aproximagdo Numérica
Usando o Método de Runge-Kutta com & = 0,01
y
t Numérica Exata
0.0 1,0 1,0
0,25 8,3439 % 102 8,3438 x 10°?
0.5 6,9623 x 1073 6,9620 x 1073
0,75 5,8409 x 107* 5,8089 x 10
1.0 8.6688 x 107 48469 x 10~°
L5 5,4900 x 1073 3,3744 x 1077
20 7,8852 x 10! 2,3492 x 10~°
2,5 1,1326 x 10? 1,6355 x 107!
3.0 1,6268 x 10* 1,1386 x 10717
3.5 23368 x 10° 7,9272 x 10716
40 3,3565 x 10° 55189 x 1018
4,5 48211 x 10'° 3,8422 x 107%
50 6,9249 x 10" 2,6749 x 10-%
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Vocé deve ter em mente que os valores numéricos dos elementos na segunda coluna da Tabela 8.5.4
sdo extremamente sensiveis a pequenas variagoes no modo como os célculos sdo executados. Indepen-
dentemente desses detalhes, no entanto, o crescimento exponencial da aproximagio ficard evidente.

A Eq. (18) é altamente instdvel, e o comportamento ilustrado nesse exemplo € tipico de problemas
instdaveis. Podemos seguir precisamente a solu¢do por um tempo e o intervalo pode ser estendido usando-
se tamanhos menores de passos ou métodos mais precisos, mas finalmente a instabilidade no problema
domina e leva a grandes erros.

Alguns Comentdrios sobre Métodos Numéricos. Introduzimos, neste capitulo, diversos métodos numéricos
para se aproximar a solugio de um problema de valor inicial. Tentamos enfatizar algumas ideias impor-
tantes mantendo, ao mesmo tempo, um nivel razodvel de complexidade. Um exemplo disso é que sempre
usamos um tamanho de passo uniforme, mas a produgio atual de cddigos fornece maneiras de se mudar
o tamanho do passo a medida que os cdlculos prosseguem.

Existem diversas consideragdes que devem ser levadas em conta ao se escolher o tamanho do passo.
E claro que um deles ¢ a precisdo; um tamanho de passo muito grande leva a um resultado impreciso.
Normalmente € dada uma tolerancia para o erro antecipadamente, € o tamanho do passo em cada etapa
tem que ser consistente com essa tolerdncia. Como vimos, o tamanho do passo também tem que ser es-
colhido de modo que 0 método seja estdvel. Caso contrdrio, pequenos erros vdo crescendo e logo tornam
os resultados sem valor. Finalmente, para métodos implicitos € necessdrio resolver uma equagio em cada
passo, € o método usado para resolvé-la pode impor restrigoes adicionais sobre o tamanho do passo.

Ao escolher um método € preciso, também, equilibrar as questoes de precisio e estabilidade com o
tempo necessdrio para executar cada passo. Um método implicito, como o de Adam-Moulton, precisa de
mais cdlculos para cada passo, mas se sua precisdo e sua estabilidade permitem um tamanho de passo
maior (e, em consequéncia, menos passos), entdo isso pode mais do que compensar os clculos adicionais.
As formulas inversas de diferenciagio de ordem moderada, quatro, por exemplo, sio altamente estdveis
e a0, portanto, indicadas para problemas rigidos, para os quais a estabilidade ¢ o fator controlador.

Alguns cédigos atuais permitem, também, que se varie a ordem do método, além do tamanho do passo,
a medida que se efetuam os célculos. O erro ¢ estimado em cada passo e a ordem e o tamanho do passo
sdo escolhidos de modo a satisfazerem a tolerancia de erro desejada. Na pritica sdo utilizados os métodos
de Adams até a ordem doze, e as férmulas inversas de diferenciagio até a ordem cinco. Férmulas inversas
de diferenciagio de ordem mais elevada ndo sdo convenientes devido a falta de estabilidade.

Finalmente, observamos que a suavidade da fung¢do f— ou seja, o niimero de derivadas que gla tem
— ¢ um fator a ser considerado na escolha do método a ser usado. Métodos de ordem mais alta perdem
alguma precisao se a fungio f ndo tem derivadas até uma ordem correspondente.

PROBLEMAS

1. Para obter alguma ideia dos perigos possiveis de pequenos erros nas condigdes iniciais, tais como os devi-
dos a arredondamentos, considere o problema de valor inicial

y=t+y-3, y(0) =2,

(a) Mostre que asolugio €y =¢,() =2 1.

(b) Suponha que hd um erro na condigio inicial e é utilizado o valor 2,001 em vez de 2. Determine a so-
lugdo y = ¢, (¢) nesse caso e compare a diferenga ¢, (t) — ¢, (1) em ¢ =1 e quando 1 — e,

Considere o problema de valor inicial

2

y=0£+¢, y(0) = 0. (i)

Usando o método de Runge-Kutta com tamanho de passo h, obtemos os resultados na Tabela 8.5.5. Esses
resultados sugerem que a solugdo tem uma assintota vertical entre =09 e t = 1,0,

TABELA 8.5.5 Aproximagoes da
Solugdo do Problema de Valor
Inicial y’ = £ + ¢, y(0) = 0 Usando o
Método de Runge-Kutta

h =090 =10

0,02 3,42985 > 10%
0,01 3,42982 > 10%
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(a) Sejay=¢ (1) asolugio do problema (i). Além disso, seja y = ¢, (1) a solugdo do problema

y=1+e\.  y0)=0, (ii)
e sejay = ¢,(t) asolugio de
y=¢. y0=o0. (i)
Mostre que
() = @) < d1(1) (iv)

em algum intervalo contido em 0 < ¢ < 1 onde existem todas as trés solugoes.

(b) Determine ¢, (¢) e ¢, (1). Depois, mostre que ¢ () — oo para algum rentre t = In2 = 0.69315e r = 1.

(c) Resolva as equacoes diferenciais y' =" e v' = 1 + ¢’, respectivamente, com a condigao inicial y(0,9) =
3,4298. Use os resultados para mostrar que ¢ (1) — oo quando 1 = 0,932,

.'Q 3. Considere novamente o problema de valor inicial (16) do Exemplo 2. Investigue o quao pequeno tem que
ser 0 tamanho do passo h para garantir que o erro em £ = 0,05 e em ¢ = 0,1 seja menor do que 0,0005.

(a) Use o método de Euler.

(b) Use o método de Euler inverso.

(¢) Use o método de Runge-Kutta.
5‘2, 4. Considere o problema de valor inicial

y =10y +2.57 +05t, y(0)=4.

(a) Encontre a solugdo y = ¢ (1) e desenhe seu griafico para0 <1 < 5.

(b) A andlise de estabilidade no texto sugere que para este problema o método de Euler s6 € estdvel para
h < 0.2. Confirme que isso € verdade aplicando o método de Euler a esse problema para 0 <t < 5 com
tamanhos de passos préximos de 0.2,

(c) Aplique o método de Runge-Kutta a este problema para 0 <t < 5 com diversos tamanhos de passos.
O que vocé pode concluir sobre a estabilidade desse método?

(d) Aplique o método de Euler inverso a este problema para 0 <1 < 5 com diversos tamanhos de passos.
Qual o tamanho de passo necessdrio para que o erro em ¢ = 5 seja menor do que 0,017
Em cada um dos Problemas 5e 6

(a) Encontre uma férmula para a solugdo do problema de valor inicial e observe que ela é independente
de 2.

(b) Use o método de Runge-Kutta com A = 0,01 para calcular valores aproximados da solugdgoem 0 <t <
1 para diversos valores de ,como =1, 10,20 e 50.

(c) Explique as diferencas, se existirem, entre a solugdo exata e as aproximagoes numéricas.

L S y-ry=1-x y0)=0 &L 6.y —ry=2-1r%  y0)=0

8.6 Sistemas de Equacges de Primeira Ordem

Nas segoes anteriores discutimos métodos numeéricos para aproximar a solugao de problemas de valor
inicial associados a uma equagio de primeira ordem. Esses métodos também podem ser aplicados a sis-
temas de equacgdes de primeira ordem. Como equagdes de ordem mais alta sempre podem ser reduzidas
a um sistema de primeira ordem, basta tratar de sistemas de primeira ordem. Por simplicidade, vamos
considerar um sistema com duas equagdes de primeira ordem

‘rj:f(r‘x’y)‘ y’zg{tix!y)! (1)
com as condiges iniciais
x(fp) = xo, y(to) = yo. (2)

Vamos supor que as fungoes fe g satisfazem as condigdes do Teorema 7.1.1, de modo que 0 problema de
valor inicial (1), (2) tem uma tinica solugio em algum intervalo do eixo dos t contendo 0 ponto . Que-
remos determinar valores aproximados x;, X, ..., Xu, ... € Y1, Y2, ..., Y - da solugdo x = ¢ (£),y = ¥ (1) nos
pontost,=f,+nhcomn=1,2,....
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EXEMPLO

Em notagéo vetorial, o problema de valor inicial (1), (2) pode ser escrito como
X =f(t,x), x(n)=xo, (3)

onde x é um vetor com coordenadas x e y, f é a funcdo vetorial com coordenadas fe g, e x, € o vetor com
coordenadas x, e y,. Os métodos das secdes anteriores podem ser imediatamente generalizados para
tratar sistemas de duas (ou mais) equacdes. Tudo que € necessdrio (formalmente) € substituir a varidvel
escalar x pelo vetor x e a funcdo escalar f pela fungio vetorial f nas equacoes apropriadas. Por exemplo,
a férmula de Euler torna-se

Xpi1 = Xp + f]fm (4)

Xntl = Xn h f“mxm}'n)) 5
Gee) = Ga) i) 8

As condicdes iniciais sdio usadas para se determinar f, que € o vetor tangente ao grafico da solucio
x = ¢ (1) no plano xy. Movemo-nos na diregdo desse vetor tangente por um periodo de tempo h para en-
contrar o proximo ponto x,. Af calculamos um novo vetor tangente f;, movemo-nos ao longo dele por um
periodo de tempo & para encontrar X,, ¢ assim por diante.

De maneira andloga, o método de Runge-Kutta pode ser generalizado para sistemas. Para o passo de
t,parat,,, temos

ou, em forma de coordenadas,

Xntl = Xp + (1/6)(Ky1 + 2K 2 + 2Ky3 + kyy), (6)
onde

ki = £, %),
ko =1, + (}1/2}»?‘:: T UU’ZJRM].

Knz = £[ty + (1/2),X, + (h/2)k,],
kun‘ = f((,, + h- X, + hkn:ﬁ)'
As férmulas para o método de previsio e correcdo de Adam-Moulton aplicadas ao problema de valor
inicial (1), (2) sdo dadas no Problema 9.
As equagdes vetoriais (3), (4), (6) e (7) sdo, de fato, vdlidas para qualquer nimero de dimensoes. Basta
interpretar os vetores como tendo n coordenadas em vez de duas.

(7)

Determine valores aproximados para a solugio x = ¢ (1), y =7 () do problema de valor inicial
X =x—4y y==x+y, (8)
xX=1 y0) =0, ®)
no ponto ¢ = 0,2. Use 0 método de Euler com & = 0.1 e o método de Runge-Kutta com A = 0,2. Compare os
resultados com os valores da solugio exata:

P __+_e]r e~ — {,1{

p)=—— VO=—p—. (10)

Vamos usar primeiro 0 método de Euler. Para esse problema, f, = x, — 4y, e g, = —x, + y,: logo,
fo=1—-(@)(0) =1, g=-1+0=-1
Entao, das férmulas de Euler (4) e (5), obtemos
x=1+01(1)=1,1, y1 =0+ (0,1)(-1) = -0,1.
No préximo passo,
fi=11—(@(-01) =15, sn=-11+(-01)=-12.
Portanto,
x; = 1,14+ (0,1)(1,5) = 1,25, y2=-01+(0,1)(-1,2) = —0,22.

Os valores da solugdo exata, corretos até oito digitos, sdo ¢ (0.2) = 1,3204248 e ¢ (0,2) = -0,25084701. Logo, os
valores calculados pelo método de Euler tém erros em torno de 0,0704 ¢ 0,0308, respectivamente, correspon-
dendo a erros percentuais proximos de 5,3% e 12,3%.
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Vamos usar agora o método de Runge-Kutta para aproximar ¢ (0,2) e ¥ (0,2). Com h = 0,2, obtemos os

seguintes valores das Egs. (7):
N f(1;0) - Y.
01 = g( I.U) = =9 »

£(1.1:-0,1) _

= (g(l 1:-0.1) ;
L (F115-0,12) 1,63
"7 g(1,15,-0,12) =1.27

2,342
—1,580
Entéo, substituindo esses valores na Eq. (6), obtemos

1y 02 7 9602 [ 1,3200667

i, 2 (u) & (—7.52 ) = (—0,25066667)'

Esses valores de x, e y, tém erros em torno de 0,000358 ¢ 0,000180, respectivamente, com erros percentuais
menores do que um décimo de 1%.

Este exemplo ilustra, mais uma vez, a grande diferenga de precisdo obtida por métodos de aproximagio
mais precisos, como o de Runge-Kutta. Nos céleulos que indicamos acima o método de Runge-Kutta s6 precisa
do dobro de cileulos do que o de Euler, mas o erro no método de Runge-Kutta é em torno de 200 vezes menor
do que no método de Euler,

£(1,326; -0,254)
Kos =
g(1,326,-0,254)

PROBLEMAS

®

Em cada um dos Problemas de 1 a 6, determine valores aproximados da solugdo x = ¢ (1), y = ¥ (r) do proble-
ma de valor inicial dado em r = 0,2;0.4:0,6; 0.8 ¢ 1.0. Compare os resultados obtidos por métodos diferentes e
tamanhos de passos diferentes.

(a) Use o método de Euler com /i = 0.1,
(b) Use o método de Runge-Kutta com i =02,
(c) Use o método de Runge-Kutta com i =0.1.
. X¥=x+y+t, y=4x-2y =1, y =0

2. xX=2%+1y, y=x0 =1, y0)=1

XM =—x=-y~1, y=ux x(m=1, y0)=1

4 xX=x-y+xy, yV=3-2y—-uxy x(0)=0, y=1

5. ¥ =x(1 - 0,5x—05y), ¥ =y(-025+0,5x); x(0)=4, y0)=1

6. ¥ =exp(—=x+y) —cosx, y =sen(x —3y); xXO=1, y(=2

7. Considere o problema do exemplo x' = x — 4y, ¥'= —x + y com condigdes iniciais x(0) = 1, y(0) = 0. Use o

método de Runge-Kutta para aproximar a solugao deste problema no intervalo 0 < ¢ < 1. Comece com h =
0.2 ¢ depois repita os calculos com A = 0,1:0,05: ... cada um com a metade do anterior. Continue o processo
até os cinco primeiros digitos da solugdo em ¢ = | permanecerem constantes para tamanhos sucessivos de
passos. Determine se esses digitos sdo precisos comparando-os com a solugdo exata dada nas Egs. (10) do
texto.

8. Considere o problema de valor inicial
M +3x =1, x(0)=1, X(0)=

Transforme este problema em um sistema de duas equagdes de primeira ordem e determine valores apro-
ximados da solugdo em ¢ = 0,5 e r = 1,0 usando o método de Runge-Kutta com # =0.1.

9. Considere o problema de valor inicial x' = f(r,x,y) e ¥’ = g (1, x, ) com x (1,) = x, € y (,) = Y- A generaliza-
¢io do método de previsio e corregiao de Adam-Moulton da Segio 8.4 é

Xost = Xa + RR(G5fy = 5951 +3Tfu2 = Yo-3),
Yol = Yn + ﬁh{ssgn = 593!!-—] + 3.?8""2 = 98'!-3)
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Xnsl = Xn + ﬁh(gfrﬁl + lgf;. e Sﬁu—l +fn—2)|
Vst = Yu+ 2hO8ur1 + 192, — 581 + 8 2)-

Determine um valor aproximado da solugdo em t = 0,4 para o problema de valor inicial do exemplo x’ =
x—=4y,y" =-x+ycomx(0) =1,y(0) = 0. Use & = 0,1. Corrija o valor previsto uma vez. Para os valores x,,
..., Y3, use os valores da solugao exata arredondados para seis digitos: x, = 1,12735;x, = 1,32042; x, = 1,60021;
y; ==0,111255; y, = —0.250847 e y, = —0.429696.
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CAPITULO

9
F.quacoes Diferenciais

Nao Lineares e Estabilidade

Existem muitas equagdes diferenciais, especialmente néo lineares, que nao sio suscetiveis a solugao ana-
litica de algum modo razoavelmente conveniente. Métodos numéricos, como os discutidos no capitulo
precedente, fornecem um modo de tratar essas equagoes. Outra abordagem, apresentada neste capitulo,
tem cardter geométrico e nos leva a uma compreensio qualitativa do comportamento das solugdes, em
vez de informagao quantitativa detalhada.

9.1 O Plano de Fase: Sistemas Lineares

Como muitas equagoes diferenciais ndo podem ser resolvidas de maneira conveniente por métodos ana-
liticos, € importante considerar que tipo de informagio qualitativa' pode ser obtido sobre suas solugdes
sem resolver, de fato, as equagodes. As questoes que vamos considerar neste capitulo estido relacionadas
a4 ideia de estabilidade de uma solugio, e os métodos que empregaremos sao, basicamente, geométricos.
Tanto o conceito de estabilidade quanto a utilizagao de andlise geométrica foram introduzidos no Capi-
tulo 1 e usados na Segio 2.5 para equagdes autdénomas de primeira ordem

dv/dr = f(y). (1)

Neste capitulo, vamos refinar essas ideias e estender a discussio a sistemas de equagdes.
Vamos comegar com um dos sistemas mais simples, a saber, um sistema linear homogéneo de segunda
ordem com coeficientes constantes. Tal sistema tem a forma

dx/dt = Ax, (2)

onde A ¢ uma matriz constante 2 x 2 ¢ x é um vetor 2 x 1. Sistemas desse tipo foram resolvidos nas Segoes
7.5 a 7.8. Lembre que, se procurarmos solugdes da forma x = £¢”, entdo, substituindo na Eq. (2), obtemos

(A—rhE =0. 3)

Logo, r tem que ser um autovalor e £ um autovetor associado da matriz de coeficientes A. Os autovalores
sdo as raizes da equagdo polinomial

det(A —rl) =0, 4)

e os autovetores sdo determinados pela Eq. (3) a menos de uma constante multiplicativa.

'A teoria qualitativa de equagdes diferenciais foi criada por Henri Poincaré (1854-1912) em diversos artigos importantes
entre 1880 e 1886. Poincaré foi professor na Universidade de Paris e ¢ considerado, geralmente, o matemdtico mais impor-
tante de seu tempo. Ele fez descobertas fundamentais em muitas dreas diferentes da matemdtica, incluindo teoria de fungdes
complexas, equagdes diferenciais parciais € mecanica celeste. Iniciou o uso de métodos modernos em topologia em uma série
de artigos a partir de 1894. Foi um pioneiro na utilizagio de séries assintdticas em equagdes diferenciais, uma das ferramentas
mais poderosas da matemitica aplicada contemporinea. Entre outras coisas, usou expansdes assintéticas para obter solugdes
em torno de pontos singulares irregulares, estendendo o trabalho de Fuchs ¢ Frobenius discutido no Capitulo 5.
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CASO 1

Vimos, na Se¢io 2.5, que pontos onde a expressio & direita do sinal de igualdade na Eq. (1) € nula tém
importéncia especial. Tais pontos correspondem a solugdes constantes, ou soluges de equilibrio, da Eq. (1)
e sio chamados, muitas vezes, de pontos criticos. Analogamente, para o sistema (2) os pontos onde Ax =
0 correspondem a solugdes de equilibrio (constantes) e também sio chamados de pontos criticos. Vamos
supor que A é invertivel, ou seja, que det A # 0. Segue que x = 0 € o tinico ponto critico do sistema (2).

Lembre que uma solugdo da Eq. (2) ¢ uma fungio vetorial x = ¢(r) que satisfaz a equagio diferencial.
Tal fungdo pode ser considerada como uma representagio paramétrica de uma curva no plano x,x,. Aju-
da, muitas vezes, olhar essa curva como um caminho, ou trajetéria, percorrida por uma particula em mo-
vimento cuja velocidade dx/dr ¢ especificada pela equagio diferencial. O plano x,x, é chamado de plano
de fase, e um conjunto representativo de trajetérias ¢ chamado de retrato de fase.

Ao analisar o sistema (2), precisamos considerar diversos casos, dependendo da natureza dos autova-
lores de A. Isso também aconteceu nas Segoes 7.5 a 7.8, onde estdvamos interessados, basicamente, em
encontrar uma férmula conveniente para a solugio geral. Nosso objetivo principal, agora, é caracterizar
a equagdo diferencial de acordo com o padrio geométrico formado por suas trajetérias. Em cada caso,
vamos discutir o comportamento das trajetérias em geral e ilustrd-lo com um exemplo. E importante que
vocé se familiarize com os tipos de comportamento das trajetdrias em cada caso, pois esses sio os ingre-
dientes bdsicos na teoria qualitativa de equagoes diferenciais.

Autovalores Reais e Distintos de Mesmo Sinal. A solugio geral da Eq. (2) é
X = C]nf“'t’"' + Czéme':", (5)

onde r, e r; sdo ambos positivos ou ambos negativos. Suponha, primeiro, que r, < r, < 0 ¢ que os autoveto-
res £ e £ sdio como ilustrado na Figura 9.1.1a. Segue da Eq. (5) que x — 0 quando 1 — oo, independente
dos valores de ¢, e ¢;; em outras palavras, todas as solugdes se aproximam do ponto critico na origem
quando  — oo. Se a solugio comega em um ponto inicial na reta contendo a origem na diregio de &1,
entdo ¢, = 0. Em consequéncia, a solugdo permanece nessa reta para todo f ¢ tende a origem quando 1 —
oc. Analogamente, se 0 ponto inicial pertence a reta na diregio de £7', entio a solugao tende 4 origem ao
longo dessa reta. Na solugio geral, € qtil escrever a Eq. (5) na forma

yoos er:f[clgtl]e[n—ﬂ" +62Ef2;‘] (6}

Note que r, - r, < 0. Portanto, enquanto ¢, # 0, o termo ¢,E"exp[(r, - r,)t] ¢ desprezivel comparado com
¢, para valores suficientemente grandes de 1. Assim, quando r — oo, nilo s6 as trajetdrias se aproximam
da origem mas o fazem tendendo, também, a reta na diregdo de &7, Logo, todas as solugbes tendem ao
ponto critico tangentes a reta na dire¢do de &%, exceto as que comegam exatamente na reta na diregdo
de §". A Figura 9.1.1a mostra diversas trajetorias. Alguns grificos tipicos de x, em fun¢io de 1 estio es-
bogados na Figura 9.1.1b, ilustrando o fato de que todas as solugoes exibem decaimento exponencial no
tempo. O comportamento de x, em fungio de 1 € semelhante. Esse tipo de ponto critico ¢ chamado de né,
ou né atrator, ou sorvedouro.

Vamos agora olhar para trds no tempo e tentar descobrir o que acontece quando t — —oo. Ainda su-
pondo que r, < r, < 0, observamos que, se ¢, # 0, entdo o termo dominante na Eq. (5) quando t — -0 é
o termo envolvendo €. Logo, para grandes valores negativos de r, as trajetérias sdo quase paralelas ao
autovetor &Y, exceto para as trajetorias que se estendem através da reta £, Isto € indicado na Figura
9.1.1a.

x5 x4
/
gt?l /;“/
/ \\ .
/ f’_
' '(a }I- - (b)

FIGURA 9.1.1 Umné;r, <r, <0.(a) O plano de fase. (b) x, em fungdo de r.

Se r, e r, sdo ambos positivos e 0 < r, < ry, entdo as trajetérias tém o mesmo padrio que na Figura 9.1.1a,
exceto que o sentido do movimento é se afastando do ponto critico na origem, em vez de se aproximando.

i
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Nesse caso, x, e x, crescem exponencialmente como fungdes de 1. O ponto critico é chamado, novamente,
de né ou de fonte.

Vimos um exemplo de tal n6 no Exemplo 2 da Segao 7.5, e suas trajet6rias estdo ilustradas na Figura
7.54.

Autovalores Reais com Sinais Opostos. A solugio geral da Eq. (2) é
X = C1El”e"’ -!-625[2]8"‘* (7)

onde r, > 0 e r, <0.Suponha que os autovetores £V ¢ £% sdo como ilustrados na Figura 9.1.2a. Se a solugao
comega em um ponto inicial na reta contendo a origem na direcéo de &Y, entio ¢, = 0. Em consequéncia,
a solugdo permanece nessa reta para todo f ¢, como r, > 0, |x| — oc quando 1 — o, Se a solugdo comega
em um ponto inicial pertencente a reta na direcdo de £%, a situagao ¢ andloga, exceto que ||x}| = 0 quando
t — o0, jd que r, < 0. As solugdes que comegam em outros pontos iniciais seguem trajetérias semelhantes
as da Figura 9.1.2a. A exponencial positiva ¢ o termo dominante na Eq. (7) para ¢ grande, de modo que
todas essas solugoes tendem a infinito assintoticamente a reta determinada pelo autovetor &' correspon-
dente ao autovalor positivo r,. As (nicas solugdes que se aproximam do ponto critico na origem sdo as
que comegam precisamente na reta determinada por §%. A Figura 9.1.2b mostra alguns gréficos tipicos
de x, em fungdo de 1, Para determinadas condigdes iniciais a exponencial positiva estd ausente da solugéo,
de modo que x, — 0 quando 1 — so. Para todas as outras condigdes iniciais a exponencial positiva acaba
dominando ¢ faz com que x, torne-se ilimitada. O comportamento de x, é semelhante. Nesse caso, a ori-
gem ¢ chamada de ponto de sela.

Um exemplo de um ponto de sela apareceu no Exemplo 1 da Segdo 7.5, e suas trajetérias estio ilus-
tradas na Figura 7.5.2.

X

S

(@) (b)
FIGURA 9.1.2 Um ponto de sela:r, > 0,r, < 0.(a) O plano de fase. (b) x, em fungio de r.

Autovalores Iguais. Vamos supor agora que r, = r, = r. Vamos considerar o caso em que os autovalores
sdo negativos; se forem positivos, as trajetdrias sdo semelhantes, mas o movimento ¢ em sentido contri-
rio. Existem dois subcasos, dependendo se o autovalor repetido tem dois autovetores independentes ou
apenas um.

(a) Dois autovetores independentes. A solucido geral da Eq. (2) é
X = (.lgtllen + C:Elhe’r. (8)

onde &Y e £ sdo autovetores independentes. A razio x,/x, ¢ independente de ¢, mas depende das coor-
denadas de & e £ ¢ das constantes arbitrérias c, e ¢,. Logo, toda trajetéria estd contida em uma reta
contendo a origem, como ilustrado na Figura 9.1.3a. Graficos tipicos de x, ou x; em fungdo de r aparecem
na Figura 9.1.3b. O ponto critico ¢ chamado de né préprio ou, algumas vezes, de ponto estrela.

(b) Um autovetor independente. Como vimos na Se¢do 7.8, a solugdo geral da Eq. (2) nesse caso é
x =c ke + ca(Ete” + pe™), (9)

onde £ é o autovetor e 5 é o autovetor generalizado associado ao autovalor repetido. Para r grande, o
termo dominante na Eq. (9) é c.&e”. Assim, quando 1 — 0o, todas as trajetdrias tendem & origem e 5o tan-
genles a reta na diregio do autovetor. Isso é verdadeiro mesmo quando c, = 0, pois, nesse caso, a solugdo
x = ¢,g¢” pertence a essa reta. Analogamente, para valores negativos grandes de 1 o termo c,§e” €, nova-
mente, dominante, de modo que, quando t — -0, cada trajetéria é assint6tica a uma reta paralela a §.
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x4 E

glﬂ gll]

xy

(a) (b)

FIGURA 9.1.3 Um n6 préprio, dois autovetores independentes: r, = r, < 0. () O plano de fase. (b) x, em
fungio de 1.

A orientagio das trajetorias depende das posigoes relativas de £ e n. Uma situagdo possivel estd ilus-
trada na Figura 9.1.4a. Para localizar as trajetérias, ¢ melhor escrever a solugdo (9) na forma

x = [(c1& + c2n) + 26t = ye', (10)

onde y = (¢,& + c,n) + ¢,&1. Note que o vetor y determina a diregdo e o sentido de x. enquanto a quantidade
escalar " afeta apenas o tamanho de x. Observe, também, que para valores fixos de ¢, e ¢, a expressio
para y ¢ uma equacao vetorial da reta contendo o ponto ¢ & + ¢ e paralela a &

Para esbogar a trajetdria correspondente a um par dado de valores de ¢, ¢ ¢.. vocé pode proceder da
seguinte maneira: primeiro, desenhe a reta dada por (¢,& + c,n) + ¢,&r e note o sentido do movimento
quando  cresce nessa reta. A Figura 9.1.4a mostra duas dessas retas, uma para ¢- > 0 e outra para ¢, <
0. A seguir, observe que a trajetoria dada passa pelo ponto ¢,& + ¢,y quando r = 0. Além disso, quando
r aumenta o vetor x dado pela Eq. (10) tem o mesmo sentido de quando r aumenta na reta. mas o tamanho
de x decresce rapidamente e tende a zero, devido ao fator exponencial decaindo ¢”. Finalmente, quando
— =00 0 sentido de x é determinado por pontos na parte correspondente da reta, e o tamanho de x tende
a infinito, Dessa forma, obtemos as trajetdrias mais grossas na Figura 9.1.4a. Algumas outras trajetorias
mais finas estao esbogadas para ajudar a completar o diagrama. Graficos tipicos de x, em fungio de ¢
aparecem na Figura 9.1.4b.

Outra situagao possivel estd ilustrada na Figura 9.1.4¢, onde a orientagio relativa de £ e g estd inverti-
da. Como indicado na figura, isso resulta em uma mudanga de sentido na orientagio das trajetdrias.

Se r, = r, > 0, vocé pode esbogar as trajetdrias seguindo o mesmo procedimento. Nesse caso, as traje-
torias sido percorridas no sentido para fora, e a orientagio das trajetorias em relagio a £ e p também estd
invertida.

Quando um autovalor duplo tem um tnico autovetor independente, 0 ponto critico ¢ chamado de no
improéprio ou degenerado. Vimos um exemplo particular desse caso no Exemplo 2 na Segido 7.8; as traje-
torias estdo ilustradas na Figura 7.8.2,

x)
t crescente
cab _
e3> 0‘ P - r
i g 2
t x
\\_/—/’_ 2 c+em O
c2< 0
== 2

t crescente
(b) (c)

FIGURA 9.1.4 Um né impréprio, um autovetor independente; r, = r, < 0. (a) O plano de fase. (b) x, em fungio de r. (¢) O plano

de fase.
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CASO 4 Autovalores Complexos. Suponha que os autovalores sdo & + iy, onde A e p sdo reais, » # Oe > 0. E

possivel escrever a solugdo geral em termos dos autovalores e autovetores, como vimos na Segio 7.6. No
entanto, vamos proceder de modo diferente.
Sistemas com autovalores A =+ iy sao, tipicamente, da forma

A
x—(_“ }.)x (1

X; = Axp + pxo. Xy = —pXy + Ax;. (12)

ou, em forma escalar.

Vamos introduzir coordenadas polares r.# dadas por
e =.rf +.\'::. lan¥ = x;/x,.
Diferenciando essas equagdes, obtemos
rr' = xx|) + xx5, (sec? )8 = (x1x}, — xaxy)/xi. (13)
Substituindo as Eqs. (12) na primeira das Egs. (13). vemos que
r=ar, (14)
e, portanto,
r=ce", (15)
onde ¢ € uma constante. Analogamente. substituindo as Eqs (12) na segunda das Egs. (13) e usando o fato
de que sec’# = £/ x;. temos
# =—p (16)
Logo.
0= —ut+H, (17)

onde 6, ¢ o valor de #quando ¢ =0,

As Eqs. (15) e (17) sdlo equagdes paramétricas em coordenadas polares das trajetdrias do sistema (!1).
Como p > 0, segue da Eq. (17) que # diminui quando ¢ aumenta, de modo que o movimento em uma tra-
jetoria € no sentido hordrio, Quando  — no.vemos da Eq. (15) que r — Ose 4 <0e que r — oo se ) > (.
Entdo, as trajetorias sao espirais, que tendem ou se alastam da origem dependendo do sinal de A. Ambas
as possibilidades estio ilustradas na Figura 9.1.5, junto com alguns grificos tipicos de x, em fungio de

x; L
—
t
- X
(a) (b)
X3 x
t

e

(e) (d)
FIGURA 9.1.5 Um ponto espiral;r, = A + g, r, = & — ip. (a) 2. < 0, 0 plano de fase. (b) A < 0, x, em fungio de
t.(c) » > 0,0 plano de fase. (d) A > 0, x, em fungio de 1.
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1. Os pontos criticos sdo chamados de pontos espirais nesse caso. Os termos sorvedouro espiral e fonte
espiral sdo usados, frequentemente, para se referir a pontos espirais cujas trajetorias se aproximam ou se
afastam, respectivamente, do ponto critico.

Mais geralmente, é possivel mostrar que, para qualquer sistema com autovalores complexos A = iy,
onde A # 0, as trajetdrias sdo sempre espirais. Elas estdo orientadas para dentro ou para fora, respectiva-
mente, dependendo se o sinal de A é negativo ou positivo. Podem ser alongadas e retorcidas em relagio
aos eixos coordenados, e o sentido do movimento pode ser hordrio ou trigonométrico. Embora uma
andlise detalhada seja moderadamente dificil, é ficil obter uma idéia geral da orientagio das trajetériag
diretamente das equagdes diferenciais. Suponha que o sistema

(ayra) = (¢ 0)C) a

tem autovalores complexos » = ix e considere o ponto (0, 1) no semieixo positivo dos y. Segue das Egs,
(18) que, nesse ponto, dx/dt = b e dy/dt = d. Dependendo dos sinais de b e d, podemos inferir o sentido
do movimento e a orientagio aproximada das trajetérias. Por exemplo, se b e d forem negativos, entio as
trajetérias atravessardo o semieixo positivo dos y, descendo e entrando no segundo quadrante. Se, além
disso, A < 0, entdo as trajetdrias 1&m que ser espirais direcionadas para o ponto critico semelhantes as da
Figura 9.1.6. Foi dado outro caso no Exemplo 1 da Secdo 7.6, cujas trajetdrias aparecem na Figura 7.6.2,

X2

X

FIGURA 9.1.6 Um ponto espiral;r = A &+ ipr com 4 <0,

CASO 3 Autovalores Imaginarios Puros. Nesse caso, A =0 e osistema (11) se reduz a

X = (_3 ‘6) X (19)
com autovalores +ip. Usando o mesmo argumento que no Caso 4, encontramos
r'=0, ' =—pu, (20)
€, portanto,
r=c, 0=-—ut+6, (21)

onde c e 6, sdo constantes. Logo, as trajetdrias sdo circulos centrados na origem, percorridos no sentido
horidrio se u > 0 e no sentido trigopnométrico se p < 0. Um circuito completo em torno da origem é feito
em um intervalo de tempo de comprimento 27/u, de modo que todas as solugdes sdo periédicas com
periodo 2a/u. O ponto critico € chamado de centro.

Em geral, quando os autovalores sdo imagindrios puros ¢ possivel mostrar (veja o Problema 19) que
as trajetorias sdo elipses centradas na origem. A Figura 9.1.7 mostra uma situagio tipica e inclui, também,
alguns grificos tipicos de x, em fungio de r. Veja ainda o Exemplo 3 na Segdo 7.6, especialmente as Figu-
ras 7.6.3 e 7.6.4.

Refletindo sobre esses cinco casos e examinando as figuras correspondentes, podemos fazer diversas
observagoes:

1. Depois de um longo periodo de tempo, cada trajetéria individual exibe apenas um entre trés tipos de com-
portamento. Quando t — oo, cada trajetéria se aproxima do ponto critico x = 0 ou percorre, repetidamente,
uma curva fechada (correspondente a uma solugio periédica) em torno do ponto critico, ou torna-se ilimi-
tada,
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X2 X

Ny
) |

(a) (b)
FIGURA 9.L.7 Um centroir, = iu.r, = —ij. (a) O plano de fase. (b) x, em fungio de r,

2. Deum ponto de vista global, o padrdo das trajetdrias em cada caso ¢ relativamente simples. Para ser mais
especifico, por cada ponto (x;, yy) no plano de fase passa uma tnica trajetéria; assim, as trajetérias ndo se
cruzam. Ndo interprete mal as figuras onde aparecem, & vezes, muitas trajetérias que parecem passar pelo
ponto critico x = 0. De fato, a unica solugdo que passa pela origem € a solugdo de equilibrio x = 0. Na ver-
dade, as outras solugdes que parecem passar pela origem apenas se aproximam desse ponto quando £ —
o0 oul — —oc.

3. Emcada caso, o conjunto de todas as trajetorias ¢ tal que uma entre trés situagdes ocorre.

(a) Todas as trajetdrias se aproximam do ponto critico x = 0 quando 1 — oo. Esse é o caso quando os
autovalores sdo reais e negativos ou complexos com parte real negativa. A origem ¢ um né atrator ou
um sorvedouro espiral.

(b) Todas as trajetérias permanccem limitadas, mas nio tendem a origem quando ¢ — oc. Esse € o caso
quando os autovalores sdo imagindrios puros. A origem é um centro.

(c) Algumas trajetorias ¢, possivelmente. todas as trajetdrias exceto x = 0 tendem a infinito quando t —
oc. Esse € o caso se pelo menos um dos autovalores € positivo ou se os autovalores tém parte real
positiva, A origem ¢ um no fonte, ou uma fonte espiral, ou um ponto de sela.

As situagoes descritas em 3(a). (b) e (c) ilustram os conceitos de estabilidade assintética, estabilidade e
instabilidade, respectivamente, da solugdo de equilibrio x = 0 do sistema (2). As definigdes precisas desses
termos serao dadas na Segao 9.2, mas seus significados biasicos devem estar claros da discussio geométri-
ca feita nesta segio. A informagio que obtivemos sobre o sistema (2) estd resumida na Tabela 9.1.1. Veja,
também, os Problemas 20 ¢ 21,

TABELA 9.1.1 Propriedades de Estabilidade de Sistemas Lineares x' = Ax
comdet(A-=rl)=0cdect A=10

Autovalores Tipo de Ponto Critico Estabilidade
n>r>0 N6 Instavel
rn<r<0 No Assintoticamente estdvel
rn<0<r Ponto de sela Instdvel
rn=r>0 NO proprio ou improprio Instavel
n=r<0 NG préprio ou impréprio Assintoticamente estdvel
ri = hEiu Ponto espiral

A>0 Instavel

A< Assintoticamente estdvel
ro=ip,r = —ip Centro Estavel

A anilise nesta segdo se aplica apenas a sistemas de dimensdo dois X" = Ax cujas solugbes podem
ser representadas geometricamente por curvas no plano de fase. Uma andlise semelhante, porém mais
complicada, pode ser feita para um sistema de dimensio n, com uma matriz de coeficientes A n x n, cujas
solugdes sdo curvas em um espago de fase de dimensio n. Os casos que podem ocorrer para sistemas de
dimensao mais alta sdo, essencialmente, combinagdes do que vimos em duas dimensdes. Por exemplo, em
um sistema de dimensao trés com um espago de fase tridimensional uma possibilidade € que solugdes em
determinado plano sejam espirais se aproximando da origem, enquanto outras solugdes podem tender a
infinito ao longo de uma reta transversal a esse plano. Esse seria o caso se a matriz de coeficientes tivesse
dois autovalores complexos com parte real negativa e um autovalor real positivo. No entanto, devido 2
sua complexidade, nio discutiremos sistemas de dimensdo maior do que dois.
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=
PROBLEMAS Para cada um dos Problemas de 1a 12: i

(a) Encontre os autovalores e autovetores.

(b) Classifique o ponto critico (0, 0) em relagdo ao tipo e determine se € estavel, assintoticamente estdvel ou
instdvel.

(c) Esboce diversas trajetérias no plano de fase e esboce, também, alguns gréficos tipicos de x, em fungio de «,
(d) Use um computador para fazer precisamente os graficos pedidos no item (c).

dx (3 -2 ﬁzﬁ_s-lx
Cdt T \2 -2 Cdr T \3 1

[

LY

ﬂ _a)%
@ 5-( o) @ 5=, 3
@ s 5-( 3 @ o 5=( 3)r
@ 1 5-( D)
& )

—

e
“dt -\ 0 -025
dx 4 dx
P = ( 1) ‘Qw.m_(

0

dx -1 dx 2 =3
ocos = 12, — = L
di ( 0 -1)" 125 ('_g 4)‘

Em cada um dos Problemas de 13 a 16, determine o ponto critico x = X" e depois classifique seu tipo e examine
sua estabilidade fazendo a transformagio x = x" + u.

dx 1 1 2 dx =2 1 -2
i o () walt Duald)
15 ﬁ— = X+ X,

8 Tiamg) ) e s | 5

dx 0 -8 al
16. > (5 0)x+ (_y) 4 a,B.y, 6 >0

17. A equagio de movimento de um sistema mola-massa com amortecimento (veja a Segdo 3.7) €
dv  dv
mn— — + kv=10,
ac " Car TN
onde m, ¢ e k sdo positivos. Escreva essa equagdo de segunda ordem como um sistema de duas equagoes
de primeira ordem para x = u, y = du/dr. Mostre que x = 0, y = 0 € um ponto critico e analise a estrutura
e a estabilidade do ponto critico em fungio dos parametros m. ¢ e k. Uma andlise semelhante pode ser
aplicada a equagio do circuito elétrico (veja a Segdo 3.7)
d*l di 1
L— +R—+=1=0.
ar tate
18. Considere o sistema x' = Ax ¢ suponha que A tem um autovalor nulo.

(a) Mostre que x =0 é um ponto critico e que, além disso, todo ponto pertencente a uma determinada reta
contendo a origem €, também, um ponto critico.

(b) Sejamr,=0er, # 0,e sejam &' e §* os autovetores correspondentes. Mostre que as trajetdrias sao
como indicadas na Figura 9.1.8. Qual o sentido do movimento nas trajetorias?

19. Neste problema, vamos indicar como mostrar que as trajetorias sao elipses quando os autovalores sio
imagindrios puros. Considere o sistema

(;) i (E: :j) (;) ()

(a) Mostre que os autovalores da matriz de coeficientes sdo imagindrios puros se, e somente se,

tg
[
ey

ay+an=0, anap —apay > 0. (ii)

ety
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.

h %

\\\xl

FIGURA 9.1.8 Pontos criticos nio isolados; r, = 0. r. # 0. Todo ponto pertencente a reta contendo a origem e
paralela a &' ¢ um ponto critico.

(b) As trajetorias do sistema (i) podem ser encontradas convertendo-se as Egs. (i) em uma tinica equagio
dv _dyv/dt _ anx+any

dx — dode apx+apy (i)
Use a primeira das Eqs. (ii) para mostrar que a Eq. (iii) € exata.
(c) Integrando a Eq. (ii1), mostre que
anx’ + 2asxy —apy’ =k, (iv)

onde k € uma constante, Use as Eqs. (i1) para concluir que o grifico da Eq. (iv) ¢ sempre uma elipse.
Sugestdo: qual o discriminante da forma quadratica na Eq. (iv)?
20. Considere o sistema linear

dx/dt = ayjx + apyv., dv/dt = as,x + any,
onde @y, ..., @, 530 constantes reais. Seja p = a  + @.. q = @,y — @, € A = p* — 4g. Note que p e g sdo,
respectivamente, o trago ¢ o determinante da matriz de coeficientes do sistema dado. Mostre que o ponto
critico (0,0) é um
(a)néseg>0eA=0; (b) ponto de sela se g < 0;
(c) ponto espiralse p # 0 e A < 0; (d)centrosep=0eqg>0.
Sugestao: as conclusdes podem ser obtidas estudando-se os autovalores r, e ry: pode ajudar estabelecer,
também, e depois usar, as relagdes nir,=ger, + r.=p.
21. Continuando o Problema 20, mostre que o ponto critico (0,0) é
(a) assintoticamente estdvel se g >0e p <0,
(b) estivelseg>0ep =0,
(c) instivelse g <Doup > 0.
Os resultados dos Problemas 20 e 21 estdo resumidos visualmente na Figura 9.1.9.

q9
Ponito espiral assintoticamente estavel

Ponto espiral instavel

A SN

e E 5 -
o Ponto de
Yadid s

R S :

FIGURA 9.1.9 Diagrama de
estabilidade.
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9.2 Sistemas Auténomos e Estabilidade

Nesta se¢do vamos comegar a juntar e expandir as ideias geométricas introduzidas na Segdo 2.5, para
certas equagdes de primeira ordem, e na Segdo 9.1, para sistemas de duas equagoes lineares homogéneas
de primeira ordem com coeficientes constantes. Essas ideias estdo relacionadas ao estudo qualitativo
de equagoes diferenciais e ao conceito de estabilidade, uma ideia que serd definida precisamente mais
adiante, ainda nesta segdo.

Sistemas Auténomos. Vamos considerar sistemas com duas equagoes diferenciais simultineas da forma
dx/dt = F(x,y), dy/dt = G(x,y). (1)

Vamos supor que as fungdes /' e G sdo continuas com derivadas parciais continuas em algum dominio
D do plano xy. Se (x,, ;) € um ponto nesse dominio, entdo, pelo Teorema 7.1.1, existe uma tinica solugio
x = ¢(1). v = (r) do sistema (1) satisfazendo as condigdes iniciais

x(to) = xo, y(tp) = yo. (2)

A solugio estd definida em algum intervalo de tempo / que contém o ponto
Escreveremos, muitas vezes, o problema de valor inicial (1). (2) na forma vetorial

dx/dr =f£(x),  x(tp) =x", (3)

onde x = xi + yj, f(x) = F(x, y)i + G(x,y)j e X" = x;i + y,j. Nesse caso, a solugio ¢ expressa como x = ¢(r),
onde ¢(1) = ()i + ¥ (1)j. Como de hibito, vamos interpretar a solugio x = ¢(r) como uma curva tragada
por um ponto se movendo no plano xy, o plano de fase.

Observe que as fungdes F e G nas Egs. (1) ndo dependem da varidvel independente ¢, mas apenas das
varidveis dependentes x e y. Um sistema com essa propriedade € dito auténomo. O sistema

x = Ax, (4)

onde A é uma matriz constante 2 x 2, € um exemplo simples de um sistema autonomo bidimensional.
Por outro lado, se um ou mais elementos da matriz de coeficientes forem uma fun¢io da varidvel inde-
pendente ¢, entdo o sistema ndo é autébnomo. A distingiio entre sistemas auténomos e nio autébnomos ¢é
importante, porque a andlise qualitativa geométrica desenvolvida na Segio 9.1 pode ser efetivamente
estendida para sistemas autdbnomos em geral, mas ndo € tdo (til para sistemas que ndo sdo autbnomos.

Em particular, o sistema auténomo (1) tem um campo de direg¢oes associado que € independente do
tempo. Em consequéncia, existe apenas uma trajetéria passando por ponto (x,, y,) no plano de fase. Em
outras palavras, todas as solugdes que satisfazem uma condigdo inicial da forma (2) percorrem a mesma
trajetdria, independente do instante £, no qual elas estdo em (x,, y,). Logo, como no caso do sistema linear
com coeficientes constantes (4), um tnico retrato de fase mostra, simultanecamente, informagao qualitati-
va importante sobre todas as solugoes do sistema (1). Veremos esse fato confirmado repetidas vezes neste
capitulo.

Sistemas autdnomos ocorrem, com frequéncia, em aplicagoes. Fisicamente, um sistema auténomo ¢
aqeule cuja configuragao ¢ independente do tempo, incluindo parametros fisicos e forgas ou efeitos ex-
ternos. A resposta do sistema a condigdes iniciais dadas € independente, portanto, do instante em que as
condigbes sdo impostas.

Estabilidade e Instabilidade. Os conceitos de estabilidade, estabilidade assintética e instabilidade jd foram
mencionados diversas vezes neste livro. Estd na hora de dar uma defini¢io matemdtica precisa desses
conceitos, pelo menos para sistemas auténomos da forma

"= f(x). (5)

Nas definigdes a seguir, ¢ em outros lugares, usaremos a notagao ||x|| para designar o comprimento, ou
tamanho, do vetor x.

Os pontos, se existirem, onde f(x) = 0 s3o chamados de pontos criticos do sistema auténomo (5). Em

tais pontos, x’ = 0, de modo que os pontos criticos correspondem a solugdes constantes, ou de equilibrio,

do sistema de equagdes diferenciais. Um ponto critico x° do sistema (5) € dito estavel se, dado qualquer €
> 0, existe um § > 0, tal que toda solugio x = ¢(r) do sistema (1), que satisfaz, em t =0,

lp0) —x°|| < 8, (6)
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existe para todo ¢ positivo e satisfaz

() —x"|| < e (7)

para todo ¢ > 0. Isso estd ilustrado geometricamente nas Figuras 9.2.1a ¢ 9.2.1b. Essas proposigoes mate-
maticas dizem que todas as solugdes que comegam “suficientemente préximas™ (ou seja, a uma distancia
menor do que §) de x" permanecem “proximas” (a uma distancia menor do que €) de . Note que. na
Figura 9.2.1a, a trajetéria estd no interior do circulo [[x — x| = § em ¢ = 0 ¢, embora saia logo desse circulo,
permanece no interior do circulo [x = x| < € para todo t > 0. No entanto, a trajetéria da slwluq:]o nio pre-
cisa se aproximar do ponto critico X’ quando 1 — oo, como ilustrado na Figura 9.2.1p, Um ponto critico

que ndo € estavel ¢ dito instavel.

€

50y

(¢(0), w(O)

() (h)
FIGURA 9.2.1 (a) Estabilidade assintética. (b) Estabilidade,

Um ponto critico X' € dito assintoticamente estivel sc ¢ estivel e se existe um &, com () < §, < §, tal que,
se uma solugio x = ¢(r) satistaz

Ip(0) —x"|| < (8)
entio
lim (1) = X (9)

Logo, as trajetdrias que comegam “suficientemente proximas™ de X' nao apenas permanecem “proximas”,
mas [ém que acabar tendendo a x” quando r — oc. Esse ¢ o caso para a trajetoria na Figura 9.2.1a, mas
nao para a na Figura 9.2.1b. Note que a estabilidade assintotica é uma propriedade mais forte do que
a estabilidade, ja que um ponto critico tem que ser estavel antes que possamos falar sobre se € ou nido
assintoticamente estavel. Por outro lado, a condigio limite (9), que ¢ uma propriedade essencial para
a estabilidade assintética, sozinha ndo implica nem estabilidade simples. De fato. é possivel construir
exemplos nos quais todas as trajetorias tendem a x” quando t — oo, mas para as quais X’ ndo € ponto cri-
tico estavel. Geometricamente, basta construir uma familia de trajetérias com elementos que comegam
arbitrariamente préximos de x”, depois partem para uma distincia arbitrariamente grande antes de, por
fim, se aproximar novamente de x” quando ¢ — o,

Neste capitulo vamos nos concentrar em sistemas de duas equagdes, mas as definigdes que acabamos
de dar sdo independentes do tamanho do sistema. Se os vetores nas equagdes de (5) a (9) forem inter-
pretados como de dimensdo n, entio as definigoes de estabilidade, estabilidade assintética e instabilidade
também se aplicam a sistemas com n equagoes. Essas definigdes podem se tornar mais concretas ao serem
interpretadas em termos de um problema fisico especifico.

0 Péndulo Oscilatério. Os conceitos de estabilidade assintética, estabilidade e instabilidade podem ser
facilmente visualizados em termos de um péndulo oscilatério. Considere a configuragdo ilustrada na Fi-
gura 9.2.2, na qual uma massa m estd presa a uma das extremidades de uma barra rigida, mas sem peso,
de comprimento L. A outra extremidade da barra estd pendurada na origem O, e a barra esta livre para
rodar no plano do papel. A posigio do péndulo ¢ descrita pelo angulo 6 entre a barra ¢ a diregao vertical
orientada para baixo, com o sentido trigonométrico sendo considerado positivo. A forga gravitacional
mg age para baixo, enquanto a forga de amortecimento cldé/drl, onde ¢ € positivo, tem sempre o sentido
oposto ao do movimento. A equagio de movimento pode ser deduzida, rapidamente, do principio de
momento angular, que diz que a taxa de variagio no tempo do movimento angular em torno de qualquer
ponto ¢ igual ao momento da forga resultante naquele ponto. O momento angular em torno da origem é
mL*(df/dr), de modo que a equagio de movimento é
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d*6 do
2

mL*— = —cL.— — mgLsend. 10
ar a ~ "8 (10)
Os fatores L e L sen @ a direita do sinal de igualdade na Eq. (10) sdo os momentos relativos a forga de
atrito e a forga gravitacional, respectivamente, enquanto os sinais de menos sao devidos ao fato de que
as duas forgas tendem a fazer com que o péndulo se mova no sentido hordrio (negativo). Vocé deveria
verificar, como exercicio, que a mesma combinagio € obtida para as outras trés possiveis combinagoes de

sinais de 6 e db/dt.
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c|de /dt|
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|
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FIGURA 9.2.2 Um péndulo oscilatério.

Efetuando algumas operagoes algébricas diretas, podemos escrever a Eq. (10) na forma candnica

d*0 ¢ d9 g
e o e e o 2 GEMG = 0, 11
ac “mLar TL*" i)
ou
o do
s — 4+ w“senf = (), 12
ac Yate (12)
onde y = ¢/mL e w* = g/L. Para transformar a Eq. (12) em um sistema de duas equagoes de primeira or-
dem, fazemos x = f e y = df/dr: entdo

dx dy baai 4
— =y, — = —@"senx — yVy.
a7 dt Y (13)

Como y e «” sdo constantes, o sistema (13) € um sistema auténomo da forma (1).
Os pontos criticos da Eq. (13) sdo encontrados resolvendo-se as equagoes

y=0, —w?senx —yy = 0.

Obtemos y =0 e x = +nx,onde n é um inteiro. Esses pontos correspondem a duas posigdes fisicas de equi-
librio, uma com a massa diretamente abaixo do suporte (6 = 0) e a outra com a massa diretamente acima
do suporte (6 = ). Nossa intuigdo sugere que a primeira posi¢do € estdvel, ¢ a segunda, instdvel.

Mais precisamente, se a massa for ligeiramente deslocada da posigio de equilibrio abaixo ela ird osci-
lar para a direita e para a esquerda com uma amplitude diminuindo gradualmente, até atingir a posigao
de equilibrio quando a energia potencial inicial for dissipada pela forca de amortecimento. Esse tipo de
movimento ilustra a estabilidade assintética e estd ilustrado na Figura 9.2.3a.

) ! P FIGURA 9.2.3 Movimento

ks )
=) ! 2 qualitativo de um péndulo. (a)
f Com resisténcia do ar. (b) Com
ou sem resisténcia do ar. (c)

(a) (b) (c) Sem resisténcia do ar.
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Por outro lado, se a massa for ligeiramente deslocada da posigio de equilfbrio acima do suporte ela cai
rapidamente, sob a influéncia da gravidade, e vai acabar chegando, também nesse caso, 2 outra posigao
de equilibrio abaixo do suporte. Esse tipo de movimento ilustra a instabilidade. Veja a Figura 9.2.3b. Na
prdtica, ¢ impossivel manter o péndulo em sua posi¢ao de equilibrio acima do suporte por qualquer pe-
riodo de tempo sem que haja um mecanismo que a segure, ji que a mais leve perturbagao fard com que
a massa caia.

Finalmente, considere a situagio ideal na qual o coeficiente de amortecimento ¢ (ou y) é nulo. Nesse
caso, se a massa for deslocada ligeiramente de sua posigdo de equilibrio abaixo do suporte, ela vai oscilar
indefinidamente com amplitude constante em torno do ponto de equilibrio. Como nio hé dissipagio no
sistema, a massa vai permanecer proxima a posigao de equilibrio, mas nio vai tender a ela assintotica-
mente. Esse tipo de movimento ¢ estdvel, mas nao assintoticamente estdvel, como indicado na Figura
9.2.3c. Em geral, esse movimento € impossivel de se obter experimentalmente, j4 que, por menor que seja
a resisténcia do ar ou o atrito no ponto de suporte, isso fard com que, finalmente, o péndulo atinja sua
posi¢do de repouso.

As solugbes das equagdes do péndulo serao discutidas em detalhe na proxima segio.

A Importancia de Pontos Criticos. Pontos criticos correspondem a solugdes de equilibrio, ou seja, solugdes
para as quais x(f) e y(f) sdo constantes. Para tais solugdes, o sistema descrito por x e y nio varia: ele
permanece em seu estado inicial para sempre. Pode parecer razodvel concluir que tais pontos ndo sao
muito interessantes. Lembre-se, no entanto, de que para sistemas lineares homogéneos com coeficientes
constantes X' = Ax a natureza do ponto critico na origem praticamente determina o comportamento das
trajetdrias no plano xy.

Para sistemas autonomos nao lineares isso nao ¢ verdade por, pelo menos, duas razdes. A primeira é
porque podem existir muitos pontos criticos competindo para influenciar as trajetérias. A segunda ¢ que
as ndo lincaridades do sistema também sido importantes, especialmente longe dos pontos criticos. Apesar
disso, pontos criticos de sistemas nao lineares auténomos podem ser classificados da mesma forma que
o0s sistemas lineares, Discutiremos os detalhes na Secdo 9.3. Vamos ilustrar aqui como isso pode ser feito
graficamente, supondo que vocé tenha um programa que possa construir campos de diregao e fazer, tal-
vez, o grifico de aproximagdes numéricas boas de algumas trajetdrias.

Considere o sistema
dxfdt = —(x —y)(1 —x =), dy/dt =x(2+y). (14)

Encontre os pontos criticos para este sistema e desenhe campos de diregiao em retangulos contendo os pontos
criticos. Inspecionando os campos de diregio, classifique cada ponto critico em relagdo ao tipo e diga se € assin-
toticamente estdvel, estdvel ou instédvel.
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FIGURA 9.2.4 Campo de diregdes contendo FIGURA 9.2.5 Campo de dire¢des contendo

(0,0) e (0,1). (-2,-2) e (3,-2).
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Os pontos criticos do sistema sdo encontrados resolvendo-se as equagdes algébricas
x=N1-x=-y)=0, xQ2+y)=0. (15)

Podemos satisfazer a segunda equagdo escolhendo x = 0. Entdo a primeira equagdo fica y(1 - y) = 0, de modo
que y = 0 ou y = 1. Outras solugdes podem ser encontradas escolhendo y = -2 na segunda equagdo. Entio a
primeira equagdo fica (x + 2)(3 -x) = 0,logox =-2ou x = 3. Obtemos assim os quatro pontos criticos (0, 0),
(0.1), (-2.-2) & (3,-2).

A Figura 9.2.4 mostra um campo de diregdes contendo os dois primeiros pontos criticos. Comparando-a com
as figuras na Seg¢io 9.1 e no Capitulo 7, deve ficar claro que a origem € um ponto de sela e (0, 1) ¢ um ponto
espiral. E claro que o ponto de sela é instdvel. As trajetérias proximas ao ponto espiral parecem estar se apro-
ximando do ponto, de modo que concluimos que ele € assintoticamente estivel. Um campo de diregdes para
os outros dois pontos criticos aparece na Figura 9.2.5. Cada um deles € um n6. As setas apontam na diregio do
ponto (-2,-2) e em diregdo oposta ao ponto (3,-2): concluimos que o primeiro ¢ assintoticamente estdvel e o

segundo € instdvel.

Para um sistema autéonomo de dimensdo dois com pelo menos um ponto critico assintoticamente esti-
vel é de interesse, muitas vezes, determinar onde estdo as trajetdrias que se aproximam do ponto critico
no plano de fase. Seja P um ponto no plano xy tal que uma trajetéria passando por P acaba tendendo
ao ponto critico quando  — oo. Entdo dizemos que essa trajetoria ¢ atraida pelo ponto critico. Além
disso, o conjunto de todos os pontos P com essa propriedade € chamado de bacia de atragiio ou regido de
estabilidade assintética do ponto critico. Uma trajetéria que limita uma bacia de atragio é chamada de
separatriz, j que separa as trajetérias que tendem a um ponto critico particular de outras trajetdrias que
nio tém essa propriedade. A determinagio das bacias de atragio € importante para a compreensio do
comportamento em escala grande das solugdes de um sistema autbnomo.

Considere, novamente, o sistema (14) do Exemplo 1. Descreva a bacia de atragio de cada um dos pontos criti-
cos assintoticamente estaveis.
2 A Figura 9.2.6 mostra um retrato de fase para esse sistema com um campo de diregoes no fundo. Note
que estio desenhadas duas trajetérias tendendo ao ponto de sela na origem quando r — oo, Uma delas esta
no quarto quadrante e € quase uma reta saindo do né instivel em (3,-2). A outra também comega ¢em um né
instavel, vai para o primeiro quadrante, dd uma volta em torno do ponto espiral e acaba se aproximando do
ponto de sela pelo segundo quadrante. Essas duas trajetérias sdo separatrizes: a regido entre elas (sem incluir as
separatrizes) ¢ a bacia de atragdo para o ponto espiral em (0. 1). Essa regido estd sombreada na Figura 9.2.6.
A bacia de atragio para o nd assintoticamente estiavel em (-2, -2) consiste no resto do plano xy com poucas
excegOes. As separatrizes tendem ao ponto de sela. como jd observamos, em vez do né. O ponto de sela e o né
estdvel sio solugdes de equilibrio, logo permanecem fixos por todo o tempo. Finalmente, existe uma trajetéria
contida na reta y = -2 para x > 3 na qual o sentido do movimento € sempre para a direita; essa trajetoria tam-
bém nfo se aproxima do ponto (-2,-2).

EXEMPLO

LS e
VAL L L L bt

A NN NN

k AN D ANNNSS

Bt R N
e A :
B e et =

———————,
——

--*;;’(:Q-; R e

- LT T e et
’//.,( \"‘_- - a. -

TR E S Tl el 2 N T R LR R o AT

FIGURA 9.2.6 Trajetdrias do sistema (14).
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As Figuras 9.2.4,9.2.5 ¢ 9.2.6 mostram que na vizinhanga imediata de um ponto critico 0 campo de
diregdes e o padrdo das trajetorias parecem com os de um sistema linear com coeficientes constantes.
Isso fica até mais claro se vocé usar um programa de computador para ampliar cada vez mais a regido em
torno de um ponto critico. Assim, temos evidéncia visual de que um sistema nao linear s¢ comporta de
maneira muito semelhante a um lincar, pclo menos na vizinhanga de um ponto critico. Vamos seguir essa
ideia na proxima secao.

Determinacio de Trajetérias. As trajetdrias de um sistema auténomo bidimensional
dx/dt = F(x,y), dy/dr = G(x,y) (16)
podem ser encontradas, algumas vezes, resolvendo-se uma equagéo diferencial de primeira ordem rela-
cionada. Das Egs. (16), temos
dy dy/dt  G(x,y)
dx = defdi  Fxy)’ (17)
que ¢ uma equagdo de primeira ordem nas varidveis x e y. Observe que tal redugdo nio é possivel, em

geral, se F e G também dependerem de . Se a Eq. (17) puder ser resolvida por algum dos métodos do
Capitulo 2 e se escrevermos a solugio (implicitamente) na forma

Hix.y)=1 (18)

entdo a Eq. (18) é uma equagdo para as trajetorias do sistema (16). Em outras palavras, as trajetérias es-
tao contidas nas curvas de nivel de H(x, y). Tenha em mente que nio existe maneira geral de se resolver a
Eq. (17) para se obter a fungdo H, de modo que essa abordagem sé € possivel em casos especiais.

Encontre as trajetonias do sistema

EXEMPLO

3 dx/dt =y, dy/dt = x. (19)

Nesse caso,a Eq. (17) fica
dy x 50
de — y’ (20)

Essa equagiio é separivel, ja que pode ser escrita na forma
vdy = xdkx,

¢ suas solugdes sao dadas por

Hx,y) =y’ —x =c, (21)

onde c ¢ arbitrario. Logo, as trajetérias do sistema (19) sdo as hipérboles ilustradas na Figura 9.2.7. A diregao do
movimento das trajetdrias pode ser inferida do fato de que as derivadas dx/dt e dy/dr sdo positivas no primeiro
quadrante. O dnico ponto critico € o ponto de sela na origem.

Y

-

g ; FIGURA 9.2.7 Trajetérias do sistema
nr o] e i L (19).
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Outro modo de se obter as trajetdrias € resolver o sistema (19) pelos métodos da Segao 7.5. Omitimos os
detalhes, mas o resultado é

x=cie' +ce”’, y=ce' = e,

Eliminando r dessas duas equagdes nos leva, novamente, a Eq. (21).

Encontre as trajetérias do sistema
dx dy 5
Das equagdes

4-2y=0, 12-33=0

vemos que 0s pontos criticos do sistema (22) sdo os pontos (-2, 2) e (2,2). Para determinar as trajetérias, note
que, para esse sistema, a Eq. (17) fica
dy 12-3¢
= = . (23)
dx 4 -2y
Separando as varidveis na Eq. (23) e integrando, vemos que a solugio satisfaz

Hx.y)=4y—y* = 12x+x’ =, (24)

onde ¢ é uma constante arbitrdria. Uma rotina computacional para fazer graficos ajuda a mostrar as curvas de
nivel de H(x, y), algumas das quais estdo ilustradas na Figura 9.2.8. O sentido do movimento nas trajetdrias
pode ser determinado desenhando-se um campo de diregdes para o sistema (22) ou calculando-se dx/dr e dy/dt
em um ou dois pontos selecionados. Pode-se ver, da Figura 9.2.8, que o ponto critico (2, 2) € um ponto de sela,
enquanto o ponto (-2, 2) ¢ um centro. Observe que uma trajetéria sai do ponto de sela (quando r — ), dd
uma volta em torno do centro e volta ao ponto de sela (quando 1 — +oc).

::--...\

>‘“\
)

FIGURA 9.2.8 Trajetérias do sistema (22).

PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 4, esboce a trajetéria correspondente a solugdo que satisfaz as condigoes

iniciais dadas e indique o sentido do movimento quando ¢ cresce.

1. dx/dt = —x, dy/dt = —-2y; x(0)=4, y0)=2

2. dx/dt = —x, dy/dt = 2y; x(0)=4, y(0)=2 e x(0)=4, y(0)=0

3. dx/dt = —y, dy/dt = x; x(0)=4, y0=0 e x(0)=0, y0)=4

4. dx/dt =ay, dy/dt=-bx, a>0, b>0;, x(0)=a y0)=0

Para cada um dos sistemas nos Problemas de 5 a 16:

(a) Encontre todos os pontos criticos (solugdes de equilibrio).

(b) Use um computador para desenhar um campo de diregdes e um retrato de fase para o sistema.

(c) Do(s) gréfico(s) no item (b), determine se cada ponto critico € assintoticamente estavel, estdvel ou inst4-
vel, e classifique-o quanto ao tipo.

(d) Descreva a bacia de atragio de cada ponto critico assintoticamente estdvel.
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. dx/dt = x — xy, dy/dr =y 4+ 2xy

cdx/dt =142y,  dy/di=1-3x

cdxfdt =2x —x* —xy,  dy/dt =3y —2y* —3xy
cdxfdt = —(2+ y)(x+y), dy/dt = —y(l — x)
dxfdt =y(2—x—y), dy/dt = —x —y — 2xy

&
¢
&
&
"y
&2 0. dejdt =2 +x)(y—x), dy/di=yQ2+x—x)
¢
&
2
¢
¢
&

MO 00 =1 oOv Ln

11. dx/dt = —x +2xy,  dy/dt=y—x*—y*

12. dx/dt =y, dyfdt =x - ¢x* — 3y

13. dx/dt = (2 + x)(y — x), dy/dt = (4 —x)(y +x)

14. dx/dt = (2 — x)(y — x), dy/dt = y(2 — x — x7)

15. dxfdt =x(2 —x—y), dy/dt = —x + 3y — 2xy

16. dx/dt = x(2 —x —y), dyfdi=(1 -2+ x)

Em cada um dos Problemas de 17 a 24:

(a) Encontre uma equagdo da forma H(x, y) = ¢ para as trajetorias.

(b) Desenhe diversas curvas de nivel para a fungdo . Essas sio as trajetérias do sistema dado. Indigue o
sentido do movimento em cada trajetoria.

& 17. dxjdi =2y,  dy/dt =8 &0 18 dyjdi=2y,  dy/dt= -8«
&2 19. dejdi=y,  dy/dt=2c+y &) 20 dxjdt=-x+y, dyldt=—-x—y
."?, 21 dx/dt = —x +y + X%, dy/dt =y — 2xy
&2 22. de/dt =2y =322 —4y,  dy/dt = —2xy* + 6bxy
."?, 23. Péndulo ndo amortecido: dx/dt =y, dy/dr = —senx
"?,, 24. Equagdes de Duffing?: dx/dt = y, dy/dt = —x + (x*/6)
25. Dado que x = ¢(1), v = (1) € uma solugio do sistema autdbnomo
dx/dt = F(x,y), dy/dt = G(x,y)
para« <1< f, mostre que x = d(1) = p(r-s). y = ¥(1) = ¥ (r - ) € uma solugdo para o + s <1 < f + 5, para
qualquer nimero s.
26. Prove que, para o sistema

dx/dt = F(x,y), dy/dr = G(x,y)
existe no maximo uma trajetoria passando por um ponto dado (x,, v,).
Sugestao: seja C, a trajetéria gerada pela solugdo x = ¢ (1), v = (1) com ¢ (t,) = x4 Wo(1,) = v, eseja C a
trajetoria gerada pela solugdo x = ¢,(¢), v = ¥, (1) com ¢,(1,) = x,, ¥, (1,) = ¥,. Use o fato de que o sistema ¢
auténomo e use, também, o teorema de existéncia e unicidade para mostrar que C, e C, sdo iguais.
27. Prove que, se uma trajetoria comega em um ponto nio critico do sistema

dx/dt = F(x,y), dy/dt = G(x,y),

entdo ndo pode atingir um ponto critico (x,, ¥,) em um intervalo de tempo finito.
Sugestdo: suponha o contrdrio, ou seja, suponha que a solugdo x = ¢(r), y = ¥(¢) satisfaz ¢(a) = x,, ¥(a) =
¥y Depois use o fato de que x = x,. y = v, ¢ uma solugio do sistema dado que satisfaz a condigdo inicial x =
XY =Yy,emt=a.

28. Supondo que a trajetéria correspondente a uma solugio x = ¢(f), v = ¥(f), oo < t < oo de um sistema au-
tonomo € fechada, mostre que a solugio € periddica.
Sugestdo: como a trajetéria ¢ fechada, existe pelo menos um ponto (x,, y,) tal que ¢(f,) = X, Y () = y, € um
nimero T > 0 tal que ¢(t, + T) = x,, (1, + T) = y,. Mostre que x = d(1) = ¢(t + T),y = ¥(1) = Y (1 + T) € uma
solugdo e use o teorema de existéncia e unicidade para mostrar que ®(r) = ¢(f), W(f) = ¥(1) para todo r.

9.3 Sistemas Localmente Lineares

Na Secio 9.1 fizemos uma descrigdo informal das propriedades de estabilidade da solugao de equilibrio
x = 0 do sistema linear bidimensional

2Georg Duffing (1861-1944), um alemio experimentalista, foi pioneiro no estudo das oscilagdes de sistemas mecinicos nio
lineares. Seu trabalho mais importante foi uma monografia influente publicada em 1918.

A -
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Teorema 9.3.1

—

x = Ax. (1)

Os resultados estdo resumidos na Tabela 9.1.1. Lembre-se de que supusemos que det A # 0, de modo que
x = 0 € o tinico ponto critico do sistema (1). Agora que jd definimos os conceitos de estabilidade assintotica,
estabilidade e instabilidade mais precisamente, podemos enunciar esses resultados no teorema a seguir.

O ponto critico x = 0 do sistema linear (1) é: assintoticamente estdvel se os autovalores r, e r, sdo reais e
negativos ou tém parte real negativa; estdvel, mas ndo assintoticamente estdvel, se 7, e r, sdo imagindrios
puros; instavel se r, e r, sdo reais e um deles € positivo, ou se ambos tém parte real positiva.

Efeito de Pequenas Perturbagdes. Fica claro, desse teorema ou da Tabela 9.1.1, que os autovalores r,, r, da
matriz de coeficientes A determinam o tipo de ponto critico em x = 0 ¢ suas caracteristicas de estabilida-
de. Por sua vez, os valores de r, e r, dependem dos coeficientes no sistema (1). Quando um sistema desses
aparece em algum campo aplicado, os coeficientes resultam, em geral, de medidas de determinadas quan-
tidades fisicas. Tais medidas estdo sujeitas, muitas vezes, a pequenos erros, de modo que ¢ de interesse
investigar se pequenas mudancas (perturbagoes) nos coeficientes podem afetar a estabilidade ou instabi-
lidade de um ponto critico e/ou alterar de maneira significativa o padrao de trajetorias.
Lembre que os autovalores r,, r, sdo as raizes da equagio polinomial

det(A —rI) = 0. (2)

E possivel mostrar que perturbagdes pequenas em alguns ou em todos os coeficientes sdo refletidas em
perturbagdes pequenas nos autovalores. A situagao mais sensivel acontece quando ry =i e ry = —ip, ou
seja, quando o ponto critico é um centro e as trajetorias sio curvas fechadas (elipses) em volta dele. Se
for feita uma ligeira mudanga nos coeficientes, entao os autovalores r, e r, terao novos valores r," = A" +
in' er, =1 —ip',onde ' é pequeno em valor absoluto e p* = p (veja a Figura 9.3.1). Se 4" # 0, 0 que
acontece quase sempre, entdo as trajetdrias do sistema perturbado serdo espirais, em vez de elipses. O sis-
tema € assintoticamente estdvel se 1’ < 0, mas é instdvel se 1" > 0. Assim, no caso de um centro, pequenas
perturbagdes nos coeficientes podem transformar um sistema estdvel em um instdvel e, em qualquer caso,
pode-se esperar uma mudanga nas trajetdrias de elipses para espirais (veja o Problema 27).

Outro caso, ligeiramente menos sensivel, acontece se os autovalores r, e r, sd0 iguais; nesse caso o pon-
to critico € um nd. Pequenas perturbagdes nos coeficientes, normalmente, fazem com que as raizes iguais
se separem (bifurquem). Se as raizes separadas forem reais, entdo o ponto critico do sistema perturbado
permanecerd um nd, mas se as raizes separadas forem complexas conjugadas entdo o ponto critico se
transformard em um ponto espiral. A Figura 9.3.2 mostra essas duas possibilidades de modo esquemitico.
Nesse caso, a estabilidade ou instabilidade do sistema néo ¢ afetada por pequenas perturbagdes nos coe-
ficientes, mas o tipo de ponto critico pode mudar (veja o Problema 28).

H H
Qri= A+
e )?‘1 =l.l|'.1
ry =1
1 =M r= 41"'“1'#'0‘/(
=i rp= A-ip' O A
A= SO ry =i
Ori=A-iy
FIGURA 9.3.1 Perturbagio esquematica de r) = iy, r, = —ipt.
H H
e X ri=A+iu
X € A K A
r{ rs ry=rp
O r3=A-ip

FIGURA 9.3.2 Perturbagio esquemdtica de r, = r,.
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Em todos os outros casos, perturbagdes suficientemente pequenas dos coeficientes ndo alteram a es-
tabilidade ou instabilidade do sistema, nem o tipo de ponto critico. Por exemplo, se r, ¢ 7, $30 reais, nega-
tivos e distintos, entdo uma mudanga pequena nos coeficientes nio vai alterar os sinais de r, € r;, nem val
permitir que eles se tornem iguais. Assim, o ponto critico permanecers um nd assintoticamente estdvel.

Aproximagbes Lineares de Sistemas Nao Lineares. Vamos considerar, agora, um sistema autonomo bidimen-
sional ndo linear

x = f(x). (3)

Nosso objetivo principal € investigar o comportamento das trajetérias do sistema (3) perto de um ponto
critico x. Lembre-se de que observamos, no Exemplo 1 da Segio 9.2, que perto de cada ponto critico
de um sistema nao linear o padrao das trajetorias ¢ parecido com o das trajetérias de um determinado
sistema linear, Isso sugere que perto de um ponto critico podemos ser capazes de aproximar o sistema
ndo linear (3) por um sistema linear apropriado, cujas trajetérias sejam faceis de descrever. A pergunta
crucial € se, e como, podemos encontrar um sistema linear cujas trajetdrias estejam muito proximas das
trajetorias do sistema ndo linear perto do ponto critico.

E conveniente escolher o ponto critico como a origem. Isso ndo envolve perda de generalidade, ja que
se X! # 0, é sempre possivel fazer a substitui¢do u = x - x" na Eq. (3). Entdo u satisfaz um sistema autono-
mo com um ponto critico na origem.

Vamos considerar, primeiro, o que significa, para o sistema nio linear (3), estar “proximo” de um sis-
tema linear (1). Suponha, entio, que

X = Ax + g(x) 4)

¢ que x = 0 é um ponto critico isolado do sistema (4). Isso significa que existe algum circulo em torno da
origem no interior do qual ndo existem outros pontos criticos. Além disso, vamos supor gue det A # 0,
de modo que x =0 também é um ponto critico isolado do sistema linear x’ = Ax. Para que o sistema 1.11'10
lincar (4) esteja proximo do sistema linear x' = Ax, temos que supor que g(x) ¢ pequeno. Mais precisa-
mente, vamos supor que as componentes de g tém derivadas parciais de primeira ordem continuas ¢ que
g satisfaz a condigio

lg() /11Xl = 0 quando x — 0; ©)

ou seja, |lg]l € pequeno em comparagao com a propria x| perto da origem. Tal sistema ¢ chamado de siste-
ma localmente linear na vizinhanga do ponto critico x = 0.

Pode ser dtil escrever a condigao (5) em forma escalar. Se x” = (x, y), entdo [x|| = (¥* + y*)'* = r. Ana-
logamente, se g7(x) = (g,(x. ¥). g2(x, y)), entdo [lg(x)|| = [g2(x, ¥) + g(x. y)]'2. Segue, entio, que a condigio
(5) ¢ satisfeita se, e somente se,

gilx,y)/r—0, g2(x,y)/r — 0 quando r — 0. (6)

0 <o ) (omn i) "
y 0 05/ \y —0,75xy — 0,25y*

¢ localmente linear em uma vizinhanga da origem.

Observe que o sistema (7) é da forma (4), de modo que (0, 0) é um ponto critico, e que det A # D..Nﬁo é
dificil mostrar que os outros pontos criticos da Eq. (7) sdo (0.2),(1,0) e (0,5; 0,5); em consequéncia, a origem é
um ponto critico isolado. Para verificar as condigdes (6), € conveniente introduzir coordenadas polares, fazendo
x =rcosé,y=rsend. Entio,

Determine se o sistema

gi(x,y) —x*—xy —r’cos’f —r’senf cos@

r r r

—r(cos’ 6 +senfl cosf) — 0

quando r — 0. De maneira andloga, pode-se mostrar que g,(x, y)/r — 0 quando r — 0. Portanto, 0 sistema (7)
€ localmente linear perto da origem.

O movimento de um péndulo é descrito pelo sistema [veja a Eq. (13) da Segao 9.2]

dx dy _ 2 - (B}
E =¥ i = —w senx — yy,
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Os pontos criticos sdo (0,0), (£r,0), (£27,0), ..., de modo que a origem ¢ um ponto critico isolado desse siste-
ma. Mostre que o sistema € localmente linear préximo a origem.

Para comparar as Eqgs. (8) com a Eq. (4), precisamos escrevé-las de modo a identificar claramente os termos
lineares e os ndo lineares. Escrevendo sen x = x + (sen x — x) e substituindo esta expressio na segunda das Egs.
(8), obtemos o sistema equivalente

(;) - («22 —;l’) (;) N (serl,\{:)—x) : ©)

Comparando a Eq. (9) com a Eq. (4), vemos que g(x,y) =0 e gy(x. y) = —w’(sen x - x). Da série de Taylor
para sen x, sabemos que sen x — x se comporta como -x¥3! = —(r cos® 6)/3! quando x ¢ pequeno. Em conse-
quéncia, (sen x - x)/r — 0 quando r — 0. Portanto, as condigdes (6) sdo satisfeitas e o sistema (9) é localmente
linear perto da origem.

Vamos voltar, agora, para o sistema ndo linear geral (3) que, em forma escalar, fica
x =F(x,y), v = G(x,y). (10)

O sistema (10) vai ser localmente linear em uma vizinhanga de um ponto critico (x,. y,) sempre que as
funcdes F e G tiverem derivadas parciais continuas até a segunda ordem. Para mostrar isso, usamos a
expansio de Taylor em torno do ponto (x,, y,) para escrever F(x, y) ¢ G(x, y) na forma

F(x,y) = F(xo,¥0) + Fx(xo,y0)(x — Xo) + Fy(x0,Y0)(y — yo) + m(x,y),
G(x,y) = G(xp,y0) + Ge(x0.y0) (x — x0) + Gy(xo, Yo) (¥ — yo) + n2(x, ¥),

onde n,(x, )/[(x = x,)* + (v = »,)*]"* = 0 quando (x, y) — (x,, y,) ¢ analogamente para n,. Note que F(x,,
vo) = G(x,, v,) = 0 e que dx/dt = d(x - x,)/dt e dyldt = d(y - y,)/dt. Entao, o sistema (10) se reduz a

d C—xu) - (F_:(In.J’n) F-,-(Xu._‘-'u)) C —In) " (’?I{x-}‘)) (11)
dt \y — yo G.(xo.y0)  Gy(xp.¥0) - Yo nmx,y)/’
ou, em notagio vetorial.

du df( 0, ) N

— = -(X")u -+ nix), 12

dt ~ dx (12)
onde u=(x-x,y=-yo) en=(n,nm).

Esse resultado tem duas consequéncias. A primeira é que se as fungoes F e G forem duas vezes dife-
rencidveis, entdo o sistema (10) serd localmente linear e ndo € necessdrio usar o processo limite utilizado
nos Exemplos 1 e 2. A segunda é que o sistema linear que aproxima o sistema ndo linear (10) perto de (x,
y,) € dado pela parte linear da Eq. (11) ou da (12):

d (Hl) " (Fx(xu,}’u) Fy(xn.yu)) (“i) (13)

dt \uy Gi(x0,y0)  Gylxo,y0)/ \uz)’ ;
onde i, = x — x, e uy = y - y,. A Eq. (13) fornece um método simples e geral para se encontrar o sistema
linear correspondente a um sistema localmente linear perto de um ponto critico.

A matriz
J = (Fx F‘)
“\G. G . &

que aparece como matriz de coeficientes na Eq. (13) é chamada de matriz jacobiana® das fun¢des Fe G
em relagdo a x e y. Precisamos supor que det(J) néo se anula em (x,, y,), de modo que este ponto seja
também um ponto critico isolado do sistema linear (13).

Use a Eq. (13) para encontrar o sistema linear correspondente as equagoes do péndulo (8) perto da origem;
perto do ponto critico (7, 0).
Nesse caso, da Eq. (8), temos

F(x,y) =y, G(x,y) = —w'senx — yv; (15)

3Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), um analista alemio que foi professor e lecionou nas Universidades de Konigsberg e de
Berlim, fez contribuigdes importantes a teoria de fungdes elipticas. O determinante de J e sua extensio a n fungdes de n varia-
veis é chamado de jacobiano devido ao seu artigo notével publicado em 1841 sobre as propriedades desse determinante. A ma-
triz correspondente também leva o nome de Jacobi, embora matrizes nio tenham sido desenvolvidas até depois de sua morte.

P
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como essas fungdes sdo tdo diferencidveis quanto necessirio, o sistema (8) ¢ localmente linear perto de cada
ponto critico. As derivadas de Fe ( sdo

E =0 F, =1, G, = —w’cosx, G, =—y. (16)

Entdo, na origem, o sistema linear correspondente é

d (x\ 0 1\ (x _
dt\y] \-e? -y \y)’ 17
0 que estd de acordo com a Eq. (9).

Analogamente, calculando as derivadas parciais dada pela Eq. (16) em (i, 0), obtemos

E wy [0 1 u
di \v]  \e? —y)\/’ (18)

onde i = x -, v =y. Esse ¢ o sistema linear correspondente as Egs. (8) perto do ponto (r.0).

Vamos voltar. agora, ao sistema localmente linear (4). Como o termo nio linear g(x) ¢ pequeno com-
parado ao termo linear Ax quando x € pequeno, € razodvel esperar que as trajetérias do sistema linear
(1) sejam boas aproximagdes das trajetérias do sistema ndo linear (4), pelo menos perto da origem. Isso
ocorre na maioria dos casos (mas ndo em todos), como diz o proximo teorema.

Sejam r, e r, os autovalores do sistema linear (1) correspondente ao sistema localmente linear (4). Entdo
o tipo e a estabilidade do ponto critico (0, 0) do sistema linear (1) e do sistema localmente linear (4) sdo
como descritos na Tabela 9.3.1.

Nesse estdgio. a demonstragio do Teorema 9.3.2 € dificil demais para colocar aqui, de modo que acei-
taremos esse resultado sem demonstragdo. As afirmagoes para a estabilidade assintética ¢ para a ins-
tabilidade seguem como consequéncia de um resultado discutido na Segdo 9.6, ¢ os Problemas 10 a 12
daquela segdo esbogam uma demonstragdo. Essencialmente, o Teorema 9.3.2 diz que para x (ou x - x")
pequeno os termos ndo lineares também sdo pequenos e ndo afetam a estabilidade e o tipo de ponto
critico determinados pelo sistema linear, exceto em dois casos sensiveis: quando r, e r, forem imagindrios
puros e quando r, e r, forem reais ¢ iguais. Lembre-se de que antes, nesta se¢ao, afirmamos que pequenas
perturbagoes nos coeficientes do sistema linear (1), e, portanto. nos autovalores r, € r,, s6 podem alterar
0 tipo ¢ a estabilidade nesses dois casos. E razodvel esperar que o pequeno termo ndo linear na Eq. (4)
possa ter um efeito substancial semelhante, pelo menos nesses dois casos. Isso ocorre, mas o resultado
mais importante do Teorema 9.3.2 ¢ que em todos os outros casos 0 termo pequeno nio linear nio altera
o lipo ou a estabilidade do ponto critico. Assim, exceto nos dois casos sensiveis o tipo e a estabilidade
do ponto critico do sistema nao linear (4) podem ser determinados por um estudo do sistema linear (1)
muito mais simples.

TABELA 9.3.1 Propriedades de Estabilidade e Instabilidade de Sistemas Lineares e
Localmente Lineares

Sistema Linear Sistema Localmente Linear
rir2 Tipo Estabilidade Tipo Estabilidade
n>r>0 N Instavel N Instivel
n<r<0 N Assintolicamente N Assintoticamente
estdvel estivel
n<0<n PS Instavel PS Instédvel
n=r=>0 NP ou NI Instdvel NouPE Instdvel
n=r<0 NPouNI  Assintoticamente N ou PE Assintoticamente
estavel estdvel
r,hp=Axin
A>0 PE Instavel PE Instdvel
A<0 PE Assintoticamente PE Assintoticamente
estavel estdvel
n=iu,rn=—ip C Estdvel C ouPE Indeterminado

Nota: N, n6; NI, n6 impréprio: NP. n6 préprio; PS, ponto de sela; PE, ponto espiral; C, centro
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Mesmo que o ponto critico seja do mesmo tipo que o do sistema linear, as trajetdrias do sistema lo-
calmente linear podem ter aparéncia bem diferente das do sistema linear correspondente, exceto muito
préximo do ponto critico. No entanto, pode-se mostrar que os coeficientes angulares das retas tangentes
as trajetérias que “entram” ou “saem” do ponto critico sdo dados corretamente pela equagio linear.

Péndulo Amortecido. Vamos continuar nossa discussdo sobre o péndulo amortecido iniciada nos Exem-
plos 2 e 3. Perto da origem, as equagdes ndo lineares (8) sdo aproximadas pelo sistema linear (17), cujos

autovalores sdao
—y £ /y?—4du?
5 :

r,r; = (19)

A natureza das solugdes das Egs. (8) e (17) depende do sinal de 3 - 40° da seguinte maneira:

1. Se y’ - 4w’ > 0, entdo os autovalores sio reais, distintos e negativos. O ponto critico (0, 0) é um né assinto-
ticamente estdvel do sistema linear (17) e do sistema localmente linear (8).

2, Se y’ - 4w’ = 0, entdo os autovalores sdo reais, iguais e negativos. O ponto critico (0.0) é um né (préprio
ou impréprio) assintoticamente estével do sistema linear (17). Pode ser um né assintoticamente estivel ou
um ponto espiral do sistema localmente linear (8).

3. Se y’ - 4w’ < 0. entdo os autovalores sio complexos com parte real negativa. O ponto critico (0, 0) ¢ um
ponto espiral assintoticamente estdvel do sistema linear (17) e do sistema localmente linear (8).

Entao, o ponto critico (0,0) serda um ponto espiral do sistema (8) se 0 amortecimento for pequeno e serd
um né se o amortecimento for suficientemente grande. Em qualquer dos casos, a origem ¢ assintotica-
mente estavel.

Vamos considerar, agora, o caso y* — 4w’ < 0, correspondente a um amortecimento pequeno, com mais
detalhes. O sentido de movimento das espirais proximas de (0, 0) pode ser obtido diretamente das Egs.
(8). Considere o ponto no qual a espiral intersecta o semieixo positivo dos y (x =0, v > 0). Em tal ponto,
segue das Eqs. (8) que dx/dt > 0. Logo, 0 ponto (x, y) na trajetdria estd se movendo para a direita, de modo
que o sentido do movimento nas espirais € horario.

O comportamento do péndulo perto dos pontos criticos da forma (£, 0), com n par, é 0 mesmo que
ocorre perto da origem. Esperamos que isso seja verdade por consideragoes fisicas. ji que todos esses
pontos criticos correspondem a posigdo de equilibrio mais baixa do péndulo. Essa conclusio pode ser
confirmada repetindo-se a andlise feita antes para a origem. A Figura 9.3.3 mostra as espirais no sentido
hordrio em alguns desses pontos criticos.

(&N L (e L X\
o )

-2r 2n

FIGURA 9.3.3 Pontos espirais assintoticamente estdveis para o péndulo amortecido.

Vamos considerar agora o ponto critico (i, 0). Aqui as equagdes nao lineares (8) sio aproximadas pelo
sistema linear (18), cujos autovalores siao

r,r = (20)

—y £y +40?
> .
Um autovalor (r,) ¢ positivo e o outro (r,) ¢ negativo. Portanto, independentemente de qudo forte é o
amortecimento, o ponto critico x = 7,y = 0 € um ponto de sela instével tanto do sistema linear (18) quanto
do sistema localmente linear (8).
Para examinar o comportamento das trajetérias perto do ponto de sela (, 0) mais detalhadamente,
escrevemos a solugio geral da Eq. (18), a saber,

(")=Cl(1)e"’+cz(l)e’2*, (21)
v r r

onde C, e C, sao constantes arbitrarias. Como r, > 0 e r, < 0, segue que a solugdo que tende a zero quando
t — oo corresponde a C; = 0. Para essa solugio, v/u = r,, de modo que o coeficiente angular da reta tan-
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gente as trajetorias que “entram” € negativo; uma estd no segundo quadrante (C,<0) ¢ aoutrano quarto
quadrante (C, > 0). Para C, = 0, obtemos o par de trajetdrias “saindo” do ponto de sela. Essas trajetérias
tém como coeficiente angular da reta tangente na origem r, > 0; uma est no primeiro quadrante (C, > 0)
€ a outra no terceiro quadrante (C, <0).

A situagao € a mesma nos outros pontos criticos da forma (nxr, 0), com n impar. Todos eles correspon-
dem a posigdo de equilibrio mais alta do péndulo, de modo que esperamos que sejam instdveis. A andlise
em (7, 0) pode ser repetida para mostrar que sdo pontos de sela orientados da mesma maneira que o
ponto em (77,0). A Figura 9.3.4 mostra diagramas das trajet6rias em vizinhangas de dois pontos de sela.

Y

e Nz
Y \7 Y\N\NS7
A\ 7 _™\\ x
/\ ‘/\

FIGURA 9.3.4 Pontos de sela instdveis para o péndulo amortecido,

As equagoes de movimento de um determinado péndulo sao
dyjdt =y.  dy/dt=-9senx - Ly, (22)

onde x =f e y = dbldr. Desenhe um retrato de fase para esse sistema e explique como ele mostra os movimentos
possiveis do péndulo.

Fazendo o grifico de trajetorias comegando em diversos pontos iniciais no plano de fase, obtemos o retrato de
fase ilustrado na Figura 9.3.5. Como vimos, os pontos criticos (solugdes de equilibrio) sdo os pontos da forma (nx,
0),onde n =0.£1, £2, ... Valores pares de a1, incluindo o zero, correspondem a posigio mais baixa do péndulo,
enquanto valores impares de n correspondem a posigao mais alta. Perto de cada ponto critico assintoticamente es-
tdvel as trajetorias sao espirais no sentido hordrio que representam uma oscilagio que vai diminuindo, tendendo a
posigdo de equilibrio. As partes horizontais com forma de ondas das trajetérias que ocorrem para valores grandes
de Iyl representam movimentos do péndulo que vio além da posi¢io de equilibrio mais alta. Note que tal movi-
mento nio pode continuar indefinidamente, independente de quio grande € Iyl alguma hora a velocidade angular
vai ser suficientemente reduzida pelo termo de amortecimento, de modo que o péndulo nio pode ir mais alto do
que o ponto de equilibrio mais alto e, em vez disso. comega a oscilar em torno do ponto de equilibrio mais baixo.

FIGURA 9.3.5 Retratos de fase para o péndulo amortecido do Exemplo 4.

A bacia de atragio da origem aparece sombreada na Figura 9.3.5. Ela € limitada pelas trajetérias que en-
tram nos dois pontos de sela adjacentes em (r,0) e (=, 0). As trajetérias que limitam a regido sio separatrizes.
Cada ponto critico assintoticamente estdvel tem sua prépria bacia de atracdo, limitada pelas separatrizes en-
trando nos dois pontos de sela vizinhos. Todas as bacias de atragdo sdo congruentes a bacia sombreada; a tnica
diferenga € que estdo transladadas horizontalmente por distdncias apropriadas. Note que ¢ matematicamente
possivel (embora fisicamente irrealizavel) escolher condigdes iniciais exatamente sobre a separatriz, de modo
que o0 movimento resultante levaria a um péndulo oscilando em uma posigao acima do equilibrio instdvel.
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Uma diferenga importante entre sistemas autonomos nio lineares e o sistema linear discutido na Se- .
¢i0 9.1 € ilustrado pelas equagdes do péndulo. Lembre que o sistema linear (1) s6 tem um ponto critico g
em x = 0 se det A # 0. Assim, se a origem for assintoticamente estdvel, entdo nio sé as trajetérias que
comegam perto da origem tendem a ela, mas, de fato, todas as trajetérias tendem a origem. Nesse caso o
ponto critico x = 0 € dito globalmente assintoticamente estivel. Essa propriedade de sistemas lineares nio
¢ vilida, em geral, para sistemas ndo lineares, mesmo se o sistema ndo linear tiver apenas um ponto critico
assintoticamente estdvel. Portanto, para sistemas néo lineares o problema importante é determinar (ou
estimar) a bacia de atragdo para cada ponto critico assintoticamente estavel.

PROBLEMAS

), 15. dx/dt = —2x—y —x(x* +y%),  dy/dt =x—y+y(x +)?)
0, 16. dx/dt =y +x(1 -2 =y?),  dy/dt = —x+y(1 -2 = y?)

Em cada um dos Problemas de 1 a 4, verifique que (0, 0) € um ponto critico, mostre que o sistema ¢ localmen-
te linear e discuta o tipo e a estabilidade do ponto critico (0, 0) examinando o sistema linear correspondente,
1L de/dt=x=y, dy/dt=x-2y+x*
2. dx/dt = —x+y+2xy, dy/di=—-d4x—y+xi—y
3. dx/dt = (1 + x)seny, dy/dt =1 —x—cosy
4. dxfdt =x+y*, dy/dt=x+y

Em cada um dos Problemas de 5 a 18:

(a) Determine todos os pontos criticos do sistema de equagdes dado.

(b) Encontre o sistema linear correspondente perto de cada ponto critico.

(c) Encontre os autovalores de cada sistema linear. O que vocé pode concluir sobre o sistema ndo linear?

(d) Desenhe um retrato de fase do sistema nio linear para confirmar suas conclusoes ou para estendé-las nos
casos em que o sistema linear ndo fornece informacdes definidas sobre o sistema nio linear.

. dxfdt = (2 4 x)(y — x), dy/di = (4 —x)(y +x)
cdxfdt =x—x*—xy,  dy/di=3y—xy—2y*
Ldxfdt=1—=y, dyfdt=x*-y

cdxfdt =x—x*—xy, dy/dt=1}1y—1y'—3xy

. dx/dt = (2 4 y)(y — 0,5x), dy/dt = (2 —x)(y + 0,5x)
. dxfdt = x 4+ +y?, dy/dt =y —xy

1. dx/dt =2x+y+xy',  dy/dt=x—2y—xy

12. dx/dt = (1 + x)seny, dy/dt =1 —x —cosy

13. dejdt = x - y?, dyjdt =y —x*

14. dxjfdt =1—-xy, dy/dt=x—y

O WO 00 =~ N Lh

17. dx/dt = 4 — y*, dy/dt = (1,5 +x)(y — x)
18. dx/dt = (1 —y)(2x —y),  dy/dt =2+ x)(x—2y)
19. Considere o sistema autbnomo

dx/dt =y,  dy/dt=x+2x.

(a) Mostre que o ponto critico (0,0) é um ponto de sela.

(b) Esboce as trajetorias para o sistema linear correspondente integrando a equagéo para dy/dx. Mostre,
a partir da forma paramétrica da solugdo, que a tinica trajet6ria na qual x — 0,y — 0 quando t — oo
éy=-x.
(c) Determine as trajetérias para o sistema ndo linear integrando a equagio para dy/dx. Esboce as traje-
térias para o sistema ndo linear que correspondem a y = —x € a y = x para o sistema linear.
20. Considere o sistema autdbnomo

dx/dt = x, dy/dt = =2y + x°.

(a) Mostre que o ponto critico (0,0) é um ponto de sela.

(b) Esboce as trajetérias para o sistema linear correspondente e mostre que a trajetéria na qual x — 0,
y—0quando’— coéx =0,

(c) Determine as trajetérias para o sistema ndo linear para x # 0 integrando a equagdo para dy/dx. Mos-
tre que a trajetéria correspondente a x = () para o sistema néo linear nio se altera, mas que a corres-
pondente a y =0 ¢é y = x¥/5, Esboce diversas trajetérias para o sistema ndo linear.
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A equagio de movimento de um péndulo ndo amortecido é d*f/dt + w* sen # = 0, onde o? = g/L. Faga x = ,
v = d/dr para obter o sistema de equagdes

dx/dr =y, dy/dt = —w’senx.

(a) Mostre que os pontos criticos sdo (£nm,0),n=0,1,2, ..., ¢ que o sistema ¢ localmente linear na vizi-
nhanga de cada ponto critico.

(b) Mostre que o ponto critico (0, 0) é um centro (estdvel) do sistema linear correspondente. Usando o
Teorema 9.3.2, 0 que se pode dizer sobre o sistema ndo linear? A situagio é semelhante nos pontos
criticos (+£2nm,0).n = 1,2,3.... Qual a interpretagio fisica desses pontos criticos?

(¢) Mostre que o ponto critico (7,0) € um ponto de sela (instével) do sistema linear correspondente. O que
vocé pode concluir sobre o sistema nio linear? A situagio ¢ semelhante nos pontos criticos (£(2n -
1)r,0).n=1,2.3.... Qual a interpretagio fisica desses pontos criticos?

(d) Escolha um valor para &’ e faga o grifico de algumas trajetérias do sistema ndo linear na vizinhanga
da origem. Voceé pode concluir mais alguma coisa sobre a natureza do ponto critico (0. 0) para o siste-
ma ndo linear?

(¢) Usando o valor de «* do item (d), desenhe um retrato de fase para o péndulo. Compare seu grafico
com o da Figura 9.3.5 para o péndulo amortecido.

(a) Resolvendo a equagio para dy/dx, mostre que as equagdes das trajetérias do péndulo nio amortecido
do Problema 21 podem ser escritas na forma

1y + (1 —cosx) =, (i)

onde ¢ ¢ uma constante de integragio.
(b) Multiplique a Eq. (i) por mL*. Depois expresse o resultado em termos de # para obter

%mLz(j—?) +mglL(l —cosf) =E, (i1)
onde £ =ml’c.

(¢) Mostre que o primeiro termo na Eq. (ii) € a energia cinética do péndulo e que o segundo termo é
a energia potencial devida a gravidade. Logo. a energia total E do péndulo € constante ao longo de
qualquer trajetdria; seu valor é determinado pelas condigdes iniciais.

. O movimento de determinado péndulo nao amortecido € descrito pelas equagoes

dx/dt =y, dy/dt = =4 senx.

Se o péndulo for colocado em movimento com um deslocamento angular A e sem velocidade inicial, entdo

as condigdes iniciais serdo x(0) = A, y(0) = 0.

(a) Considere A =0,25 e faga o grfico de x em fungao de 1. Do grafico, estime a amplitude R ¢ o periodo
T do movimento resultante do péndulo,

(b) Repitaoitem (a) paraA=05;10:15¢e2,0.

(c) De que modo a amplitude e o periodo do movimento do péndulo dependem da posigdo inicial A?
Desenhe um grafico para mostrar cada uma dessas relagoes. Vocé pode dizer alguma coisa sobre o
valor limite do periodo quando A — 0?

(d) Seja A =4 e faga o grifico de x em fungdo de r. Explique por que esse grifico difere dos gréficos nos
itens (a) ¢ (b). Para que valor de A ocorre a mudanga?

Considere, mais uma vez, as equagdes do péndulo (veja o Problema 23)

dx/dt =y, dy/dt = —4senx.

Se o péndulo for colocado em movimento a partir de sua posigdo mais baixa de equilibrio com velocidade

angular v, entdo as condigdes iniciais serdo x(0) = 0, y(0) = v.

(a) Faga os grificos de x em fungio de ¢ para v = 2 e, também, para v = 5. Explique os movimentos dife-
rentes do péndulo representados por esses dois graficos.

(b) Existe um valor critico de v, que denotaremos por v,, tal que um tipo de movimento ocorre para v < v,
€ 0 outro tipo ocorre para v > v,.. Estime o valor de v,.

Este problema estende o Problema 24 para o caso de um péndulo amortecido. As equagdes de movimento

sdo

dejdt =y, dy/dt = —4senx — vy,

onde y é o coeficiente de amortecimento, com condigdes iniciais x(0) = 0,(0) = v.
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26.

27.

28.

(a) Paray=1/4,fagao grifico de x em fungdo de ¢ para v =2 e v = 5. Explique esses gréficos em termos dog
movimentos do péndulo que representam. Explique, também, qual a relagio entre eles e os grificos
correspondentes no Problema 24(a).

(b) Estime o valor critico v, da velocidade inicial onde ocorre a transicio de um tipo de movimento para
outro.

(c) Repita o item (b) para outros valores de y ¢ determine como v, depende de .

O Teorema 9.3.2 nio d4 informagio sobre a estabilidade de um ponto critico de um sistema localmente |i-

near se esse ponto for um centro do sistema linear correspondente. Que isso tem que acontecer ¢ ilustrado

pelos sistemas

dx/dt =y + x(x* + %),

(i)
dy/dt = —x + y(x* +y?)

A
dx/dt =y — x(x* +y°), (i)
dy/dt = —x — y(x* + y*). '

(a) Mostre que (0,0) é um ponto critico de cada sistema e que, além disso, ¢ um centro do sistema linear
correspondente.

(b) Mostre que cada sistema € localmente linear.

(c) Sejar'=x'+y*enote que xdx/dt + ydyldt = rdr/dt. Para o sistema (ii), mostre que dr/dr <0 e que r —
0 quando ¢ — oc; portanto, 0 ponto critico € assintoticamente estivel. Para o sistema (i), mostre que a
solugdo do problema de valor inicial para r com r = r, em 1 = 0 torna-se ilimitada quando r —1/2r e,
portanto, o ponto critico € instdvel.

Neste problema, vamos mostrar como pequenas mudangas nos coeficientes de um sistema de equagoes

lineares podem afetar um ponto critico que ¢ um centro. Considere o sistema

x = ¢ l‘
il 0)*

Mostre que os autovalores sdo +i, de modo que (0,0) ¢ um centro, Considere, agora o sistema

X = & lx
B 3 A

onde lel é arbitrariamente pequeno. Mostre que os autovalores siio € + i. Assim, independentemente do
quio pequeno for lel # 0, 0 centro torna-se um ponto espiral. Se € < 0, 0 ponto espiral vai ser assintotica-
mente estdvel; se € > (), 0 ponto espiral vai ser instdvel.

Neste problema, vamos mostrar como pequenas mudangas nos coeficientes de um sistema de equagoes
lineares podem afetar um ponto critico quando os autovalores sao iguais. Considere o sistema

wels 3

Mostre que os autovalores sdo r, = —1,r, = -1, de modo que o ponto critico (0,0) ¢ um né assintoticamente
estdvel. Considere, agora, o sistema
, -1 1
X = X,
—-€ =1

onde lel é arbitrariamente pequeno. Mostre que se € > 0, entio os autovalores sao —1 % i/, de modo que
o n6 assintoticamente estdvel se transformou em um ponto espiral assintoticamente estavel. Se € < (), entio
as raizes sdo —1 + ,/[¢[, e o ponto critico permanece sendo um no assintoticamente estavel.

. Neste problema, vamos deduzir uma férmula para o periodo natural de um péndulo nao linear ndo amor-

tecido [c = 0 na Eq. (10) da Segdo 9.2]. Suponha que a massa ¢ puxada por um angulo positivo « e, depois,

solta com velocidade zero.

(a) Pensamos, em geral, em @ e df/dt como fungdes de 1. No entanto, invertendo os papéis de 1 e 6, pode-
mos considerar f como fungio de @ e, portanto, pensar, também, em d6/dt como fungdo de 6. Deduzi-
mos, entdo, a seguinte sequéncia de equagdes:

0\ 2
%ml}% [(%) ] = —mgLsend,

1 do\?
Fm (LE) =mgL(cosf — cosa),
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dr:—'lii de
2g \/cosf —cosa |

Por que foi escolhida a raiz quadrada negativa na tltima equagio?
(b) Se T ¢ o periodo natural de oscilagdo, deduza a férmula

JEp__m
2g Jo +/cos —cosa

(¢c) Usando as identidades cos #=1-2sen’(#2)ecosa=1-2 sen®(«/2). seguidas pela mudanca de vari-
avel sen(6/2) = k sen ¢, com k = sen(a/2), mostre que

ra {f \/l_km

Essa ¢ uma integral eliptica de primeira espécie. Note que o periodo depende da razio Lig e, também,
do deslocamento inicial, através de k = sen(a/2).

(d) Calculando a integral na expressdo para T, obtenha valores de T que vocé possa comparar com as
estimativas graficas obtidas no Problema 23.

30. Uma generalizagdo da equagio do péndulo amortecido discutida no texto, ou de um sistema mola-massa,
€ a equacio de Liénard*

d*x

d "

Se ¢(x) for constante e g(x) = kx, entdo esta equagio terd a forma da equagdo linear do péndulo [substitua

sen ) por f/ na Eq. (12) da Segdo 9.2]: caso contrério, 0 amortecimento c(x)dx/dr e a forga restauradora g(x)

sd0 nao lineares. Suponha que ¢ € continuamente diferencidvel, que g é duas vezes continuamente diferen-
ciavel e que g(0) = 0.

c(r)— +g(x) =0.

(a) Escrevaaequagdo de Liénard como um sistema de duas equagoes de primeira ordem, introduzindo a
varidvel y = dx/dt.

(b) Mostre que (0,0) é um ponto critico e que o sistema ¢é localmente linear em uma vizinhanga de (0,0).

(c) Mostre que,se ¢(0) >0e g'(0) >0, entdo o ponto critico € assintoticamente estavel, e, se ¢(0) < 0 ou se
£'(0) < 0,entdo o ponto critico ¢ instavel.
Sugestdo: use a série de Taylor para aproximar ¢ e g em uma vizinhanga de x = 0.

9.4 Espécies em Competicao

Nesta segdo e na proxima vamos explorar a aplicagdo da andlise do plano de fase em alguns problemas
em dindmica populacional. Esses problemas envolvem duas populagdes interagindo e sdo extensdes dos
discutidos na Segiio 2.5, que trataram de uma tnica populagao. Embora as equagdes discutidas aqui sejam
extremamente simples, se¢ comparadas as relagdes bastante complexas que existem na natureza, ainda €
possivel compreender algumas coisas sobre principios ecoldgicos pelo estudo desses modelos. Modelos
iguais ou semelhantes também foram usados para estudar outros tipos de situagdes competitivas, como,
por exemplo, negdcios competindo pelo mesmo mercado.

Suponha que, em algum ambiente fechado, existem duas espécies semelhantes competindo por um
suprimento limitado de comida — por exemplo, duas espécies de peixe em um lago, nenhuma sendo presa
da outra, mas ambas competindo pela comida disponivel. Vamos denotar por x e y as populagdes das duas
espécies em um instante . Como discutido na Segio 2.5, vamos supor que a populagdo de cada espécie,
na auséncia da outra, seja governada por uma equagdo logistica. Entao

dx/dt = x(e; — o1x), (1a)
dy/dt = y(e; — 02y), (1b)

respectivamente, onde €, e ¢, sdo as taxas de crescimento das duas populagdes e €,/a, e €,/0, 530 seus niveis
de saturagdo. No entanto, quando ambas as espécies estao presentes cada uma vai afetar o suprimento

Alfred-Marie Liénard (1869-1958), professor na Ecole des Mines em Paris, trabalhou em eletricidade, mecanica e matemati-
ca aplicada. Os resultados de sua investigagdo sobre essa equagdo diferencial foram publicados em 1928.
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de comida disponivel para a outra. De fato, elas reduzem as taxas de crescimento e os niveis de saturagio
uma da outra. A expressio mais simples para reduzir a taxa de crescimento da espécie x devido a pre-
senga da espécie y € substituir o fator de crescimento €, - o,x na Eq. (1a) por €, - o,x — &y, onde @, € uma
medida do grau de interferéncia da espécie y sobre a espécie x. Analogamente, substituimos ¢, — o,y na
Eq. (1b) por €, — o,y — at,x. Obtemos, entdo, o sistema de equagdes

dx/dt = x(€) — 01X — ayy),

(2 "

dy/dt = y(€3 — o2y — 2x). } ]
Os valores das constantes positivas €, 0, a,. €. 0, € @, dependem das espécies particulares em conside- i
ragdo ¢ tém que ser determinados, em geral, através de observagdes. Estamos interessados nas solugdes
das Eqs. (2) para as quais x e y ndo sio negativos. Nos dois exemplos a seguir. discutimos dois problemas
tipicos em detalhe. Voltaremos as equagdes gerais (2) no final desta segio.

Discuta o comportamento qualitativo das solugdes do sistema
dx/dr = x(1 —x —y),

dy/dt = y(0,75 — y — 0,5x).
Encontramos os pontos criticos resolvendo o sistema de equagdes algébricas

EXEMPLO

x(1=x—y)=0, (0,75 -y —0,5x) = 0. (4)

A primeira equagio pode ser satisfeita escolhendo-se x = 0; entdo, a segunda nos fornece y = 0 ou y = 0,75.
Analogamente, a segunda equagio pode ser satisfeita escolhendo-se y = 0 ¢, entio, a primeira equagao nos dd x
=0 ou x = 1. Encontramos trés pontos criticos, a saber (0;0), (0;0,75) e (1:0). Se nem x nem y sdo nulos, as Eqgs.
(4) também sao satisfeitas pelas solugdes do sistema

l—x—y=0, 075-y—-05x=0, (5)

o que nos leva ao quarto ponto critico (0.5;0,5). Esses quatro pontos criticos correspondem as solugoes de equi-
librio do sistema (3). Os trés primeiros desses pontos envolvem a extingdo de uma das espécies ou de ambas;
apenas o ltimo corresponde & sobrevivéncia, a longo prazo, de ambas as espécies. Outras solugoes sio repre-
sentadas por curvas ou trajetérias no plano xy que descrevem a evolugio das populagoes ao longo do tempo.
Para comegar a descobrir seu comportamento qualitativo, vamos proceder da seguinte maneira.

Primeiro note que os eixos coordenados sdo trajetérias, Isso segue diretamente das Eqs. (3),jd que dx/dr =0
no eixo dos y (onde x = 0) e, analogamente, dy/dr = 0 no eixo dos x (onde y = 00). Assim, nenhuma outra trajeto-
ria pode cruzar os eixos coordenados. Para um problema populacional, s6 fazem sentido valores ndo negativos
de x e y, logo podemos concluir que qualquer trajetéria que comece no primeiro quadrante permanece ai para
todo o sempre.

A Figura 9.4.1 mostra um campo de diregdes para o sistema (3) no quadrante positivo: 0s pontos pretos nessa
figura sdo os pontos criticos, ou solugoes de equilibrio. Baseados no campo de diregao, parece que o ponto (0.5;
0,5) atrai outras solugdes e é, portanto, assintoticamente estivel, enquanto os outros trés pontos criticos sio instd-
veis. Para confirmar essas conclusdes, podemos olhar as aproximagdes lineares perto de cada ponto critico.
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O sistema (3) € localmente linear em vizinhangas de cada ponto critico. Existem duas maneiras de se obter o
sistema linear perto de um ponto critico (X, Y). Primeiro, podemos usar a substituigio x = X'+ u, ¥y = Y + v nas
Eqs. (3), retendo, apenas, os termos lineares em « e v. De modo alternativo, podemos calcular a matriz jacobia-
na J em cada ponto critico para obter a matriz de cocficientes no sistema linear; veja a Eq. (13) da Segdo 9.3.
Quando tivermos que investigar diversos pontos criticos serd melhor usar, em geral, a matriz jacobiana. Para o
sistema (3), temos

Flx,y)=x(1—x-y), G(x,y) = y(0,75 — y — 0.5x). (6)

) l1-2x—y —X
“\ 05y 075-2y-05x ) )

Examinaremos cada ponto critico por vez.

de modo que

x =0, y = 0, Este ponto critico corresponde ao estado em que ambas as espécies morrem como resultado da
competigdo. Fazendo x = y = 0 na Eq. (7), vemos que, perto da origem, o sistema linear correspondente é

(-6 o))

Os autovalores e autovetores do sistema (8) sdo

n=1, £ = ((1}) 3 ry=0.75, £ = (?) : 9)

de modo que a solugio geral do sistema ¢é

Y e e g () 9om (10)
vyl "\o LB ‘

Assim, a origem € um no instivel de ambos os sistemas, do linear (8) e do ndo linear (3). Em uma vizinhanga
da origem todas as trajetorias sio tangentes ao eixo dos y, exceto por uma trajetéria que estd contida no eixo
dos x.

x = 1,y = 0. Este ponto corresponde a um estado em que a espécie x sobrevive 4 competigdo, mas a espécie
y, niio. Calculando J da Eqg. (7) em (1,0), vemos que o sistema linear correspondente €

d [u -1 -1 u

— = : 11

dr (1) ( 0 0.25) (u) at
Seus autovalores e autovetores sao

1 2 i
n=-1, V= (n) ;. n=025 §¥= (_5). (12)
()-+0)= ()~

Como os autovalores tém sinais opostos, o ponto (1,0) é um ponto de sela e, portanto, ¢ um ponto de equilibrio
instdvel do sistema linear (11) e do sistema nio linear (3). O comportamento das trajetérias perto de (1,0) pode
ser visto da Eq. (13). Se ¢, = 0, entdo existe um par de trajetorias que se aproxima do ponto critico ao longo do
eixo dos x. Todas as outras trajetérias se afastam de uma vizinhanga de (1,0). Quando  — —oc, uma trajetoria
tende ao ponto de sela tangente ao autovetor £, ou seja, com coeficiente angular -1,25.

e sua solugio geral ¢

x = 0,y = 0,75. Nesse caso, a espécie y sobrevive, mas x ndo. A andlise é semelhante & andlise para o ponto
(1,0). O sistema linear correspondente é

ﬁ w) _ 0,25 0 u ' (14)
dt \v -0,375 =075/ \v
s autovalores e autovetores sdo

0
n=025 §Y= (_g); n=-075, §?¥= (]) (15)
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EXEMPLO

de modo que a solugdo geral da Eq. (14) €

8 0 -
(:) =¢ (—3) "+ o (1) e, (16)

Logo, o ponto (0; 0,75) também ¢ um ponto de sela. Todas as trajetérias deixam uma vizinhanga desse ponto,
exceto um par que se aproxima ao longo do eixo dos y. A trajetdria que tende ao ponto de sela quando 1 — —oo
¢ tangente a reta com coeficiente angular -0,375 determinada pelo autovetor &)

x = 0,5,y = 0,5. Esse ponto critico corresponde a um estado de equilibrio misto, ou de coexisténcia, na com-
peticdo entre as duas espécies. Os autovalores e autovetores do sistema linear correspondente

d fu -0.5 —-0,5\ (u )
dt (v) = (—0,25 —0‘5) (1) a7

n=(-2+v2)/4=-0,146, £V = ~/i):
(18)
n=(-2-+v2)/4=-0,854, &?= (‘6) .

Portanto, a solugdo geral da Eq. (17) é

(‘:) _ (‘_/? ) e 0Nt o o ('{i ) PR (19)

Como ambos os autovalores sdo negativos, o ponto critico (0.5:0,5) ¢ um né assintoticamente estavel do sis-
tema (17) e do sistema ndo linear (3). Todas as trajetdrias se aproximam do ponto critico quando t — oc. Um
par de trajetdrias tende ao ponto critico ao longo da reta com coeficiente angular v/2/2, determinada pelo au-
tovetor £, Todas as outras trajetdrias tendem ao ponto critico tangencialmente a reta com coeficiente angular
~/2/2, determinada pelo autovetor &,

A Figura 9.4.2 mostra um retrato de fase do sistema (3). Olhando bem de perto as trajetérias proximas de
cada ponto critico vocé pode ver que elas se comportam da maneira prevista pelo sistema linear perto daquele
ponto. Além disso, note que os termos quadriticos a direita do sinal de igualdade na Eq. (3) sido todos negativos.
Como estes sdo os termos dominantes para x e y positivos e grandes, segue que, longe da origem no primeiro
quadrante, x’ e y' sdo negativos, ou seja, as trajetérias estdo orientadas para dentro. Logo, todas as trajetorias
que comeg¢am em um ponto (x,, v,) com x, >0 e y, > 0 vio acabar tendendo ao ponto (0,5; 0.5).

0,754
0.5

0,25

| |
0,25 05 0,75 1 1,25 x

FIGURA 9.4.2 Um retrato de fase do sistema (3).

Discuta o comportamento qualitativo das solugdes do sistema
dx/dt = x(1 —x —y),

20
dy/dt = y(0,5 — 0,25y — 0,75x), (20)
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FIGURA 9.4.3 Pontos criticos e campo de diregdes para o sistema (20).

onde x ¢ y ndo sdo negativos. Observe que este sistema €. também, um caso particular do sistema (2) para duas
espécies em compeligao,

Mais uma vez, existem quatro pontos criticos, a saber, (0. 0), (1, 0), (0, 2) e (0,5; 0.5), correspondendo as
posigoes de equilibrio do sistema (20). A Figura 9.4.3 mostra um campo de dire¢des para o sistema (20), junto
com os quatro pontos criticos. Do campo de diregdes, parece que a solugao de equilibrio misto (0,5;0,5) € um
ponto de sela e, portanto, instavel, enquanto os pontos (1,0) e (0, 2) sdo assintoticamente estdveis. Assim, para a
competigio descrita pelas Eqs. (20) uma espécie vai acabar sobrepujando a outra, levando-a a extingdo. A espé-
cie sobrevivente é determinada pelo estado inicial do sistema. Para confirmar essas conclusdes, vamos olhar as
aproximagoes lineares perto de cada ponto critico. Vamos registrar a matriz jacobiana J para usar mais tarde:

Fox,y)  F.(x,y) l—2v—y —x
G x,v) Gux,y) -0,75y  0,5-0,5y — 0,75x
x = 0,y = 0. Usando a matriz jacobiana J da Eq. (21) calculada em (0, 0), obtemos o sistema linear

d [x 1 0 X
£0)-6 ()

que € vilido perto da origem. Os autovalores e autovetores do sistema (22) sdo

n=1, g'“=(:]); rn =105, g"”:(?). (23)

de modo que a solugdo geral é
1 0
(i) = (D) € +ao (1) & (24)

Portanto, a origem é um né estdvel do sistema linear (22) e, também, do sistema nio linear (20). Todas as trajeto-
rias deixam a origem tangencialmente ao eixo dos y, exceto por uma trajetoria que estd contida no eixo dos x.

x = 1,y = 0. O sistema linear correspondente é

d fu -1 -1 u
dt (v) - ( 0 4},25) (;,) 25)

Seus autovalores e autovetores sio
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1 5 4
= i _ . —_— ¥} [ .
rl S _1‘ § - (0) ' "2 - 0525» s‘ ' = (_3) . , (26}

i 1 4\ o
’ =0 0 e+ 3 e i (27)

O ponto (1,0) é um no assintoticamente estdvel do sistema linear (25) e do sistema ndo linear (20). Se os va-
lores iniciais de x e y estdo suficientemente préximos de (1,0), entdo o processo de interagio vai chegar, final-
niente, a esse estado, ou seja, a sobrevivéncia da espécie x e a extingdo da espécie y. Existe um par de trajetrias
que tende ao ponto critico ao longo do eixo dos x. Todas as outras trajetérias tendem a (1, 0) tangencialmente
a reta com coeficiente angular -3/4 determinada pelo autovetor &2,

e sua solugdo geral é

x = 0,y = 2. A andlise neste caso é semelhante & andlise para o ponto (1, 0). O sistema linear apropriado é

d [u -1 0 u
dr (u) o (—1,5 —D,S) (1.')' (28)

Os autovalores e autovetores desse sistema sdo

n=-1 V= (1) . m=-05  §?= (O) (29
== ] 3 » 2 1y 1 . J
u . 1 - 0 —0.5¢ .
N Cy 3 e+ ) g, (30)

Logo, o ponto critico (0,2) ¢ um n6 assintoticamente estdvel do sistema linear (28) e do sistema ndo linear (20).
Todas as trajetérias tendem ao ponto critico tangente ao eixo dos y, exceto por uma trajetdria que se aproxima
ao longo da reta com coeficiente angular 3.

e sua solugdo geral €

x = 0,5,y = 0,5. O sistema linear correspondente é

d fu\ (05 05\ (u .
@i \v) =\=0375 -0125)\v) (31)

Os autovalores e autovetores desse sistema sdo

=54 /57 A !
= 2T Y20 =0,1594, £V = /55,8) = '
i T 0,159 § ((_3_ 57,,3) (~1.3137)
(32)
~5—-/57 @ _ ! = :
n=—p — =-0784,  E7=\ 5. /578 = \oses7)

de modo que a solugdo geral é

uy 1 0,1594 1 —0,7844
(v)_cl (—1,318?)e talosesr)¢ (33)

Como os autovalores tém sinais opostos, 0 ponto critico (0,5;0,5) ¢ um ponto de sela e, portanto, instivel, como
tinhamos deduzido anteriormente. Todas as trajetorias se afastam da vizinhanga do ponto critico, exceto por um
par que tende ao ponto de sela quando t — oo. Ao se aproximar do ponto critico, as trajetérias entram tangen-
cialmente a reta com coeficiente angular (\/5_7 —3)/8 =0,5687, determinada pelo autovetor £7. Existe também
um par de trajetérias que tende ao ponto de sela quando ¢ — —oc. Essas trajetorias sdo tangentes a reta com
coeficiente angular —1,3187 correspondente a &

A Figura 9.4.4 mostra um retrato de fase do sistema (20). Perto de cada ponto critico as trajetorias do sis-
tema ndo linear se comportam como previsto pela aproximagio linear correspondente. De interesse especial €
o par de trajetdrias que entra no ponto de sela. Essas trajetérias formam uma separatriz que divide o primeiro
quadrante em duas bacias de atragdo. As trajetorias comegando acima da separatriz acabam se aproximando
do né em (0, 2), enquanto as trajetérias comegando abaixo da separatriz tendem ao n6 em (1,0). Se o ponto
inicial pertence a separatriz, entdo a solugdo (x, y) tende ao ponto de sela quando r — 0. No entanto, a menor
perturbagdo ao se seguir essa trajetéria vai deslocar o ponto (x, y) da separatriz e fazer com que ele se aproxime
de um dos dois nés. Logo, na prética uma espécie vai sobreviver a competigao e a outra ndo.
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FIGURA 9.44 Um retrato de fase do sistema (20).

Os Exemplos | e 2 mostram que, em alguns casos, a competigio entre duas espécies leva a um estado
de equilibrio de coexisténcia, enquanto em outros casos a competigio resulta, finalmente, na extingio
de uma das espécies. Para compreender mais claramente como e por que isso aconlece, e para aprender
como prever qual situagdo vai ocorrer, vamos olhar, mais uma vez, para o sistema geral (2). Existem qua-
tro casos a serem considerados, dependendo da orientagao relativa das retas

e —ox—ay=0 ¢ €x—my —ax =0, (34)

como mostra a Figura 9.4.5. Essas retas sdo chamadas, respectivamente, de retas de crescimento nulo de
x ey, ja que x' se anula na primeira e y* na segunda. Em cada parte da Figura 9.4.5 a reta de crescimento
nulo de x € a reta sélida e a de y ¢ a reta tracejada.

¥ y
51"“1
€510, ¢

€/a €,/0,8,

E]’Gl Ezfﬂ;_ x x

(a)

EEbZ'l\ e.."al

Gll'ral
€505

FIGURA 9.4.5 Os diversos casos para

o sistema dg espécies em competigdo
“(2). A reta de crescimento nulo de x € a

reta sélida e a de y € a reta tracejada.

Ezfﬂz fl'fo'l x
(c)
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Denote por (X, Y) qualquer ponto critico em qualquer um dos quatro casos. Como nos Exemplos 1 e 2, ;3
o sistema (2) é localmente linear em uma vizinhanga desse ponto, ji que a expressdo a direita do sinal de
igualdade em cada equagdo diferencial € um polinémio de grau 2. Para estudar o sistema (2) em uma vizi-
nhanca desse ponto critico, vamos olhar o sistema linear correspondente obtido da Eq. (13) da Secdo 9.3,

d [fu €1 — 20’1X — CI'IY —H1X H)
LY g T . (35)
dr \v - Y & —2;mY —a X/ \v

Vamos usar agora a Eq. (35) para determinar as condi¢des sob as quais o modelo descrito pelas Eqs.
(2) permite a coexisténcia das duas espécies x e y. Dos quatro casos possiveis ilustrados na Figura 9.4.5,
a coexisténcia so é possivel nos casos (c) e (d). Nesses casos os valores nio nulos de X e Y sdo obtidos
resolvendo-se as equagdes algébricas (34): o resultado é

X =

€102 — €20) €201 — €102

; Y= :
g0 — Q0 g0y — o

(36) I

Além disso,como €, —a, X -, Y =0¢e ¢, -a,Y —a,X =0,a Eq. (35) se reduz imediatamente a

d (u\ (—oX -aX) (u !
dr (U) g (—azY —agY) (v) ' o7 |

Os autovalores do sistema (37) sdao encontrados a partir da equagio ‘

2+ (01X + 02Y)r + (0102 — a102) XY = 0. (38)
Logo,

s —{'01X+53Y}:l:\/(01X+O:Y}3—4{0;03—u‘[u}_)XY
12 7 .

Se 0,0, — e, < 0, entdo o radicando na Eq. (39) € positivo e maior do que (o,X + o,Y)". Logo, os
autovalores sio reais e de sinais opostos. Em consequéncia, o ponto critico (X, Y) ¢ um ponto de sela
(instdvel) e a coexisténcia nao € possivel. Esse € o caso no Exemplo 2,onde oy = |, a, = 1,0, =025, a, =
0,75 e 0,0, — ot = =0,5.

Por outro lado, se 0,0, — a1, > 0, entdo o radicando na Eq. (39) €¢ menor do que (0,X + o,Y)". Entdo, os
autovalores sio reais negativos e distintos. ou complexos conjugados com parte real negativa. Uma andli-
se direta do radicando na Eq. (39) mostra que os autovalores nao podem ser complexos (veja o Problema
7). Portanto, o ponto critico é um nd assintoticamente estdvel ¢ uma coexisténcia sustentivel € possivel. !
Isso estd ilustrado no Exemplo l,onde o, = 1, = l,0, = L., = 0,5 ¢ )0, — ¢y, = 0.5,

Vamos relacionar esse resultado com as Figuras 9.4.5¢ e 9.4.5d. Na Figura 9.4.5¢, temos

€] €2 €2 €]

— > —  0u €10 > €20 a — > — ou €] > €107. (40)
a1 a3 a> [+ 3}

(39)

Essas desigualdades, acopladas com a condigdo de que X e Y dados pela Eq. (36) sdo positivos, nos leva
a desigualdade 0,0, < ,«,. Logo, nesse caso o ponto critico ¢ um ponto de sela. Por outro lado, na Figura
9.4.5d temos

€] €2 €2 €]

— < — 00U €Uy <€0] e — <— 0U €0 < €107, (41)

ay [v%) a2 [+ 31
A condigdo de que X e Y sdo positivos nos leva, agora, a 0,0, > a,a,. Portanto, o ponto critico € assintoti-
camente estavel. Para esse caso podemos mostrar, também, que os outros pontos criticos (0, 0), (¢,/a,,0)
e (0, €,/0,) sdo instaveis. Assim, para quaisquer valores iniciais positivos de x e y as duas populagdes vao
tender ao estado de equilibrio de coexisténcia dado pelas Egs. (36).

As Egs. (2) fornecem a interpretagao bioldgica do resultado de que a coexisténcia ocorre ou ndo de-
pendendo de o,0; — @@, ser positivo ou negativo. Os o medem o efeito inibitério que o crescimento de
cada populagio tem sobre si mesma, enquanto os « medem o efeito inibitério que o crescimento de cada
populagdo tem sobre a outra espécie. Entdo, quando 0,0, > &,,, a interagio (competigio) ¢é “fraca” e as
espécies podem coexistir; quando 0,0, < o,a,, a interagido (competigdo) € “forte” e as espécies nao podem
coexistir — uma tem que ser extinta.

Cada um dos Problemas de 1 a 6 pode ser interpretado como descrevendo a interagio de duas espécies com
P P
populagdes x e y. Em cada um desses problemas, faga o seguinte:

(a) Desenhe um campo de diregoes e descreva como as solugdes parecem se comportar.

a




&
&

&

(b)
(c)

(d)
(e)
()

1.

10.

11.
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Encontre os pontos criticos.

Para cada ponto critico, encontre o sistema linear correspondente. Encontre os autovalores e autovetores
do sistema linear; classifique cada ponto critico em relagdo ao tipo e determine se é assintoticamente esté-
vel, estdvel ou instdvel.

Esboce as trajetérias em uma vizinhanga de cada ponto critico,

Calcule e faga o grafico de um niimero suficiente de trajetérias do sistema dado de modo a mostrar, clara-
mente, 0 comportamento das solugdes.

Determine o comportamento limite de x ¢ y quando t — oo e interprete os resultados em termos das po-
pulacoes das duas espécies.

dx/dt = x(1.5 — x — 0,5y) &0 2 dx/dt=x(15-x—-05y)
dy/dt = y(2 — y — 0,75x) dv/dt = ¥(2 — 0,5y — 1,5x)
dx/dt = x(1,5 = 0,5x — y) &L 4 dy/dt=x(15-05x—y)
dy/dt = y(2 — v —1,125x) dy/dt = v(0.75 — y — 0,125x)
dx/di = x(1 —x—y) &2 6. dx/dt =x(1 —x+0.5y)
dy/di = y(1,5—y —x) dy/dt = ¥(2,5 — 1.5y + 0,25x)

Considere os autovalores dados pela Eq. (39) no texto. Mostre que
(1 X + 0 Y)Y — 4010, — 1) XY = (0, X — oY) + 4o XY

Portanto, conclua que os autovalores nunca podem ser complexos.
Duas espécies de peixe que competem por comida, mas ndo cagam um ao outro, sio o lepomis macrochi-
rus, um peixe de dgua fresca e cor azulada que habita dguas norte-americanas, que chamaremos de peixe
azulado, e lepomis microlofus, um peixe do sudeste e centro dos EUA. com guelra vermelha brilhante que
chamaremos de vermelhio. Suponha que um lago esta cheio desses dois tipos de peixes e denote por x e v,
respectivamente. as populagdes de peixe azulado e vermelhdo no instante r. Suponha, ainda, que a compe-
tido é modelada pelas equagdes

dx/dt = x(e) —opx —ayy),

dy/dt = y(e2 — a2v — arx).

(a) Se ela, > € o, e €,Jo, > € /a;, mostre que as tnicas populagoes de equilibrio no lago sdo sem as duas
espécies. sem o peixe azulado ou sem o vermelhdo. O que vai acontecer para valores grandes de 17
(b) See o, > elu, e € u; > €la, mostre que as unicas populagoes de equilibrio no lago sdo sem as duas
espécies. sem o vermelhdo ou sem o peixe azulado. O que vai acontecer para valores grandes de (?
Considere a competigao entre o peixe azulado e o vermelhdo mencionada no Problema 8. Suponha que
eu, > € lo e € /a, > e./o., de modo que, como mostrado no texto, existe um ponto de equilibrio estdvel no
qual ambas as espécies podem coexistir. E conveniente reescrever as equagoes do Problema 8 em termos
das capacidades de saturagao do lago para o peixe azulado (B = €,/0)) na auséncia de vermelhdo e para o
vermelhdo (R = €,/a,) na auséncia do peixe azulado.
(a) Mostre que as equagdes do Problema 8 tomam a forma

dx 1 dy 1 ¥
I=fl-‘(1"§x—§}')- . GZY(I—E}’—EI).
onde y, =a,/o, € y, = a,la,. Determine o ponto de equilibrio de coexisténcia (X, Y) em fun¢do de B, R, y, € .
(b) Suponha, agora, que um pescador s pesca o peixe azulado, o que reduz B. Qual o efeito disso nas
populagdes de equilibrio? E possivel, pescando, reduzir a populagio do peixe azulado a um tal nivel
que ele serd extinto?
Considere o sistema (2) no texto e suponha que 0,0, — a,a, = 0.
(a) Encontre todos os pontos criticos do sistema. Observe que o resultado depende se €, — a¢, € nulo
ou ndo.
(b) Se a6, — e, > 0, classifique cada ponto critico e determine se € assintoticamente estével, estdvel ou
instavel. Note que o Problema 5 é desse tipo. Depois, faga 0 mesmo se a6, — a6, < 0.
(c) Analise a natureza das trajetérias quando o€, —a.€, = 0.
Considere o sistema (13) no Exemplo 1 do texto. Lembre-se de que esse sistema tem um ponto critico
assintoticamente estdvel em (0,5; 0,5), conespondeme i coexisténcia estdvel das populagoes das duas es-
pécies. Suponha, agora, que a imigragao ou emigragio ocorre com taxas constantes éa e 8b para as espécies
x e y, respectivamente. Nesse caso, as Egs. (3) sdo substituidas por "
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dx/dt = x(1 —x —y) + 8a.

(i)
dy/dt = y(0,75 — y — 0,5x) + &b,
A pergunta é que efeito isso tem na localizagao do ponto de equilibrio estdvel.
(a) Para encontrar o novo ponto critico, precisamos resolver as equagoes
l—x- da=0, .
x(1—-x-y+ (ii)
¥(0,75 -y —0,5x) +8b = 0.
Um modo de fazer isso é supor que x e y sdo dados por séries de poténcias no pardmetro §; entdo,

x=Xxg+xXd+---,  y=yotyd+-.--. (iii)

Substitua as Eqs. (iii) nas Eqs. (ii) e junte os termos de acordo com as poténcias de 4.

(b) Dos termos constantes (os termos que nao envolvem #). mostre que x, = 0.5 e y, = 0.5, confirmando,
assim, que na falta de imigragdo ou emigragao o ponto critico € (0,5;0.5).

(c) Dos termos lineares em &, mostre que

x; = 4a — 4b, vy = —2a+4b. (iv)

(d) Suponhaquea>0e b >0,de modo que a imigragio ocorre em ambas as espécies. Mostre que a solu-
¢do de equilibrio resultante pode representar um aumento nas duas populagdes ou um acréscimo em
uma e um decréscimo em outra. Explique, intuitivamente, por que esse é um resultado razodvel.

Q"?, 12. Osistema

X =-—y, V=—yy—x(x—=015)(x-2)

resulta de uma aproximagao das equagdes de Hodgkin-Huxley,” que moderam a transmissao de impulsos

neurais ao longo de um axonio.”

(a) Encontre os pontos criticos e classifique-os, investigando o sistema linear aproximado perto de cada
um.

(b) Desenhe os retratos de fase paray=08e y=1.5.

(c) Considere a trajetoria que sai do ponto critico (2,0). Encontre o valor de y para o qual essa trajetéria
se aproxima da origem quando { — oo. Desenhe um retrato de fase para esse valor de y.

Pontos de Bifurcagido. Considere o sistema

x' = F(x,y,a), ¥y = Gix,y,a), (i)
onde @ é um parimetro. As equagdes

Fx,y,a) =0, G(x,y,a)=0 (ii)

determinam as retas de crescimento nulo de x e de y, respectivamente; qualquer ponto onde as retas de cres-
cimento nulo de x e de y se intersectam é um ponto critico. Quando « varia e as configuragoes das retas de
crescimento nulo mudam, pode acontecer que para determinado valor de « dois pontos criticos se juntem,
formando um s6. Quando & continuar variando, esse ponto critico pode se separar novamente em dois ou pode
desaparecer completamente. Ou o processo pode acontecer ao contrario: para determinado valor de e, duas
retas de crescimento nulo que ndo se encontravam podem se intersectar criando um ponto critico e, quando «
continua a variar, esse ponto pode se dividir em dois. Um valor de & para o qual esse fendmeno ocorre é um
ponto de bifurcagio. Também € usual para um ponto critico mudar seu tipo e suas propriedades de estabilidade
em um ponto de bifurcagfio. Assim, tanto o niimero quanto o tipo dos pontos criticos podem variar abrup-
tamente quando « passa por um ponto de bifurcagio. Como o retrato de fase de um sistema depende muito
da localizagdo e natureza dos pontos criticos, é essencial se ter uma boa compreensio de bifurcagdes para se
entender o comportamento global das solugdes do sistema.

Em cada um dos Problemas de 13 a 16:

(a) Esboce as retas de crescimento nulo e descreva como os pontos criticos se movem gquando ¢ aumenta.
(b) Encontre os pontos criticos.

SAlan L. Hodgkin (1914-1998) e Andrew F. Huxley (1917- ) ganharam o Prémio Nobel em Fisiologia e Medicina em 1963
por seu trabalho sobre a excitagéio e a transmissdo de impulsos neurais. Esse trabalho foi realizado na Universidade de
Cambridge; seus resultados foram publicados pela primeira vez em 1952.

'Prolongamento da célula nervosa; cilindro-eixo. (N.T.)
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(c) Sejae =2.Classifique cada ponto critico investigando o sistema linear correspondente. Desenhe um retra-
to de fase em um reténgulo contendo os pontos criticos.

(d) Encontre o ponto de bifurcagio a, no qual os pontos criticos coincidem. Localize esse ponto critico e en-
contre os autovalores do sistema linear aproximado. Desenhe um retrato de fase.

(e) Paraa > @, nio existem pontos criticos. Escolha um valor de & e desenhe um retrato de fase.

1B X=—4dx+y+x’, y=ja-y

4. x¥=3a—-y, y=—dx+y+x*

15. ¥ = —dx+y+x}, y=—a—-x+y

16 ¥ =—a—x+y, y=-dx+y+x

Os Problemas de 17 a 19 tratam de sistemas competitivos, bem semelhantes aos dos Exemplos 1 e 2, exceto que

alguns coeficientes dependem do pardmetro . Em cada um desses problemas suponha que x, y e o sdo sempre
ndo negativos. Em cada um dos Problemas de 17 a 19:

(a) Esboce as retas de crescimento nulo no primeiro quadrante, como na Figura 9.4.5. Para intervalos diferen-
tes de a, seu esbogo pode se assemelhar a partes diferentes da Figura 9.4.5.

(b) Encontre os pontos criticos.
(c) Determine os pontos de bifurcagio.
(d) Encontre a matriz jacobiana J e calcule-a em cada um dos pontos criticos.

(e) Determine o tipo e as propriedades de estabilidade de cada ponto critico. D¢ atengdo especial ao que
acontece quando & passa por um ponto de bifurcagao.

(f) Desenhe retratos de fase para o sistema para valores selecionados de « para confirmar suas conclusdes.
17. dx/dt = x(1 — x — y), dy/dt = y(a — y — 0,5x)

18. dx/dt = x(1 — x — y), dy/dr = y(0,75 — ay — 0,5x)

19, dx/dt = x(1 = x —y), dy/dt = yla — y — (2a — 1)x]

9.5 Equacoes Predador-Presa

Na segio precedente, discutimos um modelo de duas espécies que interagem competindo por um su-
primento comum de comida ou outro recurso natural. Nesta se¢iio, vamos investigar a situagio em que
uma das espécies (predador) se alimenta da outra (presa), enquanto a presa se alimenta de outro tipo de
comida. Considere, por exemplo, raposas e coelhos em uma floresta fechada: as raposas cagam os coelhos,
que vivem da vegetagdo na floresta. Outros exemplos sdo peixes que se alimentam dos vermelhdes, que
encontramos anteriormente, em um mesmo lago, ou a joaninha como predador e o pulgdo como presa.
Enfatizamos, mais uma vez, que um modelo envolvendo apenas duas espécies nio pode descrever com-
pletamente as relagdes complexas que ocorrem, de fato, na natureza. Apesar disso, o estudo de modelos
simples é o primeiro passo para a compreensio de fendmenos mais complicados.

Vamos denotar por x e y as populagdes, respectivamente, da presa e do predador em um instante . Ao
construir a interagio de duas espécies, fazemos as seguintes hipGteses:

1. Na auséncia do predador, a populagio de presas aumenta a uma taxa proporcional a populagio atual;
assim, dx/dt = ax,a > 0,quando y = 0.

2. Naauséncia da presa, o predador é extinto; assim, dy/dr = —cy, ¢ > 0, quando x = 0.

3. O numero de encontros entre predador e presa ¢ proporcional ao produto das duas populagdes. Cada um
desses encontros tende a promover o crescimento da populagiio de predadores ¢ a inibir o crescimento da
populagio de presas. Assim, a taxa de crescimento da populagdo de predadores ¢ aumentada por um termo
da forma yxy, enquanto a taxa de crescimento para a populagdo de presas € diminuida por um termo da
forma —axy, onde y e « sdo constantes positivas.

Em consequéncia dessas hipdteses, somos levados as equagoes

dx/dt = ax — axy = x(a — ay), )
dy/dt = —cy + yxy = y(—c + yx).

As constantes a, ¢, a € y sdo todas positivas; a e ¢ sdo as taxas de crescimento da Qopulaf;io de presas e de

morte da populagio de predadores, respectivamente, e « e y sio medidas do efeito da interagdo entre as
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EXEMPLO

duas espécies. As equagdes (1) sdo chamadas de equagdes de Lotka-Volterra. Foram desenvolvidas em
artigos escritos por Lotka® em 1925 e por Volterra’ em 1926. Embora essas equagdes sejam bem simples,
elas caracterizam uma classe ampla de problemas. Ao final desta se¢do e nos problemas discutiremos
maneiras de tornd-las mais realistas. Nosso objetivo aqui € determinar o comportamento qualitativo das
solugoes (trajetérias) do sistema (1) para valores iniciais positivos arbitrérios de x e de y. Vamos fazer isso
primeiro para um exemplo especifico e voltaremos, depois, no final desta secao, as equagdes gerais (1).

Discuta as solugdes do sistema
dx/dt = x(1—=0,5y) =x —0,5xy = F(x,y),

dy/dt = y(—0,75 4+ 0,25x) = —0,75y + 0,25xy = G(x,y)
para x ¢ y positivos.
Os pontos criticos deste sistema sdo as solugdes das equagOes algébricas

x(1-0.5y) =0, y(=0,75 4+ 0,25x) = 0, (3)

a saber, os pontos (0,0) e (3,2). A Figura 9.5.1 mostra os pontos criticos e um campo de diregoes para o sistema
(2). Dessa figura, parece que as trajetdrias no primeiro quadrante circulam em torno do ponto critico (3, 2).
Nio € possivel determinar definitivamente do campo de diregdes se as trajetorias sdo de fato curvas fechadas
ou se elas espiralam para dentro ou para fora. A origem parece ser um ponto de sela. Da mesma forma que nas
equagdes competitivas na Se¢io 9.4, os eixos coordenados sio trajetorias da Egs. (1) ou (2). Em consequéncia,
nenhuma outra trajetdria pode cruzar um eixo coordenado, o que significa que toda solugdo que comega no
primeiro quadrante permanece af para todo o sempre.
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FIGURA 9.5.1 Pontos criticos e campo de dire¢des para o sistema predador-presa (2).

Vamos examinar, a seguir, o comportamento local das solugdes perto de cada ponto critico. Perto da origem
podemos desprezar os termos ndo lineares nas Egs. (2) para obter o sistema linear correspondente

5()=6 ) C)

®Alfred J. Lotka (1880-1949), um biofisico americano, nasceu onde é hoje a Ucrénia, e a maior parte de sua educagio foi ad-
quirida na Europa. E lembrado principalmente por sua formulagao das equagdes de Lotka-Volterra. Foi também o autor, em
1924, do primeiro livro sobre biologia matematica, disponivel, atualmente, com o titulo de Elements of Mathematical Biology
(Nova York: Dover, 1956).

Vito Volterra (1860-1940), um importante matematico italiano, foi catedrético em Pisa, Turim e Roma. E particularmente fa-
moso por seu trabalho em equagdes integrais e andlise funcional. De fato, uma das maiores classes de equagdes integrais leva
seu nome; veja o Problema 21 da Segdo 6.6. Sua teoria de espécies interagindo foi motivada por dados obtidos por um amigo,
D’Ancona, relativos a pesca no Mar Adridtico. Uma tradugdo (para o inglés) de seu artigo de 1926 pode ser encontrada em
um apéndice do livro de R. N. Chapman, Animal Ecology with Special Reference to Insects (Nova York: McGraw-Hill, 1931).

S
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Os autovalores e autovetores da Eq. (4) sdo

n=1 &= ({1)); n=-075, §— ([13) (5)

de modo que a solugdo geral é
x 1 0
(y) = (0) e +6; (1) 8HU'?5‘_ (6)

Assim, a origem € um ponto de sela para ambos os sistemas, o linear (4) e o ndo lincar (2), e, portanto, instivel.
Um par de trajetdrias entra na origem ao longo do eixo dos y: todas as outras trajetérias se afastam de uma
vizinhanga da origem.

Para examinar o ponto critico (3. 2), podemos usar a matriz jacobiana

3 Fi(x.vy Fi(x,y) 1-0.5y —0,5x
“\ Guxy Gy )T\ 025y —075+025¢ | )

Calculando J no ponto (3,2), obtemos o sistema linear

d fu 0 =15\ [u 5
a\v)=\os o )\u) )
onde u =x -3 e v=y-2 Osautovalores e autovetores desse sistema sao

_‘/j'; i _ 1 : _ V3i M _ 1
=75 ¢ —(—;; 3)‘ Claste Sl “(wj)' ©)

Como os autovalores sdo imagindrios, o ponto critico (3,2) € um centro do sistema linear (8) e é, portanto, um
ponto critico estdvel para esse sistema. Lembre-se, da Se¢ao 9.3, de que esse é um dos casos em que o compor-
tamento do sistema linear pode ser o mesmo. ou nio, do sistema ndo linear. de modo que a natureza do ponto
(3.2) para o sistema ndo linear (2) ndo pode ser determinada por essa informagao.

A maneira mais simples de encontrar as trajetorias do sistema linear (8) é dividir a segunda das Eqs. (8) pela
primeira, de modo a obter a equagao diferencial

dv dv/di 05u u

ry

du " du/dt T “150 3
ou
wdu+3vde =0, (10)
Em consequéncia,
W+t =k, (11)

onde k é uma constante de integragio ndo negativa arbitraria. Logo, as trajetérias do sistema linear (8) sdo
elipses centradas no ponto critico e um tanto alongadas na diregdo horizontal.
Vamos voltar para o sistema ndo linear (2). Dividindo a segunda das Eqs. (2) pela primeira, obtemos

dy (=075 +0.25%)

— =, 12
dx x(1 =05y 2
A Eq. (12) é uma equagdo separivel e pode ser colocada na forma
1-05 —0.75 + 0,25
Y gy = +0.25x dr.
/ x
donde segue que
0,75Inx+Iny — 0,5y —0.25x = ¢, (13)

onde ¢ é uma constante de integragio. Embora nido possamos resolver a Eq. (13), explicitamente, usando apenas
fungdes elementares, para qualquer uma das varidveis em fungdo da outra é possivel mostrar que o gréfico da
equagio, para um valor fixo de ¢, é uma curva fechada em torno do ponto (3,2). Logo, o ponto critico também €
um centro para o sistema ndo linear (2), e as populagoes de predadores e presas exibem uma variagao ciclica.
A Figura 9.5.2 mostra um retrato de fase para o sistema (2). Para algumas condigdes iniciais a trajetoria
representa pequenas variagoes em x e y em torno do ponto critico e tem uma forma quase eliptica, como su-
gere o sistema linear. Para outras condigdes iniciais as oscilagdes em x e y sio mais pronunciadas e a forma‘da
trajet6ria ¢ bem diferente de uma elipse. Observe que as trajetérias sdo percorridas no sentido trigonométrico.
A Figura 9.5.3 mostra a dependéncia de x e y em  para um conjunto tipico de condigoes iniciais. Note que x e
y sio fungdes periédicas de r, como tém que ser, ji que as trajetérias sao curvas fechadas. Além disso, a oscila-
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FIGURA 9.5.2 Um retrato de fase para osistema (2).  FIGURA 953 Variagdes nas populagdes de presas e
de predadores em relagdo ao tempo para o sistema (2),

¢do da populagio predadora vem depois da oscilagdo de presas. Comegando em um estado no qual ambas as
populagdes, de predadores e de presas, sdo relativamente pequenas, hd primeiro um aumento no nimero de
presas, jd que hd poucos predadores. Entdo a populagdo de predadores, com comida abundante, também cresce,
Isso aumenta a caga e a populagio de presas tende a diminuir. Finalmente, com uma disponibilidade menor de
comida, a populagdo de predadores também diminui, e o sistema volta ao seu estado original.

O sistema geral (1) pode ser analisado exatamente do mesmo modo que no exemplo. Os pontos criti-
cos do sistema (1) sdo as solugdes de
x(a—ay)=0, y(—=c+yx)=0,

ou seja, os pontos (0, 0) e (¢/y, aler). Vamos examinar primeiro as solugdes do sistema linear correspon-
dente perto de cada ponto critico.
Em uma vizinhanga da origem, o sistema linear correspondente ¢

d (x\ _ (a 0) (x) 14
dt “\0 -c/\y/)’ %
Os autovalores ¢ autovetores sdo

n=a, E(“ = ((1)). rn=-—c¢, 5‘2] - (?) s (15)

de modo que a solugdo geral é
1 0
(,) - (0) e (1) (16)

Logo, a origem ¢ um ponto de sela e, portanto, instdvel. A entrada no ponto de sela € através do eixo dos
y; todas as outras trajetdrias se afastam de uma vizinhanga do ponto critico.
A seguir, considere o ponto critico (c/y, a/a). A matriz jacobiana ¢

g
"\ vy —c+yx )

Calculando J em (c/y, aler), obtemos o sistema linear aproximado

d (u _ 0 —ac/y\ fu
3()=Gae "27)C) )

onde u = x - (c/y) € v =y - (ala). Os autovalores do sistema (17) sio 7 = i /ac, de modo que o ponto
critico é um centro (estdvel) para o sistema linear. Para encontrar as trajetorias do sistema (17), podemos
dividir a segunda equagio pela primeira para obter

dv _dv/dt  (ya/a)u

du  dujdt —  (ac/y)v’ (18)

-
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ou
ylaudu + e*cvdv = 0. (19)
Em consequéncia,
ylaw? + o*c’ = k, (20)

onde k € uma constante de integracdo ndo negativa. Logo. as trajetérias do sistema linear (17) sdo elipses
como no exemplo.
Voltando, rapidamente, ao sistema ndo linear (1), note que ele pode ser reduzido a uma tnica cquagdo

fi_y _dy/dt  y(—c+yx)
dx — dx/dt — x(a—ay) (21)

]

A Eq. (21) ¢é separdvel e tem solugio
alny —ay+clnxy - yx=C, 22)

onde C ¢ uma constante de integragdo. Mais uma vez, ¢ possivel mostrar que o grafico da Eq.(22) ¢ uma
curva fechada em torno do ponto critico (¢/y, aler) para C fixo. Logo, este ponto eritico também ¢ um cen-
tro para o sistema geral ndo linear (1).

A variagio ciclica das populagoes de predadores e de presas pode ser analisada em mais detalhe quan-
do os desvios em relacdo ao ponto {¢/y, a/er) sdo pequenos e pode-se usar o sistema linear (17). A solugdo
do sistema (17) pode ser escrita na forma

c a [c
o= ;KCOS(JQ_C;+¢). v = ;\/EKsen{ act+¢), (23)
onde as constantes K e ¢ sao determinadas pelas condigdes iniciais. Assim,
X = . + 5.’((‘05( act+¢),
Y 4

,
. (24)

a |c
yv=—+ —\/jK sen(vact + ¢).
o aVa

Essas equagdes sio boas aproximagdes para as trajetorias quase elipticas perto do ponto critico (c/y,
alee). Podemos usi-las para tirar diversas conclusoes sobre a variagio ciclica das populagdes de predado-
res e de presas em tais trajetérias.

1. Os tamanhos das populagoes de predadores e de presas variam de forma senoidal com periodo 27/ /ac.
Esse periodo de oscilagio ¢ independente das condigdes iniciais.

2. As populagdes de predadores e presas estdo defasadas por um quarto de ciclo. O nimero de presas varia
primeiro e o nimero de predadores varia depois, como explicado no exemplo.

3. As amplitudes das oscilagdes sio Ke/y para a populagiio de presas e a/cK /a+/a para a de predadores, e
portanto dependem tanto das condigdes iniciais quanto dos parametros do problema.

4. Aspopulagdes médias de predadores e de presas em um ciclo completo sio ¢/y e ale, respectivamente. Elas
sdo iguais as populagdes de equilibrio; veja o Problema 10.

Variagdes ciclicas nas populagdes de predadores e de presas, como previsto pelas Egs. (1), foram ob-
servadas na natureza. Um exemplo impressionante foi descrito por Odum (pp. 191-192); com base nos
registros da Companhia Hudson Bay, do Canad4, a abundancia de linces e de lebres, como indicado pelo
nimero de peles compradas no periodo 1845-1935, mostra uma clara variagio periédica com perfodo de
9 a 10 anos. Os picos de abundincia sdo seguidos por declinios muito rdpidos, e os picos de abundancia de
linces e de lebres estdo defasados, com os das lebres antecedendo os dos linces por um ano ou mais.

Como o ponto critico (c/y, ala) € um centro, esperamos que pequenas perturbagdes das equagdes de
Lotka-Volterra possam levar a solugdes que nio sdo periddicas. Em outras palavras,a menos que as equa-
¢oes de Lotka-Volterra descrevam exatamente uma relagao predador-presa, as flutuagoes das populagoes
de fato podem ser muito diferentes das previstas pelas equagdes de Lotka-Volterra devido a pequenas
imprecisdes nas equagdes do modelo. Isso levou a muitas tentativas® de substituir as equagoes de Lotka-
Volterra por outros sistemas menos suscetiveis a pequenas perturbagdes. O Problema 13 introduz um
desses modelos alternativos.

*Veja 0 livro de Brauer e Castillo-Chévez listado nas referéncias para uma longa discussio sobre modelos alternativos para
as relagdes predador-presa.
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Outra critica das equagoes de Lotka-Volterra é que, na auséncia de predadores, a populagio de presas
aumenta sem limites. Isso pode ser corrigido permitindo-se o efeito natural inibidor que uma populagio
crescente tem sobre a taxa de crescimento populacional. Por exemplo, a primeira das Egs. (1) pode ser
modificada de modo que quando y = 0 ela se reduza a uma equagio logistica para x. Os efeitos dessa
modificagdo sdo explorados nos Problemas 11 e 12. Os Problemas de 14 a 16 tratam do controle de uma
relagdo predador-presa. Os resultados podem parecer bem pouco intuitivos.

Finalmente, repetimos um aviso dado antes: as relagdes entre as espécies na vida real sio muitas vezes
complexas e sutis. Vocé nio deve esperar demais de um sistema simples de duas equagdes diferenciais
para descrever tais relagoes. Mesmo se vocé estiver convencido de que a forma geral das equagoes € soli-
da, a determinagiio de valores numéricos para os coeficientes pode apresentar sérias dificuldades.

PROBLEMAS Cadaum dos Problemas de 1 a 5 pode ser interpretado como descrevendo a interagao entre duas espécies com
densidades populacionais x ¢ y. Em cada um desses problemas, faga o seguinte:

(a) Desenhe um campo de diregdes e descreva como as solugdes parecem se comportar,
(b) Encontre os pontos criticos.

(c) Para cada ponto critico. ache o sistema linear correspondente. Encontre os autovalores e autovetores do
sistema linear; classifique cada ponto critico em relagdo ao tipo e determine se é assintoticamente estdvel,
estdvel ou instdvel.

(d) Esboce as trajetérias em uma vizinhanga de cada ponto critico,
(e) Desenhe um retrato de fase para o sistema.

f) Determine o comportamento limite de x e v uando r — o0 e interprete os resultados em termos das po-
pulaqﬁes das duas cspécics.

& 1. dx/di=x(15-05y) &2 2. dx/di=x(1-05y)
dy/dt = y(-0,5 + x) dy/dt = y(—0,25 + 0,5x)
¢ 3. dx/dt=x(1-0,5x-05y) & 4 dx/di=x(1,125 - x —05y)
dy/dt = y(—0,25 + 0,5x) dyfdt = y(—1+x)

& 5. de/dt=x(=1+25x-03y-x)
dy/dt = y(—1,5 + x)
6. Neste problema, vamos examinar a diferenca de fase entre as variagoes ciclicas das populagoes de preda-
dores e presas dadas pelas Eqs. (24) desta segdo. Vamos supor que K > 0 e que o tempo ¢ ¢ medido a partir
de um instante onde a populagio de presas ¢ maxima; entio ¢ = 0.
(a) Mostre que a populagdo y de predadores tem um mdximo em t = 7/2 /ac = T /4, onde T é o periodo
da oscilagiio.
(b) Quando a populagio de presas estd crescendo o mais rapidamente possivel? Quando estd diminuindo
o mais rapidamente possivel? Quando atinge um minimo?
(c) Responda as perguntas no item (b) para a populagio de predadores.
(d) Desenhe uma trajetoria eliptica tipica em torno do ponto (¢/y, a/a) e marque os pontos encontrados
nos itens (a), (b) e (c) nela.
@?, 7. (a) Encontre a razio entre as amplitudes das oscilagoes das populagoes de presas e de predadores em
torno do ponto critico (¢/y, a/er) usando a aproximagio (24), vilida para oscilagdes pequenas. Observe
que a razdo € independente das condigoes iniciais.

(b) Calcule a razio encontrada no item (a) para o sistema (2).

(c) Estime a razio entre as amplitudes para a solugio do sistema nao linear (2) ilustrada na Figura 9.5.3.
Esse resultado estd de acordo com o obtido da aproximagio linear?

(d) Determine a razdo entre as amplitudes presa-predador para outras solugdes do sistema (2), ou seja,
para solugdes satisfazendo outras condigdes iniciais. A razao € independente das condigoes iniciais?

&', 8. (a) Encontre o periodo de oscilagio das populagdes de presas e de predadores usando a aproximagdo
(24), vilida para pequenas oscilagoes. Note que o periodo independe da amplitude das oscilagdes.

(b) Para a solugio do sistema (2) ilustrada na Figura 9.5.3, estime o periodo o melhor possivel. O resulta-
do é o mesmo que da aproximagao linear?

(c) Calcule outras solugdes do sistema (2), ou seja, solugoes satisfazendo outras condigdes iniciais, e de-
termine seus periodos. O periodo € o mesmo para todas as condigdes iniciais?

‘?/ 9. Considere o sistema
dx/dt = ax{1 — (y/2)],  dy/dt = by[—1+ (x/3)],
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onde a e b sdo constantes positivas. Observe que esse sistema ¢ igual ao do exemplo no textose a = 1 e
b = 0,75. Suponha que as condigdes iniciais sdo x(0) = 5 e y(0) = 2.

(a) Sejama=1eb =1.Desenhe a trajet6ria no plano de fase e determine (ou estime) o periodo da osci-
lagdo.
(b) Repitaoitem (a)paraa=3ea=1/3,comb=1.
(c) Repitaoitem(a)parab=3eb=1/3,coma=1,
(d) Descreva a dependéncia do periodo e da forma da trajetériaemae b.
&' 10. As populagdes médias de presas e predadores sio definidas por

1 A+T 1 A+T
‘?:?f,. 0,  §= ?L Y@ dr,

respectivamente, onde 7 ¢ o periodo de um ciclo completo e A é uma constante nio negativa arbitréria.

(a) Usando a aproximagdo (24), vilida perto do ponto critico, mostre que X = ¢/ye v = ala.

(b) Para a solugao do sistema nao linear (2), ilustrada na Figura 9.5.3, estime X e ¥ o melhor que puder.
Tente determinar se X ¢ y sdo dados por ¢/y e ale, respectivamente, nesse caso.

Sugestdao: considere como vocé pode estimar o valor de uma integral mesmo sem ter uma férmula
para o integrando.

(c) Calcule outras solugdes do sistema (2), ou seja, solugdes satisfazendo outras condigdes iniciais, e de-
termine X e y para essas solugdes. Os valores de X ¢ ¥ sdio 0os mesmos para todas as solugdes?

Nos Problemas L1 e 12 vamos considerar o efeito de se modificar a equagdo para a presa x incluindo-se um

termo —ox*, de modo que essa equagao se reduza a equagao logistica na auséncia do predador y. O Problema

11 trata de um sistema especifico desse tipo ¢ o Problema 12 leva essa modificagio para o sistema de Lotka-
Volterra geral. Os sistemas nos Problemas 3 e 4 sdo outros exemplos desse tipo.

11. Considere o sistema

X=x(1—ox=05y), y =y(-0,75+0,25x), (25)

onde o > 0. Observe que este sistema é uma modificagao do sistema (2) no Exemplo 1.
(a) Encontre todos os pontos criticos. Como variam suas localizagoes quando @ aumenta a partir de zero?
Note que so existe um ponto critico no interior do primeiro quadrante se o < 1/3.

(b) Determine o tipo e as propriedades de estabilidade de cada ponto critico. Encontre o valor o, < 1/3

onde a natureza do ponto critico no interior do primeiro quadrante muda. Descreva a mudanga que
ocorre quando o passa por o;.

(c) Desenhe um campo de diregoes e um retrato de fase para um valor de o entre zero e o,; para um valor
de oentre o, ¢ 1/3.

(d) Descreva o efeito nas duas populagdes quando o varia de zero a 1/3.
12. Considere o sistema

dx/dt = x(a — ax — ay), dy/dt = y(—c + yx),
onde a, 0, @, c e ysio constantes positivas.
(a) Encontre todos os pontos criticos do sistema dado. Como variam suas localizagdes quando o aumenta
a partir de zero? Suponha que a/o > c/y, ou seja, o < aylc. Por que essa hipdtese é necessdria?
(b) Determine a natureza e as propriedades de estabilidade de cada ponto critico.

(c) Mostre que existe um valor de o entre zero e ay/c onde o ponto critico no interior do primeiro qua-
drante muda de um ponto espiral para um no.
(d) Descreva o efeito nas duas populagoes quando o varia de zero a aylc.
13. Nas equagdes de Lotka-Volterra, a interagio entre as duas espécies ¢ modelada por termos proporcionais
ao produto xy das duas populagdes. Se a populagio de presas é muito maior do que a de predadores, esse
valor pode ser muito maior do que as interagoes; por exemplo, um predador pode cagar s6 quando estd

com fome, ignorando a presa em todos os outros momentos. Neste problema, vamos considerar um mode-
lo alternativo de um tipo proposto por Rosenzweig e MacArthur.”

(a) Considere o sistema

, 2y " x
x_x(lﬁo'?" x+6)' y"(_0‘25+x+6)'

“Veja o livro de Brauer e Castillo-Chdvez para mais detalhes.
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Determine todos os pontos criticos deste sistema.
(b) Determine o tipo e as caracteristicas de estabilidade de cada ponto critico.
(¢) Desenhe um campo de diregdes e um retrato de fase para este sistema.

Administrando uma Relagio Predador-Presa. Em uma situagiao predador-presa. pode ocorrer que uma ou
talvez as duas espécies sejam fontes valiosas de comida (por exemplo). Ou a presa pode ser considerada uma
peste, levando a esforgos para que seu nimero seja reduzido. Em um modelo de administra¢do com esforgo
constante, introduzimos um termo —-E,x na equagio da presa e um termo -E,y na equagio do predador, em
que E, e E, sio medidas do esforgo investido na administragdo das respectivas espécies. Um modelo de admi-
nistragao com produgao constante € obtido incluindo-se um termo —-H, na equagdo da presa e um termo —H,
na equagio do predador. As constantes E,, E;, H, e H, sio sempre maiores ou iguais a zero, Os Problemas 14
e 15 tratam de modelos de administragio com esforgo constante, enquanto o Problema 16 trata de modelos de
administragio com produgio constante.

14.

16.

Aplicando um modelo de administragao com esforgo constante as equagdes de Lotka-Volterra (1), obte-
mos o sistema

Y =x(a—ay—-E), y=yl—c+yx—E).

Quando nio hd administragio, a solugao de equilibrio é (¢/y, alw).

(a) Antes de fazer qualquer andlise matematica, pense sobre a situagao intuitivamente. Como vocé acha
que as populagdes irdo variar se apenas as presas forem administradas? E se s6 os predadores forem
administrados? E se ambos forem administrados?

(b) Como varia a solugiio de equilibrio se as presas forem administradas, mas os predadores nio (E, >0,
E.=0)?

(¢) Como varia a solugio de equilibrio se os predadores forem administrados, mas as presas nio (E, =0,
E.>0)?

(d) Como varia a solugiio de equilibrio se ambos forem administrados (E, > 0, E, > 0)?

Se modificarmos as equagdes de Lotka-Volterra incluindo um termo autolimitador -ox’ na equagao da
presa e depois supusermos uma administra¢do com esforgo constante, obteremos as equagdes

X=x(a—ox—ay—-E)), v =y(-c+yx-E).

Na auséncia de administragdo, a solugdo de equilibrio de interesse ¢ x = ¢/y, y = (ale) — (oc)/(ay).

(a) Como varia a solugiio de equilibrio se as presas forem administradas, mas os predadores nio (E, > 0,
E,=0)?

(b) Como varia a solugdo de cquilibrio se os predadores forem administrados, mas as presas nio (E, = 0.
E,>0)?

(c) Como varia a solugio de equilibrio se ambos forem administrados (£, > 0, E, > 0)?

Neste problema aplicamos um modelo de administragio com produgio constante na situagio no Exemplo
1. Considere o sistema

X =x(1-05y) —Hy, ¥ =y(=0.5+025x) — Hy,

onde H, e H, sdo constantes ndo negativas. Lembre-se de que se H, = /1, = 0, entao (3, 2) é uma solugao de

equilibrio para esse sistema,

(a) Antes de fazer qualquer andlise matemiltica, pense sobre a situagio intuitivamente. Como vocé acha
que as populagdes irdo variar se apenas as presas forem administradas? E se s6 os predadores forem
administrados? E se ambos forem administrados?

(b) Como varia a solugio de equilibrio se as presas forem administradas, mas os predadores nio (H, > 0,
H,=0)?

(c) Como varia a solugio de equilibrio se os predadores forem administrados, mas as presas nio (H, =0,

H,>0)?
(d) Como varia a solugdo de equilibrio se ambos forem administrados (H, > 0, H, > 0)?

9.6 0 Segundo Método de Liapunov

Na Seg¢do 9.3 mostramos como a estabilidade de um ponto critico de um sistema localmente linear pode
ser-estabelecida, em geral, através de um estudo do sistema linear correspondente. No entanto, nada se
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pode concluir quando o ponto critico € um centro do sistema linear correspondente. Exemplos dessa si-
tuagio sio o péndulo ndo amortecido,as Egs. (1) e (2) aseguire o problema predador-presa discutido na
Segao 9.5. Para um ponto critico assintoticamente estdvel pode ser importante, também, investigar a bacia
de atragdo — ou seja, o dominio tal que todas as solugdes que comegam nele tendem ao ponto critico. A
teoria de sistemas localmente lineares nao fornece informagdes sobre esse problema.

Nesta se¢ao vamos discutir outra abordagem, conhecida como o segundo método de Liapunov'® ou
método direto. O método também € conhecido como método direto porque ndo hd necessidade de se
conhecer algo sobre a solugio do sistema de equagdes diferenciais. Em vez disso, chega-se a conclusdes
sobre a estabilidade ou instabilidade de um ponto critico através da construgio de uma fungdo auxiliar
apropriada. Essa ¢ uma técnica muito poderosa que fornece um tipo de informagao mais global, por
exemplo, uma estimativa da extensdo da bacia de atragdo de um ponto critico. Além disso, o segundo
método de Liapunov pode ser usado para estudar sistemas de equagdes que nio sio localmente lineares;
no entanto, ndo discutiremos tais problemas.

Basicamente. o segundo método de Liapunov ¢ uma generalizagdo de dois principios fisicos para sis-
temas conservativos, a saber, (i) uma posi¢do de repouso € estdvel se a energia potencial ¢ um minimo
local, caso contrdrio € instdvel, e (ii) a energia total ¢ constante durante todo o movimento. Para ilustrar
esses conceitos, considere, novamente, o péndulo ndo amortecido (um sistema mecanico conservativo),
que ¢ governado pela equagao

‘;?+%5an=0. (1)
O sistema de primeira ordem correspondente é
dx dy g
a =’ a T L @

onde x = #e y = db/dt. Se omitirmos uma constante arbitrdria, a energia potencial U é o trabalho feito ao
se levantar o péndulo para uma posigao acima da sua posi¢ao mais baixa, a saber,

U(x,y) = mgl(l —cosx); (3)

f# = tnm, dbldr = 0. Fisicamente, esperamos que os pontos x =0,y = 0, x = =27,y = 0; ..., correspondendo
a=0,%27, ... sejam estiveis, Jd que, para eles, o eixo do péndulo estd na posigao vertical com o peso
para baixo; além disso, esperamos que os pontos x = £,y =0, x = £37, v = 0; ..., correspondendo a # =
+,43x, ..., sejam instdveis, jd que, para eles, 0 eixo do péndulo estd na posigio vertical com o peso para
cima. Isso estd de acordo com (i), j4 que nos pontos anteriores U € um minimo igual a zero € nos pontos
posteriores € um maximo igual a 2mglL.

Considere, agora, a energia total V, que é a soma da energia potencial U com a energia cinética
%mL:(dtH dr. Emtermosde x ey,

V(x,y) = mgL(1 - cosx) + ;mL2y%. @)

Em uma trajetdria correspondente a solugio x = ¢(r), v = (1) das Egs. (2), V pode ser considerada como
uma fungio de r. A derivada de V[¢(r), ¥(r)] em relagdo a r ¢ chamada de taxa de variagio de V ao longo
da trajetoria. Pela regra da cadeia,

AV, y (0] _ do (1) dy (1)
o = Vil 0.9 (0] = + V80, ¥ (0) ==

X dy
= (mgLsenx) % +mL?y -d'—r (5)
onde estd subentendido que x = ¢(1) e y = Y(r). Finalmente, substituindo dx/dt e dy/dr na Eq. (5) pelas
Eqs. (2), vemos que dV/dt = 0. Logo, V é constante ao longo de qualquer trajetdria do sistema (2), o que
¢ a afirmacgao (ii).

E importante observar que em qualquer ponto (x, y) a taxa de variagdo de V ao longo da trajetéria
que passa por aquele ponto foi calculada sem se resolver o sistema (2). E precisamente esse fato que nos

wAJexandr M. Liapunov (1857-1918), um aluno de Chebyshev em S3o Petersburgo, ensinou na Universidade de Kharkov de
1885 a 1901, quando se tornou académico em matemdtica aplicada na Academia de Ciéncias de Sdo Petersburgo. Em 1917
mudou-se para Odessa, devido & saide fragil de sua esposa. Sua pesquisa em estabilidade incluiu tanto a anélise teérica
quanto aplicagdes a diversos problemas fisicos. Seu segundo método estd em seu trabalho mais influente, General Problem of
Stability of Motion (Problema Geral de Estabilidade do Movimento), publicado em 1892,
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permite usar o segundo método de Liapunov para sistemas cujas solugdes ndo conhecemos, e essa € a
razdo principal de sua importancia.

Nos pontos criticos estdveis, x = +2m, y = 0,n=0,1,2,...,a energia V € nula. Se o estado inicial, diga-
mos (x,, y,), do péndulo estd suficientemente préximo de um ponto critico estdvel, entdo a energia V(x,,
y,) é pequena e o movimento (trajetéria) associado a essa energia permanece préximo do ponto critico.
Pode-se mostrar que se V(x,, y,) € suficientemente pequena, entdo a trajetéria € fechada e contém o ponto
critico. Por exemplo, suponha que (x,, y,) estd perto de (0,0) e que V(x,, y,) € muito pequena. A equagio
da trajet6ria com energia V(x,, y,) €

V(x,y) = mgL(l —cosx) + %J"m"_',2 2= Vixy,y1).

Para x pequeno, temos 1 — cos x = 1 — (1 —x%2! + ...) & x*/2. Logo, a equacio da trajetéria é, aproxima-
damente,

%jrngbc2 - %mLzy2 =V(x1,0),

ou

x2 y2

= =1.
2V(xy,y1)/mgL ~ 2V (x1,y1)/mL?

Isso é uma elipse em torno do ponto critico (0, 0); quanto menor V(x,, v,). menores sdo os eixos da elipse.
Fisicamenlte, a trajetéria fechada corresponde a uma solugéo periédica no tempo — o movimento ¢ uma
pequena oscilagio em torno do ponto de equilibrio.

Se existe amortecimento, no entanto, € natural esperar que a amplitude do movimento diminua com
o0 tempo e que o ponto critico estdvel (centro) se torne um ponto critico assintoticamente estdvel (ponto
espiral). Veja o retrato de fase para o péndulo amortecido na Figura 9.3.5. Isso quase que pode ser ar-
gumentado a partir de dV/dr. Para o péndulo amortecido, a energia total ainda ¢ dada pela Eq. (4), mas
agora, pelas Egs. (13) da Se¢do 9.2, dx/dt = y e dyldt = —(g/L)senx — (¢/mL)y. Substituindo dx/dt e dy/dt na
Eq. (5), obtemos dV/dt = —¢Ly* < 0. Portanto, a energia é ndo decrescente ao longo de qualquer trajetoria
e, exceto pela reta y = 0, 0 movimento € tal que a energia diminui. Logo, cada trajetoria tem que se apro-
ximar de um ponto de energia minima — um ponto de equilibrio estdvel. Se dV/dr < 0, em vez de
dVldt < 0, é razodvel esperar que isso continue vdlido para todas as trajetérias que comecem suficiente-
mente proximas da origem.

Para continuar aprofundando essas ideias, considere o sistema autdnomo

dx/dt = F(x,y),  dy/dt=G(x,y), (6)

e suponha que o ponto x = 0,y = 0 ¢ um ponto critico assintoticamente estdvel. Entdo existe algum domi-
nio D contendo (0, 0) tal que toda trajetéria que comega em D tende a origem quando r — oc. Suponha
que existe uma fungdo “energia” V tal que V = 0 para (x, y) em D, com V = 0 apenas na origem. Como
cada trajetdria em D tende a origem quando ¢ — og, entdo, seguindo qualquer trajetdria particular, V
tende a zero quando ¢ tende a infinito. O tipo de resultado que queremos provar €, essencialmente, a
reciproca: se em todas as trajetérias V tende a zero quando ¢ tende a infinito, entdo as trajetdrias tém
que se aproximar da origem quando ¢ — oo e, portanto, a origem € assintoticamente estdvel. Primeiro, no
entanto, precisamos de vdrias definigdes.

Suponha que V est4 definida em um dominio D contendo a origem. A fungao V ¢ dita positiva definida
em D se V(0,0) =0e V(x,y)>0em todos os outros pontos de D. Analogamente, V é negativa definida em
D se V(0,0) =0e V(x,y) < 0 para todos os outros pontos de D. Se as desigualdades > e < sdo substituidas
por > e <, entdo V € dita positiva semidefinida e negativa semidefinida, respectivamente. Enfatizamos
que ao se falar de uma fungdo positiva definida (negativa definida, ...) em um dominio D contendo a
origem, a fungdo tem que se anular na origem, além de satisfazer a desigualdade apropriada em todos os
outros pontos de D.

E.XEMPLO o4 A fungdo

s ""-:_,.’_!""1"-!"- 1] V(x,y) =sen(2 +y%)

| ¢ positiva definida em x* + y* < /2, jd que V(0,0) =0 e V(x,y) >0 para 0 < ¥’ + y* < /2. No entanto, a fungdo
'.g Vix,y) = (x+y)

G

é}i s6 é positiva semidefinida, ja que V(x,y) =0naretay = -x.




Teorema 9.6.1

Teorema 9.6.2
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Queremos considerar, também. a fungdo
Vix,y) = Ve MF () + V(x, ) Gix, ), (7

onde Fe G sio as fungoes da Eq. (6). Escolhemos essa notagao porque V(x.y) pode ser identificada com
a taxa de variagio de V ao longo da trajetéria do sistema (6) que passa pelo ponto (x, y). Em outras pala-
vras,se x = ¢(1). y = W(1) é uma solugao do sistema (6). entdo

AVI(0). ¥ () 9 (1) A
_ﬂi_'-f’__] = Velo(). v (t)] ao(t) + Vilo(n). vi(n)] i
dr dt dt
= Vel vF(y) + Vi, y)Gix,y)
= V(.t‘.}'l- lS)

Vamos nos referir  fungao V muitas vezes como a derivada de V em relagio ao sistema (6).
Vamos enunciar dois teoremas de Liapunov, o primeiro sobre estabilidade e o segundo sobre instabi-
lidade.

Suponha que o sistema autdnomo (6) tenha um ponto critico isolado na origem. Se existir uma fungio
V, continua com derivadas parciais continuas, que seja positiva definida ¢ para a qual a fungio V., dada
pela Eq. (7), seja negativa definida em algum dominio D no plano xy contendo (0, 0), entdo a origem €
um ponto critico assintoticamente estdvel. Se V for negativa semidefinida, entdo a origem é um ponto
critico estdvel.

Suponha que a origem € um ponto critico isolado do sistema autdnomo (6). Seja V uma fungio continua
com derivadas parciais continuas. Suponha que V(0,0) = 0 e que, em toda vizinhanga da origem. existe
pelo menos um ponto onde V € positiva (negativa). Se existir um dominio D contendo a origem tal que
a fungdo V. dada pela Eq. (7). seja positiva definida (negativa definida) em D, entdo a origem ¢ um ponto
critico instdvel.

A fungio V ¢ chamada de uma fungio de Liapunoy. Antes de esbogarmos argumentos geométricos
para os Teoremas 9.6.1 ¢ 9.6.2, observamos que a dificuldade na utilizagio desses teoremas ¢ que eles ndo
nos dizem como construir uma fungio de Liapunov, supondo que exista uma. Nos casos em que o sistema
autonomo (6) representa um problema fisico ¢ natural considerar, primeiro, a encrgia total do sistema
como uma fungdo de Liapunov possivel. Entretanto. os Teoremas 9.6.1 ¢ 9.6.2 podem ser aplicados em
casos onde o conceito de energia fisica ndo ¢ pertinente. Em tais casos, pode ser necessidria uma aborda-
gem envolvendo tentativa ¢ erro. .

Vamos considerar a segunda parte do Teorema 9.6.1. ou seja, o caso em que V < 0.Seja ¢ = 0 uma cons-
tante e considere a curva no plano vy dada por V{x.v) = ¢. Para ¢ = 0, a curva se reduz a um tnico ponto
x =0,y =0.Vamos supor que se () < ¢, < ¢, entdo a curva V(x, v) = ¢, contém a origem e estd contida no
interior da curva V(x, v) = c;, como ilustrado na Figura 9.6.1a. Vamos mostrar que uma trajetoria come-
¢ando no interior de uma curva fechada V(x. v) = ¢ nio pode cruzar a curva para sair. Logo, dado um
circulo de raio € em torno da origem. escolhendo ¢ suficientemente pequeno, podemos garantir que toda

y ¥y
/—*<y}=€
c=0 x x
€y
L
0<ey<e, N AL PR R
Vi, ) i+ Ve, v =PV, y 0 | @ iy
(a) (b)

FIGURA 9.6.1 Interpretagio geométrica do método de Liapunov.
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