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64-2, 7. y' = 0,5 — t + 2y,	 y(0) = 1 402,	 8. y' = 5t —

02 10. y' = 2t + e Y ,

y(0) = 2

.2. 9. y' =	 y(0) = 3 y(0) =

402 y' = (4 — ty)/(1 + y2 ), y(0) = —2

02 y' = (y2 + 2ty)/(3 + t2 ), y(0) = 0,5

Confirme os resultados na Tabela 8.3.1 efetuando os calculos indicados.
Considere o problema de valor inicial

= + y2 ,	 y(o) = 1.

Desenhe urn campo de direcOes para essa equacäo.
Use o metodo de Runge-Kutta ou outros metodos para encontrar valores aproximados da solucão em
t = 0,8: 0.9 e 0,95. Escolha um tamanho de passo suficientemente pequeno de modo que voce acredite
que seus resultados tenham precisão de, pelo menos, quatro dfgitos.

(c) Tente estender os calculos no item (h) para obter uma aproximacâo precisa da solucao em t = 1. Se en-
contrar dificuldade em fazer isso, explique por que voce acha que isso acontece. 0 campo de direcOes
no item (a) pode ajudar.

01 15. Considere o problema de valor inicial

y' = 3/ 2 /(3y2 — 4),	 y(0) = 0.

Desenhe urn campo de direcOes para essa equacao.
Estime ate onde a solucao pode ser estendida para a direita. Seja t„ a extremidade direita do intervalo
de existencia dessa solucao. 0 que acontece em „ que impede a solucao de continuar?
Use o método de Runge-Kutta corn diversos tamanhos de passos para encontrar urn valor aproxima-
do de tm.

Se voce continuar os calculos alem de t„, voce pode continuar a gerar valores de y. Qual o significado
(se ha algum) desses valores?

(e) Suponha que a condicao inicial e modificada para y(0) = 1. Repita os itens (h) e (c) para este problema.

8.4 Metodos de Passos Mtiltiplos

Discuti mos, em secOes anteriores, procedi mentos numdricos para resolver o problema de valor inicial

y' = f (t, y),	 y (to) = yo,	 (1)

no qual Os dados no ponto t„ são usados para calcular urn valor aproximado da solucao (t„.,) no prOximo
ponto da particão t = t„,,. Em outran palavras, o valor calculado em qualquer ponto da particdo depende,
apenas, dos dados no ponto anterior da particao. Tais mdtodos sac) chamados de metodos de partida ou
metodos de passo tinico. Entretanto, uma vez obtidos valores aproximados da solucão y	 (t) em alguns
pontos aldm de t, d natural perguntar se podemos usar algumas dessas informacOes, em vez de s6 o valor
no Ultimo ponto, para calcular o valor de 0 (t) no prOximo ponto. Especificamente, se sdo conhecidos
em to y 2 em t2 , y, em1„,como podemos usar essa informacdo para determiner y„,, em t„.,? Metodos que
utilizam informacão em mais do que o Ultimo ponto da particdo sdo conhecidos como metodos de passos

Vamos descrever dois tipos de tais metodos nesta secdo, os mdtodos de Adams' e as fOrmulas
inversas de diferenciacao. Dentro de cada tipo podem-se obter nfveis diversos de precisdo, dependendo
do minter° de pontos de dados utilizados. Por simplicidade, vamos supor ao longo de nossa discuss -do que
o tamanho do passo h d constante.

Metodos de Adams. Lembre que

4)(41+1) — 4)(4) = f 

("I
 (1)'(t) dt,
	 (2)

'John Couch Adams (1819-1892), astrOnomo ingles,e mais famoso pela sua descoberta, junto corn Joseph Leverrier, do plane-
ta Netuno em 1846. Adams era, tambem, extremamente habilidoso em calculo; scu procedimento para integracao numerica
de equagOes diferenciais apareceu cm 1883 em urn Iivro de coautoria corn Francis Bashforth sobre acao capilar.
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onde (t) é a solucão do problema de valor inicial (1). A ideia basica de urn metodo de Adams é apro-
ximar	 (t) por um polinOmio P, (t) de grau k e usar o polinOmio para calcular a integral na Eq. (2). Os
coeficientes de Pk (t) sAo determinados usando-se os k + 1 dados calculados anteriormente. Por exemplo,
suponha que queremos usar urn polinOmio de grau um P, (t) = At + B. Precisamos, entao, de dois pontos
de dados apenas, (t„, y„) e (t„ y„_,). Como P, deve ser uma aproximacâo de	 fazemos P,(t„) = f (t„, y„)
e P,(t„) = f	 y„„). Lembre que denotamos f yi) por f; para j inteiro. Entzio, A e B ten que satisfazer
as equagOes

	

At„ + B = fn.	
(3)

At„_ i + B = fn-t.

Resolvendo para A e B, obtemos

	

A = 
fn — fn– I	

B =  ' – 
— fntn– I	

(4)

Substituindo 0' (t) por P,(t) e calculando a integral na Eq. (2), vemos que

A	 '
( tn–I) — ( tit) = —

2  (t„+1 —	 + B(tn-t — t„)•

Finalmente, substitunnos c6 (1„,,) e 0 (t„) por y„,, e y„, respectivamente. e fazemos algumas simplificacOes
alg6hricas. Para um tamanho de passo constante h, obtemos

	

Y'n+1 =	 Plfn —	 (5)

A Eq. (5) é a formula de Adams-Bashforth de segunda ordem. E uma larmula explieita para y„,, cm fun-
ção de y„ e y„_,, e tem erro de truncamento local proporcional a h'.

Observamos que a formula de Adams-Bashforth de primeira ordem, baseada no polinOmio Pn(t) = f„
de grau zero, e simplesmente a fOrmula de Euler original.

Formulas de Adams mais prccisas podem ser obtidas usando-se esse procedimento esquematizado,
so que coin urn polinOmio de ordem major c um mimero corrcspondente major de pontos. Por exemplo,
suponha que esta sendo usado um polinOmio de grau tits. PAO. Os coeficientes säo determinados pelos
quatro pontos (t„,y„) •	y„_,) e (t„_3,	 Substituindo 0' (t) por esse polinOmio na Eq. (2),
calculando a integral e simplificando o resultado obtemos. finalmente. a fOrmula de Adams-Bashforth de
quarta ordem, a saber.

y„.44 = y„ + (h124)(55f,, — 59fn_t +	 — 9.fn-3) .	(6)

0 erro do truncamento local para essa fOrmula de quarta ordem 6 proporcional a h'.
Uma varia45o na deduck) das fOrmulas de Adams-Bashforth fornece outro conjunto de formulas co-

nhecido como as fOrmulas de Adam-Moulton.' Para ver a di ferenca, vemos considerar novamente o caso
de segunda ordem. Mais uma vez. usamos um polinOmio de primeiro grau Q,(t) = at + 0, mas determina-
mos os coeficientes usando os pontos (t„, y„) e	 Ent5o, a e satisfazem

at„ + fl = fit,
(7)

tn+t +	 = in+1,

e segue que

	

fni-1 fn	 int n+ I fn— I toR=	 (8)

Substituindo 0' (t) na Eq. (2) por Q,(t) c simplificando, obtemos

	

y„ 4. 1 = y,, +	 Pif (1,14-1,yn+1),
	

(9)

que é a fOrmula de Adam-Moulton de segunda ordem. Escrevemos f (t„,,, y„,,) na Ultima parcela para
cnfatizar que a formula de Adam-Moulton 6 jmpilcjta, em vez de explicita, ja que a incognita y„,, aparece
nos dois lados da equacdo. 0 erro de truncamento local para a formula de Adam-Moulton de segunda
ordem é proporcional a h'.

A fOrmula de Adam-Moulton de primeira ordem é simplesmente a 16rmula de Euler inversa, como
voce poderia imaginar pot- analogia corn a fOrmula de Adams-Bashforth de primeira ordem.

"Forest Ray Moulton (1872-1952) foi um astrOnomo e administrador cientifico americano. Enquanto calculava trajetOrias
balisticas durante a Primeira Guerra Mundial, fez meihorias substanciais na formula de Adams.
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Formulas mais precisas de ordem mais alta podem ser obtidas usando-se um polinOmio de major grau.
A fOrmula de Adam-Moulton de quarta ordem, corn um erro de truncamento local proporcional a It', é

Yn+	 Yn + (h/24)(9.f-4-1 + 19.in -	 f„_2)•	 (10)

Observe quc essa é, tambem, uma fOrmula implicita, jzi que y„,4 aparece em f,,,,,
Embora as formulas de Adarns-Bashforth e de Adam-Moulton de mesma ordem tenham erros de

truncamento local proporcionais a mesma potencia de as fOrmulas de Adam-Moulton de ordem nao
muito alta sao, de fato, bem mats precisas. Por exemplo, para as formulas de quarta ordem (6) e (10) a
constante de proporcionalidade para a fOrmula de Adam-Moulton e menor do que 1/10 da constante de
proporcionalidade para a formula de Adams-Bashforth. A pergunta natural 6, entao: deve-se usar a W-
anda de Adams-Bashforth cxplIcita (e mats rapida), ou a formula de Adam-Moulton, mats precisa, porem
implicita (e mats lenta)? A resposta depende de, ao se usar a formula mais precisa, se poder aumcntar o
tamanho do passo, reduzindo o minter° de passos, de modo a compensar os calculos adicionais que tem
de ser feitos ern calla passo.

De fato, analistas nutn6ricos tentaram obter, ao mesmo tempo, simplicidade e precisao combinando as
duas fOrmulas no que a conhecido como o metodo de previsio e correcao. Urna vez conhecidos y„_ 3 . v„_2,
y„_, e y„, podemos calcular 	 ef,„ e depots usar a formula de Adams-Bashforth (6) (para a previ-
sao) para obter um primeiro valor para y,, 1 . Calculamos,entao,f„„, e usamos a formula de Adam-Moulton
(10) (para a correcao), que nao e mats implicita. para obter um valor melhorado de y„,,. Pude mos, e claro,
continuar a usar a formula de correcao (10) se a mudanca em y„., for muito grande. No entanto, se for
necessario usar a fOrmula de correcao mais de uma, ou talvez duas vezes, isso significa quc o tamanho do
passo h esta muito grande e deve ser reduzido.

Para se usar qualquer dos metodos de passos maltiplos e necessario calcular, primeiro, alguns y, por
outro metodo. Por exemplo, o metodo de Adam-Moulton de quarta ordem precisa de valores para y, e
y2 , enquanto o metodo de Adams-Bashforth de quarta ordem precisa, tambem, de urn valor para y3. Um
modo de proceder 6 usar um metodo de partida de precisao comparavel para se calcular os valores Un-
cials necessarios. Etna°, para um metodo de passos mtiltiplos de quarta ordem pode-se usar o metodo de
Runge-Kutta para calcular os valores iniciais. Esse é o metodo utilizado no prOximo exemplo.

Outra ahordagem 6 usar um metodo de ordem baixa cum um h hem pequeno para calcular y,, e. de-
pots, it aumentando gradualmente tanto a ordem quanto o tamanho do pass° ate determintr. • um mimero
suficiente de valores.

Considere, novamentc, o problema de valor Uncial

y' = 1 — + 4y,	 y(0) = 1.	 (11)

Com um tamanho de passo Ir = 0,1, determine um valor aproximado da solucao y = (t) cm t = 0,4 usando a
fOrmula de Adams-Bashforth de quarta ordem, a fOrmula de Adam-Moulton de quarta ordem e o metodo de
previsão e correcao.

Para os dados iniciais, varnos usar os valores y,. y2 c y, obtidos pelo metodo de Runge-Kutta. Esses valores
estao na Tahela 8.3.1. A seguir, calculamos os valores correspondentes de f (t, y), obtendo

yo = 1,

y i = 1,6089333,
fo = 5,

= 7,3357332,

Y2 = 2.5050062,

y3 = 3,8294145,

f2 = 10.820025,

16,017658.

Então, da fOrmula de Adams-Bashforth, Eq. (6), vemos que v ., = 5,7836305.0 valor exato da soluciio em t = 0.4,
correto ate oito digitos, 6 5,7942260, de modo que o erro é —0.010595.

A fOrmula de Adam-Moulton, Eq. (10), nos leva a equacão

y4 = 4,9251275 + 0,15y4,

de onde segue que y, = 5,7942676, com um erro de apenas 0,0000416.
Finalmente, usando o resultado da fOrmula de Adams-Bashforth como valor previsto para 0 (0,4) podemos

usar a Eq. (10) para correcao. Correspondendo ao valor previsto de y,. encontramosf, = 23,734522. Portanto,
da Eq. (10), o valor correto de y, e 5,7926721. Isso resulta em urn erro de —0,0015539.

Observe quc o metodo de Adams-Bashforth e o mais simples e mais rapid() dosses metodos, ja que envolve
apenas o calculo de uma Unica fOrmula explfcita.Tambem e o menos precis°. Usar a fOrmula de Adam-Moulton
para a correcao aumenta a quantidade de calculos, mas o metodo ainda e explicito. Neste exemplo, o erro no
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valor corrigido de y, e reduzido por aproximadamente urn fator de 7, quando comparado corn o erro no valor
previsto. 0 metodo de Adam-Moulton sozinho fornece o melhor resultado, de longe, corn urn erro em torno
de 1/40 do erro do metodo de previsäo e correcdo. Lembre-se, no entanto, de que a formula de Adam-Moulton
é implicita, o que significa que é necessario resolver uma equacâo em cada passo. No problema considerado
aqui essa equacäo a linear, logo a solucTro foi encontrada rapidamente, mas em outros problemas essa parte do
procedimento pode levar muito mais tempo.

0 metodo de Runge-Kutta corn h = 0,1 fornece y = 5,7927853, corn urn erro de -0,0014407; veja a Tabela
8.3.1. Assim, para esse problema o metodo de Runge-Kutta e comparavel, em precisdo, ao metodo de previsto
e correcao.

Formulas Inuersas de Diferenciaciio. Outro tipo de metodo de passos mOltiplos aparece quando se usa urn
polinOmio Pk (t) para se aproximar a solucdo (/) (t) do problema de valor inicial (1), em vez de sua deri-
vada 0' (t) como nos metodos de Adams. Diferenciamos, entao, Pk (t) e igualamos	 (t„,„) a f (t,,,,, y „,i)

para obter uma fOrmula implicita para y„,,. Essas sal° chamadas de fOrmulas inversas de diferenciacäo.

Esses metodos foram amplamente utilizados na decada de 1970 devido ao trabalho de C. William Gear'
nas chamadas equagOes diferenciais rIgidas. cujas solucOes säo muito diffceis de serem aproximadas pelos
metodos discutidos ate agora; veja a Secao 8.5.

0 caso mais simples usa um polinOmio de primeiro grau P,(t) = At + B. Os coeficientes sao escolhidos
de acordo corn os valores da solucdo y„ e y„. i . Assim. A e B tern que satisfazer

At„	 B = yn,

Atn+ , + B =

Como P,' (t) = A, a condicao

Pi (tn+i) = f (tn+1,Yn+r)

6, simplesmente,

A	 f ( t n+1 n +1) •	 (13)

Subtraindo a primeira das Eqs. (12) da segunda, obtemos outra expressdo para A,

A = (Yn-i - y„)/h.

Substituindo esse valor de A na Eq. (13) e rearrumando os termos, obtemos a formula inversa de diferen-
ciacao de primeira ordem

Yn+1 = Ytt	 /if (41+1, Yn+1)•	 (14)

Note que a Eq. (14) 6 simplesmente a formula de Euler inversa que vimos na Secäo 8.1.
Usando polinOmios de maior ordem e mais pontos de dados correspondentes, e possfvel obter fOrmu-

las inversas de diferenciacdo de quakitier ordem. A formula de segunda ordem 6

Y„-Ft =	 - )'n-I + 2hf(tn-i-I,Yn4-1)1,

e a de quarta ordem é

Yn+1 =
inQ — 

36Yn-i + 16yn-2 — 3Yn-3 laf (41+1 Y n+1)] •

Essas fOrmulas tern erros de truncamento local proporcionais a h'e h 5 , respectivamente.

Use a formula inversa de diferenciacão de quarta ordem corn h = 0,1 e os dados do Exemplo 1 para determinar
urn valor aproximado da solucao y = 0 (t) em t = 0,4 para o problema de valor inicial (11).

Usando a Eq. (16) corn n = 3, = 0,1 e yo,	 y„ dados no Exemplo 1, obtemos a equac5o

y4 = 4,6837842 + 0,192y4.

Logo,

ya = 5.7967626.

C. William Gear (1935–), nascido em Londres, Inglaterra, fez sua graduaclio na Cambridge University c rccebeu scu douto-
rado em 1960 na University of I llinois.  Foi professor da University of Illinois durante a maior parte de sua carreira e fez con-
tribuicOes importances canto para projetos de computador quanto em analise nurnerica. Seu importance livro sobre analise
numerica para equacties diferenciais esta listado nas referencias.

EXEM PLO

2.

(12)
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Comparando o valor calculado corn o valor exato (0,4) = 5,7942260, vemos que o erro 6 de 0,0025366. Isso é
urn pouco melhor do que o resultado obtido pelo metodo de Adams-Bashforth. mas nao c tao born quanto o
obtido pelo metodo de previsao e correcao, e esta longe de ser tao born quanto o resultado obtido pelo metodo
de Adams-Moulton.

Uma comparacao entre metodos de passo Calico e de passos nniltiplos tern que levar em consideracao
diversos fatores. 0 metodo de Runge-Kutta de quarta ordem precisa de quatro calculos de valores de f
em cada passo, enquanto o metodo de Adams-Bashforth de quarta ordem (apOs os valores iniciais) pre-
cisa de apenas urn, e o de previsao e correcao, de apenas dois. Entao, para urn tamanho de passo h dado
os dois Ultimos metodos podem ser bem mais rapidos do que o de Runge-Kutta. No entanto, se o metodo
de Runge-Kutta é mais preciso e usa, portanto, menos passos, entao a diferenca em velocidade sera re-
duzida e, talvez, eliminada. Para o metodo de Adam-Moulton e as formulas inversas de diferenciacao é
preciso levar em consideracao, tambem, a dificuldade em se resolver a equacao implicita em cada passo.
Todos os metodos de passos mtiltiplos tem a possihilidade de que erros em passos anteriores possam ser
realimentados em calculos posteriores corn consequencias desfavoraveis. Por outro lado, as aproximaciies
polinomiais subjacentes em metodos de passos mtiltiplos tornam faceis as aproximacOes da solucao em
pontos fora da particao, caso isso seja desejavel. Os metodos de passos mtiltiplos tornaram-se populares
principalmente porque é relativamente facil tanto estimar o erro cm cada passo quanto ajustar a ordem
e o tamanho do passo para controls-lo. Para uma discussao mais profunda dessas questOes, veja os livros
citados no final deste capftulo; cm particular, Shampine (1994) e uma fonts importante.

PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de 1 a 6, determine urn valor aproximado da solucao em t = 0,4 e t = 0,5 usando
o metodo especificado. Para os valores iniciais, use o metodo de Runge-Kutta; veja os Problemas de 1 a 6 na
Seca° 8.3. Compare os resultados dos värios metodos entre si e corn a solucao exata (se disponivel).

Use o metodo de previsao e correcao de quarta ordem corn h = 0,1. Use a fOrmula de correcao uma vez em
cada passo.
Use o metodo de Adam-Moulton de quarta ordem corn h = 0.1.

(c) Use o metodo inverso de diferenciacao de quarta ordem corn h = 0,1.  

2, 1. y' = 3 + t — y,	 y(0) = 1

	

0-2, 3. y' = 2y — 3t,	 y(0) =

02, 
5. y, = y2 + 2ty

	3 + t2	
y(0) = 0.5

2 2. y' = 5t —	 y(0) = 2

02 4. y' = 2t + e -q ,	 y(0) = 1

e, 6. y' = (t2 — y2 )seny,	 y(0) = —1

Em cada urn dos Problems de 7 a 12, determine valores aproximados da solucao do problema de valor inicial
dado em t = 0,5; 1,0; 1,5 e 2,0, usando o metodo especificado. Para os valores iniciais, use os valores dados pelo
metodo de Runge-Kutta; veja os Problemas de 7 a 12 na Seca° 8.3. Compare os resultados dos varios metodos
entre si e corn a solucao exata (se disponlvel).

Use o metodo de previsao e correcao de quarta ordem corn h = 0,05. Use a fOrmula de correcao uma vez
cm cada passo.
Use o metodo de Adam-Moulton de quarta ordem corn h = 0,05.

(c) Use o metodo inverso de diferenciacao de quarta ordem corn h = 0,05.

02, 7. y' = 0,5 — t + 2y,	 y(0) = 1 6•2,	 8. y' = St — y(0) = 2

0-2, 02 10. y' = 2t + e-o', y(0) = 19. y' = 3t +Y,	 y(0) = 3

02, y' = (4 — ty)/(1 + y2 ), y(0) = —2

02, y' = 012	 2ty)/(3 + t2 ), y(0) = 0,5

Mostre que o metodo de Adams-Bashforth de primeira ordem e o metodo de Euler c que o metodo de
Adam-Moulton de primeira ordem é o metodo de Euler inverso.
Mostre que a fOrmula de Adams-Bashforth de terceira ordem

yn+ , = y„ + (h/12)(23f,, — 16f,„ 1 + 5f,,-2)•

Mostre que a formula de Adam-Moulton de terceira ordem é

y„+1 =y, + (11/12)(5fn+1 + 8f,, — fn-1).

Deduza a formula inversa de diferenciacao de segunda ordem dada pela Eq. (15) nesta secao.
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8.5 Mais sobre Erros; Estabilidade

Na Secão 8.1 discutimos al gumas ideias relacionadas a erros que podem ocorrer na solucão numérica do
problema de valor inicial

= f( t ,Y),	 Y(to) = yo.	 (1)

Vamos continuer essa discussao 'testa secão e vamos mostrar, tambem, outras dificuldades que podern
aparecer. Alguns dos pontos que queremos destacar s5o ben diffceis de tratar em detalhes e, portanto,
serâo ilustrados atraves de exemplos.

Erros de Truncamento e de Arredondamento. Lembre que mostramos, para o metodo de Euler, que o erro
de truncamento local é proporcional a h 2 e que, para urn interval() finito, o erro de truncamento global e,
no maxim°, ulna constante vezes h. Em geral, para um metodo de ordem p o erro de truncamento local e
proporcional a	 e o erro de truncamento global em urn intervalo finito e limitado por uma constante
vezes hP . Para ohter uma boa precisao usamos em geral urn procedimento corn p razoavelmente grande,
talvez quatro ou mais. A medida que p aumenta a fOrmula que se usa para calcular 	 vai ficando, em
geral, mais complicada, sendo portanto necesstirios mais calculos em cada passo; no entanto, isso nao
representa urn problema seri°, a menos que f (t, y) seja muito complicada ou que se tenha que repetir os
calculos 'minas vezes. Se o tamanho do passo h for diminuldo, o erro de truncamento global diminui pelo
mesmo fator elevado a potencia p. Entretanto, como mencionamos na Secào 8.1, se h for muito peque-
no sera° necesszirios muitos passos para se cobrir urn intervalo fixo e o erro de arredondamento global
pode ser major do que o erro de truncamento global. A Figura 8.5.1 ilustra essa situacao graficamente.
Supomos que o erro de arredondamento R„ e proporcional ao minter° de calculos efetuados e, portanto,
inversamente proporcional ao tamanho do passo h. For outro lado, o erro de truncamento E„ e proporcio-
nal a uma potencia positiva de h. Da Eq. (17) da Seca) 8.1, sabemos que o erro total é limitado por lE„1 +
1/?„1; logo, queremos escolher It de modo a minimizar essa quanticlade. 0 valor Otimo de h ocorre quando a
taxa de crescirnento do erro de truncamento (quando Ii aument a) 6 equilibrada pela taxa de decaimento
do erro de arredondamento, como indicado na Figura 8.5.1.

Erro

ktimo

FIGURA 8.5.1 A dependencia dos erros de truncamento e de arredondamento em
relac5o tamanho do passo h.

Considere o problema

y' = 1 — t + 4y,	 y(0) = 1.	 (2)

Usando o metodo de Euler corn diversos tamanhos de passos. calcule valores aproximados para a solucao 	 (t)
em t = 0,5 e t = 1.Tente determinar o tamanho de passo Otimo.

Mantendo apenas quatro digitos para diminuir os calculos, obtemos os dados da Tabela 8.5.1. As dual pri-
meiras colunas correspondent ao tamanho do passo h e ao minter° de passos N necessarios para se percorrer o
intervalo 0 < t < 1. Entao,y„ e y s5o aproximaceies de (0,5) 8,712 c de 0 (1) = 64,90, respectivamentc. Essas
quantidades aparecem na terceira e quinta colunas. A quarta e a sexta colunas mostram as diferencas entre os
valores calculados c o valor exato da soluctio.

Para tamanhos de passos relativamente grandes, o erro de arredondamento a muito menor do que o erro de
truncamento global. Em consequencia, o erro total é aproximadamente igual ao erro de truncamento global.
que 6, para o metodo de Euler, limitado por until constante vezes h. Assim, ao se reduzir o tamanho do passo
o erro e reduzido proporcionalmente. As tres primeiras linhas na Tabela 8.5.1 mostram esse tipo de compor-
tamento. Para h = 0,001 o erro continua sendo reduzido, nuts muito menos proporcionalmente; isso indica que
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TABELA 8.5.1 AproximacOes da Solucäo do Problema de Valor
Inicial v' = 1 - t + 4y, y(0) = 1 Usando o Metodo de Euler corn
Tamanhos de Passos Diferentes

h N yNi2 Erro Y,v Erro

0,01 100 8,390 0,322 60,12 4.78
0,005 200 8.551 0,161 62,51 2,39
0,002 500 8.633 0,079 63,75 1,15
0,001 1000 8.656 0,056 63,94 0,96
0,0008 1250 8.636 0,076 63,78 1,17
0,000625 1600 8,616 0,096 64,35 0,55
0,0005 2000 8.772 0.060 64.00 0,90
0,0004 2500 8.507 0.205 63,40 1.50
0,00025 4000 8.231 0,481 56,77 8,13

o erro de arredondamento esta se tornando importante. Ao se reduzir h ainda mais o erro comeca a tlutuar, e
torna-se problematica a obtencão de melhorias significativas na precis5o. Para valores de h menores do que
0.0(X)5 o erro esta claramente aumentando, o que indica que o erro de arredondamento e agora a parte domi-
nante do erro total.

Esses resultados também podem ser expressos em termos do minter° de passos N. Para N menor do que
algo em torno de 1000 a precistio pode ser melhorada usando-se mais passos, enquanto para N major do que
also em torno de 2000 o aumento do ntimero de passos tem o efeito contrario. Assim, para esse problema é
melhor usar um N que esteja entre 1000 e 2000. Para os calculos ilustrados na Tabela 8.5.1 o melhor resultado
para t = 0,5 ocorre para N = 1000. enquanto o melhor resultado para t = 1 é para N = 1600.

Voce deve tomar cuidado para n5o inferir coisas demais dos resultados mostrados no Exemplo 1. Os
intervalos para Os valores Otimos de e N dependent da equacao diferencial, do metodo numeric° usa-
do e do minter° de dfgitos que sAo retidos nos calculos. Apesar disso, e verdade em geral que se forem
necessaries passos denials em um calculo, entiio provavelmente o erro de arredondamento vai acabar
se acumulando a tal ponto que pode diminuir consideravelmente a precisâo do procedimento. Isso não
nos preocupa em muitos problemas: para eles, qualquer um dos metodos de quarta ordem discutidos nas
SecOes 8.3 c 8.4 procluzini bons resultados corn um minter° de passos muito menor do que o que torna
o erro de arredondamento importante. Para alguns problems, no entanto. o erro de arredondamento
torna-se de importtlncia vital. Para tail problemas a escolha do metodo pode ser crucial. Essa é, tambern.
uma boa raziio pela qual cOdigos modernos fornecem modos de ajuste do tamanho do passo durante o
procedimento, usando urn tamanho de passo grande sempre que possfvel e um tamanho muito pequeno
apenas onde necesstirio.

Assintotas Verticals. Como segundo exempla considere o problema de determinar a solucäo y	 (t) de

y' = t2 + y2 ,	 y(0) =, 1.	 (3)

Como a equacdo diferencial a niio linear, o teorema de existencia e unicidade (Teorema 2.4.2) s6
garante que existe solucão em (dont intervalo em tomb de t = 0. Suponha que tentamos calcular uma
solucao do problema de valor inicial no intervalo 0 < t < 1 usando procedimentos numericos diferentes.

Se usarmos o metodo de Euler corn It = 0,1; 0.05 e 0,01, encontraremos os seguintes valores aproxi-
mados em r = 1: 7,189548: 12,32093 e 90,75551, respectivamente. As enormes diferencas entre os valores
calculados sac, uma evidencia convincente de que precisamos usar urn metodo numeric° mais preciso
- o metodo de Runge-Kutta, por exempla Usando o metodo de Runge-Kutta corn h = 0,1 obtemos o
valor aproximado 735,0991 em t = 1, que é bem diferente dos obtidos pelo metodo de Euler. Repetindo
os calculos corn h = 0,05 e 11 = 0,01, obtemos a informacao interessante listada na Tabela 8.5.2.

Os valores em t = 0,90 säo razoaveis, e poderfamos acreditar que a solucâo tern valor aproximado de
14,305 em t = 0,90. No entanto,nilo é claro o esta acontecendo entre t = 0,9 e t = 1,0. Para ajudar a desco-
brim, vamos fazer algumas aproximacOes analfticas da solucdo do problema de valor inicial (3). Note que,
em 0 < t <1,

y2 < t2 + y2 < 1 + y2.	 (4)

Isso sugere que a solucao y = (t) de



y = + y2,

e a solucdo y = 02 (t) de

y(0) = 1
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TABELA 83.2 AproximacOes da Soluc •Ao do
Problema de Valor Inicial y' =122 + y2 , y(0) = 1
Usando o Mao& de Runge-Kutta

h t = 0.90	 t = 1,0

	0,1 	 14,02182	 735.0991

	

0,05	 14,27117	 1.75863 x

	

0,01	 14,30478	 2,0913 x 102893

	0,001	 14,30486

= y2,	 y(0) = 1

silo cotas inferior e superior, respectivamente, para a solucao y =	 (t) do problema original, ja quc todas
essas solucaes tern o mesmo valor no instante inicial. De fato, pode-se mostrar (pelo metodo de iteracdo
da Seca° 2.8, por exemplo) que c 2 (t) < 0 (t) < O, (t) enquanto essas funciles existirem. E importante ob-
servar que podemos resolver as Eqs. (5) c (6) para 0, c 0: por separacäo de variaveis. Encontramos

7r

	

0 1 (0 = tan (t —
4

) ,	 (t)	
1 

1 
t

=	 •	 (7)

Logo, 02 (t) —+ oo quando 1 —› 1 e 0, (t)	 oo quando t	 7/4 0,785. Esses calculos mostram que a so-
lucAo do problema de valor inicial original existe pelo menos em 0 < t < 7r/4 e, no maxim°, em 0 < t < 1.
A solucão do problem (3) tem uma assfntota vertical para algum t em n./4 < t < 1 e, portanto, não existe
no intervalo inteiro 0 < t < 1.

Nossos cAlculos numericos, no entanto, sugerem quc podemos it alem de t = 7r/4 e, provavelmente, alem
de t = 0,9. Supondo que a solucäo do problema (3) existe em t = 0.9 e tern um valor aproximado de 14,305,
podemos obter uma estimativa mais precisa do que acontece para valores maiores de t considerando os
problemas de valor inicial (5) e (6) corn a condicdo y (0) = 1 substitufda por y (0,9) = 14,305. Obtemos,
então,

0, (t) = tan(t + 0,60100),	 02 (t) = 1/(0,96991 — t),	 (8)

onde guardarnos apenas cinco casas decimals. Logo, 0, (t)	 oe quando t	 712 — 0,60100 --== 0,96980 e 0,
(t)	 oo quando t —+ 0,96991. Conclufmos que a assintota da solucao do problema de valor inicial (3) esta
entre essas dois valores. Esse exemplo ilustra que tipo de informacão pode ser obtido por uma combina-
cdo cuidadosa de metodos analfticos c numericos.

Estabilidade. 0 conceito de estabilidade esta associado a possibilidade de que pequenos erros introduzi-
dos durante um procedimento matemAtico possam ser reduzidos a medida que o procedimento continua.
Reciprocamente, ocorre instabilidade se pequenos erros tendem a aumentar, talvez sem li mite. Por exem-
plo, identiticamos na Seca) 2.5 solucOes de equilihrio de uma equacâo diferencial como sendo (assintoti-
camente) estaveis ou instAveis, dependendo se as soluc rOes inicialmente prOximas a solucilo de equilfbrio
tendem a se aproximar ou a se afastar dela quando t aumenta. De maneira urn pouco mais geral, a solucäo
de urn problema de valor inicial é assintoticamente estavel se solucOes inicialmente prOximas tendem a
se aproximar da solucAo dada, e é assintoticamente instavel se tendem a se afastar. Visualmente, em urn
problem assintoticamente estavel os graficos das solucOes estäo prOximos, enquanto em urn problema
instAvel eles se separam.

Se estivermos resolvendo numericamente urn problema de valor inicial, o melhor que podemos espe-
rar é que a aproximacao numerica tenha comportment° semelhante ao da solucao exata. NA° podemos
transformar um problema instAvel em urn estavel simplesmente aproximando sua solucäo numericamen-
te. No entanto, pode acontecer que um procedimento numeric° introduza instabilidades quc nao faziam
parte do problema original, o que pode causar problemas ao se aproximar a solucao. Para evitar tais
instabilidades pode ser necessario colocar restricOes sobre o tamanho do passo h.

Para ilustrar o quc pode acontecer no contexto mais simples possfvel, considere a equacdo diferen-
cial

dy/dt = 07,	 (9)
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onde r e constante. Suponha que ao resolver essa equacào chegamos ao ponto (t„,  y„). Vamos comparar a
solucdo exata da Eq. (9) quc tem esse valor, a saber,

y	 y,,exp[r(t — tn )),	 (10)

corn aproximaciies numericas obtidas da fOrmula de Euler

Yn+1 = y„ + hf (tr: 7 Yn)	 (11)

e da formula inversa de Euler

Yn+1	 Yn + hf ( tn+13Yn+1)•	 (12)

Da formula de Euler (11), obtemos

Yn+1 = yn + hryn = yn (1 + rh).

Analogamente, da formula inversa de Euler (12), obtemos

Yn+1 = yn + hryn+i,

ou

Yn+1 =
yn

1 — rh = Ynf l + rh + (rh) 2 + . .1

Finalmente, calculando a solucao (10) em t„ + h,encontrarnos

Yn+1 = y„ exp(rh) = y„ [ 1 + rh +
(rh)2

(15)
2

Comparando as Eqs. (13), (14) e (15) vemos que os erros em ambas as förmulas de Euler e inversa de
Euler sfro da ordem de h = , como previsto pela teoria.

Suponha agora que mudamos o valor de y„ para y„ + 6. Se quiser, pode pensar em S como sendo urn
erro acumulado ate chegarmos a t t„. A questdo é saber se esse erro aumenta ou diminui quando se cid
mais urn passo para t„,,.

Para a solucao exata (15) a mudanca em y,,,, devida ao erro S cm y„ é simplesmente S exp(rh). Essa
quantidade é menor do quc S se exp(rh) < 1, ou seja, se r < 0. Isso confirma nossa conclusdo no Capftulo
2 que a Eq. (9) é assintoticamente estavel se r < 0 e instavel se r > 0.

Para o metodo de Euler inverso, a variacdo em y„,, na Eq. (14) devida ao erro S e 341 — rh). Para r < 0,
essa quantidade e sempre negativa e nunca e major do que 1. Entilo, se a equacao diferencial for estavel
o metodo de Euler inverso tambem o e para um passo de tamanho arbitrario h.

Por outro lado, para o metodo de Euler a mudanca em y„., na Eq. (13) devida ao erro 8 6 8 (1 + rh). Se
lembrarmos que r < 0 e impusermos a condicao 11 + rhl < 1, veremos que h tera que satisfazer h < 2/1r1. Logo,
o metodo de Euler nilo a estavel para esse problema, a menos que h seja suficientemente pequeno.

A restricão sobre o tamanho do passo h ao se usar o metodo de Euler no exemplo anterior 6 bem fraca,
a nä° ser que Irl seja muito grande. De qualquer jeito, o exemplo ilustra que pode ser necessario restringir
h para se obter estabilidade no metodo numeric°, mesmo quando o problema inicial a estavel para todos
os valores de h. Problemas para os quais 6 necessario um tamanho de passo muito menor para estabili-
dade do que para a precisdo sac) chamados de rigiclos. As fOrmulas inversas de diferenciacao descritas
na Secäo 8.4 (dentre as quais a fOrmula inversa de Euler é o exemplo de menor ordem) sdo as fOrmulas
mais populares para tratar problemas rigidos. 0 exemplo a seguir ilustra o tipo de instabilidadc que pode
ocorrer ao Sc tentar aproximar a solucdo de um problema rigida

EXEMPLO

2
Urn Problema

Rigid°

Considere o problema de valor inicial

y' —100y + 100t +1, 	 y(0) = 1.	 (16)

Encontre aproximacOes numericas para a solucdo em 0 < t < 1 usando os metodos de Euler, de Euler inverso
e de Runge-Kutta. Compare os resultados numericos corn a solucTto exata.

Como a equacfio diferencial é linear, 6 facil de resolver, e a solucäo do problema de valor inicial (16) e

y = 0(t) = e -1°°1	 t.	 (17)

A segunda coluna da Tabela 8.5.3 mostra alguns valores da solucao 0 (t), corretos ate seis casas decimais, e a
Figura 8.5.2 mostra urn grafico da solucdo. Existe uma camada fina (algumas vezes chamada de camada limite)
a direita de t = 0 na qual o termo exponencial 6 relevante e a solucdo varia rapidamente. Uma vez passada essa
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camada, no entanto,0 (t) t e o graft° da solucao é essencialmente uma reta. A largura da camada limite a um
tanto arbitraria, mas é necessariamcnte pequena. Em t = 0,1, por exemplo, exp(-100t) 0,000045.

Sc planejarmos aproximar a solucao (17) numericamente poderiamos esperar, intuitivamente, que so é ne-
cessario um tamanho de passo pequeno na camada limite. Para tornar essa expectativa urn pouco mais precisa,
lembre-se, da Seca° 8.1, de quc os erros de truncamento global para os metodos de Euler e de Euler inverso
sac) proporcionais a 0" (1). Para esse problema, (t) =	 que varia de urn valor de 104 em t = 0 para quase
zero para 1> 0,2. Logo, e necessario um tamanho dc passo muito pequeno para se obter precisao perto de t = 0,
mas um tamanho de passo muito major c adequado quando t é urn pouco major.

Por outro lado, a analise de estahilidade das equagOes de (9) a (15) tambem se aplica a este problema. Como
r = -100 para a Eq. (16). segue quc precisamos de h < 0,02 para a estabilidade do metodo de Euler, mas nao
existe restricao correspondente para o metodo de Euler inverso.

TABELA 8.5.3 AproximacOes Numericas da Solucao do Problema de Valor Inicial
y' = -100y + 100t + I, y(0) = I

Euler Euler Runge-Kutta Runge-Kutta Euler Inverso
t Exata 0,025 0.0166... 0.0333... 0,025 0,1

0,0 1,000000 1,000000 1,000000 1.000000 1,000000 1,000000
0,05 0,056738 2,300000 -0,246296 0,470471
0,1 0,100045 5,162500 0,187792 10,6527 0,276796 0,190909
0,2 0,200000 25,8289 0,207707 111.559 0,231257 0,208264
0,4 0,400000 657,241 0,400059 1,24 x 104 0,400977 0,400068
0,6 0,600000 1.68 x 104 0,600000 1.38 x 106 0.600031 0,600001
0,8 0.800000 431 x 105 0,800000 1.54 x 108 0,800001 0,800000
1,0 1,000000 1,11 x 10' 1,000000 1,71 x 10 10 1,000000 1,000000

As colunas 3 e 4 da Tabela 8.5.3 mostram alguns resultados usando o metodo de Euler. Os valores obtidos
para lz = 0,025 nä° servem devido a instabilidade, enquanto quc os valores para Iz = 0.01666... sao razoavel-
mente precisos para t > 0,2. No entanto, pode-se obter precisao comparavel para esse intervalo de t corn h = 0,1
usando-se o metodo de Euler inverso, como mostram os resultados na coluna 7 da tabela.

A situacao nao melhora se usarmos, em vez do metodo de Euler, urn metodo mais precis°, como o de
Runge-Kutta. Para este problema o metodo de Runge-Kutta e instavel para Iz =	 mas estavel para h =
0,025, como mostram os resultados nas colunas 5 e 6 da Tabela 8.5.3.

Os resultados dados na tabela para t = 0,05 e t = 0,1 mostram que é preciso urn tamanho de passo menor
na camada limite para se obter uma aproximacäo precisa. 0 Problema 3 convida voce a explorar mais essa
questa°.

FIGURA 8.5.2 A solucao do problema de valor inicial (16).

Como exemplo final, vamos considerar o problerna de determinar duas solucaes linearmente indepen-
dentes da equacäo linear de segunda ordem

y"- l072y =0
	

(18)

para t > 0. A generalizacdo de tëcnicas numdricas, desenvolvidas para equaciies de primeira ordem, para
equagOes de ordem maior ou para sistemas de equagOes sera discutida na Seca() 8.6, mas nao precisamos
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disso para essa discussao. Duas solucOes linearmente indeptendentes da Eq. (18) sao 	 (t) = cosh(irt)
e 4)2 (0 = senh(s/.1717r0. A primeira solucao, (/),(t- cosh(,/107r0, é gerada pelas condicOes iniciais (0) =
1,4) ' (0) = 0; a segunda solucao, 0 2 (t) = senh(11070, é gerada pelas condicOes iniciais 040) = 0,4) 2 ' (0) =-

N/107 Embora, analiticamente, possamos ver a diferenca entre cosh(s/iTl y) e senh(sfiThrt), para valores
grander de t temos cosh(s/1Thrrt) e"1  -	 e senh(s/11)7rt) - e'.):"/2; numericamente, essas duas
funcOes parecem exatamente iguais se mantivermos o mesmo ntimero finito fixo de digitos. Por exemplo,
encontramos que para t = 1 os valores corretos corn oito digitos significativos sao

senh s/R)7r = cosh ./1-67 = 10.315,894.

Se os calculos forcm feitos em uma maquina que trabalha corn oito digitos, as duas solucOes e 	 sac)
identicas para t = 1 e, do fato, para t > 1. Logo, embora as duas solucOes sejam linearmente independentes,
seus valores numericos mostrariam que elas sao iguais.ja que podemos manter apenas urn ninnero finito
de digitos. Esse fenOmeno é chamado de dependencia numerica.

Para o problema em pauta podemos evitar parcialmente essa dificuldade calculando, em vez de
cosh(lart) e senh(../art), as solucOeslinearmellte independentes 4) 3 = e'1173:" e q54 = e-sr-1 °'", correspondendo,
respectivamente, as condicOes iniciais (1), (0) = 1, ri)'3 (0) = s/ar e 04 (0) = 1 e C' (0) = -N/T.O;r. A solucao

cresce exponencialmente, enquanto que decai exponencialmente. Mesmo assim, encontramos difi-
culdade para calcular corretamente em um intervalo grande. A mai() c que cm cada passo do calculo
de C introduzimos erros de truncamento e de arredondamento. Logo, ern qualquer ponto t„ os dados a
serem usados para o prOximo ponto nao sac) precisamente os valores de q5, (t„) e de 	 (1„). A solucao do
problenna de valor inicial corn esses dados em t,, nil() envolve s6 e- s1°:". mas envolve tambern e'7".
Como o erro nos dados em t„ é pequeno, essa Ultima funcão aparece corn urn coeficicnte bem pequeno.
De qualquer jeito, como e sr-1°' tende a zero e eiTa' t cresce rapidamente, esta Ultima acaba dominando e
a solucao calculada é simplesmente urn natiplo de errl °" - C.

Especificamente, suponha que usamos o metodo de Runge-Kutta para calcular a solucäo y = (0 =
e 10T ` do problerna de valor inicial

y' - 107r 2y = 0,	 y(0) = 1,	 y'(0) =

(0 metodo de Runge-Kutta para sistemas de segunda ordem sera descrito na Secao 8.6.) Usando aritme-
tica de, precisao simples (oito digitos) corn tamanho de passo h = 0,01, obtemos os resultados na Tabela
8.5.4. E evidente desses resultados que a soluc5o numerica comeca a ficar significativamente diferente
da solucao exata para t > 0,5, e logo difere dela por varias ordcns de grandeza. A razao e a presenca, na
solucao numerica, de uma pequena componcntc da solucao que cresce exponencialmente 03 = efro,Tr.

Com aritmetica de oito digitos podemos esperar um erro de arredondamento da ordem de 10- 8 em cada
passo. Como e lib' cresce por urn fator de 3,7 x 10 21 de t = 0 ate t = 5. urn erro de 10- 8 perto de t = 0 pode
produzir urn erro da ordem de 10 13 ern t = 5, mesmo que nä° sejam introduzidos outros erros nos calculos
interrnediarios. Os resultados dados na Tabela 8.5.4 mostram que isso é exatamente o que acontece.

TABELA 8.5.4 Solucao exata de y" - 10;r 2y = 0,
y(0) = 1,y'(0)	 e Aproximacâo Numërica
Usando o Metodo de Runge-Kutta corn h = 0,01

y

Numerica Exata

0,0 1,0 1,0
0,25 8,3439 x 10 2 8,3438 x 10-2
0,5 6,9623 x 10 -3 6,9620 x 10-3

0,75 5,8409 x 10' 5,8089 x 10-4
1,0 8,6688 x 10 -5 4,8469 x 10-5
1,5 5,4900 x 10 -3 3,3744 x 10-7
2,0 7,8852 x 10- 1 2,3492 x 10-9
2 , 5 1,1326 x 102 1,6355 x 10-"
3,0 1,6268 x 104 1,1386 x 10-13
3,5 2,3368 x 106 7,9272 x 10-16
4,0 3,3565 x 108 5,5189 x 10-18
4,5 4,8211 x 10 10 3,8422 x 10-20
5,0 6,9249 x 1012 2,6749 x 10-22
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Voc-6 deve ter em mente que os valores numericos dos elementos na segunda coluna da Tabela 8.5.4
sao extremamente sensiveis a pequenas variacOes no modo como os calculos sao executados. Indepen-
dentemente desses detalhes, no entanto, o crescimento exponencial da aproximacâo ficard evidente.

A Eq. (18) é altamente instavel, e o comportamento ilustrado nesse exemplo e tipico de problemas
instaveis. Podemos seguir precisamente a solucao por urn tempo e o intervalo pode scr estendido usando-
se tamanhos menores de passos on metodos mais precisos, mas finalmente a instabilidade no problema
domina e leva a grander erros.

Alguns Comentórios sobre Mitodos Numericos. Introduzimos, neste capitulo, diversos metodos numericos
para se aproximar a solucao de urn problema de valor inicial. Tentamos enfatizar algumas ideias impor-
tantes mantendo, ao mesmo tempo, urn nivel razoavel de complexidade. Urn exemplo disso e que sempre
usamos um tamanho de passo uniforme, mas a producao atual de cOdigos fornece maneiras de se mudar
o tamanho do passo a medida que os calculos prosseguem.

Existem diversas consideraciaes que devem ser levadas em conta ao se escolher o tamanho do passo.
E claro que um deles é a precisao; urn tamanho de passo muito grande leva a um resultado impreciso.
Normalmente é dada uma tolerancia para o erro antecipadamente, e o tamanho do pass() em cada etapa
tern que ser consistente corn essa tolerancia. Como vimos, o tamanho do passo tambem tern que ser es-
colliido de modo que o metodo seja estavel. Caso contrario, pequenos erros vac) crescendo e logo tornam
os resultados sem valor. Finalmente, para metodos implicitos e necessario resolver uma equacao em cada
passo, e o metodo usado para resolvé-la pode irnpor restricOes adicionais sobre o tamanho do passo.

Ao escolher urn metodo é preciso, tambem. equilibrar as questi5es de precisao e estabilidade corn o
tempo necessärio para executar cada passo. Urn metodo implicito, como o de Adam-Moulton, precisa de
mais calculos para cada passo, mas se sua precisao e sua estabilidade permitem um tamanho de passo
major (c, cm consequencia. menos passos), entao isso pode mais do que compensar os calculos adicionais.
As formulas inversas do diferenciacao de ordem moderada, quatro, por exemplo, sac) altamente estaveis
e sac), portanto, indicadas para problemas rigidos, para os quais a estabilidade é o fator controlador.

Alguns codigos atuais permitem, tarnbem,que se vane a ordem do metodo, alem do tamanho do passo,
a medida que se efetuam os calculos. 0 erro a estimado em cada passo e a ordem e o tamanho do passo
sao escollndos de modo a satisfazerem a tolerancia de erro desejada. Na pratica sac-) utilizados os metodos
de Adams ate a ordem doze, e as formulas inversas de diferenciacao ate a ordem cinco. Formulas inversas
de diferenciacao de ordem mais elevada nao sac) convenientes devido a falta de estabilidade.

Finalmente, observamos que a suavidade da funcao f — ou seja, o mimero de derivadas que ela tern
— 6 um fator a scr considerado na cscolha do metodo a ser usado. Metodos de ordem mais alta perdem
alguma precisào se a funcao f nil° tern derivadas ate uma ordem correspondente.

1. Para obter alguma ideia dos perigos possiveis de pequenos erros nas condicaes iniciais, tail como os devi-
dos a arredondamentos, considere o problema de valor inicial

Y = t + y — 3,	 y(0) = 2.

Mostre que a soluclio é y = cb,(t) = 2 — t.
Suponha que ha urn erro na conclicao inicial e e utilizado o valor 2,001 em vez de 2. Determine a so-
lucao y	 (t) nesse caso c compare a diferenca 0 2 (t) - 0 1 (t) em t = 1 c quando t	 oo.

2. Considere o problema de valor inicial

y'	 t2 + ,	 y(0) = O.	 (i)

Usando o metodo de Runge-Kutta corn tamanho de passo h, obtemos os resultados na Tabela 8.5.5. Esses
resultados sugerem que a solucao tern uma assintota vertical entre t = 0,9 e t = 1,0.

TABELA 8.55 AproximacCles da
Solucao do Problema de Valor
Inicial y' = t2 + 9, y(0) = 0 Usando o
Metodo de Runge-Kutta

it t= 0,90 t = 1,0

0,02 3,42985 > 1038
0,01 3,42982 > 1038

PROBLEMAS



MtTODOS NUMERICOS 373

(a) Seja y = (t) a solucäo do problema (i).Alern disco, seja y = (t) a solucäo do problema

Y = 1 + e',	 y(0) 0,	 (ii)

e seja y = 02 (t) a soluciio de

Mostre que

y,	 ey. y(0) = 0.

02( t )	 0(t )	 (Pt ( 1 )	 (iv)

em algum intervalo contido em 0 < t < 1 onde existem todas as trés solucOes.
Determine 0, (t) e 02 (t). Depois, mostre que 0 (t)	 oo para algum t entre t = In 2 0,69315 e t = 1.
Resolva as equacOes diferenciais y' = e' e v' = 1 + 9, respectivamente, corn a condicâo inicial v(0,9) =

	

3,4298. Use os resultados para mostrar que (t)	 oo quando t 0,932.
3. Considere novamente o problema de valor inicial (16) do Exemplo 2. Investigue o qudo pequeno tern que

ser o tamanho do passo h para garantir que o erro em t = 0,05 e em t = 0,1 seja menor do que 0,0005.
Use o metodo de Euler.
Use o metodo do Euler inverso.

(c) Use o metodo de Runge-Kutta.
4. Considers o problema do valor inicial

y' = —10y+ 2.5(2 + 0.5t, 	 y(0) = 4.

Encontre a solucao y = (t) e desenhe seu erafico para 0 < t < 5.
A analise de estabilidade no texto sugere que para este problema o metodo de Euler so é estavel para
h < 0,2. Confirme que isso é verdade aplicando o metodo de Euler a esse problema para 0 < t < 5 corn
tamanhos de passos prOximos de 0,2.
Aplique o metodo de Runge-Kutta a este problema para 0 < t < 5 corn diversos tamanhos de passos.
0 que voce pode concluir sobre a estabilidade desse metodo?
Aplique o metodo de Euler inverso a este problema para 0 < t < 5 corn diversos tamanhos de passos.
Qual o tamanho de passo necessario para que o erro em t = 5 seja menor do quo 0,01?

Em cada um dos Problemas 5 e 6
Encontre uma formula para a solucao do problem de valor inicial e observe que ela é independente
do A.
Use o metodo de Runge-Kutta corn h = 0.01 para calcular valores aproximados da solucäo em 0 < t <
1 para diversos valores de A, como n. = 1, 10, 20 e 50.

(c) Explique as diferencas, se existirem, entre a solucao exata e as aproximacties numericas.

	

402, 5. y' — Ay = 1 — At,	 y(0) = 0	 42 6. y' — Ay	 = 2t — At 2 ,	 y(0) = 0

8.6 Sistemas de Equaciies de Primeira Ordem

Nas sccOes anteriores discutimos metodos numericos para aproximar a solucão de problemas de valor
inicial associados a uma equacao de primeira ordem. Esses metodos tambem podem ser aplicados a sis-
temas de equackies de primeira ordem. Como equaceies de ordem mais alta sempre podem ser reduzidas
a urn sistema de primeira ordem, basta tratar de sistemas de primeira ordem. Por simplicidade, vamos
considerar urn sistema corn dual equacOes de primeira ordem

	

x' = f (t,x,y),	 y' = g(t,x,y),	 (1)

corn as condicOes iniciais

	

x(to) = X0,	 y (to) = Yo.	 (2)

Vamos supor que as funcOes f e g satisfazem as condicOes do Teorema 7.1.1, de modo quo o problema de
valor inicial (1), (2) tern uma Unica solucäo em algum intervalo do eixo dos t contendo o ponto Que-
remos determinar valores aproximados x,, x2, ..., x„,	 e y i , y2 ,	 y„,	 da solucäo x = 0 (t), y = (t) nos
pontos t„= tu + nh corn n = 1, 2, ....
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Em notacao vetorial, o problema de valor inicial (1), (2) pode ser cscrito como

= f (t, x),	 x(to)	 xo,	 (3)

onde x é urn vetor con) coordenadas x e y, f é a funcao vetorial corn coordenadas f e g, e xo é o vetor corn
coordenadas xo e yo. Os metodos das secOes anteriores podem ser imediatamente generalizados para
tratar sistemas de duas (ou mais) equacties.Tudo que e necessario (formalmente) é substituir a variavel
escalar x pelo vetor x e a funcao escalar f pela funcao vetorial f nas equagOes apropriadas. For exemplo,
a fOrmula de Euler torna-se

ou, em forma de coordenadas,

x„.„1 = x„ --F hf„, (4)

(Yn+1
Xn+1) = e) + h	 Xn Yn))

g(tn,XIII,Y11)
(5)

As condicOes iniciais sac) usadas para se determinar fo, que é o vetor tangente ao gratico da solucao
x = q5 (t) no piano xy. Movemo-nos na direcao desse vetor tangente por urn period() de tempo h para en-
contrar o prOximo ponto x,. Ai calculamos um novo vetor tangente f,, movemo-nos ao longo dole por um
period() de tempo h para encontrar x 2 , e assim por diante.

De maneira amiloga, o metodo de Runge-Kutta pode ser generalizado para sistemas. Para o passo de
1„ para t„. 1 , temos

x„.t. t 	x,, + (h/6)(k„, + 2k„ 2 + 2k„ 3 + k,,4).
	 (6)

onde

k,,1 = f(t,,, x,,)•

k„2 = fit„ + (h/2), x,,	 (/1/2)kni	
(7)

k„3 	ftt„ + (h/2), x„	 (ii/2)k„21,

k„4 	f (t„ + h. x„ + hk„3).

As fOrmulas para o metodo de previsao e correcao de Adam-Moulton aplicadas ao problem do valor
inicial (1), (2) sao dadas no problema 9.

As equagOes vetoriais (3), (4), (6) c (7) sao, de fato, validas para qualquer ntimero de difIlensOes. Basta
interpreter os vetores como tendo n coordenadas em vez de duas.

Determine valores aproximados para a solucao x = v (t), y =	 (1) do problema de valor inicial

x' = x — 4y,	 y' = —x + y,	 (8)
.v(0) =1.	 y. (0) = 0,	 (9)

no ponto t = 0,2. Use o metodo de Euler corn it = 0.1 e o metodo de Runge-Kutta corn h = 0,2. Compare os
resultados corn os valores da soluciio exata:

EXEMPLO

1

Vamos usar primeiro

Ent5o, das formulas

+ e3' e r —
=	 =	 •	 (10)2	 4

	

o metodo de Euler. Para esse problema, f„ = x„— 4y„ e	 = —x„ + y„; logo,

fo = 1 — (4)(0) = 1,	 go = —1 + 0 = —1.

de Euler (4) e (5), obtemos

x i = 1 + (0,1)(1) = 1,1, y l = 0 + (0,1)(-1) = —0,1.

No prOximo passo,

ft = 1,1 — (4)(-0,1) = 1,5, g t = —1.1 + (-0,1) = —1,2.

Portanto,

x2 = 1,1 + (0,1)(1,5) = 1,25, y2 = —0,1 + (0,1)(-1,2) = —0,22.

Os valores da solucao exata, corretos ate oito digitos.säo 49 (02) = 1,3204248 e y (0,2) = —0,25084701. Logo, os
valores calculados pelo metodo de Eiller tern erros em tomb de 0,0704 e 0,0308, respectivamente, correspon-
dendo a erros percentuais prOximos de 5,3% e 12,3%.
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Vamos usar agora o metodo de Runge-Kutta para aproximar 	 (0,2) e 1,/, (0,2). Corn h = 0,2, obtemos os
seguintes valores das Eqs. (7):

f(1;0)	 1
1E01 = 

(
g(1; 0)) = -1)

k02= ) ;
(. 0,1; -0.1)) = ( 1,5

k13 = 

(f(1,15; -0,12)	 1,63
g(1,15; -0,12)) = (-1,27)'

02/ 9'

- 
(I. ( 1,326; -0,254)) ( 2,342)

-1,580g(1,326; -0,254)

Então, substituindo esses valores na Eq. (6), obtemos

xi = (1() + 06 (-79:56022) = ( 1,3200667 \
-0,25066667)

Esses valores de x, e y, tem erros em torno de 0,000358 e 0,000180, respectivamente, corn erros percentuais
menores do que um decimo de 1%.

Este exemplo ilustra, mais uma vez, a grande diferenca de precisäo obtida por mdtodos de aproximacdo
mais precisos, como o de Runge-Kutta. Nos calculos que indicamos acima o metodo de Runge-Kutta so precisa
do dobro de calculos do que o de Euler, mas o erro no metodo de Runge-Kutta é em torno de 200 vezes menor
do que no metodo de Euler.

PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de 1 a 6, determine valores aproximados da solucao x = ca (t), y = (t) do proble-
ma de valor inicial dado em t = 0,2; 0.4; 0,6; 0,8 e 1,0. Compare os resultados obtidos por metodos diferentes e
tamanhos de passos diferentes.

Use o metodo de Euler com h = 0,1.
Use o mdtodo de Runge-Kutta com h = 0,2.

(c) Use o método de Runge-Kutta coin h = 0,1.

4.2 1. x' = x + y + t, y' = 4x - 2y;	 x(0) = 1, y(0) = 0

402 2. x' = 2x + ty, y' = xy;	 x(0) = 1, y(0) = 1

02 3. x' = -tx - y - 1, y' = x:	 x(0) = 1, y(0) = 1

4f2 4. x' = x - y + xy, y' = 3x - 2y - xy;	 x(0) = 0,	 y(0) = 1

e, 5. x' = x(1 - 0,5x - 0,5y),	 y' = y( -0,25 + 0,5x); 	 x(0) = 4, y(0) = 1

6. x' = exp(-x + y) - cos x,	 y' =sen(x - 3y);	 x(0) = 1, y(0) = 2
02/ 7. Considere o problema do exemplo x' = x - 4y, y'= -x + y com condicaes iniciais x(0) = 1, y(0) = 0. Use o

metodo de Runge-Kutta para aproximar a solucdo deste problem no intervalo 0 < t < 1. Comece corn h =
	0,2 e depois repita os calculos com h = 0,1;0,05;	 cada urn corn a metade do anterior. Continue o processo

ate os cinco primeiros digitos da solucao em t = 1 permanecerem constantes para tarnanhos sucessivos de
passos. Determine se esses digitos sâo precisos comparando-os com a solucao exata dada nas Eqs. (10) do
texto.

02, 8. Considere o problem de valor inicial

	

x" + 1 2x' + 3x = t,	 x(0) = 1, x'(0) = 2.

Transforme este problema em um sistema de du gs equacOes de primeira ordem e determine valores apro-
ximados da solucäo em t = 0,5 e t = 1,0 usando o metodo de Runge-Kutta corn h =0,1.
Considere o problema de valor inicial x' = f (t, x, y) e y' = g (t, x, y) com x (to) = x, e y (to) y, A generaliza-
cão do metodo de previsão e correcâo de Adam-Moulton da Seciio 8.4 d

= +	 - 59f,_ 1 + 37f.-2 - 9fn-3),

Yn+1 = Y. + 1,-4 11 (55.gn - 59g, + 37g„ -2 -
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e

= x„ + Ah(9f„,, + 19fn — 5fn_ i +f„-2),

yn+i = yn + li h(9g.+1 + 19g,, — 5gn_ i +gn-2).

Determine um valor aproximado da solucâo em t = 0,4 para o problema de valor inicial do exemplo x' r.
x - 4y, y' = -x + y corn x(0) = 1, y(0) = 0. Use h = 0,1. Corrija o valor previsto uma vex. Para os valores x,,
...,y3 , use os valores da soluctlo exata arredondados para seis digitos:x, = 1,12735; x 2 = 1,32042; x 3 = 1,60021;
y, = -0,111255; y2 = -0.250847 e y3 = -0.429696.
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CAPITULO simmil.nnn
9

EquacOes Diferenciais
Nao Lineares e Estabilidade

Existem muitas equagOes diferenciais, especialmente nao lineares, que näo säo suscetiveis a solucäo ana-
Utica de algum modo razoavelmente conveniente. Metodos numericos, como os discutidos no capitulo
precedents, fornecem urn modo de tratar essas equagOes. Outra abordagem, apresentada neste capitulo,
tern caräter geometric° e nos leva a uma compreensão qualitativa do comportamento das solucOes, em
vez de informacao quantitativa detalhada.

9.1 0 Plano de Fase: Sistemas Lineares

Como muitas equagOes diferenciais nao podem ser resolvidos de maneira conveniente por metodos ana-
liticos, e importante considerar que tipo de informacao qualitativa' pode ser obtido sobre suas soluceies
sem resolver, de fato, as equagOes. As questbes que vamos considerar neste capitulo estdo relacionadas
a ideia de estabilidade de uma solucao, e os metodos que empregaremos sdo, basicamente, geometricos.
Tanto o conceito de estabilidade quanto a utilizacao de andlise geometrica foram introduzidos no Capi-
tulo I e usados na Seciio 2.5 para equagOes autnnomas de primeira ordem

	

dy I dt = f (y).	 (1)

Neste capitulo, vamos refinar essas ideias e estender a discussâo a sistemas de equagOes.
Vamos comecar corn um dos sistemas mais simples, a saber, urn sistema linear homogeneo de segunda

ordem corn coeficientes constantes. Tal sistema tern a forma

	

dx I tit = Ax,	 (2)

onde A e Unlit matriz constante 2x 2exe urn vetor 2 x 1. Sistemas desse tipo foram resolvidos nas SecOes

	

7.5 a 7.8. Lembre que, se procurarmos solucaes da forma x = 	 entdo,substituindo na Eq. (2), obtemos

(A — r1) = O. (3)

Logo, r tern que ser urn autovalor e urn autovetor associado da matriz de coeficientes A. Os autovalores
sdo as raizes da equacâo polinomial

det(A — rl) = 0, 	 (4)

e os autovetores são determinados pela Eq. (3) a menos de uma constante multiplicativa.

'A teoria qualitativa de equacdes diferenciais foi criada por Henri Poincare (1854-1912) em diversos artigos importantes
entre 1880 e 1886. Poincare foi professor na UM% ersidade de Paris e e considerado, geralmente, o matematico mais impor-
tante de seu tempo. Ele fez descohertas fundamentais em muitas areas diferentes da matematica, incluindo teoria de funcOes
complexas, equagOes diferenciais parciais e mecanica celeste. I niciou o use de metodos modernos em topologia em uma serie
de artigos a partir de 1894. Foi um pioneiro na utilizacao de series assintOticas em equaciies diferenciais, uma das ferramentas
mais poderosas da matematica aplicada contemporAnea. Entre outras coisas, usou expansOes assintOticas para obter solucOes
em torso de pontos singulares irregulares, estendendo o trahatho de Fuchs e Frobenius discutido no Capitulo 5.
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Vimos, na Secäo 2.5, que pontos onde a expressdo a direita do sinal de igualdade na Eq. (1) 6 nula teat
importância especial. Tais pontos correspondem a solucOes constantes, ou soluciies de equilibrio, da Eq. (1)
e são chamados, muitas vezes, de pontos criticos. Analogamente, para o sistema (2) os pontos onde Ax
0 correspondem a solucOes de equilibrio (constantes) e tambem sao chamados de pontos criticos. Vamos
supor que A é invertivel, ou seja, que det A � 0. Segue que x = 0 e o Unico ponto critic° do sistema (2).

Lembre que uma solucao da Eq. (2) é uma funcäo vetorial x 	 que satisfaz a equacao diferencial.
Tal func5o pode ser considerada como uma representagfio parametrica de uma curva no piano x,x 2 .Aju-
da, muitas vezes, olhar essa curva como urn caminho, ou trajetOria, percorrida por uma particula em mo-
vimento cuja velocidade dx/dt é especificada pela equacao diferencial. 0 piano x,x, é chamado de piano
de fase, e urn conjunto representativo de trajetOrias é chamado de retrato de fase.

Ao analisar o sistema (2), precisamos considerar diversos casos, dependendo da natureza dos autova-
lores de A. Isso tamb6m aconteceu nas SecOes 7.5 a 7.8, onde estavamos interessados, basicamente, em
encontrar uma fOrmula conveniente para a solucdo geral. Nosso objetivo principal, agora, é caracterizar
a equacao diferencial de acordo corn o padrão geomdtrico formado por suas trajetOrias. Em cada caso,
vamos discutir o comportamento das trajetOrias em geral e ilustrd-lo corn urn exemplo. E importante que
voce se familiarize corn os tipos de comportamento das trajetOrias em cada caso, pois esses sdo os ingre-
dientes bdsicos na teoria qualitativa de equagOes diferenciais.

CASO 1 Autovalores Reais e Distintos de Mesmo Sinai. A solucAo geral da Eq. (2) 6

x = c i e l) er" c2e2)erg,	 (5)

onde r, e r2 säo ambos positivos ou ambos negativos. Supunha, primeiro, que r, < r, < 0 e que os autoveto-
res	 e 442) säo como ilustrado na Figura 9.1.1a. Segue da Eq. (5) que x —> 0 quando t —> oc, independente
dos valores de c, e c2 ; em outran palavras. todas as solucOes se aproximam do ponto critic° na origem
quando t	 oo. Se a solucao comeca em urn ponto initial na reta contendo a origem na direcao de V),
então c2 = 0. Em consequ6ncia, a solucdo permanece nessa reta para todu r e tende a origem quando t —+

co. Analogamente, se o ponto initial pertence a reta na direcflo de V), entao a solucão tende a origem ao
longo dessa reta. Na solucao geral, e util escrever a Eq. (5) na forma

x = erg[ci el) e(ri-r2)t	 oe2)/. (6)

Note que r, — r2 < 0. Portanto, enquanto C. 0, o termo crexp[(r, — r,)t] é desprezfvel comparado corn
c2 2 ) para valores suficientemente grandes de 1. Assim, quando t —> oo, näo so as trajetOrias se aproximam
da origem mas o fazem tendendo, tamban, a reta na direcao de t2 ). Logo, todas as solucOes tendem ao
ponto critico tangentes a reta na direcâo de 4-' 2 ), exceto as que comecam exatamente na reta na direcâo
de 4'11 ). A Figura 9.1.1a mostra diversas trajetOrias. Alguns graficos tipicos de x, em fungal:, de t estão es-
bocados na Figura 9.1.1 b, ilustrando o fato de que todas as solucOes exibem decaimento exponential no
tempo. 0 comportamento de x 2 em funcao de t c semelhante. Esse tipo de ponto critic° c chamado de no,
ou no atrator, ou sorvedouro.

Vamos agora olhar para tras no tempo e tentar descobrir o que acontece quando t —> —oo. Ainda su-
pondo que r, < r, < 0, observamos que, se c, 0 0, então o termo dominante na Eq. (5) quando t —> —oo é
o termo envolvendo e' 1`. Logo, para grandes valores negativos de t, as trajetOrias säo quase paralelas ao
autovetor	 exceto para as trajetOrias que se estendem atraves da reta 	 Isto e indicado na Figura
9.1.1a.   

(a)	 (b)
FIGURA 9.1.1 Urn no; r, < r, < 0. (a) 0 piano de fase. (b) x, em funcão de t.  

Sc r, e r2 sao ambos positivos e 0 < r, < r,, entao as trajetOrias tem o mesmo padrilo que na Figura 9.1.1a,
exceto que o sentido do movimento 6 se afastando do ponto critic° na origem, em vez de se aproximando.       
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Nesse caso, x, e x, crescem exponencialmente como funcOes de t. 0 ponto critic() e chamado, novamente,
de no ou de fonte.

Vimos urn exemplo de tal no no Exemplo 2 da Secäo 7.5, e suas trajetOrias estäo ilustradas na Figura
7.5.4.

CASO 2 Autovalores Reais com Sinais Opostos. A solucäo geral da Eq. (2) e
x	 ci et) eri t	 c.2e2)e,r2t, 	

(7)
onde r, > 0 e r, < 0. Suponha que os autovetores 	 e 4-0 's5o como ilustrados na Figura 9.1.2a. Se a solucao
comeca em urn ponto inicial na reta contendo a origem na direcdo de 4", entao c, = 0. Em consequencia,
a solucão permanece nessa reta para todo t e, como r, > 0, Ilx11 —> cc quando t —> oo. Se a solucäo comeca
em um ponto inicial pertencente a reta na direcäo de 4-( 2), a situacao a andloga, exceto que 114	 0 quando
t —> oo, ja que r2 < 0. As soluceies que comecam em outros pontos iniciais seguem trajetOrias semelhantes
As da Figura 9.1.2a. A exponencial positiva é o termo dominante na Eq. (7) para t grande, de modo que
todas essas soluceies tendem a infinito assintoticamente a reta determinada pelo autovetor 4" correspon-
dente ao autovalor positivo r,. As anicas solucOes que se aproximam do ponto critic() na origem säo as
que comecam precisamente na reta determinada por V). A Figura 9.1.26 mostra alguns graficos tfpicos
de x, em funcäo de t. Para determinadas condicOes iniciais a exponencial positiva esta ausente da solucao,
de modo que x,	 0 quando t —> oo. Para todas as outras condiceies iniciais a exponencial positiva acaba
dominando e faz corn que x, torne-se ilimitada. 0 comportamento de x, é semclhante. Nesse caso, a ori-
gem 6 chamada de ponto de seta.

Urn exemplo de urn ponto de sela apareceu no Exemplo 1 da Secâo 7.5, e suas trajetOrias est5o ilus-
tradas na Figura 7.5.2.

(a)	 (b)
FIGURA 9.1.2 Um ponto de seta; r, > 0, r, < 0. (a) 0 piano de fase. (b) x, em fungdo de t.

CASO 3 Autovalores Iguais. Vamos supor agora que r, = r, = r. Vamos considerar o caso em que os autovalores
säo negativos; se forem positivos, as trajetOrias säo semelhantes, mas o movirnento é em sentido contra-
rio. Existem dois subcasos, dependendo se o autovalor repetido tem dois autovetores independentes ou
apenas um.

Dois autovetores independentes. A solucilo geral da Eq. (2) é
x = (. 1 (1i ert	 c2rien, (8)

onde	 e to) sac) autovetores independentes. A razão x,/x, e independente de t, mas depende das coor-
denadas de 4'' ) e 4-( 2) e das constantes arbitrárias c, e c,. Logo, toda trajetOria esta contida em uma reta
contendo a origem, como ilustrado na Figura 9.1.3a. Graficos tfpicos de x, ou x 2 em funcilo de t aparecem
na Figura 9.1.3b. 0 ponto critic° e chamado de no prOprio ou, algumas vezes, de ponto estrela.

Urn autovetor independente. Como vimos na Secão 7.8, a soluc5o geral da Eq. (2) nesse caso e

x = c i en + c2(Ve" + lea), 	 (9)

onde 6 o autovetor e n 6 o autovetor generalizado associado ao autovalor repetido. Para t grande, o
termo dominante na Eq. (9) 6 	 Assim, quando t	 oo, todas as trajetOrias tendem a origem e säo tan-
gentes a reta na clirec5o do autovetor. Isso a verdadeiro mcsmo quando c2 = 0, pois, nesse caso, a solucäo
x =	 pertence a essa reta. Analogamente, para valores negativos grandes de t o termo c,en 6, nova-
mente, dominante, de modo que, quando t —> —co, cada trajetOria 6 assintOtica a uma reta paralela a
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(a)	 (b)

FIGURA 9.1.3 Urn no prOprio, dois autovetores independentes; r, = r2 < O. (a) 0 piano de fase. (b) x, ern
funcao de t.

A orientac5o das trajetOrias depende das posicOes relativas de e Uma situacdo possivel esta ilus-
trada na Figura 9.1.4a. Para localizar as trajetOrias, e melhor escrever a solucäo (9) na forma

x	 [(c i + c2 q) c2 V]ert = ye",	 (10)

onde y = (c,+ c,q) + c2V. Note que o vetor y determina a clirecdo e o sentido de x, enquanto a quantidade
escalar e" afeta apenas o tamanho de x. Observe, tambem, que para valores fixos de c, e c, a expressdo
para y e uma equac5o vetorial da reta contendo o ponto 	 + c2 q e paralela a

Para esbocar a trajetoria correspondente a um par dado de valores de c, e c2 . wed pode proceder da
seguinte maneira: primeiro. desenhe a reta dada por 	 + c,i) + c2V e note o sentido do movimento
quando t cresce nessa reta. A Figura 9.1.4a mostra duas dessas rotas, uma para c, > 0 e outra para c, <
0. A seguir, observe que a trajetOria dada passa polo ponto c, + c2 1 quando t = 0. Alem disso, quando
t aurnenta o vetor x dado pela Eq. (10) tern o mesmo sentido do quando t aumenta na reta. mas o tamanho
de x decresce rapidamente e tende a zero, devido ao fator exponencial decaindo e''. Finalmente, quando t
--+ —oo o sentido de x e determinado por pontos na parte correspondente da reta, c o tamanho de x tende
a infinito. Dessa forma, obtemos as trajetOrias mais grossas na Figura 9.1.4a. Algumas outras trajetOrias
mais finis estao esbocadas para ajudar a completar o diagrama. Gralicos tipicos de x, ern funcAo de t

aparecem na Figura 9.1.4b.
Outra situacdo possivel esta ilustrada na Figura 9.1.4c ., onde a orientacilo relativa de e esta inverti-

da. Como indicado na figura, isso resulta em uma mudanca de sentido na orientacdo das trajetOrias.
Se r, = r, > 0, vocé pode esbocar as trajetOrias seguindo o mesmo procedimento. Nesse caso, as traje-

tOrias sao percorridas no sentido para fora, e a orientacAo das trajetOrias ern relacdo a e i tambem esta
invertida.

Orlando urn autovetor duplo tens um Ulna) autovetor independente, o ponto critic° a chamado de no
imprOprio ou degenerado. Views urn exempt() particular Jesse caso no Exemplo 2 na Secao 7.8; as traje-
tOrias estao ilustradas na Figura 7.8.2.

dt____.--t crescente„
-----

---:"=""

--C 2 < °

.'-- ,
C I ; + C271 ,

ir
........	 C2t

."''.

'--
C2 > 0

C2

tcrescente

(a)	 (b)	 (c)

FIGURA 9.1.4 Um no imprOprio, urn autovetor independente; r, = r, < O. (a) 0 piano de fase. (b) x, em funcäo de t. (c) 0 piano
de fase.
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CASO 4 Autolalores Complexos. Suponha que os autovalores sao i. ± i t i, onde ?. e sao reais, X � 0 e > 0. E
possfvel escrever a solucäo geral em termos dos autovalores e autovetores,como vimos na Secäo 7.6. No
entanto, vamos proceder de modo diferente.

Sistemas com autovalores ti ± iji sao, tipicamente, da forma

, _
x -	 P;.)

X (11)

ou, em forma escalar.

= Xxi P-r2.

Vamos introduzir coordenadas polares r. 9 dadas por
2	 2	 2r	 = X i ± X 2 ,	 tan 9 = x2 / .

Diferenciando essas equacOes,obtemos

rr' =	 x2x/2,	 (sect 0)0 . -= (x ix; - x2x;)/4.

Substituindo as Eqs. (12) na primeira das Eqs. (13). vemos que

= Ar,

e, portant°,

r = ce;'.r

onde c e uma constante.Analogamente,substituindo as Eqs. (12) na segunda das Eqs. (13) e usando o fat()
de que sec = 0 = I	 ternos

Logo,

= - It (16)

0	 - pt	 (17)

onde 0„ 6 o valor de 0 quando t = 0.
As Eqs. (15) e (17) sao equacOes paraintricas cm coordenadas polares das trajetOrias do sistema (I 1).

Corno p > 0. segue da Eq. (17) que H diminui quando t aumenta, de modo que o movimento em uma tra-
jetoria 6 no sentido horario. Quando t	 oo. vemos da Eq. (15) que r	 0 se X < 0 e que r	 oo se X > 0.
Entao, as trajetOrias sao espirais, clue tendem ou se afastam da origem dependendo do sinal de X. Ambas
as possihilidades estdo ilustradas na Figura 9.1.5, junto corn alguns graticos tfpicos de x, em funcao de

(a) (b)

(c)	 (d)
FIGURA 9.1.5 Um ponto espiral; r, = A + ip, r; = i. - ip. (a) A < 0, o piano de fase. (b) X < 0,x, em fungdo de
t. (c) X > 0, o piano de fase. (d) A > 0, x l em funcão de t.

X; =	 Ax2.
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t. Os pontos criticos sao chamados de pontos espirais nesse caso. Os termos sorvedouro espiral c fonte
espiral sac, usados, frequentemente, para se referir a pontos espirais cujas trajetOrias se aproximam ou se
afastam, respectivamente, do ponto critic°.

Mais geralmente, e possivel mostrar que, para qualquer sistema corn autovalores complexos A ±
onde A � 0, as trajetOrias sao sempre espirais. Elas estao orientadas para dentro ou para fora, respectiva-
mente, dependendo se o sinal de A 6 negativo ou positivo. Podem ser alongadas e retorcidas em relacao
aos eixos coordenados, e o sentido do movimento pode ser horario ou trigonom6trico. Embora uma
analise detalhada seja moderadamente dificil, c facil obter uma ideia geral da orientacao das trajetOrias
diretamente das equactles diferenciais. Suponha que o sistema

dx / dt) ( a	 1) (xy)
cty/dt)	 d)

tern autovalores complexos 	 iit e considere o ponto (0, 1) no semieixo positivo dos y. Segue das Eqs.
(18) que, nesse ponto, &hit = b e dyldt = d. Dependendo dos sinais de b e d, podemos inferir o sentido
do movimento e a orientacao aproximada das trajetOrias. Por exemplo, se b e d forem negativos, entao as
trajetOrias atravessarao o semieixo positivo dos y, descendo e entrando no segundo quadrante. Se, alern
disso, A < 0, entao as trajetOrias tern que ser espirais direcionadas para o ponto critic° semelhantes as da
Figura 9.1.6. Foi dado outro caso no Exemplo 1 da Seca° 7.6, cujas trajetOrias aparecem na Figura 7.6.2.

FIGURA 9.1.6 Um ponto espiral; r	 ± i,u coin A < 0.

CASO 5 Autovalores Imaginarios Puros. Nesse caso, A = 0 e o sistema (11) se rcduz a

x' —	 °	 it
0)
 x

corn autovalores	 Usando o mesmo argumento que no Caso 4, encontramos

r' = 0,	 0' =

e, portanto,

r= C,	 =	 + 00,

onde c e 00 sao constantes. Logo, as trajetOrias sac) circulos centrados na origem, percorridos no sentido
horario se it > 0 e no sentido trigonometric° se it < 0. Urn circuito completo em torno da origem a feito
em urn intervalo de tempo de comprimento 27111, de modo que todas as solucoes sac) periOdicas corn
period° 2mItt. 0 ponto critic° a chamado de centro.

Em geral, quando os autovalores sac) imaginArios puros a possfvel mostrar (veja o Problema 19) que
as trajetOrias sao elipses centradas na origem. A Figura 9.1.7 mostra uma situacao tfpica e inclui, tambem,
alguns graficos tipicos de x, em funcão de t. Veja ainda o Exemplo 3 na Seca° 7.6, especialmente as Figu-
ras 7.6.3 e 7.6.4.

Refletindo sobre esses cinco casos e examinando as figural correspondentes, podemos fazer diversas
observacoes:

1. Depois de um longo period() de tempo, cada trajetOria individual exibe apenas urn entre fits tipos de corn-
portamento. Quando t 	 oo, cada trajetOria se aproxima do ponto critic° x = 0 ou percorre, repetidamente,
uma curva fechada (correspondente a uma solucao periOdica) em torno do ponto critic°, ou torna-se ilimi-
tada.

(18)
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(a)	 (b)
FIGURA 9.1.7 Urn centro; r, = iu, r, =	 (a) 0 piano de fase. (b) x, em funcäo de t.

De um ponto de vista global, o padrAo das trajetOrias em cada caso e relativamente simples. Para ser mais
especitico, por cada ponto (x„, yo) no piano de fase passa uma Unica trajetOria; assim, as trajetOrias nao se
cruzam. NA° interprets mal as figuras onde aparecem, a vezes, muitas trajetOrias que parecem passar pelo
ponto critic° x = O. Dc fato, a Unica solucao que passa pela origem e a solucdo de equilIbrio x = O. Na ver-
dade, as outras solucOes que parecem passar pela origem apenas se aproximam dense ponto quando t
oc out --+ -00.

3. Em cada caso, o conjunto de todas as trajettirias e tal que uma entre tres situagOes ocorre.
Todas as trajetOrias se aproximam do ponto critic() x = 0 quando t	 co. Esse e o caso quando os
autovalores sâo reais e negativos ou complexos corn parte real negativa. A origem e um no atrator ou
um sorvcdouro espiral.
Todas as trajetOrias permanecem limitadas, mas ndo tendem a origem quando t —> cc. Esse 6 o caso
quando os autovalores sâo imagindrios puros. A origem e urn centro.

(c) Algumas trajetOrias e. possivelmente. todas as trajetOrias exceto x = 0 tendem a infinito quando t
co. Esse e o caso se pelo menos urn dos autovalores e positivo ou se os autovalores tem parte real
positiva. A origem e urn no fonte, ou uma fonte espiral, ou um ponto de sela.

As situagOes descritas em 3(a), (b) e (c) ilustram os conceitos de estabilidade assintOtica,estabilidade e
instahilidade, respectivamente, da solucäo de equilibrio x = 0 do sistema (2). As definiciies precisas desses
termos serAo dadas na SecAo 9.2, mas seus signiticados basicos devem estar clams da discussão geometri-
ca feita nesta seciio. A informacAo que obtivemos sobre o sistema (2) esta resumida na Tabela 9.1.1. Veja,
tambem, os Problems 20 e 21.

TABELA 9.1.1 Propriedades de Estabilidade de Sistemas Lineares x' = Ax
corn det(A — rl) = 0 e det A * 0

Autovalores	 Tipo de Ponto Critic° Estabilidade

rI > r2 > 0	 No	 Instavel
r, < r2 < 0	 No	 Assintoticamente estavel

< 0 < r i 	Ponto de sela	 Instavel
r i = r2 > 0	 N6 prOprio ou imprOprio	 Instavel
r i = r2 < 0	 NO preprio ou imprOprio	 Assintoticamente estavel
r i ,r2 = ± itc	 Ponto espiral

A > 0	 Instavel
A < 0	 Assintoticamente estavel

rt =	 r2 = -it(	 Centro	 Estavel

A analise nesta secAo se aplica apenas a sistemas de dimensao dois x' = Ax cujas solucOes podem
ser representadas geometricamente por curvas no piano de fase. Uma analise semelhante, por6m mais
complicada, pode ser feita para urn sistema de dimensâo n, corn uma matriz de coeficientes A n x n, cujas
soluce•es sAo curvas em urn espaco de fase do dimensdo n. Os casos que podem ocorrer para sistemas de
dimensäo mais alta sao, essencialmente, combinaceies do que vimos em duas dimenseles. Por exemplo, em
um sistema de dimensao tres corn um espaco de fase tridimensional uma possibilidade 6 que solucoes em
dcterminado piano sejam espirais se aproximando da origem, enquanto outras solucifies podem tender a
infinito ao longo de uma reta transversal a esse piano. Esse seria o caso se a matriz de coeficientes tivesse
dois autovalores complexos corn parte real negativa e urn autovalor real positivo. No entanto, devido
sua complexidade, nä° discutiremos sistemas de dimensão maior do que dois.
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PROBLEMAS Para cada urn dos Problemas de 1 a 12:
Encontre os autovalores e autovetores.
Classifique o ponto critico (0, 0) ern relacdo ao tipo e determine se 6 estavel, assintoticamente estavel ou
instavel.
Esboce diversas trajetOrias no piano de fase e esboce, tambern, alguns graficos tipicos de x, em funcdo de t.

Use um computador para fazer precisamente os graficos pedidos no item (c). 

0	 tit
1.	 =dx

3. 
dx 

=
dt

I2,5.	 =
dt

dx

dt10-2, 7. dx =

leO 9.	 dt
=im	 dx

3 —2
2 —2	 x

2 —1
3

x
—2

1 —5
1 —3 x

3 —2
4

x
—1

3 —4
1 —1	

x

12, 2. --7
dx _ (5 —1)
at —	 3	 1 

x

02, 
4. .(lx 	 (1 —4

44 —7 x

SP (-/ 60	 . --
dx	 (2 —5) 

x
dt =	 1 —2

	

6‘?, 8. dx _ (-1
	 —1 ) 

x
dt —	 0	 —0.25

	

e, 10. dx  ( 1
	 2)

tit	 —5	 —I 
x

at	 0 —1	
4;2, 12. rctixt = ,22 —ji ) xdx	 —1	 0

ii.	 , =	 x

Em cada um dos Problemas de 13 a 16, determine o ponto critico x = x" e depois classifique seu tipo e examine
sua estabilidade fazendo a transformacão x = e + u.

	(-2 	 1)	 (-2)
-}-

	1 	 —2 
x	

1

A equacao de movimento de um sistema mola-massa corn amortecimento (veja a Secdo 3.7) 6
(1 2 I . 	d v	 ,

111— -F.	 +KV=0,
dt 2 	dt

onde m, c e k sdo positives. Escreva essa equacao de segunda ordem como um sistema de duas equacOes
de primeira ordem para x = u, y = du/dt. Mostre que x = 0, y = 0 e urn ponto critico e analise a estrutura
e a estabilidade do ponto critic() em functio dos pardmetros in, c e k. Uma analise semelhante pode ser
aplicada a equacdo do circuito el6trico (veja a Sectio 3.7)

d2/	 dl	 1
L—

dt2 
+ R—

dt 
+ —

C
I = 0.

Considere o sistema x' = Ax c suponha que A tem urn autovalor nulo.
Mostre que x = 0 6 um ponto critico e que, alem disso, todo ponto pertencente a uma determinada reta
contendo a origem 6. tamb6m, um ponto critico.
Sejam r, 0 e r, 0 0, e sejam V) c V) os autovetores correspondentes. Mostre que as trajetOrias sdo
como indicadas na Figura 9.1.8. Qual o sentido do movimento nas trajetOrias?

19. Neste problema, vamos indicar como mostrar que as trajetOrias são elipses quando os autovalores sdo
imagindrios puros. Considere o sistema

ix\
— a2t

a 12) (x)
y

(a) Mostre que os autovalores da matriz de coeficientes sdo imagindrios puros se, e somente se,

all + a22 = 0,	 ana22 — a l2a2 , > 0.

dx 1 1 2 dx
—13.	 = x — 14.	 =
dt 1 — 1 elt

—
dt 

=
2 —1

x +
(-1

5)

dx
—

0 —,ti (	 a) 
•x + > 0

tit 0 —Y
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FIGURA 9.1.9 Diagrama de
estabilidade.

= p2 - 4q > 0
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FIGURA 9.1.8 Pontos criticos rifio isolados; r, = 0. r. � 0. Todo porno pertencente a reta contendo a origem e
paralela a 4"" 6 urn ponto critico.

(b) As trajetOrias do sistema (i) podem ser encontradas convertendo-se as Eqs. (i) em uma Unica equac5o
(Iv	 dy/ tit	 MI	 anY

(iii)
dxjdt - a l + apy

Use a primeira das Eqs. (ii) para mostrar que a Eq. (iii) a exata.

(c) Integrando a Eq. (iii). mostre que

a 21 x2 + 2a 22 .ry - a 12y2 = k.	 (iv)

onde k e uma constante. Use as Eqs. (ii) para concluir que o grafico da Eq. (iv) o sempre uma elipse.

Sugesalo: qual o discriminante da forma quadratica na Eq. (iv)?

Considere o sistema linear

	

dx/dt = a, + a l2y.	 dyldt = a 2 + a22y,

onde a,,,...,a,, silo constantes reais. Seja p = a„ + az:. q = a„a::- a l2a:, e	 =	 - 4q. Note que p e q siio,
respectivamente, o tract) e o determinante da matriz de coeficientes do sistema dado. Nlostre que o ponto
critico (0,0) 6 urn

(a)noseq>0e0>0;	 (b) pont° de sela se q <0;

(c) porno espiral se p 0 e < 	 (d) centro se p = 0 e q > O.

Sugesttio: as conclusaes podem ser obtidas estudando-se os autovalores r, e r2 ; pode ajudar estabelecer,
tamb6m, e depois usar, as relacaes	 q e r, r. = p.

Continuando o Problema 20, mostre que o ponto critic() (0,0)

assintoticamente estavel se q > 0 e p < 0;

estavel se q > 0 e p = 0;

(c) instavel se q < 0 ou p > O.

Os resultados dos Problemas 20 e 21 estiio resumidos visualmente na Figura 9.1.9.

Ponto espiral assintoticamente estavel

q

Centro
estdvei

Ponto espiral ,rtstavel

= p2 — 4q < 0

p
Ponto de sela instavel
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9.2 Sistemas Autemomos e Estabilidade       

Nesta secao vamos comecar a juntar e expandir as ideias geometricas introduzidas na Seca° 2.5, para
certas equacOes de primeira ordem, e na Seca° 9.1, para sistemas de duas equacOes lineares homogeneas
de primeira ordem corn coeficientes constantes. Essas ideias estao relacionadas ao estudo qualitativo
de equacOes diferenciais e ao conceito de estabilidade, uma ideia que sera definida precisamente mais
adiante, ainda nesta secao.

Sistemas AutOnomos. Vamos considerar sistemas corn duas equagOes diferenciais simultaneas da forma       

dx/dt = F(x,y),	 dy/dt = G(x,y).	 (1)    

Vamos supor que as funcOes F e G sac) continuas corn derivadas parciais continuas em algum domfnio
D do piano xy. Se (x°, y„) 6 urn ponto nesse domfnio, entao, pelo Teorema 7.1.1, existe uma Unica solucao
x = OW. y = 1//(t) do sistema (1) satisfazendo as condicOes iniciais

X(to) = xo,	 y(to)	 Yo .	(2)

A solucao esta definida em algum intervalo de tempo I que contem o ponto to.
Escreveremos, muitas vezes, o problem de valor inicial (1), (2) na forma vetorial

dx/dt = f(x),	 x(to) = x(),	 (3)

onde x = .vi + yj, f(x) = F(x, y)i + G(x, y)j c x° =	 + yoj. Nesse caso, a solucao é expressa como x = 0(t),
onde y5(t) = (1)(t)i + y(t)j. Como de hAbito, vamos interpretar a solucao x = 	 come uma curva tracada
per um ponto se movendo no piano xy, o piano de fase.

Observe que as funcOes F e G nas Eqs. (1) nao dependem da varitivel independente t, mas apenas das
varidveis dependentes x e y. Urn sistema corn essa propriedade é dito autiniumo. 0 sistema

x'	 Ax,	 (4)

onde A 6 uma matriz constante 2 x 2, é um exemplo simples de um sistema autOnomo bidimensional.
Por outro lado, se urn ou mais clementos da matriz de coeficientes forem uma funcao da variavel inde-
pendente t, ent5o o sistema nao é autOnomo. A distincao entre sistemas autOnomos e nao autOnomos é
importante, porque a antilise qualitativa geometrica desenvolvida na Sec -do 9.1 pode ser efetivamente
estendida para sistemas autOnomos em geral, mas nä° e tao util para sistemas que nao sac) autOnomos.

Em particular, o sistema autOnomo (1) tens um camp() de direcOes associado que a independente do
tempo. Em consequencia, existe apenas uma trajetOria passando por ponto (xo, y„) no piano de lase. Em
outras palavras, todas as solucOes que satisfazem uma condicao inicial da forma (2) percorrem a mesma
trajetOria, independente do instants t„ no qual elas estao em (x„,y„). Logo, como no caso do sistema linear
corn coeficientes constantes (4), um tinier) retrato de fase mostra, simultaneamente, informacao qualitati-
va importante sobre todas as solucOes do sistema (1). Veremos esse fate confirmado repetidas vezes neste
capitulo.

Sistemas autOnomos ocorrem, corn frequencia, em aplicacOes. Fisicamente, urn sistema autOnomo é
aqeule cuja configuracao é independente do tempo, incluindo parametros ffsicos e forcas ou efeitos ex-
ternos. A resposta do sistema a condicOes iniciais dadas é independente, portanto, do instante em que as
condicacs sao impostas.

Estabilidade e instabilidade. Os conceitos de estabilidade, estabilidade assintOtica e instabilidade ja foram
mencionados cliversas vezes neste livro. Estti na hora de dar uma definicao matemAtica precisa desses
conceitos, polo menos para sistemas autOnomos da forma

x' = f(x).	 (5)   

Nas definicOes a seguir, e em outros lugares, usaremos a notacao 114 para designar o comprimento, ou
tamanho, do vetor x.

Os pontos, se existirem, onde f(x) =0 sao chamados de pontos criticos do sistema autOnomo (5). Em
tais pontos, x' = 0, de mode que os pontos criticos correspondem a solucifies constantes, ou de equilfbrio,
do sistema de equagfies diferenciais. Um ponto critico x° do sistema (5) 6 dito estlivel se, dado qualquer
> 0, existe urn 5 > 0, tal que toda solucao x = 	 do sistema (1), quo satisfaz, em t = 0,

110(0) — x°I1 < s,	 (6)            
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existe para todo t positivo e satisfaz

110(t)	 X () II < E
	

(7)
para todo t > O. Isso esti% ilustrado geometricamente nas Figuras 9.2.1a c 9.2.1 b. Essas proposicOes mate-
maticas dizem que todas as solucties que comecam "suficientemente prOximas" (ou seja, a unlit distancia
menor do que (S) de x° permanecem "prOximas" (a uma distancia menor do que 

e) de x". Note que. na
Figura 9.2.1a, a trajetOria estd no interior do circulo — x°11= 3 em t 0 e, embora saia logo desse circulo,
permanece no interior do circulo = 	 < E para todo t O. No entanto, a trajetOria da solucilo nao pre-
cisa se aproximar do ponto critic() x° quando t —> oo, como ilustrado na Figura 9.2.1 h. Urn ponto critic°
que nao 6 estavel 6 dito

y     

(a)
x

 (b)

FIGURA 9.2.1 (a) Estabilidade assintOtica. (b) Estabilidade,

x  

Um ponto critic° x" 6 dito assint ()tic:trireme estavel Sc e estavel e se existe urn 3„, corn 0 < 8„ < 3, tal que,
se uma soluc5o x =	 satisfaz

ent5o

110(0) — 011 < Bo,

lim	 = x (I .
r—,

Logo, as trajetelrias que comecam "suficientemente prOximas" de x° nito apenas permanecem "prOximas",
may tem que acabar tendendo a x" quando t	 oo. Esse 6 o caso para a trajetOria na Figura 9.2.1a, mas
nao para a na Figura 9.2.1b. Note que a estabilidade assintOtica c uma propriedade mais forte do que
a estabilidade, jii que urn ponto critic() tern que ser estavel antes que possamos falar sobre se 6 on nao
assintoticamente estavel. Por outro lad°. a condic5o limite (9), que c uma propriedade essencial para
a estabilidade assintOtica, sozinha nao implica nem estabilidade simples. De fato, a possivel construir
exemplos nos quais todas as trajetOrias tendern a x° quando t — co, mas para as quais x° nao a ponto cri-
tic() estavel. Geometricamente, Basta construir ulna familia de trajetOrias corn elementos que comecam
arbitrariamente prOximos de x°, depois partem para uma distancia arbitrariamente grande antes de, por
fim, se aproximar novamente de x" quando t —> oo.

Neste capittilo vamos nos concentrar em sistemas de duas equacOes, mas as definicOes que acabamos
de dar s5o independentes do tamanho do sisterna. Sc os vetores nas equacOes de (5) a (9) forem inter-
pretados como de dimensiio ti, ent5o as definicaes de estabilidade, estabilidade assintOtica a instabilidade
tambem se aplicam a sistemas corn n equagOes. Essas definicOes podem se tornar mais concretas ao serem
interpretadas em termos de urn problema fisico especifico.

0 rendulo OscilatOrio. Os conceitos de estabilidade assintOtica, estabilidade e instabilidade podem ser
facilmente visualizados em termos de urn pendulo oscilatOrio. Considere a configuracdo ilustrada na Fi-
gura 9.2.2, na qual uma mass y m esta presa a uma das extremidades de uma barra rigida, mas sem peso,
de comprimento L. A outra extremidade da barra esta pendurada na origem 0, e a barra estã livre para
rodar no piano do papel. A posicdo do pendulo a descrita pelo angulo 9 entre a barra e a direcäo vertical
orientada para baixo, corn o sentido trigonometric° sendo considerado positivo. A forca gravitacional
mg age para baixo, enquanto a forca de amortecimento cldOldtl, onde c e positivo, tern sempre o sentido
oposto ao do movimento. A equacAo de movimento pode ser deduzida, rapidamente, do principio de
moment° angular, que diz que a taxa de variac5o no tempo do movimento angular em torno de qualquer
ponto 6 igual ao moment() da foro resultante naquele ponto. 0 moment° angular em torn° da origem
mL 2 (dOldt), de modo que a equacäo de movimento
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, d20dO
ntL 

dt2 
= —cL—

dt
 — mgL sen O.	 (10)

Os fatores L e L sen 0 a direita do sinal de igualdade na Eq. (10) Sao os momentos relativos a forca de
atrito e a for-ca gravitacional, respectivamente, enquanto os sinais de menos sào devidos ao fato de que
as duas for-gas tendem a fazer corn que o penclulo se mova no sentido horario (negativo). Voce deveria
verificar, como exercicio,que a mesma combinacäo é obtida para as outras tres possiveis combinacOes de
sinais de 0 e d0ldt.

mg

FIGURA 9.2.2 Urn pendulo oscilatOrio.

Efetuando algumas operacOes algebricas diretas, podemos escrever a Eq. (10) na forma canOnica

d2 0	 c  de	 g

dt2 
+ 

mL t 
+ -L sen9 = 0,

ou

c1 2 9	 dO
+ y 

dt
(02

dt2	
sell() = 0,	 (12)

onde y cIntL e to' = gl L. Para transformar a Eq. (12) cm urn sistema de duas equacOes dc primcira or-
dem, fazemos x=Oey= dOldt:entao

dx	 dy
— = y,
dt	 dt

= —a)2 senx — yy. (13)

Como y e w2 säo constantes, o sistema (13) é urn sistema autOnomo da forma (1).
Os pontos criticos da Eq. (13) s5o encontrados resolvendo-se as equagOes

y = 0,	 —co2 sen x — yy = 0.

Obtemos y =0 e x = ±mr,onde n é urn inteiro. Esses pontos correspondcm a duas posicOes ffsicas de equi-
libria uma corn a massa dirctamente abaixo do suporte (0 = 0) e a outra corn a massa diretarnente acima
do suporte (0 = 7). Nossa intuiciro sugere que a prirneira posicilo e estavel, c a segunda, instavel.

Mais precisamente, se a massa for ligeiramente deslocacla da posic5o de equilfbrio abaixo ela ira osci-
lar para a direita c para a esquerda corn uma amplitude diminuindo graclualmente, ate atingir a posicão
de equilfbrio quando a energia potential inicial for dissipada pela forca de amortecimento. Esse tipo de
movimento ilustra a estabilidade assintOtica e esta ilustrado na Figura 9.2.3a.

(a) (b)	 (c)

FIGURA 9.2.3 Movimento
qualitativo de urn péndulo. (a)
Corn resistencia do ar. (h) Corn
ou sem resistencia do ar. (c)
Sem resistencia do ar.

_A
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Por outro lado, se a massa for ligeiramente deslocada da posicao de equilfbrio acima do suporte ela cai
rapidamente, sob a influencia da gravidade, e vai acabar chegando, tambem nesse caso, a outra posicao
de equilfbrio abaixo do suporte. Esse tipo de movimento ilustra a instabilidade. Veja a Figura 9.2.3b. Na
pratica, e impossfvel manter o pendulo em sua posicäo de equilfbrio acima do suporte por qualquer pe-
riod° de tempo sem que haja urn mecanismo que a segure, ja que a mais leve perturbacao fard corn que
a massa caia.

Finalmente, considere a situacäo ideal na qual o coeficiente de amortecimento c (ou y) e nulo. Nesse
caso, se a massa for deslocada ligeiramente de sua posicâo de equilfbrio abaixo do suporte, eta vai oscilar
indefinidamente corn amplitude constante em torno do ponto de equilibrio. Como nao ha dissipacdo no
sistema, a massa vai permanecer prOxima a posicao de equilfbrio, mas nao vai tender a ela assintotica-
mente. Esse tipo de movimento 6 estavel, mas nao assintoticamente estavel, como indicado na Figura
9.2.3c. Em geral, esse movimento e impossivel de se obter experimentalmente, ja quc, por menor que seja
a resistencia do ar ou o atrito no ponto de suporte, isso fara corn que, finalmente, o pendulo atinja sua
posicäo de repouso.

As solucties das equacees do pendulo ser5o discutidas em detalhe na prOxima secao.

A Importeincia de Pontos Criticos. Pontos criticos correspondem a solucaes de equilibria ou seja, solucaes
Para as quais x(t) c y(t) são constantes. Para tais solucOes, o sistema descrito por x e y nrto varia: ele
permanece em seu estado inicial para sempre. Pode parecer razoavel concluir que tais pontos nao sao
muito interessantes. Lembre-se, no entanto, de que para sistemas lineares homogeneos com coeficientes
constantes x' = Ax a natureza do ponto crftico na origem praticamente determina o comportarnento das
trajetOrias no piano xy.

Para sistemas autOnomos nao 'Meares isso nao a verdade por, pelo menos, duas razOes. A primcira d
porque podem existir muitos pontos criticos competindo para influenciar as trajetOrias. A segunda e que
as nao linearidades do sistema tambdm s5o importantes, especialmente longe dos pontos criticos. Apesar
disco, pontos criticos de sistemas nao lineares autOnomos podem ser classificados da mesma forma que
os sistemas lineares. Discutiremos os detalhes na Sec5o 9.3. Vamos ilustrar aqui como isso pods ser feito
graficamente, supondo que voce tenha urn programa que possa construir campos de direc5o e fazer, tal-
vez, o grtifico de aproximacOes numdricas boas de algumas trajetOrias.

Considere o sistema

dx/dt = —(x — y)(1 — x — y),	 dy/dt = x(2 + y).	 (14)

Encontre os pontos criticos para este sistema e desenhe campos de direc5o em rerangulos contendo os pontos
criticos. Inspecionando os campos de direct-la classifique cada ponto critic° em relacäo ao tipo e diga Sc e assin-
toticamente estavel, estavel ou instavel.

FIGURA 9.2.4 Campo de direcees contendo	 FIGURA 9.2.5 Campo de direcOes contendo
(0,0) e (0,1).	 (-2,-2) e (3, —2).
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Os pontos criticos do sistema sao encontrados resolvendo-se as equagOes algObricas

(x - y)(1 - x - y) = 0„r(2 + y) = 0.	 (15)

Podemos satisfazer a segunda equac5o escolhendo x = 0. Entao a primeira equacfro fica y(1 - y) = 0, de modo
que y = 0 ou y = 1. Outras solucOes podcm ser encontradas escolhendo y = -2 na segunda equacao. Entao a
primeira equaciio fica (x + 2)(3 - x) = 0, logo x = -2 ou x = 3. Obtemos assim os quatro pontos criticos (0, 0),
(0.1), (-2,-2) e (3,-2).

A Figura 9.2.4 mostra um campo de direcOes contendo os dois primeiros pontos criticos. Comparando-a com
as figuras na Seca() 9.1 e no Capitulo 7, deve ficar claro que a origem é urn ponto de sela e (0, 1) 6 urn ponto
espiral. E claro que o ponto de sela 6 instavel. As trajetOrias prOxirnas ao ponto espiral parecem estar se apro-
ximando do ponto, de modo que conclulmos que cle 6 assintoticamente estavel. Urn campo de direcifies para
os outros dois pontos criticos aparece na Figura 9.2.5. Cada urn deles é um n6. As setas apontam na direcdo do
ponto (-2.-2) e em direcdo oposta ao ponto (3,-2): concluimos que o primeiro 6 assintoticamente estavel e o
se gundo 6 instavel.

Para urn sistema autOnomo de dimens5o dois com pelo menos urn ponto critic° assintoticamente esta-
vel 6 de interesse, muitas vezes, determinar onde estiio as trajetOrias que se aproximam do ponto critic°
no piano de fase. Seja P urn ponto no plan° xy tal que uma trajetOria passando por P acaba tendendo
ao ponto critic() quando t	 cc. Ent;i0 dizemos que cssa trajetOria e atraida pelo ponto critic°. Al6m
disso. o conjunto dc todos os pontos P corn essa propriedade e chamado de hacia de atracäo ou regiäo de
estabilidade assintotica do ponto critic°. Lima trajetOria quc limita uma hacia de atracâo e chamada de
separatriz, ja que separa as trajetOrias que tendem a um ponto critico particular de out ras trajetOrias que
não tem essa propriedade. A determinacAo das bacias de atraciio e importante para a compreensäo do
contportainento em escala grande das solucaes de urn sistema autemomo.

Consiclere, novamente, o sistema (14) do Exemplo 1. Descreva a hacia de atraciio de cada um dos pontos criti-
cos assintoticamente esuiveis.

A Figura 9.2.6 mostra um retrato de fase para esse sistema corn um campo de directies no fundo. Note
que estfio desenhadas duas trajetOrias tendendo ao ponto de sela na origem quando t	 oo. Uma dela y esta
no quarto quadrante e c quase uma reta saindo do no instavel em (3,-2). A outra tambem comeca em um no
instavel, vai para o primeiro quadrante, d5 uma volts em torso do ponto espiral e acaba se aproximando do
ponto de sela pelo segundo quadrante. Essas duas trajetOrias s5o separatrizcs; a regiilo cntre etas (sem incluir as
separatrizcs) 6 a hacia de atracao para o ponto espiral em (0. 1). Essa regiao esui sombreada na Figura 9.2.6.

A hacia de atracao para o no assintoticamente estavel cm (-2, -2) consiste no resto do piano xy corn poucas
excecaes. As separatrizcs tendem ao ponto cle scla. como ja observamos, em vez do nO. 0 ponto de sela e o no
estavel sac, solucOes de equilibrio, logo permanecem fixos por todo o tempo. Finalmente, existe uma trajetOria
contida na reta y -2 para x > 3 na qual o sentido do movimento e sempre para a direita; essa trajetOria tam-
hem nfio se aproxima do ponto (-2,-2).
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As Figuras 9.2.4, 9.2.5 e 9.2.6 mostram que na vizinhanca imediata de um ponto critico o campo de
dirt:0es e o padrao das trajetOrias parecem corn os de urn sistema linear corn coeficientes constantes.
Isso fica ate mais claro se vote usar urn programa de computador para ampliar cada vez mais a regiao em
torno de urn ponto critico. Assim, temos evideneia visual de que um sistema nao linear se comporta de
maneira muito semelhante a urn linear, pelo menos na vizinhanca de urn ponto critico. Vamos seguir essa
idcia na prOxima

Determinaccio de TrajetOrias. As trajetOrias de urn sistema autOnomo bidimensional

dx/dt = F(x, y),	 dy/dt = G(x,y)
	

(16)

podem ser encontradas, algumas vezes, resolvendo-se uma equacao diferencial de primeira ordem rela-
cionada. Das Eqs. (16), temos

dy = dy/dt	 G(x,y) 

dx	 dx/dt	 F(x,y)'
	 (17)

que e uma equacao de primeira ordem nas variaveis x e y. Observe que tal reducao nao a possivel, em
geral, se F e G tambem dependerem de t. Se a Eq. (17) puder ser resolvida por algum dos mdtodos do
Capitulo 2 e se escrevermos a solucao (implicitamente) na forma

H(x,y) = c,	 (18)

entao a Eq. (18) 6 uma equacao para as trajetOrias do sistema (16). Em outras palavras, as trajetOrias es-
tao contidas nas curvas de nivel de H(x,y).Tenha em mente que nao existe maneira geral de se resolver a
Eq. (17) para se obter a fungdo H, de modo que essa abordagem so e possivel em casos especiais.

EXEM PLO

3

Encontre as trajetOrias do sistema

d.v/dt = y,	 dy/dt = x.	 (19)

Nesse caso, a Eq. (17) flea

A y
dy _x=	 (20)

Essa equacao e separavel,jd que pode set escrita na forma

ydy = x dx,

c suas solucOes sao dadas por

H(x,y) = y2 x2 =	 (21)

onde c 6 arhitrario. Logo, as trajetOrias do sistema (19) sao as hiperboles ilustradas na Figura 9.2.7. A direcao do
movimento das trajetOrias pode ser inferida do fato de que as derivadas dxldt e dyldt sac) positivas no primeiro
quadrante. 0 unico ponto critic() 6 o ponto de sela na origem.

y

FIGURA 9.2.7 TrajetOrias do sistema
(19).
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Outro modo de se obter as trajetOrias e resolver o sistema (19) pelos metodos da Secao 7.5. Omitimos os
detalhes, mas o resultado é

x = c i el + c2 e - ' ,	 y = c l et -

Eliminando t dessas duas equactles nos leva, novamente, a Eq. (21).

EXEMPLO

4

Encontre as trajetOrias do sistema
dx
— = 4 - 2y,
dt

dy
= 12 - 3x2.

dr
(22)

Das equagOes

4 - 2y = 0,	 12 - 3x2 =0

vemos que os pontos criticos do sistema (22) sdo os pontos (-2,2) e (2, 2). Para determinar as trajetOrias, note
que, para esse sistema, a Eq. (17) fica

dy	 12 - 3x2

dx 	 4 - 2y •
Separando as variaveis na Eq. (23) e integrando, vemos que a solucfro satisfaz

	

H(x,y) = 4y - y2 - 12x + x3 = c,	 (24)

onde c e uma constante arbitraria. Uma rotina computational para fazer graficos ajuda a mostrar as curvas de
nivel de H(x, y), algumas das quail estão ilustradas na Figura 9.2.8. 0 sentido do movimento nas trajetOrias
pode ser determinado desenhando-se urn campo de direcOes para o sistema (22) ou calculando-se dxldt e dyldt
em um ou dois pontos selecionados. Pode-se ver, da Figura 9.2.8, que o ponto critico (2, 2) é urn ponto de sela,
enquanto o ponto (-2. 2) é urn centro. Observe que uma trajetOria sai do ponto de sela (quando t	 -Do), da
uma volta ern torno do centro e volta ao ponto de sela (quando t	 +oc).

FIGURA 9.2.8 TrajetOrias do sistema (22).

PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de 1 a 4, csboce a trajetOria correspondente a solucAo que satisfaz as condiceles
iniciais dadas e indique o sentido do movimento quando t cresce.

dx 1dt = -x,	 dy/dt = -2y;	 x(0) = 4, y(0) = 2
dxldt = -x,	 dy/dt = 2y;	 x(0) = 4, y(0) = 2	 e x(0) = 4, y(0) = 0
dx/dt -y,	 dy/dt x;	 x(0) = 4, y(0) = 0 e	 x(0) = 0, y(0) = 4
dx/dt = ay,	 dy/dt = -hx,	 a > 0, h > 0;	 x(0) = ,F7, y(0) = 0

Para cada um dos sistemas nos Problemas de 5 a 16:

Encontre todos os pontos criticos (soluctles de equilIbrio).

Use um computador para desenhar urn campo de direcOes e um retrato de face para o sistema.

Do(s) grafico(s) no item (b), determine se cada ponto critico é assintoticamente estavel, estavel ou insta-
vel, e classifique-o quanto ao tipo.

Descreva a bacia de atracao de cada ponto critico assintoticamente estavel. 

(23)
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d.rldt x — xy,	 dyldt = y + 2xy
dx/dr = 1 + 2y,	 dy/dr = 1 — 3x2

dx/dt = 2x — x2 — xy,	 dy/dt = 3y — 2y2 — 3xy
dx/dt = —(2 + y)(x + y),	 dy/dr = —y(1 — x)
dx/dt = y(2 — x — y),	 dy/dt = —x — y — try
dx I dt =- (2 + x)(y — x),	 dy I dt = y(2 + x — x2)
dxldt = —x + 2xy,	 dyldt = y — x 2 — y2
dx/dt = y,	 dy/dt = x — .t.r 3 —
dx/dt = (2 +x)(y — x),	 dy/dt = (4 — x)(y +
dx/dt = (2 — x)(y — x),	 dy/dt = y(2 — x —.r2)
dx/dt = x(2 — x — y),	 dyldt = —x + 3y — 2xy
dx/dt = x(2 — x — y), 	 dy/dr = (1 — y)(2 + x)

Em cada urn dos Problcmas de 17 a 24:
(a) Encontre uma equacão da forma H(x, y) = c para as trajet6rias.

(h) Desenhe divcrsas curvas de nivel para a funcao H . Essas stio as trajetOrias do sistema dado. Indique o
sentido do movimento em cada trajetOria.

4n2, 17. dx 1 dt = 2y,	 dy I dt = 8x	 4• 	 18. dxl dt = 2y,	 dy/dt = —8x
4'2 19. dx/dt = y,	 dyldt = 2x + y	 .'2 20. dx/dt = —x + y,	 dy/dt = —x — y
e, 21. dx I dt = —x + y + x2 ,	 dyldt = y — 2xy
0-2, 22. dxldt = 2x2y — 3x2 — 4y,	 dy/dt = —2xy2 + 6xy
4p2 23. Pe.ndulo nao amortecido: dx/dt = y,	 dy/dt = — senx

j,?, 24. Equaceies de Duffing'-: dx/dt = y,	 dyldt = —x + (x3/6)
Dado que x = 4)(t),y = *(t) a uma solucao do sistema autOnomo

	

d.rldt = F(x,y),	 dyldt = G(x,y)
para a < t <	 mostre que .v = (NO = 	 ( t — s).y = tli(t)= *(t — s)e uma solucao para a + s < t < + s, para
qualquer nrimero s.

Prove que, para o sistema

	

dxldt = F(x,y), 	 dy/ dr = G(x,y)
existe no maximo uma trajetOria passando por urn ponto dado (x„,  y„).
Stigestrio: seja	 a trajetOria gerada pela solucâo x = 0„(1). y = *„( t) corn rb„(to) = xo,*,(to)= y,, e seja C, a
trajetOria gerada pela solucao x = (Mt), y = *,(t) com 0,(1,) = xo,	 = y„. Use o fato de que o sistema
autOnomo e use. tambëm, o teorema de existência e unicidade para mostrar que Co e C, säo iguais.

Prove que, se uma trajetOria comeca em urn ponto nao critic() do sistema

	

dx/dt = F(x,y),	 dy/dt = G(x,y),
entäo nao pode atingir urn ponto critico (ro,yo) em urn intervalo de tempo linito.

Sugestao: suponha o contriirio, ou seja, suponha que a solucão x = OW, y = *( t) satisfaz cb(a) = xo, IP (a) =
y„. Depois use o fato do que x = x„, y	 uma soluciio do sistema dado que satisfaz a condicäo inicial x =
x„,y = y„ cm t = a.
Supondo que a trajetOria correspondents a uma solucilo x = OW, y = *(1), —co < t < oo de urn sistema au-
tOnomo e fechada, mostre que a solucao 6 periOdica.
Sugestrio: como a trajetOria e fechada, existe pelo menos um ponto (x„, y„) tal quc 0(0= x,,,*(t0)= yo e urn
nvimero T > 0 tal que cp(to + 7) = x,,,*(t„ + 7) = y„. Mostre que x = (D(t) = 0(1 + T),y = klr(t)= *(t + T) e uma
solucao e use o teorema de existèricia e unicidade para mostrar que d(t) = cb(t),4i(t)= *(t) para todo t.

9.3 Sistemas Localmente Lineares

Na Seca° 9.1 fizemos uma descriciio informal das propriedades de estabilidade da solucao de equilibrio
x = 0 do sistema linear bidimensional

'Georg Duffing (1861-1944), um alenulo experimentalista, foi pioneiro no estudo das oscilacOes de sistemas meednicos ndo
lineares. Scu trabalho mail importante foi uma monografia influente publicada em 1918.
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x' = Ax.	 (1)

Os resultados estflo resumidos na Tabela 9.1.1. Lembre-se de que supusemos que det A � 0, de modo que
x = 0 e o Onico ponto crftico do sistema (1). Agora que ja definimos os conceitos de estabilidade assintOtica,
estahilidade e instahilidade mais prccisamente, podemos enunciar esses resultados no teorema a seguir.

Teorema 9.3.1 0 ponto critic() x = 0 do sistema linear (1) 6: assintoticamente estavel se os autovalores r, e r2 sao reais e
	 	 negativos ou tem parte real negativa; estavel, mas nao assintoticamente estavel, Sc r, e r2 sac) imaginarios

puros; instavel se r, c r2 sac) reais e urn deles 6 positivo, ou se ambos tem parte real positiva.

Efeito de Pequenas Perturbaciies. Flea claro, desse teorema ou da Tabela 9.1.1, que os autovalores r,. r, da
matriz de coeficientes A determinam o tipo de ponto crftico cm x = 0 c suas caracterfsticas de estabilida-
de. Por sua vez, Os valores de r, e r2 dependem dos coeficientes no sistema (1). Quando um sistema desses
aparece em algum campo aplicado, os coeficientes resultam, em geral, de medidas de determinadas quan-
tidades ffsicas. Tais medidas estao sujcitas, muitas vezes, a pequenos erros, de modo que 6 de intcresse
investigar se pcquenas mudancas (perturbagfies) nos coeficientes podem afetar a estabilidade ou instabi-
lidade de um ponto crftico e/ou alterar de maneira significativa o padrao de trajetOrias.

Lembre que os autovalores r,, r, sao as rafzes da equacao polinomial

det(A — rI) = 0. 	 (2)

E possivel mostrar que perturbaceies pequenas em alguns ou cm todos os coeficientes sao refletidas em
perturbacties pequenas nos autovalores. A situacao mais sensfvel acontece quando r, = iF 2 e r2 =	 ou
seja. quando o ponto crftico é urn centro e as trajetOrias sac) curvas fechadas (elipses) em volta dele. Se
for fcita uma ligcira mudanca nos coeficientes, entao Os autovalores r, e r, teat() novos valores r,' =	 +
in' e r,' = -	 ondc A' 6 pequeno em valor absoluto e 	 = u (veja a Figura 9.3.1). Se A.' � 0, o que
acontece quase sempre, entao as trajetOrias do sistema perturbado serao espirais, em vez de elipses. 0 sis-
tema 6 assintoticamente estavel se A' < 0, mas a instavel se A' > 0. Assim, no caso de urn centro, pequenas
perturbacOes nos coeficientes podem transformar urn sistema estavel cm um instavel e, em qualquer caso,
pode-se esperar uma mudanca nas trajettirias de elipses para espirais (veja o Problema 27).

Outro caso, ligeiramente menos sensivel, acontece se Os autovalores r, e r2 sac) iguais: nesse caso o pon-
to crftico 6 um no. Pequenas perturbaciies nos coefieientes, normalmente, fazem com que as rafzes iguais
se separem (hi fit rquem). Sc as rafzes separadas forem reais, entao o ponto crftico do sistema perturbado
permanecerd um nO, mas se as rafzes separadas forem complexas conjugadas entao o ponto crftico se
transformard em urn ponto cspiral. A Figura 9.3.2 mostra essas duas possihilidades de modo esquematico.
Nesse caso, a estahilidade ou instahilidade do sistema nao 6 afetacla por pequenas perturbacOes nos coe-
ficientes, mas o tipo de ponto critic() pode mudar (veja o Problema 28).

FIGURA 9.3.1 Perturbaciio esquematica de r,	 r2

	x 	
r	 A

A - ip

FIGURA 9.3.2 Perturbacao esquenpitica de r, = r,.

r l = r2

X ri = A + ip
1'1= r2



(x,y)/r —4 0, g2(x , y) /r	 0 quando r —÷ O.

1

EXEMPLO
Determine se o sistema

0	 0
0 ,5 ) (x

y
) (	 –x 2 – xy

–0,75xy – 0,25y2
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Em todos os outros casos, perturbacOes suficientemcnte pequenas dos coeficientes nao alteram a es-
tahilidade ou instahilidade do sistema, nem o tipo de ponto critico. Por exemplo, se r e r2 sao reals• nega-
tivos e distintos, entao uma mudanca pequena nos coeficientes nao vai alterar os sinais de r, e r2 , nem vai

.

permitir que eles se tornem iguais. Assim, o ponto critico permanecerd um no assintoticamente estavel.

Aproximaciies Lineares de Sistemas A ido Lineares. Vamos considerar, agora, urn sistema a u tOnonto bidimen-
sional nao linear

= f (x).

Nosso objetivo principal 6 investigar o comportamento das trajetOrias do sistema (3) pert° de um ponto
critico x°. Lembre-se de que observamos, no Exemplo 1 da Seca° 9.2, que perto de cads ponto critico
de urn sistema nao linear o padrao das trajet6rias e parecido corn o das trajetOrias de urn determinado
sistema linear. Isso sugere que pert° de urn ponto critico podemos ser capazes de aproximar o sistema
nao linear (3) por urn sistema linear apropriado, cujas trajetOrias sejam faceis de descrever. A pergunta
crucial 6 se, e como, podemos encontrar urn sistema linear cujas trajetOrias estejam Inuit° prOximas das
trajetOrias do sistema nao linear perto do ponto critico.

E conveniente escolher o ponto critico como a origem. Isso nao envolve perda de generalidade, ja que
se x° � 0, 6 sempre possivel fazer a substituicäo u = x – na Eq. (3). Entao u satisfaz urn sistema autOno-
mo corn urn ponto critic() na origem.

Vamos considerar, primeiro, o que significa, para o sistema nao linear (3), estar "proximo" de um sis-
tema linear (1). Suponha, entao, que

x = Ax g(x)

e que x 0 6 um pont° critico isolado do sistema (4). Isso signilica que existe algum circulo cm torno da
origem no interior do qual nao existem outros pontos crfticos. Alem disco, vamos supor que (let A
de modo que x = 0 tarnt:m é urn ponto critic° isolado do sistema linear x' = Ax. Para que o sistema nao
linear (4) esteja prOximo do sistema linear x' = Ax, temos que supor que g(x) e pequeno. Mais precisa-
mente, vamos supor que as componentes de g tern derivadas parciais de primeira ordem continual C que
g satisfaz a condicao

lig( x )11/ x il	 0 quando x	 0;	 (5)

ou seja, Ile a pequeno em comparacâo corn a pi-6pda IlxiI perto da origem.Tal sistema e chamado de siste-
ma localmente linear na vizinhanca do ponto critico x = O.

Pocle ser util escrever a condicao (5) em forma escalar. Sc x T = (x, v), entao 114 =
x, y), g2 (x , y)), entao	 =

(5) 6 satisfeita se, e somente se, 	

(.v2 + y2)1"
logamente, se g T(x) = (g,(.x,	

r. Ana-
[ex, y) +	 y)r 2 . Segue, entao, que a condicão

localmente linear em uma vizinhanca da origem.
Observe que o sistema (7) 6 da forma (4), de modo que (0, 0) 6 urn ponto critico, e que det A � 0. Nilo 6

dificil mostrar que os outros pontos criticos da Eq. (7) sao (0,2),(1, 0) e (0,5; 0,5); em consequéncia, a origem
urn ponto critico isolado. Para veri hear as condicOes (6), 6 conveniente introduzir coordenadas polares, fazendo
x r cos 0,y = r sen O. Entao,

g, (x, y)	 –x 2 – xy	 cost 0 – r2 sen9 cos

= –r(cos2 0 +sen0 cos 0)	 0

quando r	 0. De maneira analoga, pode-se mostrar que g2(x, y)Ir	 0 quando r	 0. Portanto, o sistema (7)
localmente linear perto da origem.

EXEMPLO

2
O movimento de urn padulo e descrito pelo sistema [veja a Eq. (13) da Secdo 9.2]

dx	 dy
—
dt 

= –v2senx – yy. (8)



- xo) + ( 111 (x y))

- ye	 q2(x,y)

1:4
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Os pontos criticos são (0,0), (±7r, 0), (±2;r, 0), ..., de modo que a origem e urn ponto critic() isolado desse siste-
ma. Mostre que o sistema é localmente linear proximo d origem.

Para comparar as Eqs. (8) corn a Eq. (4). precisamos escreve-las de modo a identificar claramente os termos
lineares e os nao lineares. Escrevendo sen .v = x + (sen x -x) e substituindo esta expressOo na segunda das Eqs.
(8), obtemos o sistema equivalente

0
(y) ' = (_ (02

0
(sen.- x) • (9)

Comparando a Eq. (9) corn a Eq. (4), vemos que gt (x, y) = 0 e g2 (x, y) = -w2(sen - x). Da serie de Taylor
para sen x, sabemos que sen x - x se comporta como -x 313! =	 cos' 0)/3! quando x e pequeno. Em conse-
quencia, (sen x -	 -+ 0 quando r	 0. Portanto, as condiceies (6) szlo satisfeitas e o sistema (9) e localmente
linear perto da origem.

Vamos voltar, agora. para o sistema nao linear geral (3) que, em forma escalar, flea

= F(x,y),	 = G(x,y)•	 (10)

O sistema (10) vai ser localmente linear em uma vizinhanca de urn ponto critico (x„. yo) sempre que as
funceles F e G tiverem derivadas parciais continuas ate a segunda ordem. Para mostrar isso. usamos a
expansao de Taylor em tomb do ponto (x„,y 0) para escrever F(x, y) e G(x,y) na forma

F(x,y) = F(xo,yo) + Fx(ro, Yo)( x. - x0) -4 Fy(xo, yo)(.1' yo) + q i (x.y),

G(x,y)	 G (xo, y0) + Gx(xo,Yo)(x - xo) 4 Gy( ro.Yo)(Y - ye) -F 112(X . Y.),

onde	 y)/[(x - xo) 2 + (y - yo)2]"2
	 0 quando (x, y)	 (.tD, y„) e analogamente para	 Note que aro,

yo) = G(xo, y„) = 0 e que dxldt = d(x - xo)Idt e dyldt = d(y - y ( ,)1 dt. Entao, o sistema ( 10) se rcduz a

d	 - xo)	 Fx(ro,yo) Fy(xo . yo)
dt Yo G., (X0 yo) Gy (X0 . YO))

ou, em notacAo vetorial.

du	 cif
dt	 dx

)u - ri(x), (12)

onde = (x -	 Y - Yo) r  c n = (h, r12)'.
Esse resultado tern duas consequOncias. A primeira e que se as funcOes F e G forem duas vezes dife-

renciaveis, emir° o sistema (10) sera localmente linear e nao e necesstirio usar o processo li mite utilizado

nos Exemplos 1 e 2.A segunda 6 que o sistema linear que aproxima o sistema nao linear (10) perto de (xo,

yo) e dado pela parte linear da Eq. ( I I) ou da (12):

1	 (xo, yo)	 F.s (X0, YO)

dt CIL2) —
	 )	 (13)

	

y0)	 G y (xo, yo)	 112

onde it ' = x - xo e u, = y - y„. A Eq. (13) fornece urn m6todo simples e geral para se encontrar o sistema
linear correspondente a urn sistema localmente linear perto de urn ponto critico.

A matriz

	

F,	 F.
J= 

(G

que aparece como matriz de coeficientes na Eq. (13) 6 chamada de matriz jacobiana l das funcoes F e G
em relaciio a x e y. Precisamos supor que det(J) nä° se anula em (x 0, yO, de modo que este ponto seja
tambem urn ponto critico isolado do sistema linear (13).

Use a Eq. (13) para encontrar o sistema linear correspondente as equacaes do pi.,, ndulo (8) perto da origern;
perto do ponto critic() (Tr. 0).

Nesse caso, da Eq. (8), temos

(14)

EXEMPLO

3 

F(x,y) = y, G(x,y) = - (02 sen x - y y;	 (15)   

'Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), urn analista alema- o que foi professor c lecionou nas Universidades de Ktinigsberg e de
Berlim, fez contribuicaes importantes a teoria de funcOes elipticas. 0 determinante de J e sua extensao a n (unceles de n variA-
veis 6 chamado de jacobiano devido ao seu artigo notavel publicado em 1841 sobre as propriedades desse determinante. A ma-
triz correspondente tambem leva o nome de Jacobi, embora matrixes nao tenham sido desenvolvidas ate depois de sua morte.



como essas funcOes sac) tao diferenciaveis quanto necessario, o sistema (8) 6 localmente linear perto de cada
ponto critico. As derivadas de F e G sac)

F, = 0,	 Fy = 1.	 Gx . —w2 cos x,	 Gy = —y.	 (16)

IThtão,na origem, o sistema linear correspondente 6
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—Y	
(17)

o que esta de acordo corn a Eq. (9).
Analogamente, calculando as derivadas parciais dada pela Eq. (16) em (7r, 0), obtemos;

d (I

tt 
— (0
	 1) (u)
2 —y	 r

onde It = .r — Tr, = y. Esse 6 o sistema linear correspondente as Eqs. (8) perto do ponto (n.0).

( 18)

Vamos voltar, agora, ao sistema localmente linear (4). Como o termo nao linear g(x) e pequeno corn-
parado ao termo linear Ax quando x 6 pequeno, 6 razoavel esperar que as trajetOrias do sistema linear
(1) sejam boas aproximacOes das trajetOrias do sistema nao linear (4), pelo menos perto da origem. lsso
ocorre na maioria dos casos (mas nao em todos), como diz o prOximo teorema.

Teorema 9.3.2 Sejam r, e r, os autovalores do sistema linear (1) correspondente ao sistema localmente linear (4). Entao
	  o tipo e a estabilidade do ponto critico (0,0) do sistema linear (1) e do sistema localmente linear (4) sao

como descritos na Tabela 9.3.1.

Nesse estägio, a demonstracao do Teorema 9.3.2 6 (Illicit demais para colocar aqui, de modo que acei-
taremos esse resultado sem demonstracao. As afirmacOes para a estahilidade assintOtica e para a ins-
tabilidade seguem como consequëncia de um resultado discutido na Secao 9.6, e os Problemas 10 a 12
daquela secao esbocam uma demonstracao. Essencialmente, o Teorema 9.3.2 diz que para x (ou x — x")

pequeno os termos nao lineares tambem são pequenos e nao afetam a estahilidade e o tipo de ponto
critico determinados pelo sistema linear, exceto em dois casos sensfveis: quando r, e r, forem imaginarios
puros e quando r, e r, forem reais e iguais. Lembre-se de que antes, nesta secao,afirmamos que pequenas
perturbacOes nos coeficientes do sistema linear (1), e, portanto, nos autovalores r,e r2, so podem alterar
o tipo e a estahilidade nesses dois casos. E razodvel esperar que o pequeno termo nao linear na Eq. (4)
possa ter urn efeito substancial semelhante, pelo menos nesses dois casos. Isso ocorre, mas o resultado
mais importante do Teorema 9.3.2 6 que em todos os otaros casos o termo pequeno nao linear nao altera
o tipo ou a estabilidade do ponto critico. Assim, exceto nos dois casos sensfveis o tipo e a estabilidade
do ponto critico do sistema nao linear (4) podem ser determinados por um estudo do sistema linear (1)
inuito mais simples.

TABELA 9.3.1 Propriedades de Estahilidade e Instabilidade de Sistemas Lineares e
Localmente Lineares

Sistema Linear Sistema Localmente Linear

ri , r2 Tipo Estahilidade Tipo Estabilidade

r i > r2 > 0 N Instavel N Instavel
r i < r2 < 0 N Assintoticamente

estavel
N Assintoticamente

estavel
r2 < 0 < r i PS Instavel PS Instavel
r i = r, > 0 NP ou NI Instavel N ou PE Instavel
r i = r2 < 0

r i ,r2 = A ± itt

NP ou NI Assintoticamente
estavel

N ou PE Assintoticamente
estavel

A > 0 PE Instavel PE Instavel
A < 0 PE Assintoticamente

estavel
PE Assintoticamente

estavel
r i = ill, r2 = —ill. C Estavel C ou PE Indeterminado

Nora: N, n6; NI, n6 imprOprio; NP, n(5 prOprio; PS, ponto de sela; PE, ponto espiral:C, centro

—
) (d	 0	 1	 x

(it y
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Mesmo que o ponto critico seja do mesmo tipo que o do sistema linear, as trajetOrias do sistema lo-
calmente linear podem ter aparencia bem diferente das do sistema linear correspondente, exceto muito
prOximo do ponto critico. No entanto, pode-se mostrar que os coeficientes angulares das rotas tangentes
as trajetOrias que "entram" ou "saem" do ponto critic() sao dados corretamente pela equacao linear.

Pendulo Amortecido. Vamos continuer nossa discussao sobre o pendulo amortecido iniciada nos Exem-
plos 2 e 3. Perto da origem, as equagOes nao lineares (8) sat) aproximadas pelo sistema linear (17), cujos
autovalores sat)

r1, r2 =
_y 1y2 4,2

2 (19)

A natureza das solucOes das Eqs. (8) e (17) depende do sinal de y — 4co = da seguinte maneira:

Se y — 4w2 > 0, entao os autovalores sao reais, distintos e negativos. 0 ponto critico (0.0) 6 urn no assinto-
ticamente estavel do sistema linear (17) e do sistema localmente linear (8).
Se y — 4w2 = 0, entao os autovalores sao reais, iguais e negativos. 0 ponto critico (0.0) 6 urn no (prOprio
ou imprOprio) assintoticamente estavel do sistema linear (17). Pode ser um n6 assintoticamente estavel ou
urn ponto espiral do sistema localmente linear (8).

3. Sc y"' - 4w2 < 0. entao os autovalores sac) complexos corn parte real negativa. 0 ponto critic() (0. 0) é um
ponto espiral assintoticamente estavel do sistema linear (17) e do sistema localmente linear (8).

Erna°, o ponto critico (0, 0) sera um ponto espiral do sistema (8) se o amortecimento for pequeno e sera
um no se o amortecimento for suficientemente grande. Ern qualquer dos casos, a origem 6 assintotica-
mente estavel.

Vamos considerar, agora, o caso y2 - 4a; < 0, correspondente a urn amortecimento pequeno, corn mais
detalhes. 0 sentido de movimento das espirais prOximas de (0, 0) pode ser obtido diretamente das Eqs.
(8). Considere o ponto no qual a espiral intersecta 0 semieixo positivo dos y	 = 0, y > 0). Em tal ponto,
segue das Eqs. (8) que t/x/dt > 0. Logo, o ponto (x,y) na trajetOria esta se movendo para a direita, de modo
que o sentido do movimento nas espirais e horario.

0 comportamento do pendulo perto dos pontos criticos da forma (±mr, 0), corn n par, 6 o mesmo que
ocorre perto da origem. Esperamos que isso seja verdade por consideracOes fisicas, jti que todos esses
pontos criticos correspondem a posicao de equilibrio mais baixa do pendulo. Essa conclusao pode ser
contirmada repetindo-se a analise feita antes para a origem. A Figura 9.3.3 mostra as espirais no sentido
horario em alguns desses pontos criticos.

FIGURA 9.3.3 Pontos espirais assintoticamente estaveis para o pendulo amortecido.

Vamos considerar agora o ponto critic() (7r, 0). Aqui as equacOes nao lineares (8) sat) aproximadas pelo
sistema linear (18), cujos autovalores sao

ri,r2 = 
_y iy 2 + 4w2

2
	 (20)

Urn autovalor (r 1 ) é positivo e o outro (r2) é negativo. Portanto, independentemente de quao forte é o
amortecimento, o ponto critic() x = 7r, y = 0 6 um ponto de sela instavel tanto do sistema linear (18) quanto
do sistema localmente linear (8).

Para examinar o comportamento das trajetOrias perto do ponto de sela (7r, 0) mais detalhadamente,
escrevemos a solucao geral da Eq. (18), a saber,

(u) = Cl (r,) erg + C2 ( r
2
) erg ,	 (21)

onde C, e C2 silo constantes arbitrarias. Como r, > 0 e r2 < 0, segue que a solucao que tende a zero quando
t	 oo corresponde a C, = 0. Para essa solucao, tilt/ = r2, de modo que o coeficiente angular da reta tan-
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gente as trajetdrias que "entram" a negativo: ulna esta no Segundo quadrante (C, < 0) e a outra no quarto
quadrante (C, > 0). Para C, = 0, obtemos o par de trajetOrias "saindo" do ponto de sela. Essas trajetOrias
tem como coeficiente angular da reta tangente na origem r, > 0: uma esta no primeiro quadrante (C, > 0)
e a outra no terceiro quadrante (C, < 0).

A situacão e a mesma nos outros pontos criticos da forma (117r, 0), corn n impar. Todos eles correspon-
dem a posiedo de equilfbrio mais alta do pendulo, de modo que esperamos que sejam instaveis. A analise
em (7r, 0) pode ser repetida para mostrar que sdo pontos de sela orientados da mesma maneira que o
ponto em (7r, 0). A Figura 9.3.4 mostra diagramas das trajetOrias em vizinhancas de dois pontos de sela.

FIGURA 9.3.4 Pontos de sela ii sta yers para o pendulo amortecido.

As equagOes de movimento de urn determinado pendulo são

dx/dt = v.	 dy/dt = —9 senx —	 (22)

onde x = 0 e y dOldt. Desenhe urn retrato de fase para esse sistema e explique como ele mostra os movimentos
possiveis do pendulo.

Fazendo o grittier) de trajetOrias comecando em diversos pontos iniciais no piano de fase, obtemos o retrato de
fase ilustrado na Figura 9.3.5. Como vimos, os pontos criticos (solucties de equilibrio) SR) os pontos da forma (tur,

0), onde n = 0, + I. ±2,	 Valores pares de n, incluindo o zero, correspondem a posted() mais baixa do pendulo,
enquanto valores Impares de n correspondem a posiedo mais alta. Perto de cada ponto critico assintoticamente es-
tavel as trajetOrias sao espirais no sentido horario que representam uma oscilacdo que vai diminuindo, tendendo a
posiedo de equilibrio. As partes horizontals corn forma de ondas das trajetOrias que ocorrem para valores grandes
de lyl representarn movimentos do pendulo que vao alt;rn da posted() de equilibrio mais alta. Note que tat movi-
mento ndo pode continuer indetinidamente, independente de qu5o grande c lyl; alguma hora a velocidade angular
vai ser sulicientemente reduzida polo termo de amortecimento, de modo que o pendulo nao pode it mais alto do
que o ponto de equilibrio mais alto e, em vez disso. comeca a oscilar em tomb do ponto de equilibrio mais haixo.

FIGURA 9.35 Retratos de fase para o pendulo amortecido do Exemplo 4.

A bacia de atracdo da origem aparece sombreada na Figura 9.3.5. Ela e limitada pelas trajetOrias que en-
tram nos dois pontos de sela adjacentes em (7,0) e (-7r, 0). As trajetOrias que limitam a regido sao separatrizes.
Cada ponto critic° assintoticamente estavel tern sua prOpria bacia de atracdo, limitada pelas separatrizes en-
trando nos dois pontos de sela vizinhos.Todas as bacias de atracdo sdo congruentes a bacia sombreada; a imica
diferenca c que estdo transladadas horizontalmente por distancias apropriadas. Note que e matematicamente
possfvel (embora fisicamente irrealizavel) escolher condicOes iniciais exatamente sobre a separatriz, de modo
que o movimento resultante levaria a um pOndulo oscilando em uma posted() acima do equilibrio instavel.

EXEMPLO

4
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Ulna diferenca importante entre sistemas autOnomos Liao lineares e o sistema linear discutido na Se-
ca° 9.1 a ilustrado pelas equacties do pendulo. Lembre que o sistema linear (1) so tem um ponto critico
cm x = 0 se det A � 0. Assim, se a origem for assintoticamente estavel, entao nao so as trajetOrias que
comecam perto da origem tendem a ela, mas, de fato, todas as trajet6rias tendem a origem. Nesse caso o
ponto critico x = 0 e dito globalmente assintoticamente estavel. Essa propriedade de sistemas lineares nao
6 %/Alicia, em geral, para sistemas nao lineares, mesmo se o sistema nao linear tiver apenas urn ponto critic()
assintoticamente estavel. Portant°, para sistemas nä° lineares o problema importante é determinar (ou
estimar) a bacia de atracao para cada ponto critico assintoticamente estavel.

PROBLEMAS Em cada urn dos Problcmas de 1 a 4, verifique que (0, 0) e um ponto critico, mostre que o sistema é localmen-
te linear e discuta o tipo e a estabilidade do ponto critico (0,0) examinando o sistema linear correspondente.

dx/dt = x - y2 ,	 dy/dt =x - 2y + x2
dx/dt = -x + y + 2xy,	 dy/dt = -4x - y +	 - y2
dx/dt = (1 + x)seny,	 dy/dt = 1 - x - cosy
dx/dt =x+ y2 ,	 dy/dt =x+ y

Em cada um dos Problems de 5 a 18:
Determine todos os pontos crilicos do sistema de equagOes dado.
Encontre o sistema linear correspondente perto de cada ponto critico.
Encontre os autovalores de cada sistema linear. 0 que voce pode concluir sobre o sistema nä° linear?
Desenhe um retrato de face do sistema nao linear para confirmar suas conclusOes ou para estendé-las nos
casos em que o sistema linear nao fornece informacOes definidas sobre o sistema nao linear.

4'2 5. dx/dt = (2 + x)(y - x),	 dy/dt = (4 - x)(y +x)

0-2, 6. dx/dt =x - x2 -xy,	 dy/dt = 3y - xy - 2y2
01 7. dx/dt = 1 - y,	 dy/

	 = x 2 	 y2

02 8. dx/dt =x -x2 -xy,	 dy/dt = -y2- Qxy

4P, 9. dx/dt = (2 + y)(y - 0,5x),	 dy/dt = (2 - x)(y + 0,5x)
02, 10. dx/dt =x+ X2 + y2 ,	 dy/dt = y - xy
02, 11. dx/dt = 2x + y + xy3 ,	 dy/dt =x - 2y - xy

07,, 12. dx/dt = (1 + x)seny,	 dy/dt = 1 - x - cosy
64.,?, 13. dx/dt = x - y2 ,	 dy/dt = y- x2
0-2, 14. dx/dt = 1 - xy,	 dy/dt = x - y3
0-2, 1

•

 5. dx/dt = -2x - y - x(x2 + y2 ),	 dy/dt = x - y + y(x2 + y2)
02,1

•

 6. dx/dt y+ x(1 - x2 - y2 ),	 dy/dt = —x+ y(1 - x2 - y2)
*-2, 17. dx/dt = 4 - y2 ,	 dy/dt = (1,5 + x)(y — x)

0,?, 18. dx/dt = (1 — y)(2x — y),	 dy/dt = (2 + x)(x — 2y)
19. Considere o sistema autOnomo

	

dx/dt = y,	 dY/dt = x + 2x3.

Mostre que o ponto critico (0, 0) é urn ponto de sela.
Esboce as trajetOrias para o sistema linear correspondente integrando a equacao para dyldx. Mostre,
a partir da forma parametrica da solucao, que a (mica trajetOria na qual x 	 0, y —). 0 quando	 00

y = —x.
(c) Determine as trajetOrias para o sistema nao linear integrando a equacao para dyldx. Esboce as traje-

tOrias para o sistema nao linear que correspondem a y = —x e ay =x para o sistema linear.
20. Considere o sistema autOnomo

	

dx/dt = x,	 dy/dt = -2y + x3.

Mostre que o ponto critico (0, 0) e urn ponto de sela.
Esboce as trajetOrias para o sistema linear correspondente e mostre que a trajetOria na qual x	 0,
y 0 quando t	 oo ex= 0.

(c) Determine as trajetOrias para o sistema nao linear para x 0 integrando a equacao para dy/dx. Mos-
tre que a trajetOria correspondente a x= 0 para o sistema nao linear nao se altera, mas que a corres-
pondente a y= 0 e y =	 Esboce diversas trajetOrias para o sistema nä° linear.
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21. A equacäb de movimento de um pendulo nil() amortecido e d20Idt i a,2 sen 0 = 0, onde = gIL. Faca x = 0,
y = deldt para obter o sistema de equacOes

	

dx/dt = y,	 dy/dt = — tt)2sen x.

Mostre que os pontos criticos säo (±tnr, 0), n = 0, 1,2, ..., e que o sistema a localmente linear na vizi-
nhanca de cada ponto critico.
Mostre que o porno critico (0, 0) a um centro (estavel) do sistema linear correspondente. Usando 0
Teorema 9.3.2, o que se pode dizer sobre o sistema não linear? A situaciio e semelhante nos pontos
criticos (±2n7r, 0). n = 1,2.3.... Qual a interpretacäo fisica desses pontos criticos?
Mostre que o ponto critico (7,0)6 urn ponto de sela (instavel) do sistema linear correspondente. 0 que
voce pode concluir sobre o sistema nâo linear? A situacdo 6 semelhante nos pontos criticos (±(2n —
1)7, 0), n = 1,2,3, ... Qual a interpretacdo fisica desses pontos criticos?
Escolha um valor para co= e faca o grafico de algumas trajetOrias do sistema na() linear na vizinhanca
da origem. Voce pode concluir mais alguma coisa sobre a natureza do ponto critic() (0.0) para o siste-
ma näo linear?

(e) Usando o valor de to' do item (d), desenhe urn retrato de fase para o pendulo. Compare seu grafico
corn o da Figura 9.3.5 para o pendulo amortecido.

22. (a) Resolvendo a equacdo para dy/dx, mostre que as equacOes das trajet6rias do pendulo nao amortecido
do Problema 21 podem ser escritas na forma

	

Zy' + 	— cos x) = c,	 (i)
onde c 6 uma constante de inte9,raciio.
Multiplique a Eq. (i) por	 Depois expresse o resultado em tcrmos de 0 para obter

1 mL-, (d0 2

—	 dB + mgL(1 — cos 0) = E.

onde E = niL2c.
Mostre que o primeiro termo na Eq. (ii) 6 a energia cin6tica do p8ndulo e que o segundo termo 6
a energia potencial devida a gravidade. Logo, a energia total E do pendulo a constante ao longo de
qualquer trajetOria; seu valor 6 determinado pelas condicOes iniciais.

23. 0 movimento de determinado pendulo nao amortecido a descrito pelas equacoes

	

dxldt = y,	 dyldt = —4 senx.

Se o pendulo for colocado ern movimento corn urn deslocamento angular A e sem velocidade inicial, então
as condicOes iniciais serao x(0) = A, y(0) = O.

Considere A = 0,25 e faca o grafico de x em funcdo de t. Do grafico, estime a amplitude R e o periodo
T do movimento resultante do pendulo.
Repita o item (a) para A = 0,5; 1,0; 1,5 e 2,0.
De que modo a amplitude e o period° do movimento do pendulo dependem da posicao inicial A?
Desenhe urn grafico para mostrar cada uma dessas relacties. Voce pode dizer alguma coisa sobre o
valor limite do period() quando A	 0?
Seja A = 4 e faca o grafico de x em funcdo de t. Explique por que esse grafico difere dos graficos nos
itens (a) e (b). Para que valor de A ocorre a mudanca?

e, 24. Considere, mais uma vez, as equacOes do pendulo (veja o Problema 23)

	

dx Idt = y,	 dyldt = —4 sen x.

Se o pendulo for colocado em movimento a partir de sua posicão mais baixa de equilfbrio corn velocidade
angular v, entao as condicOes iniciais seräo x(0) = 0, y(0) = v.

Faca os graficos de x em funcäo de t para v = 2 e, tambem, para v = 5. Explique os movimentos dife-
rentes do pendulo representados por esses dois griificos.
Existe um valor critico de v, que denotaremos por v„ tal que urn tipo de movimento ocorre para v < v,

	

e o outro tipo ocorre para v >	 Estime	 o valor de vc.
0.2, 25. Este problema estende o Problema 24 para o caso de um pendulo amortecido. As equacOes de movimento

sdo

dxIdt = y,	 dyldt = —4 senx — yy,

onde ye o coeficiente de amortecimento, corn condicOes iniciais x(0) = 0, y(0) = v.
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Para y = 1/4, faca o graft° de x em fungdo de t para v= 2 e v = 5. Explique esses graficos em termos dos
movimentos do pëndulo que representam. Explique, tambem, qual a relacäo entre eles e os graficos
correspondentes no Problema 24(a).
Estime o valor crftico v. da velocidade inicial onde ocorre a transicao de urn tipo de movimento para
outro.

(c) Repita o item (b) para outros valores de y e determine como v. depende de y.
26. 0 Teorema 9.3.2 nao da informacäo sobre a estabilidade de um ponto critic() de urn sistema localmente li-

near se esse ponto for um centro do sistema linear correspondente. Clue isso tern que acontecer e ilustrado
pelos sistemas

dx/dt = y + x(x2 + y2),	
(i)

dy/dt = –x + y(x2 + y2)

dx/dt = y – x(x2 ± y2 ),

dy/dt = –x Ax2 + y2 ).

Mostre que (0, 0) 6 urn ponto crftico de cada sistema e que, alent clisso, 6 urn centro do sistema linear
correspondente.
Mostrc quc cada sistema é localmente linear.

(c) Seja r2 = x2 + y 2 e note que xdxldt + ydyldt rdrldt. Para o sistema (ii). mostre que dridt < 0 c que r
0 quando t	 co; portanto, o ponto critic() 6 assintoticamente estavel. Para o sistema (i), mostre que a
soluc50 do problema de valor inicial para r corn r = r,, em t = 0 torna-se ilimitada quando t –).1/2ro2e,
portanto, o ponto crftico e instavel.

Nestc problema, vamos mostrar como pequenas mudancas nos coeficientes de urn sistema de equagOes
lineares podem afetar urn ponto critic() que e um centro. Considere o sistema

x, =	 0	 1)
x.

	

–1	 0

Mostre que os autovalores sao +i, de modo que (0, 0) 6 urn centro. Considere, agora o sistema

	

E	 1
x' =

	–1 	
) x,

onde 1E1 e arbitrariamente pequeno. Mostre que os autovalores s5o E f i. Assim, independentemente do
qudo pequeno for Icl � 0, o centro torna-se urn ponto espiral. Sc E < 0, o ponto espiral vai ser assintotica-
mente estavel; se E > 0, o ponto espiral vai ser instavel.
Neste problema. vamos mostrar como pequenas mudancas nos coeficientes de um sistema de equacrpes
lineares podem afetar urn ponto critic() quando Os autovalores s5o iguais. Considere o sistema

0 –1

Mostre que os autovalores sao r, = –1,r2 = –1,de modo que o ponto crftico (0,0) e um no assintoticamente
estavel. Considere, agora, o sistema

,	 (-1	 1
x =

–c –1) x,

onde Icl e arbitrariamente pequeno. Mostre que Sc E > 0, ent5o os autovalores sdo –1 ± i f, de modo que
o no assintoticamente estavel se transformou em urn ponto espiral assintoticamente estavel. Se E < 0, ent5o
as rafzes säo –1 ±	 e o ponto crftico permanece sendo urn no assintoticamente estavel.

29. Neste problema, vamos deduzir uma fOrmula para o period° natural de urn pendulo nüo linear näo amor-
tecido [c = 0 na Eq. (10) da Secão 9.2]. Suponha que a massa e puxada por um Angulo positivo a e, depois,
solta corn velocidade zero.
(a) Pensamos, em geral, em 0 e dOldt como func -Oes de t. No entanto, invertendo os papeis de t e 0, pode-

mos considerar t como funcao de B e, portanto, pensar, tambdm, em dOldt como fling -do de B. Deduzi-
mos, entao, a seguinte sequéncia de equaciies:

1 n1L2 d r(doVi
2	 p7) = –mgLsen9,

1 
m (–L— = IngL(cos0 – cos a),

2	 dt
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do
dt = -

2g 3cos 9 - cos a•

Por que foi escolhida a raiz quadrada negativa na Ultima equacao?
Se T e o perfodo natural de oscilacAo, deduza a formula

T	 L f° 	 dO 

4	 2g L 3cos 0 - cos a

Usando as identidades cos 0 = 1 - 2 sen2(9/2) e cos a = 1 - 2 sen2 (an), seguidas pela mudana de vari-
dvel sen(0/2) = k sen 4), corn k = sen(a/2), mostre que

L rI 2 	 do
g	 - k2sen2

Essa e uma integral eliptica de primeira especie. Note que o perfodo depende da razäo Llg e, tambem,
do deslocamento inicial, atraves de k = sen(a/2).

(d) Calculando a integral na expressäo para T, obtenha valores de T que voce possa comparar corn as
estimativas graficas obtidas no Problema 23.

30. Uma generalizacäo da equaciio do pendulo amortecido discutida no texto, ou de um sistema mola-massa,
e a equacao de Lienard4

	

d2x	 dx

	

dt 2	 c(x) dt	 g(x) = °-

Se c(x) for constante e g(x) = kx, entdo esta equagfio tern a forma da equacäo linear do pendulo [suhstitua
sen 0 por 0 na Eq. (12) da Seciio 9.2]; caso conträrio, o amortecimento c(x)dx/dt e a forca restauradora g(x)
sag niio lineares. Suponha que c e continuamente diferenciável, que g e duas vezes continuamente diferen-
ciavel e que g(0) = 0.

Escreva a equac5o de Lienard como urn sistema de duas equagOes de primeira ordem, introduzindo a
variavel v =
Mostre que (0,0) e um ponto critic() e que o sistema a localmente linear em uma vizinhanca de (0,0).

(c) Mostre que, se c(0) > 0 e g' (0) > 0, ent5o o ponto critic() e assintoticamente estavel, e. se c(0) < 0 ou se
g'(0) < 0. entdo o ponto critic° e instavel.
Sugestao: use a serie de Taylor para aproximar c e g em uma vizinhana de x = O.

9.4 Especies em Competicdo

Nesta secao e na prOxima vamos explorar a aplicnao da analise do piano de fase em alguns problemas
em dindmica populacional. Esses problemas envolvem duas populnees interagindo e sdo extensOes dos
discutidos na Secflo 2.5, que trataram de uma Unica populnAo. Embora as equnOes discutidas aqui sejam
extremamente simples, se comparadas as relnOes bastante complexes que existem na natureza, ainda
possfvel compreender algumas coisas sobre princfpios ecolOgicos pelo escudo desses modelos. Modelos
iguais ou semelhantes tambem foram usados para estudar outros tipos de situnOes competitivas, como,
por exemplo, negOcios competindo pelo mesmo mercado.

Suponha que, em algum ambiente fechado, existem duas especies semelhantes competindo por
suprimento limitado de comida — por exemplo, duas especies de peixe em um lago, nenhuma sendo presa
da outra, mas ambas competindo pela comida disponfvel. Vamos denotar por e y as populn6es das duas
especies em urn instance t. Como discutido na Secäo 2.5, vamos supor que a populacao de cada especie,
na ausencia da outra, seja governada por uma equacâo logistica. Então

dx I dt = x(E i - 0-i x),	 (la)

dy I dt = y(e2 - a2y),	 (lb)

respectivamente, onde c, e E 2 sao as taxas de crescimento das duas populnOes e E,lo-, e c 2/a2 sdo sews nfveis
de saturndo. No entanto, quando ambas as especies estão presentes cada uma vai afetar o suprimento

'Alfred-Marie Li6nard (1869-1958), professor na Ecole des Mines em Paris, trabalhou em eletricidade,mecânica e matemati-
ca aplicada. Os resultados de sua investigaciio sobre essa equacao diferencial foram publicados em 1928.

T=
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de comida disponfvel para a outra. De fato, clas reduzem as taxas de crescimento e os nfveis de saturacao
uma da outra. A expressäo mais simples para reduzir a taxa de crescimento da espdcie x devido a pre-
senca da especie y é substituir o fator de crescimento E l - a ix na Eq. (la) por E l - a,x — ay, onde a, e uma
medida do grau de interferencia da especie y sobre a especie x. Analogamente, substituimos e 2 — ay na
Eq. (lb) por - a>v — a x. Obtemos, entao, o sistema de equacees

dx/dt = x(e 1 — a i x — aiy),
(2)

dy/dt = y(62 — a2y — a2x).

Os valores das constantes positivas e,, a1 , a,, 6,, a2 e a, dependem das especies particulares em conside-
rack) e tern que ser determinados, em geral, atraves de observacees. Estamos interessados nas solucees
das Eqs. (2) para as quais x e y näo säo negativos. Nos dois exemplos a se guir, discutimos dois problemas
tipicos em detalhe. Voltaremos as equagOes gerais (2) no final desta secdo.

Discuta o comportamento qualitativo das solucees do sistema
dx/dt x(1 — x — y),	

(3)
dy/dt = y(0,75 — y — 0,5x).

Encontramos os pontos criticos resolvendo o sistema de equagOes algdbricas

	

x(1 — x — y) = 0,	 y(0,75 — y — 0,5x) = 0.	 (4)

A primeira equaciio pode ser satisfeita escolhendo-se x = 0; entao, a segunda nos fornece y = 0 on v = 0,75.
Analogamente, a segunda equacdo pode ser satisfeita escolhendo-se y = 0 e, entao, a primeira equacdo nos da x
= 0 ou x = 1. Encontramos tres pontos criticos, a saber (0; 0), (0; 0,75) e (1; 0). Se nem x nern y s5o nulos, as Eqs.
(4) tambem sac, satisfeitas pelas solucees do sistema

	

1 — — y = 0,	 0,75 — y — 0,5x = 0.	 (5)

o que nos leva ao quarto ponto critic() (0,5; 05). Esses quatro pontos criticos correspondem as solucties de equi-
librio do sistema (3). Os tres primeiros desses pontos envolvem a extincao de uma das espdcies ou de ambas;
apenas o Ultimo corresponde a sobrevivencia, a longo prazo, de ambas as especies. Outras solucees sa - o repre-
sentadas por curvas ou trajetOrias no piano xy que descrevem a evolucao das populace- es ao long° do tempo.
Para comecar a descobrir seu comportamento qualitativo, vamos proceder da seguinte maneira.

Primciro note que os eixos coordenados sao trajeterias. Isso segue diretamente das Eqs. (3), ja que dx/dt = 0
no eixo dos y (onde x = 0) e, analogamente, dyldt = 0 no eixo dos x (onde y = 0). Assim, nenhuma outra trajete-
ria pode cruzar os eixos coordenados. Para um problema populacional, so fazem sentido valores nao negativos
de x e y, logo podemos concluir que quakiiier trajetOria que comece no primeiro quadrante permanece of para
todo o sempre.

A Figura 9.4.1 mostra um campo de dirge- es para o sistema (3) no quadrante positivo: os pontos pretos nessa
figura sao os pontos criticos, ou solucees de equilibria Baseados no campo de direcao, parece que o ponto (0,5;
0,5) atrai outran solucees e d, portant°. assintoticarnente esuivel, enquanto os outros tres pontos criticos sao instil-
veis. Para confirmar essas conclusoes, podemos olhar as aproximagOes lineares pert° de cada ponto critico.

Y t
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/	 /	 /	 / /
1	 1	 /	 / /
/ 
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FIGURA 9.4.1 Pontos criticos e campo de direcães para o sistema (3).

EXEMPLO

1



F(x, y) = x(1 — x — y)•	 G(x, y) = y(0,75 — y — 0,5x),

( 1 — 2x — y	 —x
J= 

—0,5y	 0,75 — 2y — 0,5x
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0 sistema (3) 6 localmente linear em vizinhancas de cada ponto critico. Existent duas maneiras de se obter o
sistema linear perto de urn ponto critic() (X, Y). Primeiro, podemos usar a substituicao x = X + ii,y = Y + v nas
Eqs. (3), retendo. apenas. os termos lineares em it e v. De modo alternativo, podemos calcular a matriz jacobia-
na J em cada ponto critico para obter a matriz de coeficientes no sistema linear; ‘eja a Eq. (13) da Seca° 9.3.
Quando tivermos que investigar diversos pontos criticos sera melhor usar, em geral, a matriz jacobiana. Para o
sistema (3), temos

de modo que

Examinaremos cada ponto critico por vez.

x = 0, y = 0. Este ponto critic() corresponde ao estado em que ambas as especies morrem como resultado da
competicao. Fazendo x = y = 0 na Eq. (7), vemos que, perto da origem, o sistema linear correspondente 6

Os autovalores e autovetores do sistema (8) sac,

= 1.	 = (I))
	

r2 = 0,75,

de modo que a solucao geral do sistema

4 (2) _ (01)

ci (

10
) et +	 e0.75i.	 (10)

Assim, a origem 6 urn no instavel de ambos os sistemas, do linear (8) e do nao linear (3). Em uma vizinhanca
da origem todas as trajetOrias sdo tangentes ao eixo dos y, exceto por uma trajetOria que estd contida no eixo
dos x.

x = 1, y = O. Este ponto corresponde a um estado cm que a especie .r sobrevive a competicao, mas a esp6cie
y, nao. Calculando J da Eq. (7) em (1,0), vemos que o sistema linear correspondente

dr v —	 0	 0,25	 v
d (ir)	 (-1 —1 ) ()

Seus autovalores e autovetores são

—1,	 (1)	 (
(
I
)
)
	

r2 = 0,25,	 e2)	
—5

4) ,	 (12)

c sua solucal o geral

(u) 
= ci (

1 )
e
_ 

+ c,
(-5)

 e0.25t.	 (13)

Como os autovalores tern sinais opostos, o ponto (1,0) 6 urn ponto de sela e, portanto,e urn ponto de equilfbrio
instavel do sistema linear (11) e do sistema nao linear (3). 0 comportamento das trajetOrias perto de (1,0) pode
ser visto da Eq. (13). Se c, = 0, então existe urn par de trajetOrias que se aproxima do ponto critico ao longo do
eixo dos x. Todas as outras trajetbrias se afastam de uma vizinhanca de (1,0). Quando t	 —oo, uma trajetOria
tende ao ponto de sela tangente ao autovetor V), ou seja, corn coeficiente angular —1,25.

x = 0, y = 0,75. Nesse caso, a especie y sobrevive, mas x nao. A analise c semelhante a analise para o ponto
(1,0). 0 sistema linear correspondente 6

d fl y ( 0.25	 0
dr v — —0,375 —0,75) (v) •
( 	 (14)

Os autovalores e autovetores sao

rl = 0,25, (1)	 (_83) ; r2 = —0,75, t(2) = (11)
(15)

d	 1	 0

-) = (0	 0,75) (y.dt v

1
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FIGURA 9.4.2 Urn retrato de fase do sistema (3).
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de modo que a solucao geral da Eq. (14)

8	 0.25r ± c2	 e-0.751
= CI (_3)

Logo, o ponto (0; 0,75) tambern é urn ponto de sela. Todas as trajeteorias deixam uma vizinhanca dense ponto,
exceto urn par que se aproxima ao longo do eixo dos y. A trajetOria que tende ao ponto de sela quando t -oo

tangente a reta corn coeficiente angular -0,375 determinada pelo autovetor V).

x = 0,5, y = 0,5. Esse ponto critico corresponde a urn estado de equilibrio misto, ou de coexistencia, na corn-
peticao entre as duas especies. Os autovalores e autovetores do sistema linear correspondente

-	 v

d (u) 	 -0.5	 -0,5) (it

dt v	 -0,25	 -0.5	
)

sao

_ (-2 + .72-)/4 I' -0,146,

(18)

r2 = (-2 - .n.)/4 -0,854,

I'ortanto, a solucao geral da Eq. (17) é

Ct = i)

 

e -0.146r	 e-0.8541.	 (19)

Como ambos os autovalores sao negativos, o ponto critic() (0.5; 05) e um no assintoticamente estavel do sis-
tema (17) e do sistema nä° linear (3). Todas as trajetOrias se aproximam do ponto critic() quando t	 x. Urn
par de trajetOrias tende ao ponto critico ao longo da reta corn coeficiente angular N/2/2, determinada pelo au-
tovetor V). Todas as outran trajetOrias tendem ao porno critico tangencialmente a reta corn coeficiente angular
-f/2, determinada pelo autovetor V).

A Figura 9.4.2 mostra urn retrato de fase do sistema (3). Olhando bem de perto as trajetOrias prOximas de
cada ponto critic() voce pode ver que elas se comportam da maneira prevista pelo sistema linear perto daquele
ponto. Alcor disso, note que os termos quadraiticos a direita do sinal de igualdade na Eq. (3) sao todos negativos.
Como estes sao os termos dominantes para x c y positivos e grandes, segue que, longe da origem no primeiro
quadrante, x' e y' sao negativos, ou seja, as trajetOrias estao orientadas para dentro. Logo, todas as trajetOrias
que comecam em urn ponto (x„, y„) corn x o > 0 e y„ > 0 vao acabar tendendo ao ponto (0,5; 0,5).

EXEMPLO

I. 	 2
Discuta o comportamento qualitativo das solucOes do sistema

dx/dt = x(1 - x - y),

dy/dt = y(0,5 - 0,25y - 0,75x),
(20)



EQUACOES DIFERENCIAIS NAO L INEARES E ESTABILIDADE 407

. 	 L	
I	 	

7	 0,25	 0,5	 0,75	 1	 1,25

FIGURA 9.4.3 Pontos criticos e ciunpo de direcOes para o sistema (20).

onde x e y nä° säo negativos. Observe que este sistema e, tambem, urn caso particular do sistema (2) para dual
especies ern competictio.

Mais uma vez, existem quatro pontos criticos, a saber. (0. 0), (I, 0), (0, 2) e (0,5; 0,5), correspondendo as
posicôes de equilibrio do sistema (20). A Figura 9.4.3 mostra urn campo de direcaes para o sistema (20), junto
corn os quatro pontos criticos. Do camp° de direcOes, parece que a soluciio de equillbrio misto (0,5; 0,5) e urn
ponto de seta e, portanto, instavel, enquanto os pontos (1,0) e (0,2) silo assintoticamente estaveis. Assim, para a
competiciio descrita pelas Eqs. (20) uma especie vai acabar sobrepujando a outra, levando-a a extincao. A espe-
cie sobrevivente e determinada pelo estado inicial do sistema. Para confirmar essas conclusOes, vamos olhar as
aproximacOes lineares perto de cada porno critic°. Vamos registrar a matriz jacobiana J para usar mars tarde:

(x, y)	 Ey (x y)	 1 — 2x — y	 —x
J =	 (21)

G,,(x,y)	 Gy (x, y)	 —0,75y	 0,5 — 0,5y — 0,75x 	 •

x = 0, y = O. Usando a matriz jacobiana J da Eq. (21) calculada em (0, 0), obtemos o sistema linear

	

dt 

(
y

x) = (1	 0	 x

	

0	 0.5) (y) '

que e valid° perto da origem. Os autovalores e autovetores do sistema (22) sa-o

de modo que a solucão geral

r = 1,

e°—(10):

r2 = 0,5,

(x) = C
I
 0

	 c2(1) e,	e, (0) e0,5t.	 (24)

Portanto, a origem e um no estavel do sistema linear (22) e, tambem, do sistema nil° linear (20).Todas as trajetO-
rias deixam a origem tangencialmente ao eixo dos y, exceto por uma trajetOria que estä contida no eixo dos x.

x = 1, y = O. 0 sistema linear correspondente e

rlt

d (uu) — (-1 —1 )
0 —0,25	 v
	 (25)

Seus autovalores e autovetores

x



(32)
(-3 - 1 57)/8) = ( -1.3187)1

=	 1

(-3 + 

1 

N /57)/8)	

((2)

0,5687)
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rl = - 1,
	 (1)	 (01) ;	 r2 = -0,25,	

(2)	

( -43) ,

e sua solucao geral é

(//) 	 (1) _	 (	 e-0.25r.
2= c	 e + c

-3

O ponto (1, 0) é urn no assintoticamente estavel do sistema linear (25) e do sistema nao linear (20). Se os va-
lores iniciais de x e y estao suficientemente prOximos de (1, 0), entdo o processo de interacao vai chegar, final-

	

mente, a esse estado, ou seja, sobrevivencia da especie x e 	 extincao da especie y. Existe urn par de trajetOrias
que tende ao ponto critico ao longo do eixo dos x. Todas as outran trajetOrias tendem a (1, 0) tangencialmente

a reta corn coeficiente angular -3/4 determinada pelo autovetor

x = 0, y = 2. A analise neste caso é semelhante analise para o ponto (1. 0). 0 sistema linear apropriado

dt

(u

v) - (-1,5 -0,5	 v

u)0

Os autovalores e autovetores desse sistema sao

rl = -1 	
4 (I) = ( 1);	 r2 = -0,5,	 (2)	 (01)

e sua solucao geral é

( v) - c1c i (
3

1
) e-t +	 (

1
)	 .

Logo, o ponto critic() (0,2) é urn no assintoticamente estavel do sistema linear (28) e do sistema nao linear (20).
Todas as trajetOrias tendem ao ponto critico tangente ao eixo dos y, exceto por uma trajetOria que se aproxima
ao longo da reta corn coeficiente angular 3.

x = 0,5, y = 0,5. 0 sistema linear correspondente é

d -0,5

rlt	 v

(u) (-0,5

-0,375 -0,125

) (1,
v)

Os autovalores e autovetores desse sistema sao

(33)

=
-5 +

'I- 0,1594,
16

r2 = -5 - \17.7 0,7844,
16

de modo que a solucao geral é

(11)	 1	
e0,159Q 

+ c2 (
	 1	

e -0 . 784-It .= C1 (
-1,3187 0,5687

Como os autovalores tern sinais opostos, o ponto critico (0,5; 0,5) é urn ponto de sela e, portanto. instavel, como
tinhamos deduzido anteriormente.Todas as trajet6rias se afastam da vizinhanca do ponto critico.exceto por urn
par que tende ao ponto de scla quando t	 co. Ao se aproximar do ponto critico, as trajetOrias entram tangen-
cialmente a reta corn coeficiente angular (N/T1 - 3)/8 0,5687, determinada pelo autovetor 4.42) . Existe tambem
urn par de trajetOrias que tende ao ponto de sela quando t	 -oo. Essas trajetOrias sao tangentes a reta corn
coeficiente angular -1,3187 correspondente a V).

A Figura 9.4.4 mostra urn retrato de lase do sistema (20). Perto de cada ponto critico as trajetOrias do sis-
tema nao linear se comportam como previsto pela aproximacao linear correspondente. De interesse especial é
o par de trajetOrias que entra no ponto de sela. Essas trajetOrias formam uma separatriz que divide o primeiro
quadrante em duas bacias de atracao. As trajet6rias comecando acima da separatriz acabam se aproximando
do n6 em (0, 2), enquanto as trajetOrias comecando abaixo da separatriz tendem ao nO em (1, 0). Se o ponto
inicial pertence a separatriz, entao a solucao (x, y) tende ao ponto de sela quando t -* cc. No entanto, a menor
perturbacao ao se seguir essa trajetOria vai deslocar o ponto (x,y) da separatriz e fazer corn que ele se aproxime
de urn dos dois nOs. Logo, na pratica uma especie vai sobreviver a competicao e a outra nao.
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FIGURA 9.4.4 Urn retrato de fase do sistema (20).

Os Exemplos 1 e 2 mostram que, em alguns casos, a competicila entre duas especies leva a urn estado
de equilibria de coexistencia, enquanto em outros casos a competicão resulta, finalmente, na extingdo
de uma das especies. Para comprecnder mais claramente coma e por que isso acontece, e para aprender
coma prever qual situaciio vai ocorrer, vamos olhar, mais uma vez, para o sistema geral (2). Existem qua-
tro casos a serem considerados, dependendo da orientacao relativa das retas

E i —	 — aly = 0 e	 — cr2y — a 2x = 0,	 (34)

coma mostra a Figura 9.4.5. Essas retas sào chamadas, respectivamente, de retas de crescimento nulo de
e y, jä que x' se anula na primeira e y' na segunda. Em cada parte da Figura 9.4.5 a reta de crescimento

nub() de x 6 a reta sal ida e a de y e a reta tracejada.

(a)

Ega2

y

(d)

FIGURA 9.4.5 Os diversos casos para
o sistema	 esp6cies em competicao

€ 2/a2 '' (2). A reta de crescimento nulo de x e a
reta sOlida e a de y 6 a reta tracejada.

L_
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Denote por (X, Y) qualquer ponto critic° em qualquer urn dos quatro casos. Como nos Exemplos 1 e 2,
o sistema (2) 6 localmente linear em uma vizinhanca desse ponto, ja que a expressiio a direita do sinal de
igualdade em cada equacao diferencial 6 urn polinOmio de grau 2. Para estudar o sistema (2) em uma vizi-
nhanca desse ponto critic°, vamos olhar o sistema linear correspondente obtido da Eq. (13) da Seca() 9.3,

	

du = (El - 2ai X - a t Y	 -a1X	 It

dt 1))	 -a2Y	 62 - 2a2 Y - a2 X) (v

Vamos usar agora a Eq. (35) para dcterrninar as condicOes sob as quais o modelo descrito pelas Eqs.
(2) permite a coexistencia das duas especies x e y. Dos quatro casos possiveis ilustrados na Figura 9.4.5,
a coexistencia so e possivel nos casos (c) e (d). Nesses casos os valores nao nulos de X e Y sao obtidos
resolvendo-se as equacoes algebricas (34): o resultado

61 a, - 62a 1	 e20.1 - 61a2 
X =	 Y =	 (36)

aia2 - a t a2	 uta2 - aia2

AlOrn disso, como E l - a,X - a, Y = 0 e E, - a2 Y- a,X = 0, a Eq. (35) se reduz imediatamente a

d (tt	 -aIX	 -a i X) ( u

dt v) (-a2Y	 Y a	
(37)

Os autovalores do sistema (37) sac) encontrados a partir da equacão

(a i X a2 Y)r + (a i cr2 - cr i et2 )XY = 0.	 (38)

Logo,

-(a l X + a2 Y) N/(o- i X + a2 Y) 2 4(ai a2 - aia2)XY
r 12

	

	 (39)
2

Se ow-, - a,a, < 0, entao o radicando na Eq. (39) é positivo e maior do quc (a,X + a2 Y) = . Logo, os
autovalores sao reais e de sinais opostos. Em consequencia, o ponto critico (X, Y) e um ponto de sela
(instiivel) e a coexistencia nao e possivel. Esse 6 o caso no Exemplo 2, onde a, = 1,a, = 1, a, = 0,25, a, =
0,75 e a,o-, - a,a, = -0,5.

Por outro lado, se a,a,- a,a, > 0, entao o radicand() na Eq. (39) 6 menor do que (a,X + a, Y)'. Entiio, os
autovalores ski reais negativos e distintos. ou complexos conjugados corn parte real negativa. Unlit  anali-
se direta do radicando na Eq. (39) mostra que os autovalores nao podem ser complexos (veja o Problema
7). Portanto, o ponto critic° 6 urn no assintoticamente estavel c uma coexistencia sustentiivel e possivel.
Isso esta ilustrado no Exemplo 1, onde a, = 1,a, = 1, a, = 1. a, = 0,5 c 0. 1(72- a i a 2 = 0,5.

Vamos relacionar esse resultado corn as Figuras 9.4.5c e 9.4.5d. Na Figura 9.4.5c, ICMOS

E l	 62
> — OU Eta, > E2al	

6,	 El
>	 OU E200 > Et a2 . (40)

a t	a2	a2	 at

Essas desigualdades, acopladas corn a condicAo de que X e Y dados pela Eq. (36) sao positivos, nos leva
a desigualdade	 a,a,. Logo, nesse caso o ponto crftico 6 um ponto de seta. Por outro lado, na Figura
9.4.5d temos

OU Epa2 < E2cr i	 e(41)ou e2a1 < eia2.
at	 a2	 a2	 at

A condicão de que X e Y sao positivos nos leva, agora, a ow-, > a,a,. Portanto, o ponto crftico é assintoti-
camente estavel. Para esse caso podemos mostrar, tambem, que os outros pontos criticos (0, 0), (6 1 1(7 1 , 0)
c (0, 6 21a2 ) sao instaveis. Assim, para quaisquer valores iniciais positivos de x c y as duas populaceies vao
tender ao estado de equilfbrio de coexistencia dado pelas Eqs. (36).

As Eqs. (2) fornecem a interpretaciio biolOgica do resultado de que a coexistencia ocorre ou nao de-
pendendo de a,a, - cep, ser positivo ou negativo. Os a medem o efeito inibit6rio que o crescimento de
cada populacao tern sobre si mesma, enquanto os a modem o efeito inibitOrio que o crescimento de cada
populacäo tern sobre a outra especie. Ent5o, quando a,o-,> a,a,, a interac5o (competic5o) c "fraca" e as
especies podem coexistir; quando ata,<a,a,, a interaciio (competicao) é "forte" e as especies nao podem
coexistir — uma tem que ser extinta.

PROBLEMAS Cada um dos Problemas de 1 a 6 pode ser interpretado como descrevendo a interacdo de duas especies com
populacOes x e y. Em cada urn desses problems, faca o seguinte:

(a) Desenhe urn campo de direcOes e descreva como as solucOes parecem se comportar.

(35)

El	 62< 62	 Et
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Encontre Os pontos criticos.
Para cada ponto critico, encontre o sistema linear correspondente. Encont re os autovalores e autovetores

do sistema linear; classifique cada ponto critico em relacdo ao tipo e determine se 6 assintoticamente esta-
vel, estavel ou instavel.
Esbocc as trajetOrias cm uma vizinhanca de cada ponto critico.
Calcule c faca o grafico de urn namero suficiente de trajetOrias do sistema dado de modo a mostrar, clara-
mente, o comportamento das solucOes.

(0 Determine o comportamento limite de x e y quando	 oc e interprete os resultados em termos das po-
pulacOes das duas espécies.

	

1. dx/dt = x(1,5 — x — 0.5y)
	

0-2,	 2. dx/dt = x(1,5 — x — 0,5y)

	

d yid! y(2 — y — 0,75x)
	

dy/dt = y(2 — 0,5y — 1,5x)

	

3. AI& = x(1,5 — 0,5x — y)
	

4. dxldt = x(1,5 — 0,5x —

	

dyldt = y(2 — y — 1,125x)
	

dv/dt = y(0,75 — y — 0,125x)

5. dx/dt = x(1 — x — y) 	 02	 6. dx/dt = x(1 — x + 0,5y)
clyldt = y(1,5 — y — x)	 dy/dt = y(2,5 — 1.5y + 0,25x)
Considere os autovalores dados pela Eq. (39) no texto. Mostre que

(cr i X a2 Y) 2 — 4(cr i a, — ct i a2 )XY = (a l X — a2 Y) 2 + 4aict2XY.

Portanto, conduit que os autovalores nunca podem ser complexos.
Duas especies de peixe que competem por comida, mas nao cacam um ao outro,s5o o lepomis ma •rochi-
rus, urn peixe de agua fresca e cor azulada que habita Aguas norte-americanas, que chamaremos de peixe
azulado, e lepomis microloftts, urn peixe do sudeste e centro dos EUA, corn guelra vermelha brilhante que
chamaremos de vermelhao. Suponha que urn lago esta cheio desses dois tipos de peixes e denote por c v,
respectivamente. as populacties de peixe azulado e vermelhao no instante t. Suponha, ainda, que a compe-
tick) e modelada pelas equaceies

dx/dt = x(E, — cr, x — coy),

dy/dt = y(E 2 — cr2 y — a2x).

Se E 2la 2 > 6,1a, e E 2Ia2 > e,la,, mostre que as (micas populacOes de equilibrio no lago sao sem as duas
especies, sem o peixe azulado ou sem o vermelhao. 0 que vai acontecer para valores grandes de r?
Se E,Ia,> E,/a, e E,la, > E 2Ia2 , mostre que as tinicas populacaes de equilibrio no lago sac) sem as duas
esp6cies, sem o vermelhao ou sem o peixe azulado. 0 que vai acontecer para valores grandes de r?

9. Considere a competiclio entre o peixe azulado e o vermelhao mencionada no Problema 8. Suponha que
E,/a, > E,la, e fila,> E 2la,, de modo que, como mostrado no texto, existe urn ponto de equilibrio estavel no
qual a mbas as especies podem coexistir. E conveniente reescrever as equaceies do Problema 8 em termos
das capacidades de saturacao do lago para o peixe azulado (B = 6,1(70 na ausencia de vermelhäo e para o
vermelhao (R = E 21a2 ) na ausencia do peixe azulado.

( a) Mostre que as equactles do Problema 8 tomam a forma

02,

02,

02,

dr	 1	 yi
dr 

= E i x (1 —1— fix- - -
B

y) ,
dy	 I	 1	 y2 \
dt = E2Y	 re)

onde y, = ai la, e y, = a,/a,. Determine o ponto de equilibrio de coexistencia (X, Y) em funcâo de B,R,y, e y2.
(b) Suponha, agora, que urn pescador so pesca o peixe azulado, o que reduz B. Qual o efeito disso nas

populacOes de equilibrio? E possivel, pescando, reduzir a populacao do peixe azulado a um tal nivel
que ele sera extinto?

10. Considere o sistema (2) no texto e suponha que a,a, — ct,a, = 0.
Encontre todos os pontos criticos do sistema. Observe quc o resultado depende se a,E 2 — a2E, a nulo
ou nao.
Se ct,E,— a2f > 0, classifique cada ponto critico e determine see assintoticamente estavel, estavel ou
instavel. Note que o Problema 5 e desse tipo. Depois, faca o mesmo se ct,E, — a,c,< O.

(c) Analise a natureza das trajetOrias quando a,E 2 — a2E,= O.
I I. Considere o sistema (13) no Exemplo I do texto. Lembre-se de que esse sistema tem urn ponto critico

assintoticamente estavel em (0,5; 0,5), correspondente a coexisténcia estavel das populacOes das duas es-
pecies. Suponha, agora, que a imigracäo ou emigracdo ocorre corn taxas constantes Sa e Sb para as especies
x e y, respectivamente. Nesse caso, as Eqs. (3) silo substituidas por 	 '7
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th/dt = x(1 — x — y) + 3a.

dy/dt = y(0,75 — y — 0,5x) + Sb.
	 (1)

A pergunta e que efeito isso tern na localizacao do ponto de equilfbrio estavel.

Para encontrar o novo ponto critico, precisamos resolver as equagOes

x(1 — — y) +	 = 0,	
(ii)

y(0,75 — y — 0,5x) + Sb = O.

Urn modo de fazer isso e supor que x e y sac, dados por series de potencias no parametro 6; entâo,

x = xo + x i 8 + • • •	 Y = Yo+ Yi6 + • • • .	 (iii)

Substitua as Eqs. (iii) nas Eqs. (ii) e junte os termos de acordo corn as potências de S.

Dos termos constantes (os termos que nao envolvem 6). mostre que x„= 0.5 e yo= 0,5, contirmando,
assim, que na falta de imigracäo ou emigracao o ponto critico 6 (0,5; 0,5).

Dos termos lineares em 6, mostre que

x i = 4a — 4b,	 yi = —2a + 4b. 	 (iv)

Suponha que a > 0 e b > 0, de modo que a imigracao ocorre em ambas as especies. Mostre que a solo-
ed° de equilfbrio resultante pode representar um aumento nas duas populacOes ou urn acr6scimo em
uma e um decrescimo ern outra. Explique, intuitivamente, por que esse 6 um resultado razoavel.

0-2, 12. 0 sistema

x' = —y,	 y' = —yy — x(x — 0,15)(x — 2)

resulta de uma aproximacäo das equacOes de Hod gkin-Huxley,` que moderain a transmissao de impulsos
neurais ao longo de urn axOnio."

Encontre os pontos criticos e elassitique-os, investigando o sistema linear aproximado perto de cada

Desenhe os retratos de fase para y = 0,8 e y = 1.5.

(c) Considere a trajetOria que sai do ponto critic() (2.0). Encontre o valor de y para o qual essa trajetOria
se aproxiina da origem quando t	 oo. Desenhe urn retrato de fase para esse valor de y.

Pontos de Bifurcaciio. Considere o sistema

x' = F(x,y,a),	 y' = Gix,y,a),	 (1)

onde a 6 urn parametro. As equagOes

F(x,y,a) = 0,	 G(x,y,a) = 0	 (ii)

determinam as retas de crescimento nulo de x c de y, respectivamente; qualquer ponto onde as retas de cres-
cimento nulo de x e de y se intersectam e urn ponto critico. Quando a varia e as contiguracOes das retas de
crescimento nulo mudam, pode acontecer que para determinado valor de a dois pontos criticos se juntem,
formando urn so. Quando a continuar variando, esse ponto critico pode se separar novamente em dois ou pode
desaparecer completamente. Ou o processo pode acontecer ao contriirio: para determinado valor de a, duas
retas de crescimento nulo que rulo se encontravam podern se intersectar criando urn ponto critico e, quando
continua a variar, esse ponto pode se dividir em dois. Urn valor de a para o qual esse fenOmeno ocorre e urn
ponto de bifurcacdo.Tamb6m 6 usual para urn ponto critico mudar seu tipo e suas propriedades de estabilidade
ern urn ponto de bifurcaciio. Assim, tanto o ntimero quanto o tipo dos pontos criticos podem variar abrup-
tamente quando a passa por urn ponto de bifurcacao. Como o retrato de fase de urn sistema depende muito
da localizacdo c natureza dos pontos criticos, 6 essencial se ter uma boa compreensão de bifurcacOes para se
entender o comportamento global das solucaes do sistema.

Em cada um dos Problemas de 13 a 16:

Esboce as retas de crescimento nulo e descreva como os pontos criticos se movem quando a aumenta.

Encontre os pontos criticos.

5 Alan L. Hodgkin (1914-1998) e Andrew F. Huxley (1917- ) ganharain o Pranio Nobel em Fisiologia e Medicina em 1963
por seu trabalho sobre a excitacao e a transmissäo de impulsos neurais. Esse trabalho foi realizado na Universidade de
Cambridge; seus resultados foram publicados pela primeira vez em 1952.
'Prolongamento da celula nervosa; cilindro-eixo. (N.T.)
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Seja a = 2. Classifique cada ponto critic() investigando o sistema linear correspondente. Desenhe urn retra-
to de fase ern um retangulo contendo os pontos criticos.
Encontre o ponto de bifurcacdo a u no qual os pontos criticos coincidem. Localize esse ponto critico e en-
contre os autovalores do sistema linear aproximado. Desenhe urn rctrato de fase.

(e) Para a > au nä° existem pontos criticos. Escolha um valor de a e desenhe urn re trato de fase.

x' = —4x + y + x2 ,	 y' = ia — y
x' = -3f a — y,	 y' = —4x + y + x2

x' = —4x + y + x2 ,	 y' = —a — x + y
x' = —a — x + y,	 y' = —4x + y + x2

Os Problemas de 17 a 19 tratam de sistemas competitivos, bem semelhantes aos dos Exemplos 1 e 2, exceto que
alguns coeficientes dependem do parâmetro a. Em cada urn desses problemas suponha que x, y e a são sempre
nat.) negativos. Em cada urn dos Problemas de 17 a 19:

Esboce as retas de crescimento nulo no primeiro quadrante, como na Figura 9.4.5. Para i n tervalos diferen-
tes de a, seu esboco pode se assemelhar a partes diferentes da Figura 9.4.5.
Encontre os pontos criticos.
Determine os pontos de bifureacäo.
Encontre a matriz jacobiana J e calcule-a em cada urn dos pontos criticos.
Determine o tipo e as propriedades de estabilidade de cada ponto critico. De atencäo especial ao que
acontece quando a passa por um ponto de bifurcacão.
Desenhe retratos de fase para o sistema para valores selecionados de a para confirmar suas conclusiies.

dx/dt = x(1 — x — y),
dx/dt = x(1 — x — y),

19. dx/dt = x(1 — x — y),

dy/dt y(a — y — 0,5x)

dy/dt = y(0.75 — ay — 0.5x)

dy/dt = y[a — y — (2a — 1).xl

9.5 Equaciies Predador-Presa

Na seciio precedente, discutimos um modelo de duas especies que interagem competindo por urn su-
primento comum de comida ou outro recurso natural. Nesta secao, vamos investigar a situacdo em que
uma das espdcies (predador) se alimenta da outra (presa), enquanto a presa se alimenta de outro tipo de
comida. Considere, por exemplo, raposas e coelhos em uma floresta fechada: as raposas cacam os coelhos,
que vivem da vegetacdo na floresta. Outros exemplos são peixes que se alimentam dos vermeil-16es, que
encontramos anteriormente, em urn mesmo lago, ou a joaninha como predador e o pulgäo como presa.
Enfatizamos, mais uma vez, que urn modelo envolvendo apenas duas especies nao pode descrever corn-
pletamente as relacOes complexas que ocorrem, de fato, na natureza. Apesar disso, o estudo de modelos
simples 6 o primeiro passo para a compreensâo de fenOmenos mais complicados.

Vamos denotar por x e y as populacOes, respectivamente, da presa e do predador em urn instance t. Ao
construir a interacdo de duas espécies, fazemos as seguintcs hipOteses:

Na ausencia do predador, a populacão de presas aumenta a urna taxa proporcional a populacdo atual:
assim, dxldt = ax, a > 0, quando y = 0.
Na ausência da presa, o predador é extinto; assim, dyldt = —cy, c > 0, quando x = 0.

3. 0 ntimero de encontros entre predador e presa e proporcional ao produto das duas populacOes. Cada urn
desses encontros tende a promover o crescimento da populacdo de predadores e a inibir o crescimento da
populacão de presas. Assim, a taxa de crescimento da populaca- o de predadores a aumentada por urn termo
da forma yxy, enquanto a taxa de crescimento para a populacäo de presas é diminufda por um termo da
forma —axy, onde yea são constantes positivas.

Ern consequencia dessas hipOteses, somos levados as equacOes

dx/dt = ax - axy = x(a - ay), 	
(1)

dy/dt -cy + yxy = y(-c + yx).

As constantes a, c, a e y são codas positivas; a e c são as taxas de crescimento da populacao de presas e de
morte da populacdo de predadores, respectivamente, ea e y são medidas do efeito da interacäo entre as



Discuta as solucOes do sistema

dx/dt = x(1 — 0,5y) = .v — 0,5xy = F(x,y),

dy/dt = y(-0,75 + 0.25x) = —0,75y + 0,25xy = G(x,y)
(2)

para x e y positivos.
Os pontos criticos deste sistema säo as solucOes das equacOes alg6bricas

x(1 — 0.5y) = O.	 y(-0,75 + 0,25x) = 0,	 (3)

a saber, os pontos (0.0) e (3,2).A Figura 9.5.1 mostra os pontos criticos e um campo do direcOes para o sistema
(2). Dessa figura, parece que as trajetOrias no primeiro quadrante circulam ern torno do ponto critico (3, 2).
Nä° 6 possfvel determinar definitivamente do campo de direcOes se as trajetOrias sdo de fato curvas fechadas
ou se elas espiralam para dentro ou para fora. A origem parece ser urn ponto de sela. Da mesma forma que nas
equagOes competitivas na Seca() 9.4, os eixos coordenados sa- o trajetOrias da Eqs. (1) ou (2). Em consequencia,
nenhuma outra trajet6ria pode cruzar urn eixo coordenado, o que significa que toda solucao que comeca no
primeiro quadrante permanece of para todo o sempre.
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FIGURA 9.5.1 Pontos criticos e campo de directies para o sistema predador-presa (2).

Vamos examinar, a seguir, o comportamento local das solucOes perto de cads ponto critico. Perto da origem
podemos desprezar os termos não lineares nas Eqs. (2) para obter o sistema linear correspondente

d	 1	 0
(It

	
(

t y	 0 —0,75) (y	
(4)

EXEMPLO
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duas esp6cies. As equagOes (1) são chamadas de equagOes de Lotka-Volterra. Foram desenvolvidas em
artigos escritos por Lotka6 em 1925 e por Volterra' em 1926. Embora essas equagOes sejam bem simples,
elas caracterizam uma classe ampla de problemas. Ao final desta secão e nos problemas discutiremos
maneiras de torna-las mais realistas. Nosso objetivo aqui e determinar o comportamento qualitativo das
solucOes (trajetOrias) do sistema (1) para valores iniciais positivos arbitrarios de x e de y. Vamos fazer isso
primeiro para urn exemplo especifico e voltaremos, depois, no final desta secdo, as equagOes gerais (1).

6Alfred J. Lotka (1880 . 1949), urn biofisico americana nasceu onde e hoje a Ucriinia, e a major parte de sua educacdo foi ad-
quirida na Europa. E lembrado principalmente por sua formulacäo das equacOes de Lotka-Volterra. Foi taint:rem o autor, em
1924, do primeiro livro sobre biologia matemzitica,disponivel, atualmente, corn o titulo de Elements of Mathematical Biology
(Nova York: Dover, 1956).
'Vito Volterra (1860-1940). urn importante matematico italiano, foi catedratico em Pisa,lbrim e Roma. E particularmente fa-
moso por seu trabalho em equacaes integrals e analise funcional. De fato, uma das maiores classes de equacOes integrals leva
seu nome; veja o Problema 21 da SecTto 6.6. Sua teoria de especies interagindo foi motivada por dados obtidos por urn amigo,
D'Ancona, relativos a pcsca no Mar Adriatic°. Uma traducao (para o inglOs) de seu artigo de 1926 pode ser encontrada ern
urn apendice do livro de R.N. Chapman, Animal Ecology with Special Reference to Insects (Nova York: McGraw-Hill, 1931).
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Os autovalores e autovetores da Eq. (4) sac)

r1 =	 (1) = (01)
r2 = —0,75, (5)

de modo que a solucäo geral

(1 = el (1) e, + C2 (0)
e-Mt.
	 (6)y	 0	 1

Assim, a origem é urn ponto de sela para ambos os sistemas, o linear (4) e 0 nao linear (2), e, portanto, instavel.
Urn par de trajetOrias entra na origem ao longo do eixo dos y: codas as outras trajetOrias se afastam de uma
vizinhanca da origem.

Para examinar o ponto critico (3, 2), podemos usar a matriz jacobiana

( Fx (x.y) F,(x,y) )	 ( 1 — 0.5y	 —0.5x
J —

Gx (x,y) Gy (x,y)	 0,25y	 —0,75 + 0,25x ) 	 (7)

Calculando J no ponto (3, 2), obtemos o sistema linear

d (u)	 (0	 —1,5) (11)

dt	 — 0.5	 0

onde It =x —3e v=y— 2. Os autovalores e autovetores desse sistema sac)

fi	 „)	 V

1'1 —	 ' -e/0)•
r2 =

	

i	 ,	 1

	

2	 i/O) • (9)

Como os autovalores sfio imaginarios, o ponto critic() (3, 2) 6 urn centro do sistema linear (8) e é. portanto, urn
ponto critic() estavel para esse sistema. Lembre-se, da Secao 9.3. de que esse é urn dos casos em que o compor-
tamento do sistema linear pode ser o mesmo. ou nao, do sistema nao linear, de modo que a natureza do ponto
(3, 2) para o sistema nao linear (2) nao pode ser determinada por essa informacao.

A maneira mais simples de encontrar as trajetOrias do sistema linear (8) é dividir a segunda das Eqs. (8) pela
primeira. de modo a obter a equacao diferencial

dr	 dv /dt	 0,5u

drr	
_

dtt/dt	 —1,5v	 3v'
ou

ti	 + 31) du = 0.	 (10)

Em consequencia.
u 2	 3 r2 = k,

onde k é uma constante de integracao nao negativa arbitraria. Logo, as trajetOrias do sistema linear (8) sac)
elipses centradas no ponto critico e um tanto alongadas na direcao horizontal.

Vamos voltar para o sistema nao linear (2). Dividindo a segunda das Eqs. (2) pela primeira, obtemos

dy _ y( —0.75 + 0.25x)
dx —	 x(1 — 0,5y)	 •

A Eq. (12) e uma equacao separavel e pode ser colocada na forma

1 — 0.5y
d	

—0.75 + 0,25x 
dx,	  y = 	  

donde segue que

0,75 Inx	 — 0,5y — 0,25x = c,	 (13)

onde c e uma constante de integracao. Embora nä° possamos resolver a Eq. (13), explicitamente, usando apenas
funcOes elementares, para qualquer uma das variaveis em funcão da outra a possivel mostrar que o grafico da
equacao, para urn valor fixo de c,6 uma curva fechada em torno do ponto (3, 2). Logo, o ponto critico tambem é
urn centro para o sistema nao linear (2), e as populavies de predadores e presas exibem uma variacâo ciclica.

A Figura 9.5.2 mostra urn retrato de fase para o sistema (2). Para algumas condicaes iniciais a trajetOria
representa pequenas variacOes em x e y em torno do ponto critico e tern uma forma quase eliptica, como su-
gere o sistema linear. Para outras condicOes iniciais as oscilacties em x e y sac) mais pronunciadas e a forma da
trajetOria e bern diferente de uma elipse. Observe que as trajetOrias sao percorridas no sentido trigonometric°.
A Figura 9.5.3 mostra a depende'ncia de x e y em t para urn conjunto tjpico de condicOes iniciais. Note que x e

y sac) funcOes periOdicas de t, como tern que ser, ja que as trajetOrias sac) curvas fechadas. Alem disso, a oscila-

(8)

(12)
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dt v	 ya/a	 0

Calculando J em (cly, ala), obtemos o sistema linear aproximado

d (t/H 0 —ac y) (u)
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FIGURA 9.5.2 Urn retrato de fase para o sistema (2). 	 FIGURA 95.3 VariacOes nas populacOes de presas e
de predadores em relacki ao tempo para o sistema (2).

ciio da populacao predadora vent depois da oscilacito de presas. Comecando cm urn estado no qual ambas as
populacOes, de predadores e de presas, sao relativamente pequenas, ha primeiro urn aumento no minter° de
presas,jii que ha poucos predadores. Enti'ro a popular* de predadores, corn comida abundante, tambem cresce.
Isso aumenta a caca e a populac5o de presas tende a diminuir. Finalmente,com uma disponibilidade menor de
comida, a populacào de predadores tamban diminui, c o sistema voila ao scu estado original.

O sistema geral (1) pode ser analisado exatamente do mesmo modo que no exemplo. Os pontos criti-
cos do sistema (1) sdo as solucOes de

x(a — ay) = 0,	 y(—c + yx) = 0,

ou seja, os pontos (0, 0) e (cly, ala). Vamos examinar primeiro as solucaes do sistema linear correspon-
dente perto de cada ponto critic°.

Em uma vizinhanca da origem, o sistema linear correspondente

)	 _0c) GC)
(14)

Os autovalores e autovetores sao

ri = a,	 () ;	 c == —,
0	

(2)	
(0)	

(15)

de modo que a solucilo geral

Logo, a origem 6 urn ponto de sela e, portanto, instavel. A entrada no ponto de sela e atrav6s do eixo dos
y; todas as outras trajetOrias se afastam de uma vizinhanca do ponto critic°.

A seguir, considere o ponto critic° (cly, ala). A matriz jacobiana

(a — ay —axJ
yy —c + yx

onde u = x — (cly) e v = y — (ala). Os autovalores do sistema (17) sito r = ±i N/itC, de modo que o ponto
critic() e urn centro (estavel) para o sistema linear. Para encontrar as trajetOrias do sistema (17), podemos
dividir a segunda equacäo pela primeira para obter

dv_ 	 (ya/a)u 
du 	 du/dt	 (acly)v'

dt

(18)
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ou

y 2 au du + a2 cv dv = 0.	 (19)
Em consequencia,

y 2 au 2 
+ a 2 Cv 2 = k,	 (20)

onde k e uma constante de integracao n5o negativa. Logo, as trajetOrias do sistema linear (17) sdo elipses,
como no exemplo.

Voltando, rapidamente, ao sistema n5o linear (1), note que ele pode ser reduzido a uma Unica equacäo

dy	 dy/dt	 y(—c + yx)	

(21)dx	 (1.t- I dt	 x(a — ay) •

A Eq. (21) 6 separâvel e tern soluc5o

a In y—ay+c	 x — yx C,	 (22)

onde C 6 uma constante de integracilo. Mais ulna vez, a possfvel mostrar que o grafico da Eq. (22) 6 uma
curva fechada em tomb do ponto critico (cly, ala) para C fixo. Logo, este ponto critico tambem 6 um cen-
tro para o sistema geral n5o linear (1).

A variacäo ciclica das populacOes de predadores e de presas pode ser analisada ern mais detalhe quan-
do os desvios em relacão ao ponto (cly, ala) säo pequenos e pode-se usar o sistema linear (17). A soluc5o
do sistema (17) pode ser escrita na forma

= —
c

K cos(c t + 0),
a C

v = — —Ksen( N/iWt + 0),
a a (23)

onde as constantes K e säo determinadas poles condicaes iniciais. Assim,

	

C	 C

	

X = —	 — K cos( N/Wi.: t + 0),

	

Y	 Y

"	 a	 a a
v = — + — — K sen(1 t + 0).

	

a	 a c
	 (24)

Essas equagbes silo boas aproximacaes para as trajetOrias quase elfpticas perto do ponto critico (cly,
ala). Podemos usa-las para tirar diversas conclusOes sobre a variac5o cfclica das populacOes de predado-
res e de presas em tais trajetOrias.

Os tamanhos das populacOes de predadores e de presas variam de forma senoidal corn period° 2n/ ac.
Esse period() de oscilac5o e independente das condicaes iniciais.
As populacOes de predadores e presas est5° defasadas por urn quarto de ciclo. 0 nilmero de presas varia
primeiro e o rulmero de predadores varia depois, como explicado no exemplo.
As amplitudes das oscilacOes säo Kcly para a populaciio de presas e a.,F.K la ,/7z para a de predadores, e
portanto dependem tanto das condicOes iniciais quanto dos parilmetros do problema.
As populacOes medias de predadores e de presas em urn ciclo completo silo clye ala, respectivamente. Elas
s5o iguais as populacOes de equilibrio; veja o Problema 10.

Variacaes cfclicas nas populacOes de predadores e de presas, como previsto pelas Eqs. (1), foram ob-
servadas na natureza. Um exemplo impressionante foi descrito por Odum (pp. 191-192); corn base nos
registros da Companhia Hudson Bay, do Canada, a abundtincia de linces e de lebres, como indicado pelo
namero de peles compradas no period° 1845-1935, mostra uma clara variacäo periOdica corn period° de
9 a 10 anos. Os picos de abundância s5o seguidos por declinios muito rapidos, e os picos de abundäncia de
linces e de lebres est5o defasados, corn os das lebres antecedendo os dos linces por urn ano ou mais.

Como o ponto critico (cly, ala) é urn centro, esperamos que pequenas perturbacOes das equagOes de
Lotka-Volterra possam levar a solucOes que näo sdo periOdicas. Em outras palavras, a menos que as equa-
cOes de Lotka-Volterra descrevam exatamente uma relacão predador-presa, as flutuaciies das populacOes
de fato podem ser muito diferentes das previstas pelas equagOes de Lotka-Volterra devido a pequenas
imprecisOes nas equagOes do modelo. Isso levou a muitas tentativas8 de substituir as equagOes de Lotka-
Volterra por outros sistemas menos suscetfveis a pequenas perturbacOes. 0 Problema 13 introduz urn
desses modelos alternativos.

8Veja o livro de Brauer e Castillo-Chavez listado nas reteracias para uma longa discussdo sobre modelos alternativos para
as relacOes predador-presa.

rk,
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Outra critica das equacOes de Lotka-Volterra e que, na ausencia de predadores, a populacdo de presas
aumenta sem limites. Isso pode ser corrigido permitindo-se o efeito natural inibidor que uma populacdo
crescente tern sobre a taxa de crescimento populacional. Por exemplo, a primcira das Eqs. (1) pode ser
modificada de modo que quando y = 0 ela se reduza a uma equacäo logistica para x. Os efeitos dessa
modificacdo sac) explorados nos Problemas 11 e 12. Os Problemas de 14 a 16 tratam do controle de uma
relacäo predador-presa. Os resultados podem parecer bem pouco intuitivos.

Finalmente, repetimos urn aviso dado antes: as relacOes entre as especies na Vida real säo muitas vezes
complexas e sutis. Voce nao deve esperar demais de um sistema simples de duas equagOes diferenciais
para descrever tais relacOes.Mesmo Sc voce estiver convencido de que a forma geral das equacOes e soli

-da, a determinacâo de valores numericos para os coeficientes pode apresentar set-las dificuldades.

PROBLEMAS Cada um dos Problemas de 1 a 5 pode ser interpretado como descrevendo a interacdo entre duas especies corn
densidades populacionais x e y. Em cada urn desses problemas, faca o seguinte:

Desenhe urn campo de direcOes e descreva como as solucOes parecem se comportar.
Encontre os pontos criticos.
Para cada ponto critico. ache o sistema linear correspondente. Encontre os autovalores e autovetores do
sistema linear; classifiquc cada ponto critico em relacao ao tipo e determine se 6 assintoticamente estavel,
estavel ou instrivel.
Esboce as trajetOrias em uma vizinhanca de cada ponto critico.
Desenhe urn retrato de fase para o sistema.
Determine o comportamento limite de x e y quando 	 cx) e interprete os resultados em termos das po-
pulacOes das duas espOcies.

e, 1. (Welt = x(1,5 — 0,5y)	 (6), 2. dx I dt = x(1 — 0,5y)
dyldt = y(-0,5 + x)	 dy 1 dt = y( —0,25 + 0,5x)

3. d.v/dt = x(1 — 0,5x — 0.5y)	 if. 4. dx/dt = x(1,125 — x — 0,5y)
dy I dt = y(-0,25 + 0,5x)	 fly 1dt = y(-1 + x)

(V 5. dx/dt = x(- 1 + 2,5x — 0.3y — x2)
dyl tit = y(— 1,5 + x)

6. Neste problema, vamos examinar a diferenca de fase entre as variacties ciclicas das populacOes de preda-
dores e presas dadas pelas Eqs. (24) desta sec5o. Vamos supor que K > 0 e que o tempo t c mcdido a partir
de um instante onde a populaciio de presas e maxima: entäo 0 = 0.
(a) Mostre que a populacao y de predadores tern um maxim° em t = 7/2“/T. = T/4, onde T e o periodo

da oscilaciio.
(h) Quando a populacao de presas esta crescendo o mais rapidamente possivel? Quando esta diminuindo

o mais rapidamente possivel? Quando atinge um mlninto'?
Responda as perguntas no item (b) para a populacâo de predadores.
Desenhe uma trajetOria eliptica tipica em torno do ponto (cly, ala) e marque os pontos encontrados
nos itens (a), (b) e (c) nela.

4 •2, 7. (a) Encontre a razäo entre as amplitudes das oscilacties das populacties de presas e de predadores em
torno do ponto critic() (cly,a1a) usando a aproximacao (24), vtilida para oscilacOes pequenas. Observe
que a razão 6 independente das condicties iniciais.

(b) Calcule a razäo encontrada no item (a) para o sistema (2).
Estime a razdo entre as amplitudes para a solucdo do sistema nä° linear (2) ilustrada na Figura 9.5.3.
Esse resultado esta de acordo corn o obtido da aproximacao linear?
Determine a razdo entre as amplitudes presa-predador para outras solucOes do sistema (2), ou seja,
para solucties satisfazendo outras condicaes iniciais. A raid() a independente das condiciies iniciais?

•42, 8. (a) Encontre o period() de oscilacrio das populacejes de presas c de predadores usando a aproximacäo
(24), vrilida para pequenas oscilaciies. Note que o period() independe da amplitude das oscilacOes.

(h) Para a solucao do sistema (2) ilustrada na Figura 9.5.3, estime o period() o melhor possivel. 0 resulta-
do 6 o mesmo que da aproximacao linear?

(c) Calcule outras solucaes do sistema (2), ou seja, solucOes satisfazendo outras condicaes iniciais, e de-
termine seus periodos. 0 periodo e o mesmo para todas as condicOes iniciais?

6;2/ 9. Considere o sistema

thldt = tan — (y/2)1,	 dy/dt = by[-1 + (x/3)1,
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onde a e b sào constantes positivas. Observe que esse sistema é igual ao do exemplo no texto se a = 1 e
b = 0,75. Suponha que as condicOes iniciais säo x(0) = 5 e y(0) = 2.

2E

ia
to

Sejam a = 1 e b =1. Desenhe a trajetOria no piano de fase e determine (ou estime) o period() da osci-
lacao.
Repita o item (a) para a = 3 e a = 1/3, com h	 1.

Repita o item (a) para b = 3 e b = 1/3, com a = 1.
2 S

is
Descreva a dependencia do periodo e da forma da trajetOria em a e b.

402 10.	 As populacOes medias de presas e predadores sdo definidas por

1 A+T A+T

= —
T ft	

x(t) dt, = 
T	

y(t)dt,
A

respectivamente, onde T o o periodo de urn ciclo completo e A é uma constante nä° negativa arbitraria.

m
Usando a aproximacäo (24), valida perto do porno critico, mostre que	 = clye y = ala.

Para a solucao do sistema nao linear (2), ilustrada na Figura 9.5.3, estime Ie yo melhor que puder.
Tente determinar se I e y säo dados por clye ala, respectivamente, nesse caso.

to

Sitgestiios considere como voce pode estimar o valor de uma integral mcsmo sem ter uma fOrmula
para o integrando.

3-

x' = x(1 — a x — 0,5y),	 y' = y(-0,75 + 0,25x),	 (25)

onde a > 0. Observe que este sistema e uma modificacao do sistema (2) no Exemplo 1.
Encontre todos os pontos criticos. Como variam suas localizacOes quando a aumenta a part ir de zero?
Note que se, existe urn ponto critico no interior do primeiro quadrante se a < 1/3.
Determine o tipo e as propriedades de estabilidade de cada ponto critico. Encontre o valor a, < 1/3

a-	 onde a natureza do ponto critico no interior do primeiro quadrante muda. Descreva a mudanca que
ir	 ocorre quando a passa por a,.

Desenhe urn campo de direcOes e urn retrato de fase para urn valor de a entre zero e a,; para um valor
to
	 de a entre a, e 1/3.

Descreva o efeito nas duas populacOes quando a varia de zero a 1/3.
lo	 12.	 Considere o sistema

Al& = x(a — ax — ay), 	 dy/dt = y(—c + yx),

JS 	 onde	 e y stio constantes positivas.
Encontre todos os pontos criticos do sistema dado. Como variam suas localizacOes quando a aumenta
a partir de zero? Suponha que ala > cly, ou seja, a < aylc. Por que essa hipOtese e necessaria?
Determine a natureza e as propriedades de estabilidade de cada ponto critico.

(c)	 Mostre que existe um valor de a entre zero e aylc onde o ponto critico no interior do primeiro qua-
drante muda de um ponto espiral para urn no.

3.	 (d)	 Descreva o efeito nas duas populacOes quando a varia de zero a aylc.

	13.	 Nas equacOes de Lotka-Volterra, a interacdo entre as duas espécies e modelada por termos proporcionais
ao produto xy das duas populacOes. Se a populacao de presas e mui to major do que a de predadores, esse
valor pode ser muito major do que as interacOes; por exemplo, um predador pode cacar s6 quando esta

io	 corn fome, ignorando a presa em todos os outros momentos. Neste problema, vamos considerar urn mode-
lo alternativo de urn tipo proposto por Rosenzweig e MacArthur.9

a-	 (a)	 Considere o sistema

' =x(1 — 0,2x— 
2y

x+ 6)'	 Y=4-0,25 +  X X	 )

X + 6 "

9Veja o livro de Brauer e Castillo-Chavez para mais detalhes.

outras sistema (2), ou seja, solucOes satisfazendo outras condicOes iniciais, e de-
termine I e y para essas solucOes. Os valores de I e y säo os mesmos para todas as solucOes?

Nos Problemas 11 e 12 vamos considerar o efeito de se modificar a equacäo para a presa x incluindo-se um
termo —ax 2 , de modo que essa equacao se reduza a equacäo logistica na ausencia do predador y. 0 Problema
11 trata de um sistema especifico desse tipo e o Problema 12 leva essa modificacao para o sistema de Lotka-
Volterra geral. Os sistemas nos Problemas 3 e 4 säo outros exemplos desse tipo.
11. Considere o sistema

(c) Calcule solucOes do

ja,

le-
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Determine todos os pontos criticos deste sistema.
Determine o tipo e as caracteristicas de estabilidade de cada ponto critic°.
Desenhc um campo de direcOes e urn retrato de fase para este sistema.     

Administrando uma Relaciio Predador-Presa. Em uma situacrlo predador-presa. pode ocorrer que uma ou
talvez as duas espdcies sejam fontes valiosas de comida (por exemplo). Ou a presa pode ser considerada uma
peste, levando a esforcos para que seu ndmero seja reduzido. Em urn modelo de administracâo corn esforco
constante, introduzimos um termo -E,x na equacdo da presa e urn termo 	 na equacrio do predador, em
que E, e E. sac, medidas do esforco investido na administracao das respectivas especies. Um modelo de admi-
nistracäo corn producao constante a obtido incluindo-se urn termo -H, na equacäo da presa e urn termo -H,
na equacão do predador. As constantes E,, E,, II e H, são sempre maiores ou iguais a zero. Os Problemas 14
e 15 tratam de modelos de administracão corn esforco constante, enquanto o Problema 16 trata de modelos de
administracdo corn producao constante.
14. Aplicando um modelo de administracäo corn esforco constante as equactles de Lotka-Volterra (1). obte-

mos o sistema       

x" = x(a - ay - E t ),	 = y(-c + yx - E2).       

Quando nao ha administracao, a solucäo de equilibrio z (cly,ala).

Antes de fazer qualquer amilise matematica, pense sobre a sittracao intuitivamente. Como vocd acha
que as populacOes irao variar se apenas as presas forem administradas? E se SO os predadores forem
administrados? E se ambos forem administrados?
Como varia a solucao de equilibrio se as presas forem administradas, mas os predadores nao (E,> 0,
E2 = Or

Como varia a solucao de equilibrio se os predadores forem administrados, mas as presas nao (E, = 0,
E,> 0)?
Como varia a solucao de equilihrio se ambos forem administrados (E, > 0, E, > 0)?

Se modificarmos as equacOes de Lotka-Volterra incluindo urn termo autolimitador 	 na equacâo da
presa e depois supusermos uma administrac5o corn esforco constante. obteremos as equacties

x' = x(a - (Tx - ay - E I ), y' = y(-c + yx - E2).

Na ausencia de adininistracilo, a soluc5o de equilibrio de interesse e x = cly, y = (ala) - (ac)l(ay).

(a) Como varia a solucii° de equilibrio se as presas forem administradas, mas os predadores nao (E,> 0,
E, = 0)?

(h) Como varia a solucilo de equilibrio se. os predadores forem administrados, mas as presas nao (E, = O.
E2 > Or

(c) Como varia a solucao de equilibrio se ambos forem administrados (E, > 0, E, > 0)?
Neste problema aplicamos um modelo de administracrio corn produc5o constante na situacao no Exempt()
1. Considere o sistema     

x' = x(1 - 0,5y) - 	 y' = y(-0.75 + 0,25x) - 112,

onde II,e II, sao constantes nao negativas. Lembre-se de que se H, = 1-12 = 0, entdo (3,2) e uma solucäo de
equilibrio para esse sistema.

Antes de fazer qualquer analise matematica, pense sobre a situaciio intuitivamente. Como voce acha
que as populactles irk) variar se apenas as presas forem administradas? E se s6 os predadores forem
administrados? E se ambos forem administrados?
Como varia a soluc5o de equilibrio se as presas forem administradas, mas os predadores nao (H, > O.

Hz= 0)?
Como varia a solucrio de equilibrio se os predadores forem administrados, mas as presas nao (H, = O.
Hz> 0)?
Como varia a solucao de equilihrio se ambos forem administrados (H, > 0, H2 > 0)? 

9.6 0 Segundo Metodo de Liapunov                                 

Na Secão 9.3 mostramos como a estabilidade de urn ponto critic() de urn sistema localmente linear pode
ser estabelecida, cm geral, atraves de um estudo do sistema linear correspondents. No entanto, nada se                         
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pode concluir quando o porno crftico e urn centro do sistema linear correspondente. Exemplos dessa si-
tuacao sac) o pendulo nao amortecido, as Eqs. (1) e (2) a seguir e o problema predador-presa discutido na
Seca° 9.5. Para urn ponto critic() assintoticamente estavel pode ser importante, tambem, investigar a hacia
de atracao — ou seja, o dominio tal que todas as solucaes que comecam nele tendem ao ponto critic°. A
teoria de sistemas localmente lineares nao fornece informace•es sobre esse problema.

Nesta secao vemos discutir outra abordagem, conhecida como o segundo metodo de Liapunov w ou
metodo direto. 0 metodo tambem é conhecido como metodo direto porquc nao ha necessidade de se
conhecer algo sobre a solucao do sistema de equagOes diferenciais. Em vez disso, chega-se a conclusOes
sobre a estabilidade ou instahilidade de um ponto crftico atraves da construcao de uma funcao auxiliar
apropriada. Essa c uma tecnica muito poderosa que fornece urn tipo de informacao mais global, por
exemplo, uma estimativa da extensão da hacia de atracao de urn ponto critic°. Alern disso, o segundo
metodo de Liapunov pode ser usado para estudar sistemas de equagOes que nao sac) localmente lineares:
no entanto. nao discutiremos tail problemas.

Basicamente, o segundo metodo dc Liapunov e uma generalizacao de dois princfpios fisicos para sis-
temas conservativos, a saber, (i) uma posicao de repouso e estavel se a energia potencial c urn minim°
local, caso contrario é instavel, e (ii) a energia total é constante durante todo o movimento. Para ilustrar
esses conceitos, considere. novamente, o pendulo nao amortecido (urn sistema mecanico conservativo),
que é governado pela equacao

d20 g

dt2	

,
L

s
Ln 0 = O.	 (I)

O sistema de primeira ordem correspondente

dx	 dy
—di = y,	 —

dt 
—

 L
senx,	 (2)

onde x = 9 e y = delele. Sc omitirmos uma constante arbitraria, a energia potencial U é o trabalho feito ao
se levantar o pendulo para uma posicao acima da sua posicao mais baixa, a saber,

U(x,y) = mgL(1 — cosx);	 (3)

veja a Figura 9.2.2. Os pontos criticos do sistema (2) sac) x = ±tur,y = 0, n = 0,1,2,3, ..., correspondendo a
9 = ±tur,dOldt = 0. Fisica mente, esperamos que os pontos x = 0, y = 0; x = ±27, y = 0; ..., correspondendo
a 9 = 0, ±2:7,	 sejam estaveis, ja que, para eles, o cixo do pendulo esta na posicao vertical corn o peso
para baixo: alem disso, esperamos que Os pontos x = ±37, y = 0:x = ±3zr, y = 0; ..., correspondendo a 9 =
±m ±37,	 sejam instaveis.ja que, para eles, o eixo do pendulo esta na posicao vertical com o peso para
cima. Isso esta de acordo corn (i), que nos pontos anteriores U e urn minim° igual a zero e nos pontos
posteriores e urn maxim° igual a 2IngL.

Considere, agora, a energia total V, que é a soma da energia potencial U corn a energia cinetica
44,11... = (d0 I (10'. Em termos de x e y,

V (x,y) = mgL(1 — cosx) + ImL2y2 .	 (4)

Em uma trajetOria correspondente a solucao x = OW, y = CI) das Eqs. (2), V pode ser considerada como
uma funcao de t. A derivada de V[(1)(t),0.(t)] em relacao a t e chamada de taxa de variacao de V ao longo
da trajet(iria. Pela regra da cadeia,

dV[0(t), c(t)]	 d¢(t)	 (t)
= V,[0(t),1,11(t)]

dt	 dt	 VY(4)(t)'*(t)i dt

dY= (mgLsenx) dx— + mL2y —
dt

,	 (5)
dt

onde esta subentendido que x =	 e y = i(t). Finalmente, substituindo dx/dt e dylelt na Eq. (5) pelas
Eqs. (2), vemos que dVldt = 0. Logo, V e constante ao longo de qualquer trajetOria do sistema (2), o que
é a afirmacao (ii).

E importante observar que cm qualquer ponto (x, y) a taxa de variacao de V ao longo da trajetOria
que passa por aquele ponto foi calculada sem se resolver o sistema (2). E precisamente esse fato que nos

'"Alexandr M. Liapunov (1857-1918), um aluno de Chebyshev em Sao Petersburgo, ensinou na Universidade de Kharkov de
1885 a 1901, quando se tornou acadanco em matematica aplicada na Academia de Ciacias de Sao Petersburgo. Em 1917
mudou-se para Odessa, devido a satide &Agit de sua esposa. Sua pesquisa em estabilidade incluiu tanto a analise teOrica
quanto aplicacOes a diversos problemas fisicos. Seu segundo metodo esta em scu trabalho mais inllucnte, General Problem of
Stability of Motion (Problema Geral de Estabilidade do Movimento), publicado cm 1892.



V(xi,Y1)•

permite usar o segundo mOtodo de Liapunov para sistemas cujas solucOes nao conhecemos, e essa 6 a
raztio principal de sua importancia.

Nos pontos criticos esttiveis, x = ±2;r, y = 0, n 0, 1,2, ..., a energia V 6 nula. Se o estado inicial, diga-
mos (x,, y,), do pendulo esta suficientemente prOximo de um ponto critico estdvel, entao a energia V(x,,
y,) 6 pequena e o movimento (trajetOria) associado a essa energia permanece prOximo do ponto critico.
Pode-se mostrar que se V(x,,y,) 6 suficientemente pequena, entao a trajetOria e fechada e contem o ponto
critico. For exemplo, suponha que (x,, y i ) esta perto de (0, 0) e que V(x,,y,) 6 muito pequena. A equacao
da trajetOria corn energia V(x„y,)

V (x,y) = mgL(1 - cosx) + ImL2y2

EXEMPLO

1
V(x,y) = sen(x2 + y2)

positiva definida em x' + y2 < 7/2, ja que V(0, 0) = 0 e V(x, y) > 0 para 0 < x 2 + y 2 < ;r/2. No entanto, a funcao

V(x,y) = + y)2

s6 6 positiva semidefinida, ja quc V(x,y)= 0 na reta y = -x.

A funcao
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Para x pequeno, temos 1 - cos x = 1 - (1 - x2/2! + ...) .02. Logo, a equacao da trajetOria 6, aproxima-
damente,

1	 r 2	 1	 r2 2	 T7
-2 mgc,x	 -2 mL, y = v (xio/t),

ou

x2Y2
=1.

2V (x i ,y 1 )/ingL	 2V(xi,y1)//71L2

Isso e uma elipse em torno do ponto critico (0, 0); quanto menor V(x,, y,), menores sac) Os eixos da elipse.
Fisicamente, a trajetOria fechada corresponde a uma solucao periOdica no tempo — o movimento e uma
pequena oscilacäo em torno do ponto de equilfbrio.

Se existe amortecimcnto, no entanto, e natural esperar que a amplitude do movimento diminua com
o tempo e clue o ponto critico estivel (centro) se tome um ponto critico assintoticamente estavel (ponto
espiral). Veja o retrato de fase para o pendulo amortecido na Figura 9.3.5. Isso quase que pode ser ar-
gumentado a partir de dVldt. Para o pendulo amortecido, a energia total ainda ë dada pela Eq. (4), mas
agora, pelas Eqs. (13) da Secao 9.2, dxldt = y e dyldt = - (g/L)senx -	 Substituindo dx/dt c dyldt na
Eq. (5), obtemos dVldt = -cLy2 < 0. Portanto, a energia a nä° decrescente ao lon go de qualquer trajetOria
e, exceto pela reta y = 0,o movimento e tal que a energia diminui. Logo. cada trajetOria tern clue se apro-
ximar de um ponto de energia minima — urn ponto de equilfbrio esttivel. Se dVldt < 0, cm vez de
dVldt < 0, 6 razodvel esperar que isso continue vtilido para todas as trajetOrias que comecem suficiente-
mente prOximas da origem.

Para continuar aprofundando essas ideias, considere o sistema autOnomo

dx/dt = F(x,y),	 dy/dt = G(x,y),	 (6)

e suponha quc o ponto x = 0,y = 0 e um ponto critico assintoticamente estdvel. Entao existe algum dorni-
nio D contendo (0, 0) tal quc toda trajetOria que comeca em D tende a oriaem quando t	 oo. Suponha
que existe uma functio "energia" V tal que V > 0 para (x, y) em D, corn V = 0 apenas na origem. Como
cada trajetOria em D tende a origem quando t	 oo, entao, seguindo qualquer trajetOria particular, V
tende a zero quando t tende a infinito. 0 tipo de resultado que queremos provar 6, essencialmente, a
recfproca: se em todas as trajetOrias V tende a zero quando t tende a infinito, entao as trajetOrias tem
que se aproximar da origem quando t	 oo e, portanto, a origem e assintoticamente estdvel. Primeiro, no
entanto, precisamos de varias definicOes.

Suponha que V esta definida em urn domfnio D contendo a origem. A funcao V 6 dita positiva definida

em D se V(0, 0) = 0 c V(x, y) > 0 cm todos os outros pontos de D. Analogamente, V 6 negativa definida em

D se V(0, 0) = 0 e V(x, y) < 0 para todos os outros pontos de D. Se as desigualdades > e < sao substituidas
por > e <, entao V e dita positiva semidefinida e negativa semidefinida, respectivamente. Enfatizamos
que ao se falar de uma funcao positiva definida (negativa definida, ...) em urn dominio D contendo a
origem, a funcao tern que se anular na origem, alem de satisfazer a desigualdade apropriada em todos os
outros pontos de D.



(a) (b)

V(x, y) = C

x = 0(t)

Y = W(t)	
MO. dv(ti

	

)j 	 T(ti)
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Queremos considerar, tambem. a fungdo

(x ,y)	 Vx (x.v)F(x,y) + Vy(x,y)G(x,y), 	 (7)

V;(x / ,y 1 ) i + VAr i ,y 1 ) j = VV(x i , yiP.	 dt I+	 dt

onde F e G sdo as fungi:5es da Eq. (6). Escolhemos essa notacdo porque V(x, y) pode ser identificada corn
a taxa de variacdo de V ao longo da trajetOria do sistema (6) clue passa pelo ponto (x.y). Em outras pala-
vras, se x = 4)(t), y = y(t) Cr ulna solucao do sistema (6). entdo

	

dV10(t).	 d0(t)	 4(1) 
Vx[0( t ) . (0]	 + V[ ,(t)

	

dt	 ([td t

= Vx (x,y)F(x,y) + Vy(x,y)G(x,y)

= V (x, y).	 (8)

Vamos nos referir a fungdo V muitas vexes como a derivada de V em relacdo ao sistema (6).
Vamos enunciar dois teoremas de Liapunov. o primeiro sobre estabilidade e o segundo sobre instabi-

lidade.

Teorema 9.6.1 Suponha que o sistema autOnomo (6) tenha urn ponto critic() isolado na origem. Se existir uma funcao
V, continua corn derivadas parciais continuas, que seja positiva definida e para a qual a fungdo V, dada
pela Eq. (7), seja negativa definida em algum dominio D no piano xy contendo (0,0), entdo a origem é
um ponto critic() assintoticamente estdvel. Se V for negativa semidefinida, entdo a origem é urn porno
critic() estavel. 

Teorema 9.6.2 Suponha que a origem é um porno critico isolado do sistema autOnomo (6). Seja V uma funcao continua
	  corn derivadas parciais continuas. Suponha que V(0, 0) = 0 e que, em toda vizinhanca da origem. existe

pelo menos urn porno onde V e positiva (negativa). Se existir um dominio D contendo a origem tal que
a funcdo V, dada pela Eq. (7). seja positiva delmida (negativa definida) cm D, entiio a origem C. urn ponto
critico instävel.

A funcao V e chamada de uma funciio de Liapunov. Antes de esbocarmos argumentos geomtricos
para os Teoremas 9.6.1 e 9.6.2, ohser amos que a dilieuldade na utilizacdo desscs teoremas r que cies nio

nos dizem como construir uma funcdo de Liapunov. supondo q uc exista uma. Nos casos em que o sistema
autOnomo (6) representa um problema fisico (:! natural considerar. primeiro, a energia total do sistema
como uma funcdo do Liapunov possivel. Entretanto. Os Teoremas 9.6.1 c 9.6.2 podem ser aplicados em
casos onde o conceit() de energia fisica ndo (3 pert inente. Em tail casos. pode ser necessaria uma aborda-
gem envolvendo tentativa e erro.

Vamos considerar a segunda parte do Teorema 9.6.1.ou seja,o caso em que V < 0. Seja c > 0 uma cons-
tante e considere a curva no piano xy dada por V(x.y) = c. Para c = 0, a curva se reduz a um Unico ponto
.v = 0, y 0. Vamos supor que se 0 	 < c„, entdo a curva V(.v. y) = c, cont(3m a origem e estri contida no
interior da curva V(x, y) c.. como ilustrado na Figura 9.6.1a. Vamos mostrar que uma trajetOria come-
cando no interior de uma curva fechada V(x. y) = c nao pode cruzar a curva pant sair. Logo. dado um
circulo de raio E cm torno da origem. escolhendo c sulicientcmente pequeno, podemos garantir que toda

FIGURA 9.6.1 Interpretacdo geometrica do metodo de Liapunov.
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