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Resumo

Este trabalho retne os conceitos e resultados basicos de Geometria
Algébrica, visando a familiaridade com esta teoria e o dominio de seus resultados
fundamentais. O estudo foi desenvolvido em duas etapas. Na primeira delas,
referente ao Trabalho de Conclusao de Curso A, sao abordados resultados gerais
de Algebra Comutativa, como anéis e homomorfismos, ideais e operacdes e ex-
tensao e contracao de ideais. Também sao apresentados os conceitos de modulos,
sequéncias exatas, condicoes de cadeia e anéis Noetherianos, com destaque ao
Teorema da Base de Hilbert. A segunda etapa, que corresponde ao Trabalho de
Conclusao de Curso B, traz os conceitos e resultados fundamentais da Geometria
Algébrica, como espacos afins, conjuntos algébricos, variedades afins, o Lema da
Normalizacao de Noether e o Teorema dos Zeros de Hilbert, também conhecido

como Nullstellensatz.
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Introducao

Quando estudamos estruturas algébricas bésicas, como grupos e
anéis, percebemos que determinados resultados sao validos apenas para estruturas
comutativas. Este fato, aliado & possibilidade de tratarmos de duas operacoes
simultaneamente, torna a estrutura dos anéis mais rica e interessante do que a
dos grupos. A Algebra Comutativa é, essencialmente, o estudo de anéis comuta-
tivos. Em particular, quando restrita aos anéis de polinémios, ¢ conhecida como
Geometria Algébrica.

Este trabalho retine os principais conceitos e resultados desta teoria,
distribuidos ao longo de oito capitulos. Os cinco primeiros foram desenvolvidos
durante o Trabalho de Conclusao de Curso A, e tratam de resultados gerais de
Algebra Comutativa. Os demais, referentes ao Trabalho de Conclusio de Curso
B, abordam resultados mais especificos de Geometria Algébrica.

No primeiro capitulo sao apresentados os objetos iniciais, como
anéis, homomorfismos e ideais. Também sao estudados tipos especiais de ideais,
como ideais principais, primos e maximais, o nilradical e radical de Jacobson; além
das operagoes, extensao e contracao de ideais. Com especial atencao, abordamos
o anel de polinémios e algumas propriedades.

No Capitulo 2, retomamos véarios conceitos e resultados do Capi-
tulo 1, referente ao estudo de modulos: homomorfimos entre médulos, modulos
quocientes e operacoes em submoédulos. Além disso, apresentamos a soma direta
e produto direto de modulos, modulos finitamente gerados e sequéncias exatas
de modulos. O terceiro capitulo trata de anéis e modulos de fragoes, extensao e
contracao de ideais em anéis de fragoes, e o que chamamos de propriedades locais.

O Capitulo 4 é dedicado ao estudo das cadeias de submoddulos,
juntamente com as propriedades de mddulos Noetherianos; enquanto no Capitulo
5, definimos anéis Noetherianos e exploramos alguns resultados envolvendo estes
anéis: em particular, o famoso Teorema da Base de Hilbert.

No sexto capitulo sao introduzidos os conceitos iniciais de Geome-

tria Algébrica, como espacos afins, conjuntos algébricos e elementos inteiros; além
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de suas propriedades e alguns resultados fundamentais.
No capitulo seguinte, apresentamos o Lema da Normalizagao de
Noether, seguido da demonstracao devida a Zariski do Teorema dos Zeros de
Hilbert. O ultimo capitulo refere-se ao estudo de variedades algébricas, abordando
conceitos como anéis de coordenadas, aplicacoes polinomiais e funcoes racionais.
Por fim, temos as Consideragoes Finais, onde destacamos alguns

pontos importantes e as principais contribuicoes deste trabalho.
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Capitulo 1

Anéis e Ideais

Neste primeiro capitulo, definimos os conceitos basicos da Algebra
Comutativa, como anéis e ideais, e apresentamos suas propriedades elementares.
Depois, passamos a discussao a respeito de ideais primos e maximais; e as ope-
racoes em ideais. Ressaltamos que os exemplos sao apresentados no contexto de

nimeros inteiros e polinomios.

1.1 Anéis e Homomorfismos de Anéis

Sejam (z,y) — =+ y e (z,y) — xy leis de composi¢ao internas
num conjunto R # (), usualmente chamadas de adi¢cao e multiplicacao, respecti-

vamente. Suponhamos que

1. O conjunto R é um subgrupo abeliano em relacao a adicao; isto é, R satisfaz

as seguintes propriedades:
e Associatividade: Vz,y,2 € R, (x +y) + 2 =x + (y + 2);

e Comutatividade: Vz,y € R, x +y =y + x;

e Existe elemento neutro para esta operagao, denotado por Og (ou sim-
plesmente 0) e chamado de zero do anel, tal que para todo z € R,

temos x + O = x.

e Todo elemento de R admite um simétrico aditivo; ou seja, para todo
x € R existe um elemento em R, denotado por (—z) tal que z+(—z) =
Og.

2. A multiplicagdo é associativa: Vr,y,z € R, ((zy)z) = (z(y2)).

3. A multiplicagao é distributiva em relagdo a adigdo: Vz,y,z € R, x(y+2) =
ry+xze (v+y)z=xz+yz
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Defini¢ao 1.1 (Anel). Nas condicées expostas acima, dizemos que o con-
junto R é um anel em relacao a adicao e multiplicacao consideradas, e

denotamos por (R, +,-).

Além disso, se (R, +,.) também satisfaz

4. A multiplicacao é comutativa: Vz,y € R, xy = yx;

e

5. Existe elemento neutro da multiplicagao, denotado por 15 (ou simplesmente

1) e chamado de um; tal que 21 = 1l = z, para todo = € R;

dizemos que(R, +,-) é um anel comutativo com unidade.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.2. Os conjuntos nimericos Z e Q, equipados como as operacoes de
soma e multiplicacao usuais, sao anéis comutativos com unidade. As propriedades

listadas acima sao facilmente verificadas para estes conjuntos.
Exemplo 1.3. Seja Z[i] = {a + bi : a,b € Z}; e as operagies:
+: Z[i] x ZJi] —  ZJi]

((a+bi),(c+di)) — (a+c)+ (b+d)i,

2 x Zl) —  ZJi
((a+bi), (c+di)) — (ac—bd)+ (ad + be)i.

Entao (Z[i], +,-) € uma anel comutativo com unidade, chamado de

anel dos inteiros de Gauss.

Exemplo 1.4. Sejam M, «,(R) o conjunto das matrizes nxn com entradas em R,
+ a adicao e - a multiplicacdo usuais de matrizes. Sabemos que (My,x,(R),+,-)

€ um anel com elemento unidade, mas nao € comutativo se n > 2.

Exemplo 1.5. Seja ' o conjunto das funcoes continuas f : [0,1] — R, onde estao
definidas as operacoes f+g e fg como (f+9)(z) = f(x)+g(z) e (fg) = f(x)g(x).
Entao (I',4,-) é um anel comutativo com unidade, onde os elementos 0 e 1 sao

as funcoes constantes 0 e 1, respectivamente.
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Ao longo deste texto, o termo “anel” significara anel comutativo
com unidade, ou seja, um anel que satisfaca os itens de (1) a (5) acima. Além
disso, chamaremos o anel (R, +, -) apenas por R, quando nao houver ambiguidade
em relacao as suas operacoes.

Notemos que nao estd excluida a possibilidade de que, em (5),

tenhamos 1 = 0. Neste caso, para qualquer x € R, temos
r=xl=20=0

e assim, X tem apenas o elemento 0, chamado de anel nulo e denotado por 0.
Considerando que um anel também é um grupo em relacao a adigao,
varios conceitos e resultados importantes para grupos, podem ser extendidos para
o caso de anel. Em geral, estes resultados sao os mesmos que para grupos, apenas
acrescidos de condicoes sobre a operacao de multiplicacao; como é o caso das

seguintes definicoes.

Definicao 1.6 (Subanel). Um subconjunto S de um anel R é um subanel se é

fechado em relacao a adicao e multiplicacao e se contém o elemento 1 de R.

Exemplo 1.7. Os conjuntos R,Q e Z sao subanéis de C. Também ¢é um subanel

de C o conjunto Z[i] dos inteiros de Gauss.

Definicao 1.8 (Homomorfismo de anéis). Um homomorfismo de anéis é uma
funcao f de um anel R em um anel S tal que

W) f(x +y) = f@) + f(y);

(ii) f(zy) = f(2)f(y);

(iii) f(1r) = 1s.

Notemos que a condi¢do (i) da definigdo acima é equivalente a
dizer que f deve ser um homomorfismo de grupos. Agora, se f : R — S é
um homomorfismo de anéis, entao:

(a) f(0) =0. De fato, f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) e assim, f(0)
é o elemento neutro da adi¢do, ou seja, f(0) = 0.

(b) Para todo x € R, f(—z) = —f(x). Como 0 = f(0) = f(z +
(—x)) = f(z) + f(—=x), temos que f(—z) é o simétrico aditivo de f(z), ou seja,
f(=z) = —f().

(c) Para todos x,y € R, f(z—y) = f(z)— f(y). De fato, f(x—y) =
f@+(=y) = @) + f(=9) € f(2) ~ Fw).
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Exemplo 1.9. A funcio p : Z x Z — Z, definida por p(x,y) = x e chamada de

projecao, € um homomorfismo de anéis:
p((z,y) + (w,2)) = plz +w,y + 2) =z +w = p(x,y) + p(w, 2),

p((z,y) - (w, 2)) = plzw,yz) = 2w = p(z,y) - p(w, 2)

p(1,1) =1.

E facil ver que, se f : R = S, g : S — T sdo homomorfismos de
anéis, a composicao go f : R — T também é homomorfismo de anéis.

Outro exemplo classico de homomorfismo de anéis é a identidade
t:S— R, u(x) ==z, onde S é subanel de R.

1.2 Anéis de Polinbmios

Um dos mais importantes exemplos de anéis é o chamado anel de
polindmios, apresentado mais detalhadamente nesta secao.

Seja (R, +,-) um anel. Um polinémio numa varidvel sobre R é uma
sequéncia (ag, ai, ..., an, -+ ), onde a; € R para todo indice e a; # 0 somente para
um numero finito de indices.

Seja R o conjunto dos polind6mios numa variavel sobre R. Em R,

definimos as seguintes operacoes:

@:RxR—-R
tal que
(ag,ay, ...), (bo, b1, ...) — (ag + by, a1 + by, ...)
©:RxR—=R
tal que
(ag,ay,...), (bo, b1, ...) — (co, 1, -..)
onde

(
co = aopbo

c1 = agby + a1by

Cn = aObn + albn—l + ...+ an—lbl + anbO
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E facil ver que (R, ®,®) é um anel, e que
e 0 elemento neutro de @ ¢ (0,0,0, ...);

e 0 elemento neutro de ® ¢ (1,0,0,...);

e 0 simétrico aditivo de (ag,as, ..., ay,,...) com respeito a operacdo & é o

elemento (—ag, —ay, ..., —ay, ...).

Além disso, a multiplicagao de R é comutativa, pois a multiplicacao
de R é comutativa. Se (ag,ay,...,ap,...) ¢ um elemento de R, entdo o simbolo
(ag,ay, ..., @y, -+ )" representa o elemento

(@, A1y oy Ay o) @ (A0, A1y ey Ay o) © -+ @ (G0, Q1 -y A, ),

~~
n vezes

Usando as definicoes de @ e ©, vemos que

(0,...,0,a,,0,0,..) = (an,0,..) ® (0,..., 1 ,0,...),

7\ /)
n+1
e que
(0, ...,0, 11,0,...):(0,1,0,...).
n+

Assim, temos

(ag,ai,...,a,,0,0,...) = (aop,0,0,...)
®[(a1,0,0,...) ® (0,1,0,0,...)]
®[(as,0,0,...) ®(0,1,0,0,...)%]
D---
®[(an,0,0,..) ® (0,1,0,0,...)"].

Para facilitar a notacao, costuma-se usar o simbolo X para de-
signar o elemento (0,1,0,...), escrever apenas a; ao invés de (a;,0,0,...) e tam-
bém substituir & e ® por + e -, respectivamente. Dessa forma, o elemento
(ap, a1, ...,a,,0,...) é representado pela soma ag + a1 X + ... + a, X", e entdo
R = {3 ,aX" :a;€ R,neN}. As operagbes neste anel sio a soma e a
multiplicacdo usuais em polindémios. Denotamos (R,+,) por R[X], o anel de
polinomios numa varidvel sobre R.

Definimos o grau do polinomio F(X) € R[X], F(X) # 0 como o
inteiro n tal que F(X) = ag + a1 X + ... + a, X", com a,, # 0. O elemento a,
é chamado coeficiente dominante do polindmio, e o polinomio é dito maonico se
a, = 1.

De forma semelhante ao anel Z, existe um Algoritmo da Divisao

em R[X], conforme o teorema a seguir.
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Teorema 1.10 (Algoritmo da Divisdo). Dados F = ag + a1 X + ... + a, X" e
g=bo+ b0 X+ ...+ b, X™ em R[X], com G # 0 e seu coeficiente dominante é
unidade. Entao existem A, B € R[X] tais que F = G- A+ B, onde B =0 ou
deg B < deg(@.

Demonstracao: Se F' =0, entao A = B =0, pois 0 =G -0+ 0. Caso F # 0
e deg F' < deg @, basta tomarmos G = 0e B = F, pois G-0+ F = F e, por
hipotese, deg F' < degG.

Por fim, se F' # 0 e deg F' > deg GG, procedemos por inducao sobre
deg F'. Se deg F' = 0, entao degG = 0, e dai F' = ag e G = by. Basta tomar
A=bytag e B =0, uma vez que ag = by(by ag) + 0.

Suponhamos agora que deg F' = n e que o teorema se verifique
para todo polinomio de grau menor que n. Seja F; = F — a,b ' X"™™ - G. Se
Fi = 0 ou degF} < degG, entao B = F} e A = a,b,) X"~™. Caso contrario,
temos deg F1 < n — 1 e degF; > deg(G. Pela hipotese de inducao, existem
Ay, By € R[X] tais que

Fi =G A1+ By, com By =0 ou deg B; < deg(G).
Logo
F—a,b!X"™.G=G- A+ B
e assim
F=G- (A + anb;LlX”_m) + Bi1, com By =0 ou deg By < degG.

Por inducao, podemos definir o anel de polindmios em k varidveis

sobre o anel R do seguinte modo:
RIXy, ... Xk] = (R[ X1, o, Xi—1])[Xk]-

Examinemos mais detalhadamente o caso £ = 2. Por definicao,
R[X1, X5] = (R[X1])[Xz2], e entdo um elemento deste anel é da forma

((aoo,a01, ...70, ), ceey (ang,anl, ...,07 ), ceey (0,0, ), )

com a;; € RVi,j.
Representando ((0,1,0,...),(0,0,...),...) por X1 e

((0,0,...),(1,0,...),(0,0,...), ...) por Xs; o elemento acima se escreve como

ao(Xl) + al(Xl)XQ + ...+ an(Xl)XgL
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onde

(Z()(Xl) = Qpo + a01X1 + a02X12 + ...
Cll(Xl) = ajo + 0,11X1 =+ a12X12 4+ ...

| @n(X1) = ano + am Xy + an X7 + ..

1.3 Ideais e Anéis Quocientes

Definicao 1.11 (Ideal). Um ideal em um anel R é um subconjunto I de R, tal
que I € um subgrupo aditivo e que RI C I; isto é, sex € Rey € I, entao xy € 1.

Exemplo 1.12. Seja R um anel. Entao {0} e R sdo ideais em R, chamados de

ideats triviais.

Exemplo 1.13. Seja f : R — S um homomorfismo de anéis. O ntucleo de
f, definido como o conjunto {x € R: f(x) =0}, denotado por ker f, é um ideal
em R. De fato, ker f é um subgrupo aditivo (fato jd conhecido para o caso de

homomorfismo de grupos) e

yeE R xeckerf= f(zy)=f(x)  fly)=0- f(y) =0= zy € ker f.

Entretanto, a magem de f, definido como o conjunto

{y € S: f(x) =y, para todo z € R}, e denotado por Im(f), é um subanel de S.

Exemplo 1.14. O conjunto 27 dos inteiros pares € um ideal em Z. Mais

geralmente, o conjunto nZ dos muiltiplos inteiros de n, sao os ideais em 7.

Exemplo 1.15 (Ideal Principal). Seja x € R, entdo Rr = {ax :a € R} € um
ideal em R, denotado por (z) e chamado de ideal gerado por x. Se I = (x) para

algum x € R, entao dizemos que I é um ideal principal.

Como R é anel comutativo, entao o ideal I é um subgrupo normal,
e portanto, R/I é um grupo quociente. Seus elementos sao classes de equivaléncia
de x € R, denotados por ¥ = x + [. = também é chamado de I-residuo de x em

R. Definindo as operacdes + e - em R como

T4+y=@+D+y+)=@x+y)+I=x+y
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T-y=(+1)(y+1)=ay+1=7ay,

temos que R/I ¢ um anel, com 1 =1+ I e 0 = I, chamado de anel quociente.
Algumas vezes utilizamos a notagao = = y(mod I) para dizer que z — y € I.
Com estas operagoes, temos que a fungdo ¢ : R — R/I, que leva
cada x € R a sua classe de equivaléncia z + I, ¢ um homomorfismo sobrejetor de
anéis, chamado de homomorfismo natural de R em R/I. De fato, se x,y € R,

temos que:
plrt+y)=(@+y)+I1=(@+1)+y+I)=0o()+oy);

Pley) =zy+ 1= (x+1) - (y+1)=0e() 6(y)

o(1) =1+ 1.

Assim como para o estudo de grupos, um resultado fundamental é

o Teorema do Isomorfismo para Anéis.

Teorema 1.16 (Teorema Fundamental de Homomorfismo para Anéis Comuta-
tivos). Seja f : R — S um homomorfismo sobrejetor de anéis; e seja ¢ : R —

R/ ker f o homomorfismo natural. Entao existe um isomorfismo 1 : R/ ker f — S
tal que Yo p = f.

Demonstracao: A situacao descrita pode ser representada pelo seguinte diagrama:

Rxf%s

R/ ker f

Definindo a funcao ¢ : R/ker f — S como ¢(x + ker ) = f(z),
temos que o ¢(x) = Y(x +ker f) = f(x). A fungdo ¢ estd bem definida pois, se
x+ker f =y +ker f, temos © —y € ker f e, portanto, f(z) = f(y). Basta agora
mostrar que ¥ é um isomorfismo.

1 ¢ homomorfismo, pois

Y((z +ker f) + (y +ker f)) = ((x+y)+ker f)
= fle+y)=flz)+ f(y)
= ¢(z+ker f) + ¢(y + ker f),
Y((x +ker f)(y +ker f)) = (xy+ ker f)
= flzy) = [f(z)- f(y)
= ¢z +ker f) - ¢(y + ker f),
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(1 +ker f)=f(1) =1

Como f é sobrejetor, para qualquer y € S, existe z € R tal que
f(z) =y. Entao ¢(x + ker f) = f(x) = y. Assim, 1) é sobrejetor.

Agora, suponha que ¢ (z+ker f) = ¢(y+ker f), entdo f(x) = f(y)
ex —y € ker f. Assim, x + ker f = y + ker f. Portanto, ¢ é injetor.

Logo ¢ é um isomorfismo de R/ ker f em S, tal que ¢po ¢ = f.

Corolario 1.17. Qualquer imagem homomdrfica de um anel R é isomorfo a um

quociente R/I de R por um ideal I.

Teorema 1.18. Seja f : R — S um homomorfismo sobrejetor de anéis; e K seu
nicleo. Entdo H € um subanel (ideal) de R que contém K se, e somente se, f(H)

¢ subanel (ideal) de S. Além disso, se I é um ideal de R contendo K entao
z+1— flx)+1, I=f()
¢ um isomorfismo de R/I em S/I.

Demonstracao: Como a imagem por um homomorfismo é um subanel, é claro
que se H é um subanel de R, entdo f(H) é subanel de S. Se H for um ideal em
R, temos que f(H) é um subgrupo do grupo (S,+). Se T € S, existe © € R tal
que f(x) =T. Assim, para h € H, temos f(h)T = f(h)f(x) = f(hx) € f(H), e
portanto, f(H) é um ideal.

Se f(H) é um subanel (ideal) em S, entdo f~'(H) ¢ um subgrupo
do grupo (R, +), e também é subanel (ideal) de R. Segue que a correspondéncia
biunivoca entre o conjunto dos subgrupos de (R, +) contendo K e dos subgrupos
de S induz uma correspondéncia biunivoca entre os conjuntos dos subanéis e
também entre os ideais contidos nos subgrupos.

Além disso,  + I — f(z) + I é um isomorfismo de grupos entre
R/I e S/I, se I é um ideal em R contendo K e I = f(I). Como

(e + Dy +1) = (zy+1) = flay) + 1= f(2)f(y) + 1= (f(z) + D(fly) + 1)
temos um isomorfismo de anéis. [
Em particular, tomando o homomorfismo natural ¢ : R — R/I,
temos ker¢p = I. Como ¢(J) C ¢(K) se J C K (fato vélido para fungoes em

geral), temos o seguinte corolario.
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Corolario 1.19. FEziste uma correspondéncia biunivoca que preserva a ordem
entre os ideais J de R que contém I, e os ideais J de R/I, dada por J = ¢~1(J).

Corolario 1.20. (i) Seja I C J ideais em um anel R. Entdo existe um homo-
morfismo natural de R/I em R/J.

(ii) Seja I um ideal em um anel R, e R subanel de um anel S.
Entao existe um homomorfismo natural de R/I em S/IS, onde IS é o ideal em

S gerado por I.

Demonstragao: (i) Basta tomar ¢ : R/I — R/J tal que ¢(a+ I) = a+ J. Esta
bem definido pois, se a+1 =b+ 1, entaoa—b € J, e a+J = b+ J. Claramente,

é homomorfismo.

(i) A fungdo ¢ : R/I — S/IS, tal que ¥(a + 1) = a+ IS ¢
homomorfismo, e estd bem definida, uma vez que a + I = b+ I implica em
a—belClISea—bes. [

1.4 Divisores de Zero, Elementos Nilpotentes e
Unidades.

Um diwisor de zero em um anel R é um elemento x, para o qual
existe y # 0 em R tal que xy = 0. Um anel sem divisores de zero nao nulos, e

com 1 # 0, é chamado dominio de integridade (ou simplesmemte, dominio).

Exemplo 1.21. Os conjuntos nimericos Z,Q,R e C, com as operagoes usuais,

sao dominios. Também € um dominio o conjunto Z[i| dos inteiros de Gauss.

Exemplo 1.22. O conjunto I' das funcoes continuas f : [0,1] — R é um anel,
conforme o FExemplo 1.5. Entretanto, podemos considerar duas funcoes f e g em

I' assim definidas:

E claro que f 20 e g £ 0, mas fg = 0. Portanto, T ndo é um

dominio.
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Em particular, existem dominios de integridade cujos ideais sao
todos principais, como o anel Z (Exemplo 1.14). Neste caso, dizemos que o
dominio é um dominio principal.

O resultado a seguir decorre diretamente do Algoritmo de Divisao

para K[X], onde K é corpo, e nos fornece um exemplo de dominio principal.
Proposicao 1.23. Seja K um corpo. Entiao K[X] é um dominio principal.

Demonstragao: Seja I um ideal em K[X]. Se I = 0, ndao ha o que fazer.
Suponhamos I # 0. Seja F' € I um polinémio nao nulo de menor grau possivel.
Afirmamos que I = (F). De fato, se G € I, existem polinomio A e B em K|[X]
tais que G = F- A+ B, com B = 0 ou degB < degF. Como B € I, pois
H,F € I, devemos ter deg B = 0, pela minimalidade de deg F'. Logo H = F.A,
e H € (F). A outra inclusao é ébvia e, portanto, I = (F). |

Dizemos que um elemento x € R é nilpotente se ™ = 0 para algum
inteiro n > 0. Obviamente, se = é nilpotente, entdo 0 = 2" = x - 2"~ *. Portanto,
um elemento nilpotente ¢ divisor de zero, mas a reciproca nao é valida em geral.

Uma unidade em R é um elemento x tal que xy = 1 para algum
y € R. O elemento y é determinado de forma tnica por x, e é denotado por
=1, As unidades em R formam um grupo abeliano Ui em relacdo a operacao de

multiplicagao. De fato,
e 1 € Ug, obviamente;
e se z,y € Up, entao (zz7 V) (yy™) =1 = (zy)((z7 Y (y™')) =1 = zy € Up.
esex cUp entaorr ' =1= 2! €Uz

Como exemplo, consideremos o anel Z, cujas unidades sao 1 e —1.
Além disso, observemos que (—1) = Z = (1). Na verdade, este fato é valido para
qualquer anel R: se x € R é uma unidade, entdo () = R = (1). De fato, se
r & unidade, entao existe z7! € R tal que zz~! = 1, e logo 1 € (). Como (z)
é ideal que contém 1, entdo R C (x) e, portanto, (z) = R. Por outro lado, se
(r) = R, entdo 1 € (x). Assim, existe y € R tal que xy = 1, concluindo que x é
uma unidade em R.

Quando R é um anel no qual 1 # 0 e todo elemento nao nulo é
uma unidade, dizemos que R é um corpo. Todo corpo é dominio de integridade.
Com efeito, seja R é um corpo e z # 0 € R. Supondo que zy = 0, entdo

0=z"1-0=2z"toy =vy. Assim, x ndo é divisor de zero.
b
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Entretanto, nem todo dominio de integridade é corpo: basta con-
siderar que Z ¢ um dominio de integridade, mas nao é corpo, pois suas Unicas
unidades sao 1 e —1.

O resultado a seguir nos fornece uma caracterizacao de um corpo

em termos de ideais.

Proposicao 1.24. Seja R # 0 uma anel. Entdao as sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

(i) R € um corpo.

(ii) Os tnicos ideais em R sao 0 e (1).

(11i) Todo homomorfismo nao nulo de R em um anel S € injetor.

Demonstracao: (i) = (ii). Seja R um corpo e I # 0 um ideal em R. Entao [
contém um elemento x # 0. Como R é corpo, temos que z é uma unidade e
I D (x)=(1)=R. Logo, I = (1) =R.

(ii) = (iii). Seja f: R — S homomosfismo de anéis. Entao (ker f
¢ um ideal # (1) pois, se ker f = (1), teremos f a fun¢do identicamente nula.
Assim, Ker(f) = 0 e, portanto, f é homomorfismo injetor.

(iii) = (i). Tomemos = € R nao unidade. Entao (z) # (1), e dai
S = R/(z) é ndo nulo. Seja ¢ : R — S 0 homomorfismo natural de R em S, com
Ker(¢) = (z). Por hipotese, ¢ é injetor, e assim, (z) = 0 = x = 0. Portanto,

sendo 0 o tGnico elemento que nao é unidade em R, concluimos que R é corpo. B

1.5 Ideais Primos e Ideais Maximais

Ja vimos que todo ideal em Z é da forma (z), x € Z. Em particular,
consideremos um ideal (p), p primo. Se mn € (p), temos mn = kp e, necessaria-
mente m € (p) oun € (p). Além disso, se (p) C (q), ¢ inteiro; entdo p € (¢), com
p = hq. Sendo p primo, h =1 ou ¢ = 1; e logo (p) = (¢) ou (q) = (1) = Z. Esta

discussao motiva as duas préoximas definicoes.

Definigao 1.25 (Ideal Primo). Um ideal P € primo se P # (1) e se xzy € P
implicar que v € P ouy € P.

Exemplo 1.26. O ideal 27 ¢ um ideal primo em Z; enquanto que 47 ndo é. E
claro que se xy € 27, entao xy = 2n para algum n € 7Z. Assim, v € 27 ou

y € 2Z. Em relacio a 47, basta considerar que 2 -2 =4 € 47, mas 2 ¢ 47Z.

Exemplo 1.27. O ideal (X) € primo em Z[X]. De fato, se pq € (X), entdo pq

€ um polindmio sem termo constante. Mas o termo constante de um produto de
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polindémio € o produto dos seus termos constantes; e assim, ou p ou q NGO POSSUL

termo constante, isto €, pertence a (X).

Definicao 1.28 (Ideal Maximal). Um ideal M ¢ maximal se M # (1) e se nao
existir um ideal I tal que M C I C (1).

Exemplo 1.29. O ideal 27 é maximal em Z. De fato, suponha que exista um
ideal J em Z, tal que 2Z C J. Entao existe x € J tal que x ¢ 27Z; e assim
x = 2n + 1, para algum n interro. Mas x =2n+1=1=x —2n € J. Logo
J=7.

A proposicao a seguir apresenta algumas afirmagcdes envolvendo

ideais primos e maximais e dominios de integridade.

Proposicao 1.30. (i) P € primo < R/P é dominio de integridade.
(ii) M é mazimal < R/M € corpo.
(iii) Todo ideal mazimal é primo.

(iv) O ideal nulo € primo < R € dominio de integridade.

Demonstragdo: (i) Tomemos Z,7 € R/P. Entdo, 7y = 0 & xy € P e, sendo P
primo, temos que z € P ou y € P. Mas isso ¢ o mesmo que T = 0 ou y = 0;
portanto, R/P é um dominio de integridade. Por outro lado, supondo zy € P
com z,y ¢ P, teremos Ty = 0 com T # 0 e § # 0, e entdao R/P nao é dominio de
integridade.

(ii) Considerando M # (1) maximal, existe T # 0, T € R/ M.
Tomemos (z) em R. Como (z) ¢ ideal e M C (), temos que (z) = (1). Assim, T
é uma unidade, e R /M & corpo. Agora, supondo R/M corpo, pela Proposi¢ao
1.24, seus tinicos ideais sao 0 e (1). Pela Proposicao 1.19, se M & ideal em R tal
que M C I, para certo ideal I, entdo I = (1) e, portanto, M é maximal.

(iii) Se M é maximal, por (ii), R/M é corpo. Como todo corpo é
dominio de integridade, R/M é dominio de integridade. Finalmente, por (i), M
é primo.

(iv) E claro que se o ideal 0 & primo, entdo zy € 0 = xy = 0, com
x € 0 ouy € 0, significa que x = 0 ou y = 0. Logo 0 é dominio de integridade.
Por outro lado, supondo que 0 néo seja primo, temos que xy € 0, com x ¢ 0 e
y ¢ 0. Isto quer dizer que zy = 0, com = # 0 e y # 0, ou seja, que 0 possui

divisores nao nulos de zero, contrariando o fato de ser dominio de integridade. ll

Quando consideramos R, em particular, um dominio de ideal prin-

cipal, obtemos a reciproca do item (iii). Com efeito, se (x) # 0 é um ideal primo
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em R e () C (y), temos que = € (y), isto é, x = yz para algum z € R. Assim,
yz € (x) ey ¢ (x); logo z € (z), com z = tx. Entdo x = yz = ytz e yt = 1. Logo
y ¢ unidade e (y) = R.

Analisemos agora o comportamento de ideais primos e maximais
sob acao de homomorfismos de anéis. Se f : R — S é um homomorfismo de anéis
e P & um ideal primo em S, entdao f~'(P) ¢ um ideal primo em R. De fato, se
zy € f71(P), entao f(z)- f(y) = f(ay) € P. Como P & primo, f(z) € P ou
f(y) € P,eassimz € f~H(P) ouy e f~1(P). Portanto, f~*(P) é primo.

Considerando o homomorfismo
¢: R/fH(P) — S/P

Y (z+ fH(P) — flz)+P,

temos que T'= Im(¢)) = f(R)+ P é subanel de S/P, e portanto, R/f~1(P) = T.
Além disso, R/ f~'(P) nao possui divisores nao nulos de zero, pois S/P é dominio
de integridade (item (i) da Proposi¢ao 1.30).

No entanto, se M é um ideal maximal em S, f~!(M) pode nao ser
maximal em R. Por exemplo, tome R =7, 5 =Q e M = 0: 0 é maximal em Q,
pois Q é corpo; mas f~!(0) = 0 ndo é maximal em Z, uma vez que 0 C 2Z C Z.

A demonstracao a seguir é uma simples aplicacao do Lema de Zorn.
Antes de enuncia-lo, facamos algumas consideragoes.

Seja S um conjunto nao vazio parcialmente ordenado; isto é, existe
uma relacao x < y em S que é reflexiva e transitiva, e tal que se x <y ey < z,
temos x = y. Um subconjunto 71" de S é uma cadeia se x < y ou y < z para cada

par de elementos x,y € T

Lema 1.31 (Lema de Zorn). Se toda cadeia T' de S possui um elemento mazimal

em S, entao S possui ao menos um elemento maximal.
Teorema 1.32. Todo anel R # 0 tem ao menos um ideal mazimal.

Demonstra¢ao: Seja ¥ o conjunto de todos os ideais diferentes de (1) em R. Em
> considere a relacao de ordem dada pela inclusao. Y é nao vazio, pois 0 € 3.
Para aplicar o Lema de Zorn, devemos mostrar que toda cadeia em X tem um
limitante superior em ..

Seja (I,) uma cadeia de ideais em . Seja [ =], I,. Entao 1 ¢ I,
pois 1 ¢ I, para todo a. Afirmamos que I é um ideal. De fato, como I é uma

reuniao de ideais, temos que:

e (el
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e sex,ycl, entaox € I, ey € Ig. Mas, como I, C Ig ou Ig C I,, segue

que z,y € I, ou z,y € I, e portanto, z +y € I.
e sex €/, entao —x € [;

e ax € [ para todo a € R;

Assim, I € ¥, e I é um limitante superior da cadeia. Entao, pelo

Lema de Zorn, ¥ tem um elemento maximal. [ |

Corolario 1.33. Se I # (1) € um ideal de R, entao existe um ideal mazimal de
R contendo I.

Demonstragao: Consideremos R/I. Pelo Teorema 1.32, R/I contém um ideal
maximal M; e, pelo Corolario 1.19, existe ideal M de R tal que ] C M C R.
Tomemos um ideal J em R tal que M C J C R. Novamente utilizando o
Corolario 1.19, temos M C J C R/I. Como M é maximal, entdo J = (1), e

assim, J = R. Portanto M é maximal em R e contém 1. [

Corolario 1.34. Todo elemento nao unidade de R estd contido em um ideal

maximal.

Demonstragao: Se I # (1), entdo I ndo contém elemento unidade. Pelo corolario

anterior, I C M, com M maximal. [ |

Ja vimos que os Unicos ideais em um corpo K sao os triviais. Assim,
o tnico ideal maximal em K é o ideal 0. Anéis com um tnico ideal maximal sao
chamado de anéis locais, e o corpo K = R/M & chamado corpo residual. Um
anel com apenas um nimero finito de ideais maximais é dito semz-local.

A proposicao a seguir fornece um método para determinar se um

dado anel R é ou nao anel local.

Proposigao 1.35. (i) Seja R um anel e M # (1) um ideal de R tal que todo
r € R—M é uma unidade em R. Entao R é um anel local e M € seu ideal
mazimal.

(i) Seja R uma anel e M um ideal mazimal de R, tal que todo
elemento de 1+ M = {1+ z : x € M} € uma unidade em R. Entao R € um anel

local.

Demonstragao: (i) Todo ideal I # (1) consiste de nao unidades e, entao, estao
contidos em M. Assim, M é o tnico ideal maximal de R.

(ii) Seja x € R — M. Como M ¢é maximal, o ideal gerado por z e
Mé(1). Daiexistemy € Ret € M tal que zy+t =1, entdoxy = 1—t € 1+ M

e assim, xy é unidade. Portanto, = é unidade e, por (i), R é anel local. [
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Exemplo 1.36. Z; ¢ anel local, pois seu unico ideal mazimal é {0,2} = Z,.
Com efeito, 1 e 3 sdo unidades em Z,; e pela Proposicao 1.35, 7 ¢é local, com
ideal maximal Zo.

O mesmo € verificado para Zg, com ideal mazximal {6, 3,6} = Zs.
Em geral, Z,2, p primo, € anel local, com ideal mazimal {6, D, 2p, - - ,M} =
7

D-

1.6 Nilradical e Radical de Jacobson

Recordemos que um elemento x é nilpotente se 2" = 0 para algum
n > 0 inteiro. Por exemplo, em Z, o tinico elemento nilpotente é 0, que constitui
o ideal trivial 0. Na verdade, o conjunto de todos os elementos nilpotentes de
um anel R formam um ideal Rg, o nilradical de R; conforme mostra o seguinte

resultado.

Proposicao 1.37. O conjunto Rr de todos os elementos nilpotentes em um anel

R é um ideal, e R/Rg nao possui elemento nilpotente nao nulo.
Demonstracao: Primeiramente, vejamos que Rz é um ideal em R:
e 0 € Rg, obviamente.

e sex,y € Ni, com 2™ =0e y"” =0, entao

m+n-—1
<x+y)m+n71 — $m+n1+< X >xm+n2y++

m+n—1
4 :Emeran 4 ym+n71
m-4+n—2

é soma de inteiros miltiplos de produtos z"y®, onde r + s = m +n — 1.
Como nao podemos ter r < m e s < n, cada um destes produtos se anula,

e assim (z + y)™™™ ! = (0. Portanto x + y € Rx.

n n

e se © € Ry, entao (—x)" = 2" = 0, se n par; e (—x)" = —(2") =0, se n

impar. Portanto, —z € Rp.
e sex € Rrey € R, entdo (yx)" =y 2" = 0. Logo yz € Rg.

Agora, seja T € R/Rg representado por x € R. Entao 7" é
representado por 2", e assim 7" = 0 = 2" € Rz = (z")* = 0 para algum

k > 0. Portanto z € Rz = T = 0. [ |
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Denotamos R g simplesmente por R quando nao causar ambiguidade.

A seguinte proposi¢ao nos da uma definicao alternativa para R.

Proposicao 1.38. O nilradical de R ¢ a interseccao de todos os ideais primos
de R.

Demonstracio: Seja R a interseccdo de todos os ideais primos de R. Se f € R é
nilpotente e se P é um ideal primo, entdao f” = 0 € P para algum inteiro n > 0,
e dai f € P, pois P é primo. Assim, f € .

Por outro lado, suponha que f nao seja nilpotente. Seja X o
conjunto dos ideais I com a propriedade de que n > 0 = f" ¢ I. Entao ¥ é nao
vazio, pois 0 € . Como na Proposicao 1.32, o Lema de Zorn pode ser aplicado ao
conjunto Y, ordenado pela inclusao, garantindo que Y tem um elemento maximal.
Seja P um elemento maximal de ¥. Mostraremos que P é um ideal primo. Sejam
z,y ¢ P. Entdo os ideais P + (x),P + (y) contém P estritamente e assim nao
pertence a X. Logo f™ € P+ (x), f* € P + (y) para certos m, n.

Segue que f"*t" € P+ (zy), e entdo o ideal P + (zy) nao pertence
a Y edal zy ¢ P. Assim temos um ideal primo P tal que f ¢ P, e portanto
fer. [

O Radical de Jacobson ;R de R é definido como a interseccao de

todos os ideais maximais de R. Também pode ser caracterizado como segue:
Proposicao 1.39. x € ;R <= 1 — xy € uma unidade em R para todo y € R.

Demonstracao: Suponha que 1 — xy nao seja unidade. Pelo Corolério 1.34, 1 —xy
pertence a um ideal maximal M, mas x € ;R C M, pela defini¢gao de R. Assim
xy € M, e entao 1 € M, o que é um absurdo.

Agora suponha = ¢ M para algum ideal maximal M. Entao M
e x geram o ideal (1), e temos u + zy = 1 para algum u € M e algum y € R.
Assim 1 — zy € M e portanto, nao é unidade. |

Como todo ideal maximal é primo, entdo R C ;R em todo anel R.
Entretanto, se R ¢ um dominio principal, como é o caso de Z, todo ideal primo

¢ maximal, e portanto, ® = ;R.

1.7 Operacoes em Ideais

Se I e J sao ideais em um anel R, sua soma [ + J é o conjunto

de todos z +y onde x € I e y € J. Este é o menor ideal contendo I e J. Mais
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geralmente, definimos a soma ) .., I; para qualquer familia de ideais I; de R:
seus elementos sao todas as somas »_ x;, onde x; € I; para todo i € 1.

A intersec¢iao de qualquer familia (I;);e; de ideais é um ideal. O
produto I.J de dois ideais I, J ¢ um ideal em R, formado por todas as somas finitas
> x;y; onde cada x; € I e cada y; € J. Da mesma forma, definimos o produto
de qualquer familia finita de ideais. Em particular as poténcias I™(n > 0) de um
ideal I estao definidas. Convenientemente, I° = (1); e entdo I"(n > 0) ¢ o ideal

gerado por todos os produtos x1xs...x, no qual cada fator x; pertence a I.

Exemplo 1.40. Se R=7Z,1 = (m) e J = (n), entdo I +J € o ideal gerado pelo
mdzimo divisor comum de m e n; I NJ € o ideal gerado pelo minimo multiplo

comum; e I1J = (mn). Neste caso, IJ =10 J < m,n sao primos enlre si.

As trés operacoes em ideais acima definidas (soma, interseccao e
produto) sdo associativas e comutativas. Também esta satisfeita a Lei Distribu-
tiva

I(J+K)=1J+IK.

De fato, como IJ C I(J+ K) e IK CI(J+ K) entao IJ + K C
I(J + K). Por outro lado, se x € I(J + K), entdo z = ) _.a;(b; + ¢;), com
a;€l,bie Jec € K. Logox =Y, a;bi+ >, a;c;,exe€l]+IK.

Em qualquer anel R, temos que INJ C Je INK C K; bem como
ambas as intersecgoes sao subconjuntos de I. Assim, (I NJ)+ (I N K) estd em
K+ Jel, eportanto, INJ)+(INK)CIN(J+K).

A inclusao contraria nao é valida em geral, sendo substituido pela
Lei Modular:

INJ+K)=INJ+INK

se I O Joul O K. Obviamente,se J C I, INJ=J,edaiINJ+INK =
J+INKCJ+KeJ+INKCI LogoINJ+INKCIN(J+K). A
verificacao é analoga para [ O K.

Em particular, em Z nao ¢é necessario exigir que I 2 K ou I D J.
Isso porque se z € IN(J+ K), e (i) =1,(j) = (J), (k) = K; entdo x = ar, com
r = mmc(i,d) e d = mde(j, k) = aj + Bk, para certos «, f € Z. Como também
r=bi=cd,ed]|jed]|k;temosi|cjeil]ck Assim, z=alc)+ B(ck)=
a(mi) 4+ B(ni), para certos m,n inteiros; o que implica que x € (INJ + 1N K).
Portanto, no anel Z, a interseccao e a adicao de ideais sao distributivas uma em
relacao a outra.

Em geral, (I + J)(I N J) C IJ, uma vez que (I + J)(I NJ) =
I(INJ)+J(INJ) C IJ. Novamente, em Z vale a igualdade (I +J)(INJ) = 1J,
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uma vez que mmc(7, j) - mde(i, j) =i - j.

Claramente, IJ C I N J; e entao I N J = IJ desde que
I+ J = (1). Dizemos que os ideais I, J sao comazimais se I + J = (1). Assim,
para ideais comaximais, temos que I N.J = IJ. Também ¢é facil ver que I, J sao

comaximais se, e somente se, existem x € [ e y € J tais que x +y = 1.
Proposicao 1.41. Se I;, I; sao comazimais sempre que i # j, entao [[I; = () ;.

Demonstracao: Por inducao sobre n. Para n = 2 a afirmacao é valida, conforme
visto anteriormente.

Suponha n > 2 e que o resultado seja valido para I, ..., I,,_1. Seja
J = H;:ll I; = ﬂ?:_ll I;. Como os ideias sao comaximais, por hipotese, temos que
I;+1,= (1) para 1 <i <n —1; e entao existem equagoes do tipo z; +y; = 1,
com z; € I; e y; € I,,. Fazendo

n—1 n—1

[[==]]0-w)=1-T,

i=1 i=1
onde I' € I,,, pois é uma soma cujos termos sao produtos de y;. Assim,

n—1

Hxi = 1(mod 1,).
i=1
Como [[z;, =x € Jex=1-T, obtemos [, e J sdo comaximais;

isto é, I,, + J = (1). Logo, a hipotese de indugdo nos garante que

¢ o conjunto de todas as sequéncias © = (x1,...,2,) com z; € R;, com adi¢do
e multiplicacao definidas componente a componente. R é um anel comutativo
com elemento unidade (1,...,1). Temos as projegdes p; : R — R;, definidas por
pi(z) = z;, que sdo homomorfismo de anéis.

Seja R um anel e I, ..., I,, ideais em R. Definimos o homomorfismo
¢: R — [[;_,(R/L) pela regra ¢(z) = (x + I, ...,z + I,,). Para este homomor-

fismo, tem-se:
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Proposigao 1.42. (i) ¢ € sobrejetor se, e somente se, I;,1; sdo comaximais
sempre que 1 # j.

(ii) ¢ € injetor se, e somente se, (11; = 0.

Demonstracao: (i) Sem perda de generalidade, mostremos que I; e I3 sdo comaxi-
mais. Existe z € R tal que ¢(z) = (1,0, ...,0); dai z = 1(mod I;) e z = 0(mod 1)
de tal forma que

l=01—-2)+ze(l + ).

Por outro lado, é suficiente mostrar que, por exemplo, existe um
elemento x € R tal que ¢(z) = (1,0,...,0). Como I, + I; = (1)(i > 1), temos
equacoes u; +v; = 1, com u; € I, e v; € [,. Tomemos z = H?:Q v;, entao
r=]](1 —w)=1(mod I}) e z = 0(mod I;), i > 1. Dai ¢(z) = (1,0, ...,0) como
desejado.

(ii) Como x € ker¢ < x = O(mod [;)(1 = 1,...,n) & x € (1

entao ker ¢ = () [;. Portanto, ¢ é injetora se, e somente se, [ I; = 0. |

Notemos que a uniao I UJ de dois ideais, em geral, nao ¢ um ideal.
Por exemplo, em Z, o conjunto (2) U (7) ndo é subgrupo aditivo, e portanto, ndo
é ideal.

Entretanto, quando se trata de ideais primos, sao feitas afirmacoes

mais precisas, conforme a seguinte proposicao.

Proposicao 1.43. (i) Sejam Py, ..., P, ideais primos e seja I um ideal contido
em U;_, Pi. Entao I CP; , para algum i.
(ii) Sejam I, ..., I,, ideais e sejam P um ideal primo contendo (\;_, I;.

Entao P 2 I; para algum i. Se P = (\1;, entao P = I; para algum i.
Demonstragao: (i) Provaremos por indugao sobre n que
i=1
Claramente, este fato é valido para n = 1. Suponhamos n > 1 e que
a afirmacao é verdadeira para n — 1, entao, pela hipotese de inducao, para cada i

existe z; € I tal que z; ¢ P;, sempre que i # j. Se para algum ¢ tivermos z; ¢ P;,

o resultado esta provado. Se x; € P; para todo i, consideremos o elemento
n
Yy = E T1T2 -+ Tj1 L4142 " T
i=1

Pela escolha dos z;, segue que y € [ ey ¢ P;(1 < i <n). Dai, I Z |J;_, P:.
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(ii) Suponhamos I ¢ (| P; para todo i. Entdo existe z; € [;, x; ¢
P(1 <i<mn),eassim][[z; € [[L; C (I mas [[z; ¢ P, ja que P é primo.
Logo P 2 (I;. Finalmente, se P = () I;, entdo P C I;, e portanto P = I; para
algum 1. [

Se I, J sao ideais em um anel R, o ideal quociente é
(I:J)={z€R:xyeclVyecJ},

que também é um ideal. Em particular, (0 : J) = {r € R:a2y=0,Yy € J} é
chamado de anulador de J e também denotado por Ann(.J). Nesta notagao, o

conjunto de todos os divisores de zero em R é
D= U Ann(x)
x#0

Se J é um ideal principal (z), escrevemos (I : x) ao invés de (I :
().

Exemplo 1.44. Consideremos o anel Z, e os ideais (3) e (2). Temos que
3 : 2) = {zx€Z:z-2m=3n; para algum m,n} = (3), enquanto o
Ann(2) = {0}.

Observemos que multiplicando dois elementos z,y € R, o produto
x -y pertence a algum ideal /. Podemos considerar, em particular, produtos
x-x-..-x=2a". No sentido inverso, se ™ € I, definimos o radical de I como o
conjunto

Rad(I) = {z € R: 2" € I para algum n > 0}.

Seja ¢ : R — R/I o homomorfismo natural. Como

Rryr={T € R/I:7" =0 para algun n} = ﬂ P,

PCR/I
P primo
temos que Rp/; € ideal em R/I. Assim,

¢ '(Rpyr) = {x € R: 7" € I para algum n} = Rad([),

e portanto, Rad(/) é ideal em R.

Proposicao 1.45. (I : J) e Rad([l) satisfazem as seguintes propriedades:
() T (12 ).
(b) J)J C 1.

(:
(©) (L) K)=(:JK) = ((I:K):J).
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d) (ML 2 J) = Ny(as : J)
&) (IS, ;) = ni(I : Jy).
£) Rad(I) 2 I.

(

(

(

(g) Rad(Rad(I)) = Rad(I).
(h)

(

(

h) Rad(IJ) = Rad(I N J) = Rad(I) N Rad(J).
D) Rad(I) = (1) & I = (1).
i) Rad(I + J) = Rad(Rad(I) + Rad(.J)).

(k) se P é primo, Rad(P") = P para todo n > 0.

Demonstragao: Os itens (a) - (f) decorrem diretamente da definigao.
(g) Pelo item (f), basta mostrar que Rad(Rad(I)) C Rad(I). De
fato,

r € Rad(Rad(I)) = 2" = 2™ € Rad(I) = 2" € Rad() = = € Rad(I).

(h) A segunda igualdade decorre diretamente da definigao de radical
e intersecgao de conjuntos. Mostremos que Rad(/J) = Rad(I) N Rad(J).

Como IJ C I NJ, entao Rad(IJ) C Rad(I N J). Por outro lado,
tomando x € Rad(I N J), temos que z" € [ e 2" € J, para algum n. Dai,
" - 2" =x?" € IJ, e entao x € Rad(1J).

(i) Como Rad(I) D I, se I = (1), obviamente Rad(I) = (1).
Reciprocamente, se I # (1), entdo existiria € (1),x ¢ I. Assim, 2" ¢ I,
para qualquer n, e I # (1).

(j) Como I C Rad(l) e J C Rad(J), temos que [ + J C Rad(!) +
Rad(J) = Rad(/+.J) C Rad(Rad(I)+Rad(J)). Agora, pelo item (f), r(Rad(l)+
Rad(J)) C Rad(Rad(Rad(I)) + Rad(Rad(J))) £ Rad(I + J).

(k) Se z € P, entao 2" € P" e x € Rad(P"). Por outro lado, se
x € Rad(P"), temos que 2™ € P" para algum m. Como P é primo, z € P" para
qualquer n > 0; e entao z € P.

|

A proposicdo a seguir nos fornece uma definicao de Rad(l) em

termos de ideais primos.

Proposicao 1.46. O radical de um ideal I € a interseccao dos ideias primos que

contém 1.

Demonstragao: Pela Proposicao 1.38, o nilradical %z/; ¢ a interseccao de todos os
ideais primos J de R/I. Como J = ¢~(J) também sdo primos em R, e contém
I (pelo Corolério 1.19); entdo Rad(a) = ¢~ (Rr/r) = No 1 (J) =N J. |
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Analogamente, definimos o radical Rad(E) de qualquer subcon-
junto £ de R que, em geral, ndo ¢ um ideal. Temos Rad(U,E,) = URad(E,)
para qualquer familia de subconjuntos F, de R.

O conjunto dos divisores de zero de um anel R pode ser caracteri-

zado em fung¢ao de Rad(Ann(z)), como segue.

Proposicao 1.47. Seja D o conjunto dos divisores de zero do anel R. FEntao
D = U,zoRad(Ann(x)).

Demonstragao: Como D = J,,Ann(z), temos Rad(D) = r (U#O Ann(x)).
Mas Rad(D) = D, pois D C Rad(D). Tomando = € Rad(D), temos 2™ € D; e
assim z"y = z(2" " 'y) = 0. Logo z € D e Rad(D) C D. Portanto D = Rad(D) =
P (Uupo Ann(2)) = U,z 7 (Ann(a)). =

Exemplo 1.48. Tomemos R = Z e I = (m). Sejam p;(1 < i < r) o0s primos
distintos divisores de m. Entao Rad(Il) = (p1---pr) = (=, ().

Como wvisto no Exemplo 1.40, em Z, se m,n sao primos entre Si,
entdo (m) N (n) = (mn). Assim, a sequnda igualdade é uma generalizacdo deste
fato. Vejamos a primeira igualdade. Se x € Rad(I) = 2™ € I = 2™ = am, entdo
x=0b-(p1---p.). Por outro lado, se x € (p1---py), temos © =k -py---p. =
a® = (k-pr---p)*=h-pr---pr. Logoa™ € (pr---py), ex €l

Proposicao 1.49. Sejam I,J ideais de um anel R tais que Rad(I),Rad(J) sdo

comaximais. Entao I,J sao comazimais.

Demonstra¢ao: Como Rad(I) + Rad(J) = (1), pois Rad(I) e Rad(J) sdo co-
maximais; temos r (Rad(/) + Rad(J)) = Rad(1). Mas pelas propriedades (i) e
(j), obtemos Rad(I + J) = r(Rad(/) + Rad(J)) = Rad(1) = (1), e portanto
I+ J=(1). H

1.8 Extensao e Contragao de Ideais

Seja f : R — S um homomorfismo de anéis. Se I é um ideal em R,
o conjunto f(I) nao é, necessariamente, um ideal em S. Por exemplo, considere
f o mergulho de Z em Q, e tome I como sendo um ideal nao nulo qualquer em

Z: f(I) # {0) que nao é ideal em Q, pois este é corpo.
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Definimos a eztensao 1¢ de I como sendo o ideal Sf(I) gerado por
f(I) em S. Explicitamente, I¢ é o conjunto de todas as somas »_ y;f(x;), onde
v, €ley €8.

Se J é um ideal em S, entdao f~!(J) é um ideal em R, chamado de
contragao J¢ de J. Se J é primo, entao J¢ é primo. Se [ é primo, em geral [°¢
nao é primo. Por exemplo, considere f : Z — Q, I # 0; entao I = Q que nao é
um ideal primo.

Considerando f : R — S e I, J ideais em R e S, respectivamente,

temos a seguinte

Proposigao 1.50. (i) I C ¢, J D Je.

(i) Je = Jeee, Je = [ece,

(iii) Se T é o conjunto dos ideais contraidos em R e se E € o
congunto dos ideais extendidos em S, entao T = {I : [*“ =1}, E={J: J° = J},

e I — I° € uma bijecao de'l' em E, cuja inversa é J — J°.

Demonstragao:(i) Se x € I, entao f(z) € f(I) = f(z) € I° = x € (I°)% e
portanto, I C I°.

Agora, se y € J*, y € Y uif(f1(J)) € J.

(ii) Como J¢ C Je¢ e [®¢ C I° segue diretamente de (i); basta
mostrar as inclusoes inversas. Obviamente, estas também sao simples aplicacoes
de (i):

T C J = (J€) C J°

I C 1= (I C I

(iii) Claramente, se I € T, entao I = J¢ e, por (ii), J = J**. Logo

I = I°°. Analogamente, se J € E, J = [° @) 1°¢°, temos que J = I°.

Sejam f:C - E, I—I1%eqg: E—T, Jw— J° Como

(go ) =g(f(I)) =g(I°) =1*=1

(fog)J))=flg(J)) = f(J)=J* =,

vemos que as fun¢oes sao bijetoras e inversas uma da outra. [
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Capitulo 2

Mobdulos

Este capitulo é dedicado ao estudo de moédulos e algumas de suas
propriedades, uma vez que anéis, ideais e anéis quociente, sao exemplos de mo-
dulos. Assim, os resultados apresentados a seguir também sao validos para estas

estruturas.

2.1 Mobdulos e Homomorfismo de Modulos

Seja R uma anel. Um R-mddulo é um grupo abeliano M (em relagao
a operagao de adi¢do) sobre o qual R age linearmente: mais precisamente, um
R-modulo é um par (M, i), onde M é um grupo abeliano e p: R x M — M
¢ uma aplicagao tal que, se escrevermos ax para u(a,x), com a € R,z € M,

satisfaz os seguintes axiomas:

a(x +y) = ax + ay,
(a+b)x = ax + bz,
(ab)x = a(bx),
lzr =2

paraa,be€ Rex,y € M.

Exemplo 2.1. Um ideal I em R é um R-modulo. Em particular, R é um
R-mddulo: basta considerar que a multiplicacdo de elementos de R satisfaz as

propriedades mencionadas acima.

Exemplo 2.2. Se R € um corpo K, entio um R-mddulo é um espaco vetorial
sobre K. Claramente, tomando os escalares em K, as propriedades de mddulo

sao aquelas que definem um espago vetorial sobre o corpo K.
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Sejam M, N dois R-moédulos. Uma funcao f : M — N é um

homomorfismo de R-mddulos se
fla+y)=fz)+ fy)
flaz) =a- f(z)

para todo a € R e todo x,y € M. FEntao f é um homomorfismo de grupos

abelianos que comuta com a acao de cada a € R.

Exemplo 2.3. Se R é um corpo, um homomorfismo de R-mddulos é o mesmo

que uma transformacao linear de espacos vetoriais.

Como para o caso geral de anéis, a composicao de um homomor-
fismo de R-moédulos é ainda um homomorfismo de R-modulos.

O conjunto de todos os homomorfismos de R-mdédulos de M em N
pode ser transformado em um R-moédulo da seguinte maneira: defina f+gea- f
como

(f +9)(z) = f(z) + g(z),
(a- f)(z) =a- f(z)

para todo x € M.

Claramente, os axiomas para R-moédulos estao satisfeitos.

Este R-mo6dulo é denotado por Hompg (M, N). No caso de nao haver

ambiguidade em rela¢do ao anel R, denotamos apenas por Hom(M, N).

Os homomorfismos u: M — M e v: N — N induzem aplicacoes

@ : Hom(M, N) — Hom(M', N)

7 : Hom(M, N) — Hom(M,N"),
definidos por
u(f) = fou, v(f)=vof,
que sao homomorfismo de R-mo6dulos. Os seguintes diagramas explicitam a

definicao de w e .

M~<—— )M M

g \\vof
f - f N
J//«/fou l N
N N—=N'

Para qualquer modulo M existe um homomorfismo natural
Hom(R,M) = M. De fato, tomemos ¢g : Hom(R,M) — M tal que
g(f) = f(1), onde f: R — M é homomorfismo de R-mo6dulos. Naturalmente, g

é homomorfismo e ker g = {f = 0}.
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2.2 Submoédulos e Médulos Quocientes

Um submddulo M’ de M & um subgrupo de M fechado em relacéo
a multiplicacdo por elementos de R. O grupo abeliano M /M " herda a estrutura
de R-modulo de M, definida por a(z + M) = ax + M'. O R-modulo M/M' é o
quociente de M por M.

A funcdo natural de M em M/M ¢ um homomorfismo de R-
modulos.  Assim, existe uma correspondéncia biunivoca que preserva a ordem
entre submodulos de M que contém M, e submodulos de M/M/.

Se f: M — N é um homomorfismo de R-modulos, o nicleo de f,
ker f = {z € M : f(z) =0}, ¢ um submodulo de M. A imagem de f, Im(f) =
f(M), também é um submoddulo de N. O coniicleo de f é

Coker(f) = N/Im(f)

que é um modulo quociente de N.
Se M’ é um submoédulo de M tal que M’ C ker f, entdo a aplicacao

M
7. = 5N

M/ J—
T — f(@) = f(2)

estd bem definida. De fato, se 7,7 € M/M com T = 7, temos z —y € M e
f(z —y) =0, pois M C ker f. Como f é homomorfismo, 0 = f(z —y) = f(z) —
f(y), elogo, f(z) = f(x) = f(y) = f(¥). Claramente, f & um homomorfismo de
R-médulos, e ker f = k;/[—rf

O homomorfismo f é dito induzido por f. Em particular, tomando
M’ = ker f, temos um isomorfismo de R-modulos

M ~Y
ker f tm(f).

2.3 Operacoes em Submodulos

Seja M um R-moédulo e seja (M;);c; uma familia de submodulos
de M. A soma Y  M; é o conjunto de todas as somas Y _ x;, onde z; € M; para
todo i € I, e z; = 0 a menos para um nimero finito de indices. > M; é o menor
submodulo de M que contém todos os M;, e a intersec¢ao (| M; é um submodulo
de M.

Proposicao 2.4. (i) Se L O M O N sao R-mddulos, entio
(L/N) o L

(M/N) M’
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(ii) Se My, My sao submddulos de M, entdo
M+ My, M,

M,  MNM
Demonstracao: (i) Definindo 6 : L/N — L/M por 6(z + N) = x + M, temos
que 6 é um homomorfismo de R-modulos de L/N em L/M, e seu nicleo é M/N.

Logo, temos (i).
(ii) Consideremos a composi¢ao
My + My
M,
Comokergo f={x € My:(go f)(z) =0} ={zx € My:x+ M; =0},
temos que x € kergo f = x € My N M,. Além disso, g o f é um homomorfismo

My —Ls My + My 2

sobrejetor, e portanto
My M+ M,

M, N My, M,y

Em geral, nao definimos os produto de dois submodulos, mas defi-
nimos o produto IM, onde I é um ideal e M um R-médulo. Este produto é o
conjunto de todas as somas finitas > a;z; com a; € I e x; € M, e & um submoédulo
de M.

Se N, P sao submodulos de M, definimos (N : P) como o conjunto
de todos 0s a € R tais que aP C N; e é um ideal de R. Em particular, (0 : M)
é o conjunto de todos os a € R tais que aM = 0; e este ideal é chamado de
anulador de M e denotado por Ann(M). Se I C Ann(M), podemos considerar
M como um R/I-mo6dulo, como segue: se T € R/I é representado por = € R,
definimos Tm por xm (m € M). Este processo é independente da escolha dos
representantes x de T, uma vez que IM = 0. Com efeito, sejax =ax+1 =y + 1.
Assim, x —y € I C Ann(M) e (x — y) - m = 0, para qualquer m € M; logo
Txm = ym.

No caso de Ann(M) = 0, dizemos que M é um R-modulo fiel. Se
Ann(M) = I, entdo M é fiel como um R/I-mo6dulo.

A proposicao a seguir apresenta algumas propriedades satisfeitas
por Ann(M).
Proposicao 2.5. (i) Ann(M + N) = Ann(M) N Ann(N).

(ii) (N : P) = Ann((N + P)/N).
Demonstracao: (i) Se x € Ann(M + N), entdao x(m +n) = 0 para quaisquer m €

M,n € N. Em particular, fazendo m = 0, temos que zn = 0 = = € Ann(N). Da
mesma forma, se n =0, xm = 0=z € Ann(M). Logo = € Ann(M) N Ann(N).
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Por outro lado, se z € Ann(M)NAnn(N), temos que zm =0 = an
para quaisquer m € M,n € N. Dai zm—an = x(m—n) =0, com m—n € M+ N;
e portanto, x € Ann(M + N).

(ii) Se z € (N : P), entdao P C N. Como zP C z(P+ N) C N,
temos que x - # =0ex € Ann (W)

Reciprocamente, x € Ann (%) = x- % = 0. Dai (N + P) C
N, isto é, tN +xP C N; e portanto ztP C N = x € (N : P). |

2.4 Soma Direta e Produto Direto

Se M, N sao R-modulos, a soma direta M@ N é o conjunto de todos
os pares (x,y) com x € M,y € N. Este conjunto é um R-mo6dulo se definirmos a

adicao e a multiplicacao por escalar como segue:
(@1, 91) + (w2, 92) = (21 + 22, 51 + 12),

a(x,y) = (azx, ay).

Mais geralmente, se (M;);e; é uma familia de R-modulos, podemos
definir a soma direta @;c;M;: seus elementos sao familias (z;);c, tais que x; € M,
para cada ¢ € I e quase todos os z; sao zero.

Se nao considerarmos a condicao sobre a quantidade de x; nao
nulos, temos o produto direto [],.; M;. Dessa forma, soma e produto direto
sao equivalentes apenas se o conjunto de indices I for finito.

Suponha que o anel R ¢ um produto direto [[_; R;. Entdo o

conjunto de todos os elementos de R da forma
(0,...,0,a;0,...0)

com a; € R;, é um ideal I; de R (nao é um subanel de R - exceto no caso trivial -
pois nao contém o elemento identidade em R). O anel R, considerado como um
R-moédulo, é a soma direta dos ideais I, ..., I,.

Por outro lado, dada uma decomposicao de moédulo
R=L&..®1,

de R como uma soma direta de ideais, temos

n
i=1

onde J; = @ 1;. Explicitamente, temos:

|

I

R

~

7
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R LD,

J, LeoLo---ol,
R_ Lo el .,
J, LoLo---ol %

Jo LoL® @l
Assim, cada ideal I; é um anel (isomorfo a R/J;). O elemento

identidade e; de I; é um elemento idempotente em R, e I; = (e;).

2.5 Mobdulos Finitamente Gerados

Se x é um elemento de M, o conjunto de todos os multiplos ax(a €
R) é um submodulo de M, denotado por Rz ou (x). Se M = )

sao chamados de geradores de M: isto significa que todo elemento de M pode

jer Bwi, 08 m;

ser expresso (ndo necessariamente de forma tinica) como uma combinagao linear
finita de x; com coeficientes em R. Dizemos que um R-moédulo M é finitamente

gerado se possui um conjunto finito de geradores.

Exemplo 2.6. nZ ¢ um Z-mddulo finitamente gerado por n € Z.

Um R-moédulo lwwre é isomorfo a um R-moédulo da forma &,c7M;,
onde cada M; = R. Assim, um R-modulo livre finitamente gerado é isomomorfo
a R®---® R (n parcelas), denotado por R". Por convengao, R é o modulo nulo,

denotado por 0.

Proposicao 2.7. M é um R-mddulo finitamente gerado se, e somente se, M é

isomorfo a um quociente de R™ para algum inteiro n > 0.

Demonstracao: Sejam xq,--- ,x, os geradores de M. Defina ¢ : R® — M como
olar, - ,a,) = a1x1 + -+ + apx,, temos que ¢ é um homomorfismo sobrejetor
de R-modulos. De fato,

o ((at,...,an) + (b1, ..., 0,)) = ¢ (ay+by,...,a, + by)
= (ay+b)wy + -+ (an + by)wy,
= (a1 + -+ apzy) + (ixy + - - + bpxy)
= ¢(ay,...,a,) + ¢(by, ..., b,)
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o (- (ar,....a,)) = ¢(bay,...,ba,) = bajx; + - - + bayx,
= b (all'l + - 'anwn) =b- ¢((a17 sy CLn))

Além disso, dado m € M, temos que m = c;xy + - -+ + ¢,x, para
i
Ker(9)"

Por outro lado, consideramos um homomorfismo de R-modulos
sobrejetor ¢ : R — M. Se e¢; = (0,0,---,0,1,0,---,0) (com 1 na i-ésima
posi¢ao), entao os e; (1 < i < n) sao geradores de R™. Entdo, ¢(e;) = x; geram

M. |

certos ci, ..., ¢, € R;isto &, ¢(cy,...,cn,) = m. Logo M =

Proposicao 2.8. Sejam M um R-mddulo finitamente gerado, I um ideal de R, e
¢ um endomorfismo de R-mddulos em M tal que ¢(M) C IM. Entdio ¢ satisfaz

uma equacao da forma
&+ 4+ a, =0
com a; € 1.

Demonstra¢ao: Sejam zq, - - -z, geradores de M. Entao cada ¢(z;) € IM, pois
o(M) C IM. Assim, podemos escrever ¢(x;) = aj1xy + a1axs + « -+ + a1, =
> iy @iy, com 1 <i<mea; €l Istoé

Ox:) = Y ayz; =0= > (56 — ay)az; =0
j=1 j=1

onde ¢;; ¢ o Delta de Kronecker.
Multiplicando o lado esquerdo pela adjunta da matriz (0;;¢ — a;;),
obtemos (det (0;;¢ — a;;))(x;). Segue que o determinante de (J;;¢ — a;;) anula

cada z;, e entao é o endomorfismo nulo de M. Expandindo o determinante

¢—an —ap - —Qin
—az P —axp - —0a2n
—Qn1 —Qn2 e ¢ — Qpp
obtemos uma equacao da forma desejada. |

Corolario 2.9. Seja M um R-mddulo finitamente gerado e seja I um ideal de R
tal que IM = M. FEntao existe v = 1(mod I) tal que xM = 0.
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Demonstracao: Tomando ¢ como a identidade na Proposicao 2.8, temos
() +ar " H(2)+ - +a,=0=1+a +---+a, =0.
Portanto, z = a, +--- 4 a,,, onde a; = —a; € 1. [

A seguir, apresentamos o famoso Lema de Nakayama e duas demons-

tracoes distintas.

Proposicao 2.10 (Lema de Nakayama). Seja M um R-mddulo finitamente ger-
ado e I um ideal de R contido no radical de Jacobson ;R de R. Entao IM = M
implica M = 0.

Primeira demonstracao: Pelo resultado anterior, temos que xM = 0 para al-
gum x = 1(mod ;R). Pela Proposicao 1.39 x é uma unidade em R, e assim
M =z taM = 0. |
Sequnda demonstra¢ao: Suponha M # 0 e sejam uq, - - - , U, um conjunto minimo
de geradores de M. Entao u, € IM = M, e temos uma equacao da forma

Up = A U + -+ * * AplUy, com a; € 1. Assim
(1 —ap)up = a1ug + -+ + ap_1Up_1;

e como a, € jR, segue de Proposicao 1.39 que 1 — a,, é uma unidade em R. Dai

u, pertence ao submodulo de M gerado por uy, - - - u,_1; contradigao. [

Corolario 2.11. Sejam M um R-moddulo finitamente gerado, N um submddulo
de M eI C ;R um ideal. Entao M = IM + N = M = N.

Demonstracao: Na Proposicdo 2.4-(ii), sejam M; = N e My = IM. Assim

M1+M2_IM+N&[M_ My
M, N N MyN M,y
Dessa forma, [ (%) = % = %, e pelo Lema de Nakayama,
% = 0. Portanto, M = N. [ |

Seja R um anel local, M seu ideal maximal, K = R/M seu corpo

residual. Seja M um R-modulo finitamente gerado. Como M/MM é anulado

por M, temos que M/MM é naturalmente um %—médulo, isto é, um espaco

K-vetorial de dimensao finita. De fato, tomemos a + M =@ € /\—Ifl ex+ MM =
T € i Assim, @-T = (a+ M) + (¢ + MM) = ax ¢ uma multiplicagao bem
definida.
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Proposicao 2.12. Sejam x;(1 < i < n) elementos de M cujas imagems em

M/MM formam uma base para este espaco vetorial. Entdo os x; geram M.

Demonstracao: Seja N o sumbodulo de M gerado pelos x;. Consideremos a

composicao
f
N M i 0
onde ¢ é a inclusao e ¢ o homomorfismo natural. Assim, f = ¢ o, e

ker f={zeN:2+ MM =0}={zeN:2e MM} =NnNMM. Logo

M N
MM  NAOMM’

e pela Proposi¢ao 2.4-(ii)

N+ MM N
MM — NNMM’
Por transitividade,
N+MM , M
MM MM’
e assim N + MM = M. Como M C ;R, podemos aplicar o Corolario 2.11,
obtendo M = N. [ |

2.6 Sequéncias Exatas
Uma sequéncia de R-modulos e R-homomorfismos
i fita
—>MZ,14MZ — Mi+1—>"'

¢ exata em M; se Im(f;) = Ker(fi11). A sequéncia é ezata se for exata em cada
M;. Em particular:

(i) 0— M Iy M ¢ exata < f é injetora.

Obviamente, ker f = {0} se, e somente se, f é injetora.

(i) M % M" — 0 é exata <= g é sobrejetora.

De fato, se g é sobrejetora, entdo Im(g) = M" = ker0; onde 0 ¢ a
funcao identicamente nula. Por outro lado, se a sequéncia é exata, ker0 = M~ =
Im(g); e logo g é sobrejetora.

(iii) 0 — M’ LM S M 06 exata — f € injetora, g é
sobrejetora e g induz um homomorfismo sobrejetor de Coker(f) = M/f(M') em

1

M.
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Basta verificar a equivaléncia para a condicao Coker(f) = M/f(M') =

M". Se a sequéncia é exata, g homomorfismo sobrejetor e f(M') = Im(f) = ker g.

. M M ~ 17 . , R .
Dai kerg — FO) M. Reciprocamente, g ¢ um homomorfismo sobrejetor, cujo

nicleo é ker g = f(M') = Im(f).

Uma sequéncia como em (iii) é chamada de sequéncia exata curta.

Qualquer sequéncia exata pode ser decomposta em sequéncias exatas curtas da
seguinte forma: se N; = Im(f;) = Ker(fi11), temos sequéncias exatas curtas
0 — N;, - M; - N;i; — 0, para cada . O diagrama a seguir esboca esta

situacao:

0 0

AN i

N; Nito

N

i

Nit1

AN
i

M, fit1 My, fit2
0 0
Proposigao 2.13. (i) Seja

M5 M5 M =0

uma sequéncia de R-modulos e homomorfismos. Entao esta sequéncia € exata <

para todo R-mddulo N, a sequéncia
0 — Hom (M",N) % Hom (M, N) -5 Hom (M', N)

€ exata.
(1i) Seja
/ "
0N 5NN
uma sequéncia de R-mddulos e homomorfismos. Entao esta sequéncia € exata <

para todo R-maodulo M, a sequéncia
0 — Hom (M, N') 5 Hom (M, N) = Hom (M,N")

€ exata.
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Demonstracao: (i) [=| Construimos o diagrama a seguir para orientar a prova.

M/ u M v M// 0
| %
fro 7
Y £ g
N

Suponhamos que v ¢ homomorfismo sobrejetor, e que ker z = Im(7).
Primeiramente, mostremos que v ¢ injetor, onde v(f) = fov. Como v é sobrejetor,
para qualquer y € M, existe x € M tal que v(x) = y. Assim, se T(f)(y) =
o(h)(y), para qualquer y € M, entdo f(y) = fouv(x) = howv(x) = h(y), e D é
injetor.

Agora, tomemos f € keru e entdo, u(f)(z) = f o u(x) para todo
x € M'. Sendo v sobrejetor, para cada y € M, existe x € M tal que v(z) = .
Definindo

g: M — N
y +— f(x)
obtemos que 7(g) = gowv = f, e portanto, f € Im(7). A fungdo g estd bem
definida pois, se v(x1) = v(z2) = y, temos
v(xy — z2) = v(x1) —v(r2) = 0= 27 — 29 € kerv = Im(u),

e dai z; — xy = u(z) para algum z € M'. Logo f(z; —3) = fou(z) =0, e

flx1) = f(z2).
Por fim, se f € Im(7), entdo existe ¢ € Hom(M ', N) tal que

g=gov=f. Como
u(f)=fou=(gov)ou=go(vou)

e vowu = 0 pois kerv = Im(u), obtemos

Portanto, f € keru.

[<| Devemos mostrar que v é sobrejetor e que ker v = Im(u). A sobrejetividade v
decorre da injetividade de . De fato, se v nio é sobrejetor, entio existe y € M~
tal que y # v(x) para todo x € M. Sejam a: M — N, e
B:M" — N
m o a(m) (m #1y)

Bly) # aly)
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Para x € M, temos:

v(a)(z) = aou(z)

v(B)(x) = fouv(r)=aocwv(x),poisv(z)#y

Logo 7(a) = _(5) com « # 3; contrariando a injetividade de .
Tomando N = Im(u) e ¢ : M — N o homomorfismo natural, entao

¢ € ker, uma vez que Im(u) = ker ¢. Como kerw = Im(7), existe 1) : M~ — N,

tal que U(¢)) = ¢ ov = ¢. Consequentemente, Im(u) = ker ¢, pela defini¢ao de ¢,
e ker ¢ O kerwv.

(ii)|[=| Novamente, construimos um diagrama para auxiliar na demons-

tracao.

Mostremos que @ é injetor e que kerv = Im(u). Seja f € kerw,
isto &, f € Hom(M, N') tal que @(f)(z) = 0 para todo 2 € M. Como u(f)(z) =
uo f(x) =0 e u é injetor, f = 0; e portanto u é injetor.

Como vou = 0, temos que (vow)(f) = (vou)o f = 0, para qualquer
f € hom(M, N"). Assim, Im(@) C ker@.

Tomando f € ker®, temos que o(f)(x) = vo f(xz) = 0 para todo
x € M. Como Im(u) = ker v, obviamente f(x) € Im(u) e f(x) = u(z) para algum
z € N'. Definindo a funcio

g:M — N
r +— z (com u(z) = f(z))

para x € M, obtemos

u(g)(x) = uog(r) =ulg(r)) = u(z) = f(2);

e portanto, f € Im(uw). Notemos que g esta bem definida, uma vez que u é injetor.

[<| Como @ & injetor, entdao keru = {0}. Vemos facilmente que keru C kerw,
pois tomando f € keru, temos 0 =wuo f =u(f) e f € keru. Logo, keru = {0}.
Para g € ker, temos que ©(g)(x) = v(g(z)) = 0. Se g(z) = v,

temos que y € kerv. Mas, sendo a sequéncia exata, temos que u(f) = g para
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algum f € Hom(M, N'). Assim, a(f)(z) = (v ® f)(z) = u(f(z)) = g(z) =y, e
logo, y € Im(u). Portanto, kerv C Im(u).

Como o7 = 0, temos que vouo f = 0 para todo f € Hom(M, N").
Em particular, tomando M = N’ e f a identidade, concluimos que vou = 0, e

assim Im(u) C kerwv. |

Proposicao 2.14. Seja

0 M —— M — " 0
J/ f/ l f l fl/
0 N —N—N" 0

um diagrama comutativo de R-modulos e homomorfismos, com as linhas ezxatas.

Entao existe uma sequéncia exata

1 "

0 — Ker(f') = ker (f) 2 Ker(f") % Coker(f') N Coker(f) N Coker(f") = 0

—_ ~ -~ 7 7 ~ . . ’ /
onde u, U sao restricoes de u,v; e u ,v sao induzidos por u ,v'.

O homomorfismo de fronteira d é definido como segue: se ' €
Ker(f"), temos 2" = v(z) para algum = € M, e v'(f(z)) = f (v(z)) = 0. Dai
f(z) € Ker(v') = Im(u), tal que f(z) = u'(y") para algum y € N'. Entdo d(z")
¢ definido como sendo a imagem de 3 em Coker(f").
Demonstracao: Antes de mostrarmos que a sequéncia é, de fato, exata; devemos

verificar que cada um de seus homomorfismos estao bem definidos.

o T:ker f — ker f esta bem definido.
Se x € ker f', entdo f (r) = 0. Como f(7(x)) = f(u(x)), pois T é
restricio de u; e pelo diagrama comutativo, f(u(z)) = u'(f (z)) = ' (0) =

0, concluimos que w(x) € ker f. Além disso, w é injetor, pois u o é.

o T:ker f — ker f* esta bem definido.
Se z € ker f, entdo f(z) = 0. Como f (v(z)) = f (v(x)), pois
T é restricdo de v; e pelo diagrama, f (v(z)) = v (f(z)) = v'(0) = 0,

concluimos que v(z) € ker f".

o d:kerf — % estd bem definido.
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Como v é sobrejetor, entdo x = v(z) para algum z € M. Assim,
v (f(2) = f(v(z) = f(x) = 0; e dai f(z) € kerv' = Im(u'). Seja
f(2) = u'(y) para algum y € N'.

Assim, temos a definicao de d

z — y+Im(f) tal que u'(y) = f(2).

Para mostrar que estd bem definida, basta mostrar que v esta bem

definida. Isso porque z EN f(2) esta bem definido e y > f(2) também esta,
pois f(z) € kerv' = Im(u').

Assim, tomemos z1, 20 € M tal que v(21) = v(22) = , onde f(z1) =
u'(y1) e f(z2) = ' (y2). Entdo v(z1) —v(22) = v(z1 —22) =0 e 21 — 2 €
kerv — Im(u). Seja 2z, — 2 = u(w) para algum w € M'; e dai f(z, — 23) =
flu(w)) =u'(f (w)). Como f(z1—2) = u (y1—y2) e u & injetor, concluimos
que y; —y2 = f (w). Portanto, y; +Im(f) =y + Im(f).

o . L] L A 3
T (1) — () estd bem definido.

Por definicdo, 2 + Im(f") ru—/> u'(x) + Im(f). Suponhamos que z; +
Im(f') = x5 +Im(f') para 21,29 € N'; ou seja, 1 — x5 € Im(f'). Assim,
existey € M tal que f'(y) = z1—x2. Mas v/ (v1—22) = u'(f () = f(u(y)),
e o (w1 — 23) € Im(f). Logo, ' (z1) +Im(f) = u/(z2) + Im(f).

7. _N

1
oV — N esta bem definido.

* Im(f) Im(f")

T
v

Por defini¢do, = + Im(f) > o'(x) + Im(f"). Caso y + Im(f) =
yo + Im(f) para y1,y2 € N; isto é, y3 —yo € Im(f). Seja z € M o elemento
tal que f(2) = y1—yo. Dessa forma, v (y,)—v (12) = v (y1—y2) = v (f(2)) =

f(v(2)) € Im(f"); e portanto, v'(y1) + Im(f") = v'(y2) + Im(f"). Além
disso, v’ & sobrejetora, pois é induzida por v’

Agora, analisemos as condicOes a respeito dos nicleos e imagens
dos homomorfismos.
o Im(u) = kerw.

Como v ou = (v o u)ly, , pois sao restrigoes; e v ou = 0 pela

hipotese; temos que Im(@w) C kerw. Por outro lado, se x € kerw, entdo
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x € ker f, pela definicdo de ©. Assim v(z) = v(z) = 0, e = u(y), pois

Im(u) = kerv. Mas 0 = f(z) = f(u(y))
f'(y) =0. Logo y € ker f e a(y) = u(y).

v'(f'(y)), com v injetor, entdo

Portanto x € Im(a).

e Im(v) = kerd.

Se y € kerd, entdo d(y) = z+Im(f"), com u'(z) = f(z) e v(z) = y;
ez=f(w), we€ M. Assim, u'(2) = v (f (w)) = f(u(w)). Calculando

/ /

fle—u(w)) = f(z) = flu(w)) =u(z) —u(z) =0,
vemos que z — u(w) € ker f e satisfaz as condigbes de d. Assim, tomamos
y=10(x —u(w)), e y € Im(7).
Se y € Im(7), entdo y = v(x) € ker f*, com = € ker f. Calculando
d(y), temos que d(y) = Im(f"), pois 0 = f(z) = u'(2), onde 0 = z € Im(f").
Logo, y € kerd.

e Im(d) = keru/.

Para z € ker f”, temos

Wod(@) = (y+1m(f)) = u'(y) + Im(f).

Mas pela definicao de d, u'(y) = f(x). Logo Im(d) C kerw'. Por
outro lado, se iy € ker o, entdo

W(G) = (y+m(f) = (y) + (f) = Im(f) & u

!

(y) = [f(x).

Tomando z = v(x), temos que d(z) =y e 7 € Im(d).

o Im(u') = kerv'.

Fazendo v’ o u/(Z), para T = x + Im(f"), temos:
v (ul(x) + Im(f)> = (u/(x)) +Im(f").

Como v ou’ = 0, obtemos que Im( ) C ker u’. Reciprocamente, tomando

RS ker v', entdo

V(@) =0 (y+Im(f)) =2 (y) + Im(f") = Im(f") < v'(y) € Im(f").
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Assim, v'(y) = f"(2) para algum z € M"; e como v é sobrejetor,

z = v(z) para algum z € M. Fazendo

vy~ fl@) =7 (y) —v

vemos que y — f(z) € kerv' = Im(u'). Logo, existe w € N tal que u (w) =
y — f(z). Finalmente, v’ (@) = v'(w + Im(f)) =7, e kerv’ C Im(u').

Seja C' a classe de R-modulos e seja A um funcao em C' com valores
em Z. A funcao A é aditiva se, para cada sequéncia exata curta com termos em
C, temos A(M') — \(M) + A\(M") = 0.

Funcoes aditivas sao bem “comportadas” quando aplicadas a qual-

quer sequéncia exata (ndo necessariamente curtas), como vemos a seguir.

Proposicao 2.15. Seja
0—=My—M —---—=M,—0

uma sequéncia exata de R-mddulos na qual todos os modulos M; e todos os nicleos
dos homomorfismos estao em T. FEntao para qualquer funcdo aditiva X em T

temos

> (1)'A(M;) = 0.

=0

Demonstracdo: Decompondo a sequéncia dada em sequéncias exatas curtas
0—>NZ‘—)M7;—>NZ'+1—>0

com No = N,;1 = 0. Entao temos \(M;) = A\(N;) + A(NV;41). Agora basta tomar

a soma alternada de A\(M;), cancelando todos os termos. |
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Capitulo 3
Anéis e Modulos de Fracoes

O procedimento através do qual obtemos o corpo Q a partir do
anel Z pode ser extendido a um dominio de integridade R, produzindo o corpo de
fragdes de R. A construgdo consiste em tomar todos os pares (a,s), com a € R

e s # 0, e definir uma relacao de equivaléncia entre tais pares:
(a,s) = (b,t) & at —bs = 0.

Notemos que este processo s6 é valido em dominios de integridade,
pois a verificacao de que esta relagao é transitiva envolve cancelamento de termos,
isto é, o fato de que R nao possui divisores de zeros nao nulos. Entretanto, pode
ser generalizado como segue.

Seja R um anel. Um sistema multiplicativo fechado de R é um
subconjunto S de R tal que 1 € S e S é fechado em relagao a multiplicacao.

Definimos uma relacao = em R x S, como
(a,s) = (b,t) & (at — bs)u =0 para algum u € S.

Claramente, esta relagao é reflexiva e simétrica. Para verificarmos
que é transitiva, supomos (a, s) = (b,t) e (b,t) = (¢, u). Entao existe v,w € S tal

que (at —bs)v =0 e (bu — ct)w = 0. Assim, atv = bsv e buw = ctw, e

atv ctw atv ctw
b=—=—=—=— = (au — cs)tvw.
sv UW Sv uw

Como S é um sistema multiplicativo fechado, temos que tvw € S,
e portanto, (a,s) = (¢, u). Dessa forma, = é relagdo de equivaléncia.
Denotamos por a/s a classe de equivaléncia de (a, s), e por ST'R o

conjunto destas classes de equivaléncia. Ao definir as duas operacoes em S™'R

a b at-+bs

S t st
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a b ab

ST
este conjunto passa a ter uma estrutura de anel. Vejamos que estas operacoes
estao bem definidas.

Tomemos a/s =a' /s e b/t =b /t. Assim,

a b d b at+bs dt +bs
- + T == + m = = 7Ll
S t S st st
= (s’t,(at +bs) — (a't + blsl)st> u =0 ( para algum u € )
at + bs B at +bs
st s't
E também,
a b d b ar a'b
T IE=ETT T S =TT
s t s t st st
= ((s/t/)(ab) — (a/b/)(st)) v =0 ( para algum v € S)
ab  a'b
:> - = -
st st

O anel S™'R ¢ chamado de anel de fragies de R em relacao a
S. Também existe um homomorfismo de anéis f : R — S™'R, definido por
f(z) = x/1; em geral, ndo injetivo. Em particular, se R é um dominio, temos a

seguinte definicao.

Definicao 3.1. Se R é um dominio, dizemos que S~'R € o corpo de fracoes de
R, onde S = R —{0}.

O seguinte resultado apresenta uma propriedade universal, satis-

feita por todos os anéis de fracgoes.

Proposicao 3.2. Seja g : R — S um homomorfismo de anéis tal que g(s) € uma

unidade em S para todo s € S. Entao existe um inico homomorfismo de anéis

h:SR— S tal que g =ho f.

Demonstragao: (i) Unicidade. Se h satisfaz as condicoes, entao h(z/1) = hf(z) =
g(z), para todo = € R. Assim, se s € S,

h(1/s) = h((s/1)™") = g(s)™";

logo h(x/s) = h(xz/1) - h(1/s) = g(x)g(s)~* e h unicamente determinada por g.
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(ii) Existéncia. Seja h(z/s) = g(x)g(s)~'. Entao h serd, claramente,
um homomorfismo desde que esteja bem definida. Suponha que z/s = ac'/s';

entdo existe ¢ € S tal que (zs — z's)t = 0, e logo

(9()9() — a(a)g(s)) a(t) = 0
Como ¢(t) ¢ uma unidade em S, concluimos que g(x)g(s)™! =
g(@)g(s) " -

’

O anel ST'R e o homomorfismo f : R — S™'R satisfazem as
seguintes propriedades:

(a) s € S = f(s) ¢ uma unidade em S™'R. Como f(s) = s/1 e
ST R ={a/s:a € R,s € S}, em particular, 1/s € ST'R e (1/s)(s/1) = 1.

(b)f(a) = 0 = as = 0 para algum s € S. De fato, se f(a) = 0,
entdo a/1 =0/1e (a-1—1-0)s =0; logo as = 0 para algum s € S.

(c) Todo elemento de ST'R é da forma f(a)f(s)™' para algum
a € Realgum s € S. Obviamente, se x € ST'R, entdao z = a/s = (a/1) - (1/s) =
fla)- f(s)7

Por outro lado, estas trés condi¢oes determinam um isomorfismo

de S7'R em S. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Corolario 3.3. Se g: R — S é um homomorfismo de anéis tal que
(i) s € S = g(s) € uma unidade em S;
(ii) g(x) = 0= 2s = 0 para algum s € S;
(iii) Todo elemento de S € da forma g(z)g(s)™';

entdo existe um tinico isomorfismo h : ST'R — S tal que g = ho f.

Demonstracao: Pela Proposicao 3.2, temos que mostrar que h : S™'R — S,
definido por

h(z/s) = g(x)g(s)
é um isomorfismo. Notemos que esta definigdo para h utiliza a condicdo (i). Por
(iii), h é sobrejetora. Para mostrar que h é injetora, analisemos o seu nucleo: se
h(z/s) = 0, entao g(x) = 0; e por (ii), temos xt = 0 para algum ¢ € S. Assim
(z,5) = (1,0), isto &, z/s = 0 em ST'R. |

Em particular, o resultado a seguir mostra que a partir de um
homomorfimo de um dominio R em um corpo, obtemos um homomorfismo do

corpo de fragoes de R no mesmo corpo.

Proposicao 3.4. Todo homomorfismo injetor de anéis de um dominio R em um
corpo L se estende unicamente de K = S™'R, (S=R—{0}) a L.
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Demonstracao: Seja ¢ : R — L um homomorfismo injetor do anel R no corpo L.

Consideremos a funcao

o: K — F
a  p(a)
s @(s)

Vemos que @ esta bem definida, pois

g:é:>at—bs:0
S t

e como ¢ ¢ homomorfismo, ¢ claro que

p(at —bs) = 0 < p(a)p(t) — e(b)p(s) = 0.

b\ _ _(ab\ _ p(ab) _ p(a)p(d)
')‘”pw>‘mm‘¢@ww
_ ela) o) _ _ray (b
T ) el °(5) w@)
P =7(1) =& =1

Agora, suponha ¢ : R — L homomorfismo tal que 1| = ¢. Para

qualquer z € K, temos as seguintes possibilidades:

e Sexz = ¢ € R, entdo ¢(a) = p(a) = @(1a) =p(a) = ¢Y(x) = B(x).

e Sex=1¢e K, temos que (1) = ﬁ = ﬁ =92(1) = ¢(z) =p(x).
Note que esta expressao é valida, pois % = 1/’(%); uma vez que

L=9(1) =9(5) = v(a.g) = d(a)d(3)-

« Sew=12 ¢ K, entho p(x) = () = v(a) - v(2) = Fla) - B(})

I
|
—~

® |
~—
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Portanto, ¢ = ®. Obviamente, B|r = ¢, e portanto, P é extensao
de ¢. |

Os dois proximos exemplos apresentam os casos mais interessantes

de anéis de fragoes.

Exemplo 3.5. Seja P um ideal primo em R. FEntao S = R — P € um sistema
multiplicativo fechado. Neste caso, escrevemos Rp para ST'R. Os elementos x/s
com x € P formam um ideal M em Rp. Sey/t ¢ M, entaoy ¢ P. Assimy € S
e y/t é uma unidade em Rp. Segue que se I é wm ideal em Rp e I & M, entao I
contém uma unidade e portanto, € todo o anel. Logo M € o unico ideal mazximal
em Rp; isto é, Rp € um anel local. FEste processo para obter Rp € chamado de

localizacao.

Exemplo 3.6. Seja f € Re S = {fn}@o- Neste caso, escrevemos Ry para
S~IR.

A construcio de ST'R pode ser extendida para um R-modulo M;

definindo a relacdo = em M x S como
(m,s) = (m',s) < 3t eS tal que t(sm —sm)=0.

Como antes, esta é uma relacao de equivaléncia; m/s a classe de
equivaléncia do par (m,s) e S~'M denota o conjunto de tais fragoes. S™1M é
um S~ R-modulo definido adicao e multiplicagdo por escalar. Analogamente aos
Exemplos 3.5 e 3.6, escrevemos Mp e M para o caso de modulos.

Seja u : M — N um homomorfismo de R-mo6dulos. Entao u origina
um homomorfismo de S~'R-mo6dulo S~tu : ST'M — S7IN, que leva m/s em
u(m/s). Com esta definigao, é claro que S~ (vou) = (S7'v) o (S u).

A seguir, apresentamos uma importante propriedade da operagao
St

Proposicéo 3.7. A operacio S™' € exata; isto é, se M LM S M ¢ exata em
~ ; S—1 Ss—1 7 _
M, entao S™'M S TS STIM 6 exata em STUM.

Demonstragdo: Temos que go f = 0, entao S~'go S71f = S71(0) = 0, e dai
Im(S™1f) C ker S~!g. Para provar a inclusio inversa, seja m/s € ker S~! f, entao
g(m)/s = 0 em S7'M". Assim, existe ¢t € S tal que tg(m) = 0 em M". Mas
tg(m) = g(tm), pois g ¢ um homomorfismo de R-moédulos; logo tm € kerg =
Im(g), logo tm = f(m’) para algum m' € M. Dessa forma, em S~'M temos que

m/s = f(m')/st = (S7'f)(m'/st) € Im(S~'f). Portanto ker S~'f C Im(S~1f).
|
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Em particular, segue deste resultado que se M & um submodulo
de M, a funcio S~'M' — S~'M ¢ injetora, e assim S~'M  pode ser considerado

como um submodulo de ST'M. Com isso, temos o seguinte corolario.

Corolario 3.8. Se N, P sao submddulos de um R-mdodulo M, entdo

(i) STYN + P) = S7YN) + S71(P);

(i) STHYNNP)=SHN)NSP);

(iii) 0s ST'R-mddulos STH(M/N) e (S7'M)/(STIN) sao isomor-
fos.

Demonstracao: (i) Decorre diretamente da defini¢do, uma vez que

ST N+P) = {z/s:x€ N+ PsecS}
= {(n+p)/s:neN,pe P,seS}
= STYN)+SYP).

(ii) Se y/s = z/t (y € N;z € P;s,t € S), entdo u(ty — sz) = 0
para algum u € S; e daif, w = uty =usz € NNPey/s=w/stu e ST(NNP).
Consequentemente, (ST!N N S™1P) C S7I(N N P). A inclusao inversa é 6bvia,
pois se x € STY(N N P), entdo z = a/s, coma € N e a € P.

(iii) Aplicando S~! & sequéncia exata 0 — N - M 4 M/N — 0;
temos que

00— SN S8 51y T8 -1 (M/N) — 0

é exata (Proposigao 3.7). Como S™'¢ ¢ um homomorfismo sobrejetor, e ker ¢ =

G (MY o 57M
N) T~ SN

S~IN; temos que

3.1 Propriedades Locais

Uma propriedade P de um anel R (ou de um R-moédulo M) ¢ local
se a seguinte equivaléncia é verdadeira:

R (ou M) satisfaz P < Rp (ou Mp) satisfaz P, para cada ideal
primo P de R.

As proposicoes abaixo sao exemplos de propriedades locais.

Proposicao 3.9. Seja M um R-mddulo. As sequintes afirmacoes sao equiva-

lentes:
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(i) M =0;
(ii) Mp = 0 para todos os ideais primos P de R;

(iii) My = 0 para todos os ideais mazimais M de R.

Demonstragao: Claramente, (i) = (ii) = (iii). Suponha que (iii) esteja satisfeita
e que M # 0. Seja x € M um elemento nao nulo, ¢ I = Ann(z). I ¢ um
ideal # (1), logo esta contido em um ideal maximal M (pelo Corolario 1.33).
Consideremos z/1 € My Como My, = 0, necessariamente z/1 = 0, e assim
x € anulado por algum elemento de R — M; o que é impossivel, uma vez que
Ann(z) C M. |

Proposicao 3.10. Seja ¢ : M — N um homomorfimos de R-mddulos. Entao
sao equivalentes:

(i) ¢ € injetor;

(ii) ¢p : Mp — Np € injetor para cada ideal primo P;

(iil) a2 Mag — Ny € injetor para cada ideal mazimal M.

Analogamente, substituindo-se “injetor” por “sobrejetor”.

Demonstragao: (i) = (ii). 0 — M — N ¢é exata, entao 0 — Mp — Np & exata
(Proposicao 3.7). Portanto, ¢p é injetor.

(ii) = (ili). Obviamente, pois todo ideal maximal é primo.

(iii) = (i). Seja M = ker ¢. Entdo a sequéncia 0 — M — M —
N é exata, e 0 — M/,M — My — Ny é exata pela Proposicao 3.7. Assim
M//\A >~ ker o = 0, pois ¢ é injetor. Portanto, M = 0 por 3.9, e ¢ & injetor.

Analogamente, se prova a validade da proposicao para homomor-

fismo sobrejetor. |

3.2 Extensao e Contracao de Ideais em Anéis de
Fracoes

Sejam T o conjunto dos ideais contraidos em R, e FE o conjunto dos
ideais estendidos em S™'R. Se I é um ideal em R, sua extensdo /¢ em S™'R é
S

Proposicao 3.11. (i) Todo ideal em S™'R é um ideal estendido.

(ii) Se I € um ideal em R, entio 1° = |J,.4(I : 5). Assim, I¢ = (1)

se, e somente se, I coincide com S.
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(iii) I € C < nenhum elemento de S € um divisor de zero em R/I.

(iv) Os ideais primos em S™'(R) estao em correspondéncia bi-

univoca (P <> STYP) com os ideais primos de R que nao coincidem com S.

Demonstragio: (i) Seja J um ideal em S™'(R) e seja z/s € J. Entdao z/1 € J, e
x € J° Logo z/s € J®*. Como J 2D J, segue que J = J.

(ii) z € J* = (S7' ) & z/1 = a/s para algum a € [,s € S &
(rs —a)t =0 paraalgumt € S ast € [ & x € J,c4(1: 5).

i) leC&sI“Cl<e (sxelparaalgumse S=xel) &
nenhum s € S é um divisor de zero em R/I.

(iv) Se J ¢ um ideal primo em S™!(R), entdao J¢ & um ideal primo
em R. Por outro lado, se P é um ideal primo em R, entdo R/P é um dominio
de integridade. Se S é a imagem de S em R/P, temos gjg = gfl(R/P), que
¢ 0 ou esta contido em um corpo de fragoes de R/P; e entdo ¢ um dominio de

integridade. Logo S™!P é primo ou o ideal das unidades. Por (i), esta tltima

possibilidade ocorre se, e somente se, P coincide com S. |
Corolario 3.12. Se R ¢ o nilradical de R, o nilradical de ST'R é S™'R.

Demonstracao: O resultado é imediato, ja que o nilradical R de R é a interseccao
de todos os ideais primos em R, e estes estao em correspondéncia biunivoca com

os ideias primos em ST'R. |

Corolario 3.13. Se P € um ideal primo de R, os ideais primos do anel local Rp

estao em correspondéncia biunivoca com os ideais primos de R contido em P.

Demonstragao: Basta tomar S = R — P em no item (iv) da Proposi¢do 3.11. W

3.3 Dominio de Fatoracao Unica

Esta secao, embora trate de um caso particular de dominio de
integridade, traz alguns resultados importantes envolvendo seu corpo de fracoes.
Por isso, optamos por inclui-la no fim deste capitulo.

Quando consideramos o anel Z, o Teorema Fundamental da Arit-
mética garante que todo ntimero inteiro tem uma representacao Unica como
produto de ntimeros primos, a menos das unidades 1 e —1. Estas idéias de
numeros primos e fatoracao tinica em Z podem ser estendidas para um dominio

de integridade A qualquer, como segue.
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A partir deste momento, utilizamos a notacao z | y, para dizer que
x “divide” x, isto ¢, y = x - z, para algum z € R. Dizemos que um elemento
p # 0 de R é primo se p nao é unidade em R e se, para quaisquer x,y € A tais
que p | x -y, temos que p | z ou p | y. Um elemento x € R ¢é irredutivel se para
qualquer fatoracao x =y - z, y, 2 € R, temos que y ou 2z é unidade.

Um elemento x € R, nao nulo, nao inversivel e nao irredutivel é
chamado de composto. Se dois elementos =,y € R sao tais que x | y e y | x, entdo
dizemos que x e y sao associados, e denotamos por x ~ y.

Em um dominio de integridade R, um elemento d é mdzimo divisor
comum de a,b € Rsed|aed|b eseparad € Rtal qued |aed |b,entdo
d | d. Se 0 méximo divisor comum de a,b € R é a unidade em R, dizemos que a

e b sao primos entre si.

Proposicao 3.14. Todo elemento primo de um dominio de integridade R €

irredutivel.

Demonstracao: Seja p € R um elemento primo. Entao p # 0 e p nao é unidade
em R. Suponhamos p = ab. Como p | p, entao p | ab. Assim, p | a ou p | b.

Se p | a, entdo existe t € R tal que a = pt. Substituindo em p = ab,
obtemos p = p(tb). Logo tb =1 e b é unidade.

Analogamente, se p | b, obteremos que a é unidade. Portanto, p é
irredutivel. |

A reciproca desta proposicao nao é valida, em geral. Basta consi-
derar o niimero 3 no anel R = Z[\/=5]: é irredutivel mas nio é primo. De fato,
se (a+ by/—=5) - (c+dy/=5) =3, com a,b,c,d € Z, temos

ac — bbd = 3
bc+ad =20

Supondo ¢ # 0, temos

—ad Sad?
b= — = ac—
c

=3=a]l3
e entdao, a € {—1,1,-3,3}. Se a =1, entao
c=3+5bc=c|3

edaice {-3,—1,1,3}. Mas de ¢(1 —5b?) = 3, obtemos que ¢ = 3 e b = 0. Logo,
b=d=0ea= =41, c =43, ou o contrario. Assim, um dos dois elementos é
unidade em [/—5], e 3 & irredutivel. Além disso, 3 divide (24+/=5)-(2—+/=5) =
9, mas nao divide nenhum dos dois fatores. Portanto, 3 nao é primo em R =

Z[vV=3).
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Entretanto, se R for um dominio principal, a reciproca é verdadeira,

conforme mostra o seguinte resultado:

Proposicao 3.15. Em um dominio principal R, todo elemento irredutivel é

Primo.

Demonstracao: Seja p um elemento irredutivel. Logo p # 0 e p nao é unidade.
Suponhamos que p | ab, com a,b € R. Mostremos que p divide cada um destes
elementos.

Seja (p,a) = (d). Como p pertence a esse ideal, existe ¢ € R de
maneira que p = dq. Sendo p irredutivel, entao ou d é unidade, ou ¢ é unidade.

Se d é unidade em R, entdo (p,a) = R. Logo, existem z,y € R tais
que 1 = pz + ay. Multiplicando por b esta igualdade, obtemos b = p(bx) + (ab)y.
Como p divide ambas as parcelas do segundo membro desta relacao, concluimos
que p | b.

Agora, se ¢ ¢ unidade, entdo de p = dq segue que d = pg—*. Como,
por outro lado, a € (d), entdo a = dq; com ¢ €. Portanto, a = p(¢~'q), o que

nos garante que p | a. [

Em um dominio principal R, temos uma caracterizacao de um ideal

proprio e primo P, explicitada abaixo.

Proposicao 3.16. Seja R um dominio principal. Seja P um ideal proprio nao

nulo e primo de R. Entao P ¢ gerado por um elemento irredutivel.

Demonstragao: Seja P = (a), a € R. Mostremos que a é irredutivel. Tomemos
uma decomposicao a = mn. Como a € P e P é primo, entao m € P oun € P.
Supondo, sem perda de generalidade, que m € P, temos m = ka; e entao,
a = kan. Como R é dominio, obtemos 1 = kn, isto é, n é unidade e, portanto, a

é irredutivel. [ ]

A partir destas discussoes, temos a seguinte defini¢ao.

Defini¢do 3.17 (Dominio de Fatoracio Unica). Um dominio R é dominio de
fatoragao unica se todo elemento nao nulo em R pode ser fatorado unicamente,

exceto por unidades e a ordem dos fatores, em elementos irredutiveis.

Em particular, todo elemento irredutivel de um dominio de fa-
toracao tnica R é primo. Com efeito, seja £ um elemento irredutivel de R e

suponhamos que z | ab, a,b € R. Assim, a = p;---p, ¢ b = q1 - - ¢5, com p;, g;
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irredutiveis, e entao p1---p.q1---qs é a Unica fatoracao de ab em fatores irre-
dutiveis. Como ab = xy para algum y € R, considerando a fatoragao irredutivel
Y = wy--- Wy, temos que py---prqr - Qs € rws - - -w; sao duas fatoragoes de ab
em fatores irredutiveis. Como R é dominio de fatoracao tnica, temos que x = up;
ou = = ug; para alguma unidade u. Logo = | @ ou x | b.

Vejamos agora alguns exemplos de dominio de fatoracao tnica.

Exemplo 3.18. O anel Z é um dominio de fatoracao inica, pois para qualquer
n € Z — {0}, temos uma decomposi¢ao unica em fatores primos, que $ao 0s
elementos irredutiveis deste conjunto. Claramente, n e —n diferenciam-se apenas

pelo elemento unidade —1.

Exemplo 3.19. Todo corpo €, trivialmente, um dominio de fatorag¢ao unica, jd

que todos os seus elementos sao unidades.
Exemplo 3.20. O anel de polinomios Z[X] é um dominio de fatoragaio tinica.

De maneira geral, mostraremos que se R ¢ um dominio de fatoracao
Gnica, entdo R[X] também ¢ (Teorema 3.27). Para esta demonstragao, serdo

necessarios alguns lemas e a seguinte definicao.

Definicao 3.21. Seja R um dominio de fatoracao tunica. Dizemos que um
polinomio F = ag + a1 X + ... + a,X"™ € primitivo se F' nao € constante e se o0
seus coeficientes sao primos entre si, isto €, admitem a unidade 1 como mdzrimo

divisor comum.

Lema 3.22. Seja F' € R[X]| um polinémio ndao constante. FEntdo existe uma
polinémio primitivo F € R[X] e existe um elemento d € R de maneira que
F=d-F. Além disso, se F = d - Z:;l comd, € R e E primitivo em R[X], entdo
d~dy e F e~ Ry

Demonstracao: Suponhamos F' = ag + a1 X + ... + a,X". Se d é um maximo
divisor comum de ag, a4, ..., a,, fazendo

~ ao aq Qp,
P, Wy Gy
I R

temos que F' = d-F e, ainda, que Fé primitivo, pois % sao primos entre si, para
1=0,...,n.

Agora, suponhamos F = d - F = dy - E. Da igualdade F' = d; - ﬁ’l
decorre que d; | a; para ¢ = 0,...,n. Logo d; | d, e existe ¢ € A tal que d = d;c.
Retomando a igualdade d - F = dy - I} e levando em conta a dltima igualdade

obtida, chegamos a d1c~l§ =d; - fl. Daic-F = ﬁl. Isto nos garante que c divide
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todos os coeficientes de E. Sendo este polinomio irredutivel, a conclusao é que ¢
¢ unidade. Entao d ~ d; e F~ E. |

Lema 3.23. O produto de dois polindmios primitivos sobre um anel fatorial é

um polinémio primitivo.

Demonstracao: Sejam F =ag+ a1 X +...+a,X"eG=by+b0 X +...+0,X"

os polindmios primitivos, de graus m e n respectivamente. Entao
F-G=co+c1 X+ ...+ cpppnXm

onde ¢ = Y ab;, k=0,1,....,m+n.

i+j=k
S]e F' -G nao fosse primitivo, existiria um elemento irredutivel p € A
de modo que p | ¢k, K =0,1,...,m +n. Como p divide agby e é irredutivel, entao
p | ag ou p | bo.

Considerando a primeira alternativa, podemos dizer que existe r,

0<r<m,talquep|ay,p|a,..,pla_1,pta. Como
Cr = aobr—l—albr_l —|—...—|—arb0

,comp|c.epta,, entdo p | by.
Logo, podemos dizer que existe s, 0 < s < n, tal que p | by, p | b1,
oy P | bs—1, p1 bs. Considerando que

Cris = aObr—l—s +... ar—lbs-l—l + afrbs + ar+1bs—1 + ... ar—l—st

entao p | a,bs. Assim, p | a,. ou p | bs; 0 que é um absurdo, pois f e g sao

primitivos. [ |

Lema 3.24. Seja K o corpo das fra¢oes de um dominio de fatorac¢ao unica R.
Se f € K[X]| ndo é constante, entdo existem a,b € R nao nulos, e um polindmio

primitivo F € R[X] de maneira que f = ¢ - F. Além disso, se f = o Fi, com

ai,br € R nao nulos e F e R[X] também primitivo, entao aby ~ a,b e F~ I,

Demonstracao: Sendo
Co C1 Cm
=—4+ =X+...+—X"
f Lt Xttt
e fazendo dod, ...d,, = b, entao f = % - F, com F € R[X]. Pelo Lema 3.22,
=% ]5, com F primitivo e a € R, nao nulo.

Por outro lado, se

conforme o enunciado, entao ab; - F= ab- ]:;1. Usando a segunda parte do Lema

3.22, concluimos que ab; ~ ab e F ~ ﬁl. |
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Lema 3.25. Seja F' um polindmio irredutivel sobre o dominio de fatoracdao tinica

R. Se K € o corpo de fracoes de R, entdo F também € irredutivel sobre K.

Demonstracao: Suponhamos F' redutivel sobre K. Entao existem dois polinomios
g,h € K[X], ambos de grau maior ou igual a 1, tais que F' = g - h. O Lema 3.24
nos permite o seguinte com relacao a g e a h:

g=%-Geh=2S-H, ondea,b,c,dc A naonulos, e G,H € R[X]
sao primitivos.

Assim temos

ac

F=—.
bl

G-H)oubd-F=ac-(GH)

onde G - H é primitivo, devido ao Lema 3.23.

Entao existe unidade u tal que ac = u(bd), pois ac e bd sao as-
sociados. Portanto, F = (u-G) - H. Como deg(u-G) = deg(G) > 1 e
deg (H) = deg(h) > 1, entdo a igualdade F' = (u - G) - H nos diz que F é

redutivel em R[X], contrariando a hipotese. |

Decorre deste resultado que se F' e G sao polinémios em R[X] sem

fatores comuns em R[X], entdo também nao possuem fatores comuns em K[X].

Corolario 3.26. Seja R um dominio de fatoracao unica. Entao todo polinémio

irredutivel F' € R[X] é também primo.

Demonstracdo: Primeiramente, suponhamos que F' € R, isto é, que F é um
polindmio constante. Sendo irredutivel como elemento de R, entao F' é primo
em R. Afirmamos que F' é primo em R[X]. De fato, se F' € R nao fosse primo
em R[X], terfamos F' | G- H, com F{G e F{ H. Mas G, H sao polinomios de
graus maiores ou iguais a 0, e com coeficientes em R. Assim, F' nao divide algum
dos coeficientes a; de G e algum dos coeficientes b; de H. Entretanto, F' | G- H
implica que F' divide todos os coeficientes deste produto, onde cada coeficiente é
da forma ¢, = Zf:o aibi_; e estd em R. Logo F' dividiria todo produto da forma
a;b; com F' {a; e F'{b;, contrariando o fato de F' ser primo em R.

Supondo agora que deg F' > 1 e que F' | G- H em R[X]. Se K é
o corpo de fragdes de R, podemos dizer que F' | G- H em K[X]. Como K[X] é
um dominio principal, e F' é primo em K[X] (Proposi¢ao 3.15), entao F' | G ou
F | H em K[X].

Consideremos que F' | G. Entao existe ¢ € K[X] tal que G = F-m.

Como F' é primitivo em R[X] e usando as decomposi¢oes dadas pelos Lemas 3.22
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e 3.24, obtemos

~ a
G=-.F-§F
C b q

onde a,b,c € R nao nulos e G e F'-m sao polindmios primitivos de R[X]. Entao

bc ~ a, o que acarreta que existe u unidade em R tal que,

G=u-Fm.
Logo G = F - (ucm), o que garante que F' | G em R[X]. |

Teorema 3.27. Seja R um dominio de fatoragao unica. Entao R[X] é dominio

de fatoracao tinica.

Demonstragao: Seja F' € R[X] um elemento ndo nulo e tal que F' nao ¢ unidade.
A demonstracao da decomposicao sera feita por inducao sobre deg (F).

Se deg (F) = 0, entdo F € R. Decompondo F em fatores irre-
dutiveis de R, ja que R é dominio fatorial, obtemos a decomposi¢ao desejada,
pois um elemento irredutivel em R também o é em R[X]. Essa ultima afirmacao
¢ valida pois R C R[X]|, ese FF = G- H, com G, H € R[X], teremos G € R e
H € R, uma vez que 0 = deg ' = deg G + deg H, e deg G,deg H > 0. Logo F' é
irredutivel em R[X].

Agora suponhamos que deg(F) = n > 0 e admitamos que a
decomposicao seja possivel para todo polinémio de grau r, onde 0 < r < n. Pelo
Lema 3.22, podemos escrever F = d-F, com d € R e F € R[X] é primitivo. Caso
F seja irredutivel, basta decompormos d em fatores irredutiveis em R, obtendo
a decomposicao desejada para F. Se d fosse unidade, entao F' também seria
irredutivel, e nada haveria a fazer. Caso F seja composto, existem G, H € R[X]
de modo que F = G - H, com 1 < deg (@), deg (H) < deg (F) = deg (F).

Pela hipotese de inducao, G e H se decompoem em fatores irre-
dutiveis. Assim, F =d - F = d(G - H) se decompoe em fatores irredutives em
R[X], uma vez que d € R e R é dominio fatorial.

Mostremos agora a unicidade da decomposicao. Seja F'= P, - ... -
P, =Q1-...-Q (t > s) decomposicoes de F' em fatores irredutiveis em R[X].
Pelo Corolario 3.26, os P;,Q; € R[X] sao todos primos. Assim, como P; | F,
temos que P | Q1 - ... Q. Sendo P; elemento primo, P; divide algum dos Q);.
Admitamos que P; | Q1. Como @ é primo, temos P, ~ Q.

Suponhamos )1 = wu; - P;, com wu; unidade em R. Entao de
PPy Py = Q1-Qa. . .-Qy, obtemos Py-P3-. . .- Py = (u1-Q2)-Q3-. . .-Qy. De forma
analoga a P, obtemos Qs = ug - Po. Assim, Py - ... Py = uy(ug - Q3) - ... - Q4.
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Prosseguindo com este raciocinio, obteremos P, ~ (@);, e a representacao sera
Gnica, a menos de unidades. |

A aplicacao sucessiva do teorema acima nos da o corolario seguinte:

Corolario 3.28. Seja R um dominio de fatora¢do unica. Entio R[Xy, ..., X,]

¢ um dominio de fatoragao unica.

Como um corpo K ¢é sempre dominio de fatoracao tdnica, ja que
todos os seus elementos nao nulos sdo unidades; temos que K[Xj, ..., X,| também
0 é, para qualquer corpo K. Em especial, Q[X] é um dominio de fatoragao tnica.
O corpo de fragoes de K[X7, ..., X,] é denotado por K(Xjy,...,X,) e chamado
de corpo das fracoes racionais em n variaveis sobre K.

Se considerarmos o corpo de fracdes de um dominio R, obtemos
uma representa¢ao unica (a menos de unidades) de seus elementos, conforme

mostrado a seguir.

Proposicao 3.29. Seja R um dominio de fatoracao tnica e K seu corpo de
fragoes. Entao todo elemento z de K pode ser escrito como z = ¢, onde a,b €
R ndo possuem fatores em comum; e esta representacdo € unica, a menos de
unidades de R.

Demonstracao: Note que, se provarmos que todo par de elementos z,y € R

admite maximo divisor comum e que, se d ¢ o tal divisor, entao § e g Sao primos
entre si, este resultado estarda provado; uma vez que se z = %, com r = ad e

a
b

Primeiramente, provemos que z,y € R admitem maximo divisor

y = bd, teremos z = ¢, a,b primos entre si.
comum em R. Se x = 0, entdo y é um maximo divisor comum de x e y. Se
x é unidade em R, entao x é maximo divisor comum de x e y. Caso contrério,

podemos decompor x e y:

Sn

T =up'py’ ...p ey =upytpy’ ... .

kn

Sejad = pi'p*2 .. pf» onde k; = min{r;, s;} (i = 1,...,n). Mostremos

que d é o maximo divisor comum de z e ¥.

Que d | z e d| y é imediato. Agora, suponhamos que d* € R com,

in
-Pns

t; <min{r;,s;} (i=1,...,n). Logo d* | d.

Dessa forma, temos

d* | v ed |y Entdo d* = wpi'p?.. w unidade em R e t; < r;,5;. Logo

a
_ r1—k1, ro—ka 7 —k
a—upl ) ...pn” "e

s1—k1, 82—k2 Sn—kn

= VP D2 P

ISHS
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Como k; = min{r;, s;}, entdo quando nao se tem r; — k; = 0, tem-se

s; — k; =. Dai p¥pJ...p° =1 é 0o méaximo divisor comum de z e .
Supondo § = cd, temos que ad = bc e, assim, a | bc e b | ad. Como
a,b sdo primos entre si, entdo a | ce b | d; e ¢ = ua e d = vb, para u,v unidade

em R, pois é dominio de fatoragao tnica. [

Recordemos que o anel Z é um dominio principal, ja que todos os
seus ideais sao da forma I = (n); e, de acordo com o Exemplo 3.18, Z também
¢ dominio de fatoragao tinica. Entretanto, afirmamos que este fato é vilido para

todo dominio principal, conforme o resultado a seguir.
Teorema 3.30. Todo dominio principal R é dominio de fatoracao tinica.

Demonstracao: Mostremos que dado a € R, com R dominio principal e a nao nulo
e ndo unidade, existem elementos irredutiveis pi,ps,...,p, (n > 1) de maneira
que a = p1ps ... Py, € tal decomposicao é tnica, a menos da ordem dos fatores e
de unidades.

E trivial o caso em que a é irredutivel. Suponhamos a um elemento
composto de R. Entao existe elemento irredutivel p; € R tal que a = p1q1, com
q1 € A. Podemos dizer que ¢; nao é unidade em R pois, caso contrario, a seria
irredutivel. Se ¢; for irredutivel, a existéncia da decomposicao esta provada com
n = 2. Se ¢; nao for irredutivel, existe elemento irredutivel ps que divide ¢, isto
é, 1 = P2qa, @2 € R. Entao a = p1paqe, com ¢y nao unidade. Procedendo desta
maneira, existirda um n > 1 de maneira que ¢,_; € irredutivel pois, caso contrério,
a seria redutivel. Dai a = p1pa- - Pn_1gn_1 €, fazendo ¢,_1 = p,, obtemos a
decomposicao a = py ... p,.

A demonstracao da unicidade é analoga a do Teorema 3.27, lem-

brando que em um dominio principal, todo elemento irredutivel é primo.
[

A proposicao a seguir caracteriza os ideais principais primos em um

dominio de fatoracao tinica.

Proposicao 3.31. Um ideal principal I = (a) em um dominio de fatora¢ao inica

R € primo se, e somente, a € irredutivel.

Demonstracao: Como num dominio principal, a é primo se, e somente se, a é
irredutivel; basta mostarmos que a € R é primo se, e somente se, [ = (a) é um

ideal primo nao trivial.
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Se a é primo, entdo para todo bc € I = (a) temos bc = ma para
algum m € R. Logo a | bc, e dai, a | bou a | ¢; isto é, b € I ou ¢ € I. Portanto,
I = (a) é primo.

Por outro lado, se I = (a) é primo, entdo para todo bc € I, temos
beloucel. Oqueequivale aal|boualc com a0 nao unidade, pois I é

ideal primo nao trivial. [ |
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Capitulo 4
Condicoes de Cadeia

No Capitulo 1, consideramos cadeias de ideais para a aplicacao
do Lema de Zorn. Agora, estudaremos uma cadeia de submoédulos e suas pro-
priedades. Para tanto, definimos uma relacao de ordem parcial em um conjunto.

Seja X um conjunto parcialmente ordenado por uma relacao <; ou

seja, < é reflexixa e transitiva e é tal que se z <y e y < x, entao z = y.

Proposicao 4.1. As sequintes afirmacoes sao equivalentes em :
(i) Toda sequéncia crescente x1 < x9 < --- em X € estaciondria
(isto é, existe n tal que T, = Tpyg = -+ ).

(11) Todo subconjunto nao vazio de ¥ possui um elemento mazimal.

Demonstragao: Para provar que (i)=(ii), suponha que (ii) seja falsa. Assim,
existe um subconjunto nao vazio 7" de Y sem nenhum elemento maximal. Entao
podemos construir indutivamente uma sequéncia infinita e estritamente crescente
em T, contrariando (i).

Por outro lado, os elementos de qualquer conjunto nao vazio de 3,
se ordenados, formam uma sequéncia estacionaria como em (i). Assim, possui

um maio elemento x,,. [ |

Se X é o conjunto dos submoédulos de um modulo M, ordenado pela
relagao C, entao (i) é chamada de condicao de cadeia crescente, e (ii) de condi¢ao
mazrimal. Um modulo M satisfazendo uma das duas condigoes equivalentes é
chamado de Noetheriano.

Se M for ordenado por D, entdo (i) é a condi¢ao de cadeia decres-
cente e (ii), a condi¢ao mininal. Um modulo M satisfazendo estas condigoes é

chamado de Artiniano.

Exemplo 4.2. O anel Z ¢ Noetheriano, pois satisfaz a condicdo de cadeia cres-

cente. Todo ideal é gerado por um nimero inteiro, e assim, qualquer cadeia €
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limitada pelo ideal gerado pelo mdzimo divisor comum dos demais geradores.
FEntretanto, Z nao € Artiniano pois, dado n € Z, temos (n) D

(n?) > ---D>(n*) D ..

Apesar da importancia de anéis Artinianos, neste trabalho nos
dedicamos apenas ao estudo de anéis Noetherianos. Assim, os proximos resultados
se restrigem a anéis com esta propriedade.

A proposicao a seguir apresenta uma caracterizacao de R-moédulos

Noetherianos.

-

Proposicao 4.3. M ¢ um R-mddulo Noetheriano < todo submddulo de M ¢é

finitamente gerado.

Demonstracao: Seja N um submodulo de M, e ¥ o conjunto de todos os sobmo-
dulos finitamente gerados de N. Entdo X # (), pois 0 € X, e pelo item (ii) da
Proposicao 4.1, tem um elemento maximal Ny. Se Ny # N, existe x € N tal que
x ¢ Np. Considerando o submédulo Ny + Rz, finitamente gerado e que contém
Ny estritamente; obtemos um submédulo finitamente gerado de M que contém
estritamente o elemento maximal Ny: uma contradi¢ao. Portanto, Ngo = N e N
é finitamente gerado.

Agora suponha que M ¢é finitamente gerado e tome M; C M, C - --
uma cadeia crescente de submodulos de M. Entao N = |J, -, M,, ¢ um submodulo
de M e, portanto, finitamente gerado por, digamos, z,---,z,. Digamos que
x; € M,, e seja n = max,_, N;. Entao cada x; € M, dai M,, = N e, portanto, a

cadeia é estacionéria. [ |

Vejamos como os anéis Noetherianos se comportam em sequéncias

exatas.

Proposicao 4.4. Seja 0 — M 5 M M = 0 uma sequéncia exata de
R-mddulos. Entio M é Noetheriano < M' e M sio Noetherianos.

Demonstragio: [=] Sejam My, C M, C --- uma cadeia de submédulos de M'; e
M(/)/ C M{/ C --- uma cadeia de submodulos de M. Entéo aM(; C OzM{ C..-e
B_lM{; C ﬁ_lM{' C .- sao cadeias estacionarias em M, pois M é Noetheriano.

. , ~ . L . ’ 7
Portanto, as cadeias também sao estacionarias em M e M .

[<| Se My C M; C --- & uma cadeia de submodulos de M, entao a='M, C
a 'M; C --- & uma cadeia estacionaria em M e M, C fM; C --- é uma

. . L. 1" , .
cadeia estacionaria em M . Logo, M é Noetheriano. [
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Corolario 4.5. Se Mi (1 <i < n) sdo R-mddulos Noetherianos, entio ©~ ' M;.
Demonstracao: Por inducao sobre n na sequéncia exata
0— M, — &, M; — O M; — 0.
Se n = 2, temos a sequéncia
00— My — MMy — M; —0

com My, My Noetherianos. Pela Proposicao 4.4, M; & M, é Noetheriano.
Suponhamos que @?;fMi e M, sejam modulos Noetherianos. En-

tao, aplicando a Proposicao 4.4 na sequéncia
0— Mn — @:L:_lle S Mn — @?:_sz — 07

concluimos que @}~ M; é Noetheriano. |

Dizemos que um anel R ¢ Noetheriano (Artiniano) se satisfaz a
condigao de cadeia crescente (decrescente) para seus ideais. Por exemplo, qual-
quer corpo K é um anel Noetheriano e Artiniano, pois seu tnicos ideais sao os

triviais. Vejamos mais alguns exemplos.

Exemplo 4.6. Como consequéncia da Proposicao 4.3, qualquer dominio principal

¢ Noetheriano, uma vez que todos os ideais sao finitamente gerados.

Exemplo 4.7. O anel K[Xy, X5, ...], K corpo, nao é Noetheriano. Basta consi-
derar a sequéncia (X,) C (Xy1,Xa) C ---. Entretanto, K[X1,Xs,...] € um
dominio de integridade, e assim possui um corpo de fracoes. Como o corpo de
fragées € Noetheriano e contém K[X1, X, ...], vemos que um subanel de anel

Noetheriano nao €, necessariamente, Noetheriano.

Vimos que nem todo subanel de anel Noetheriano é Noetheriano.
Em contrapartida, este fato ¢ valido para R-moédulos finitamente gerados, con-

forme o resultado abaixo.

Proposicao 4.8. Sejam R um anel Noetheriano e M um R-mddulo finitamente

gerado. Entao M ¢é Noetheriano.

Demonstracao: Pela Proposicao 2.7, temos que M é isomorfo a um quociente de

R™ para algum n. Entao, temos uma sequéncia exata
0—I1—>R'— M —0

onde I ¢é o niicleo do homomorfismo de R" em M. Como R é Noetheriano, pelo
resultado anterior, R" também o é. Assim, a Proposicao 4.4 garante que M é
Noetheriano. [
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Proposicao 4.9. Sejam R um anel Noetheriano e I um ideal de R. Entao R/1

é um anel Noetheriano.

Demonstracao: Considerando a sequéncia exata

O—>I—>R—>?—>O

e aplicando a Proposicao 4.4, temos que ? é Noetheriano. |

Uma cadeia de submoédulos de um modulo M é uma sequéncia (M;)
(0 <i < n) de submodulos de M tal que

M=My>M D---DM,=0.

O comprimento da cadeia ¢ o nimero de inclusoes n. Uma série
de composicao de M é uma cadeia maximal, ou seja, na qual nao se pode
inserir nenhum submoédulo extra. Isto é equivalente a dizer que cada quociente

M;_1/M;(1 <i <mn)é simples; isto é, ndo possui nenhum submodulo nao trivial.

Proposicao 4.10. Suponha que M tenha uma série de composicao de compri-
menton. Entao toda série de composicao de M tem comprimento n, e toda cadeta

em M pode ser estendida a uma série de composicao.

Demonstragao: Denotamos por ¢(M) o maior comprimento de séries de com-
posicao de modulos de M. Esta prova sera feita em trés etapas.

1. Mostremos que N C M = ((N) < {(M). Seja (M;) uma série
de composicao em M de comprimento minimo; e consideremos os submoédulo

N; = NN M; de N. Como N;;l C M1 o Mios g gimples; temos que

M; M;
N;_ M;_
Nil = Mil ou Ni—l = Nz

Se a segunda condigao acontece para algum ¢, podemos eliminar os
termos repetidos da sequéncia (1V;) e obtermos um série de composi¢cdo em N.

Mas, pelas condigbes acima, ((N) < ¢(M). Entretanto, se {(N) = {(M), entdo
Ni1 _ M

N, T M;
assim por diante. Logo M = N.

para cada ¢ = 1,2,....,n. Assim, M,,_1 = N,_1, M,,_o = N,_», €

2. Vejamos que qualquer cadeia em M tem comprimento menor ou
igual a ¢(M). Seja M = My D M; D --- uma cadeia de comprimento m. Por 1,
temos que ((My) > ((My) > --- > (M) = 0; e portanto, m < ¢(M).
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3. Consideremos qualquer série de composicao de M. Se seu
comprimemto for m, por 2, m < {(M), e entdo m = £(M). Assim, todas as
séries de composicoes tém o mesmo comprimento. Finalmente, tomemos qualquer
cadeia em M. Se seu comprimento for ¢(M), entdo é uma série de composicao.
Se seu comprimento for menor do que ¢(M), ndo é série de composicoes, e assim,

novos termos podem ser inseridos até que seu comprimento seja £(M). |

Proposicao 4.11. M tem uma série de composicao se, e somente se, M satisfaz

as duas condicoes de cadeia.

Demonstracao: |=| Como M tem uma série de composigdo, pela Proposigao
4.10, toda cadeia em M pode ser estendida a uma série de composi¢ao de mesmo
comprimento. Assim, todas as cadeias sdo limitadas, e M satisfaz ambas as

condicoes de cadeia.

[<| Se M satisfaz ambas as condi¢oes de cadeia, podemos construir um série
de composicao em M, como segue.

Como M = M, satisfaz a condi¢ao maximal, possui um submodulo
maximal M; C My. Da mesma forma, M; tem um submodulo maximal My C My
e assim por diante. Dessa forma, obtemos um cadeia estritamente decrescente
M = My D My D My D ---. Como M satisfaz a condicao de cadeia decrescente,

a sequéncia contruida é finita. Portanto, obtemos um série de composicao de M.

Um modulo satisfazendo as condicoes de cadeia crescente e decres-
cente é chamado de mddulo de comprimento finito. Pela Proposicao 4.10, todas
as séries de composi¢ao de M possuem o mesmo comprimento ¢(M ), chamado de
comprimento de M.

O Teorema de Jordan-Holder ¢ um resultado cléssico na teoria de
grupos, que afirma: “toda as séries de composicao de um grupo G sao equiva-
lentes”. Este resultado também pode ser aplicado a moédulos de comprimento
finito: se (M;)o<i<n € (M )o<i<n sdo duas séries de composicio de M, existe

déncia biuni . d . M;_1
uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos quocientes ) eo
i) /) 1<i<n

) . M, _, . . .
conjunto dos quocientes 2 , tais que os quocientes correspondentes sao
1<i<n

i

isomorfos.
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A proposicao a seguir mostra que o comprimento ¢(M) é um exem-

plo de funcao aditiva.

Proposicao 4.12. O comprimento ((M) é uma func¢do aditiva na classe de todos

0s R-mddulos de comprimento finito.

Demonstracao: Devemos provar que se a sequéncia
0— M SME5 M —0

¢ exata, entdo ((M) = ¢(M') + ¢(M"). Tomemos a(My) D a(M;) D -+ D
(M) = 0, a imagem por a de uma série de composicio M = My D> M; D -+ D
M, =0em M;e B~ My) DB (M) DD BYM,) =0, a imagem inversa
por 3 de uma série de composicdes M = My D M, D --- D M, =0em M".
Como Im(a) = ker 3, temos que a(M,) = B~(M.). Assim, obte-

mos a série de composicao em M
B~HMy) D FHM,) DD ---BHM,) = a(My) D (M) D -+ D a(M,) =0
de comprimento n =1 + s. [ |

Considerando o caso particular de modulos sobre um corpo K, isto

é, sao espacos vetoriais sobre K, temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.13. Para espacos vetoriais V sobre K, as sequintes condigcoes $ao
equivalentes:

(1) dimensao finita;

(ii) comprimento finito;

(1i1) condig¢ao de cadeia crescente;

(iv) condicdo de cadeia decrescente.

Além disso, se estas condicoes estao satisfeitas, temos que o com-

primento € igual a dimensao.

Demonstragao: (i) =(ii). Se V' tem dimensao finita, entdo todos os seus sub-
espacos também tém. Logo, qualquer série de composicao ¢ finita.

(ii) =(iii) e (ii) =-(iv). Seguem da Proposigao 4.11.

(iii) =(i). Suponha que V nao tenha dimensao finita. Assim, exsite
uma sequéncia infinita (x,) de elementos linearmente independentes de V. Seja
U, o espaco vetorial gerado por xy,...,z,. Entdo a cadeia (U,),>1 ¢ infinita e

estritamente crescente; e portanto, V' nao satisfaz a condicao de cadeia crescente.
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(iv) =(i). Novamente, suponha que V nao tenha dimensao finita e
seja gerado por (z,). Seja V,, o espago vetorial gerado por , 41, Tpi2,...,. Entdo
(Vi)n>1 @ uma cadeia infinita e estritamente decrescente; contrariando (iv).

Nestas condicoes, seja n a dimensao de V e x1, x9, ..., T, seus gera-

dores. Assim, temos a série de composicao
V= (21,29, ...;xn) D (1,22, ec; Tp_1) D -+ D (x1,22) D (21) D (0)

de comprimento n. [ |
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Capitulo 5
Anéis Noetherianos

Recordemos que um anel R é Noetheriano se satisfaz uma das
seguintes condicoes equivalentes:

1) Todo conjunto nao vazio de ideais em R tem um elemento ma-

ximal.

2) Toda cadeia crescente de ideais em R ¢ estaciondria.

3) Todo ideal em R ¢ finitamente gerado.

A equivaléncia destas condigoes foi provada nas Proposicoes 4.1 e
4.3.

Os resultados deste capitulo mostram que um anel Noetheriano R
reproduz anéis Noetherianos em varias situagoes. Em particular, apresentamos o

famoso Teorema da Base de Hilbert.

Proposicao 5.1. Se R ¢ Noetheriano e f um homomorfismo sobrejetor de R em

um anel S, entao S € Noetheriano.

Demonstragao: Como S = R/I, com I = ker f; e R/I é Noetheriano pela

Proposicao 4.9, entao S é Noetheriano. [

Proposicao 5.2. Seja R um subanel de S, e suponha que R é Noetheriano e que

S € um R-mdodulo finitamente gerado. Entao S € um anel Noetheriano.

Demonstracao: Pela Proposicao 4.8, temos que S é R-modulo Noetheriano, e

portanto, é também um S-modulo Noetheriano. [ |

Exemplo 5.3. Sejam R =7 ¢ S = Z[i]. Como Z € anel Noetheriano e subanel de
Z[i], e Zli] € finitamente gerado por (a,b), a,b inteiros; a Proposi¢io 5.2 garante

que Zl[i] é Noetheriano.

Proposicao 5.4. Se R ¢ um anel Noetheriano e S é um sistema multiplicativo
fechado de R, entao S™'R é Noetheriano.
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Demonstragao: Como todo ideal em S™'R ¢ um ideal estendido (Proposigao 3.11
- (1)), e os ideias estendidos em S™' R estdo em correspondéncia biunivoca com os
ideais contraidos em R (Proposi¢ao 1.50-(iii)); entdo os ideais em S~! R satisfazem
a condicao maximal. [

Em particular, se S = R — P, onde P ¢ ideal primo em R, temos o

seguinte corolario.

Corolario 5.5. Se R é Noetheriano e P é um ideal primo em R, entdo Rp é

Noetheriano.
Finalmente, apresentamos o

Teorema 5.6 (Teorema da Base de Hilbert). Se R é Noetheriano, entao o anel

de polinomios R[X] é Noetheriano.

Demonstragao: Para que R[X] seja Noetheriano, basta mostrar que qualquer ideal
em R[X] ¢é finitamente gerado. Seja J um ideal arbitrario em R[X]; mostremos
que ¢ finitamente gerado.

Considere o conjunto formado por todos os coeficientes dominantes
de polinémios em J. Este conjunto é um ideal I em R. De fato, I é um subgrupo
aditivo de R:

e 0 € I, pois é o coeficiente dominante do polindémio nulo, e este pertence a

J j& que J é ideal.

e se a, € I, existe um polinonio p(X) = a, X"+ ...+ ag € J. Como J é ideal,

o polinomio —p(X) = —a, X" — ... — ag esta em J, e portanto, —a, € I.

® se ap, b, € I, existem polinémios p(X) = a, X" +...+ag e ¢(X) = b, X™ +
... + by em J. Se m = n, é claro que a, + b,, é coeficiente dominante
do polinomio p(X) + ¢(X) € J. Caso contrario, supondo m > n, devemos
considerar o polinémio ¢(X) = X™ " € R[X]. Fazendo p(X)-¢(X)+q(X),
obtemos um polinémio em .J, pois J é ideal, com coeficiente dominante

an + bTIL'
e também satisfaz a condicao relativa a multiplicagao:

e se a, € J, existe polinémio p(X) = a, X" + ... + ap € J. Tomando ¢ € R,
temos que ¢ - p(X) = ca, X" + ... + cag € J, pois J é ideal. Assim, ca,, é

coeficiente dominante de um polinémio em J e, portanto, ca, € I.
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Como R é Noetheriano, todos os seus ideais sao finitamente gerados.
Em particular, I é finitamente gerado; e sejam ay,--- ,a, seus geradores. Para
cada i =1,---  n existe um polinémio f; € R[X]| da forma f; = a; X" + A;, onde
A; é um polinémio de grau menor que r;. Seja r = max}_,r;. Os f; geram um
ideal J' C J em R[X].

Seja f =aX™ + A, com A um polinémio de grau menor que m. f
¢ um elemento de J, entdoa € I e a =Y wa;;u; € R. Se m > r, temos que
f=> u fiX™ " esta em J e tem grau < m. De fato:

f - i ul-fimen = aX™ -+ A— i Ui(aan -+ Ai)men'
i=1

i=1

= aX"+A—- Zuz(asz + (Ai)Xm_ri

= X" (CL — Xn:uzaz> + |A— (Zn:(Al)er"“)]

= A- (fj(&)xm-”)

i=1
onde o grau de A—(>_7" | (A;)X™ ") é estritamente menor que m. Se o grau deste
polinémio for menor que m e maior ou igual a r, através do mesmo procedimento,
subtraimos elementos de J' de f até obtermos um polinoémio g de grau < r. Entéo,
concluimos que f = g+ h, onde h € J'.

Seja M o R-modulo finitamente gerado por 1,X,..., X""!. Como
J—J & oideal formado por todos os polinémios de .J com grau estritamente menor
que 7, temos que J —J = (JN M), e assim, J = (JN M)+ J. Sendo M é um
R-médulo finitamente gerado, pela Proposi¢ao 4.8, é Noetheriano. Considerando
que J N M é um submédulo de M, a Proposicao 4.3 nos garante que JN M é um
R-moédulo finitamente gerado.

Sejam g1, ..., gm 0s geradores J N M. Como J = (JNM)+.J, com
(JN M) e J disjuntos, fica claro que f; e g; geram J. Assim J é finitamente
gerado e, portanto, R[X] é Noetheriano. [

Corolario 5.7. Se R é Noetheriano entao R[X;, ..., X,] é Noetheriano.

Demonstracao: Por inducao sobre n. Paran = 1, é o Teorema da Base de Hilbert.
Se n = 2, temos R[X1, Xs] = (R[X1])[X2]. Como (R[X;]) é Noetheriano se R ¢é
Noetheriano, entao (R[X1])[Xs] também é.

Suponha que R[Xi,...,X,,—1] seja Noetheriano. Como
R[Xy, ..., X, = (R[X1,..., X,—1])[X"], concluimos que R[X},..., X,] é Noethe-

riano. [ |
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Capitulo 6
Conjuntos Algébricos Afins

A partir deste momento, abordaremos novos conceitos envolvendo
anéis de polindémios, que constituem a base para o estudo de Geometria Algébrica.
Para isto, além dos conceitos ja vistos, serao necessarios algumas novas defini¢oes

e resultados, reunidos na se¢ao a seguir.

6.1 Preliminares

Seja R um anel e R[X] o anel de polinomios sobre a varidvel X e
com coefientes em R. O grau de um polindmio nao nulo Y a; X" é o maior inteiro
n tal que a, # 0; e um polinémio de grau n é moénico se a,, = 1.

Conforme ja visto, o anel de polinémios em n variaveis sobre R é
denotado por R[Xy, ..., X,] e isomorfo a R[X1,..., X,,_1][X,]. Os mondmios em
R[X1, ..., X,] sdo os polinomios X' X2 ... Xi» onde i; sdo inteiros nao negativos;
e o grau do mondomio é dado por i1 + ...+ iy,.

Cada elemento F' € R[Xj,..., X,,] tem uma tnica expressao F =

> anX®, onde X® sdo monomios e agy € A. Mais explicitamente, temos
F=> aj.,X{". . X (i) = (i1, ,in).
(@)

Dizemos que F' é homogéneo, ou uma forma, de grau n, se todos
os seus coeficientes a(;) sao nulos, exceto os coeficientes dos monomios de grau
n. Desse modo, qualquer polinémio F' pode ser escrito de forma tnica como
F=Fy+ F|+ ...+ F,, onde F; é uma forma de grau i; e se F}, # 0, temos que
o grau de F, deg (F'), é n. Os termos Fy, F}, Fs, ... sdo chamados de constante,

linear, quadratico, e assim por diante.
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Proposicao 6.1. Seja R um dominio.
(i) Se F,G sao formas de graus r,s, respectivamente, em
R[X1,...,X,], entao F - G € uma forma de grau r + s.

(ii) Qualquer fator de uma forma em R[X1,...,X,] é uma forma.

Demonstragao: (i) Temos que F = >0 am Xy ... X, (i) = (i1,...,i,), com
it tin=rieG =3, =byXi". X (9) = (J1s -+ Jn)s cOM 1t Ay =
s; e a@) # 0, by # 0 para algum (i) e algum (j). Assim

F.-G= Z Z a(i)b(j)Xil—Hl .. .X£"+j”
@ )

com agb;) # 0, para algum (7) e algum (j), e (i1 + j1) + ...+ (in + Jn) =1 + 5.
Portanto, F'- G é uma forma de grau r + s.

(ii) Suponhamos que F' = G - H, onde G é forma e H nao. Assim,
G = G, para algum r #£ 0, e H = Hy+ H;, com s,t # 0 e s # t. Entao

F=G-H=G, - (Hs+ H;)=(G,-Hs)+ (G, -H;) = Fris+ Friy
onder+s#0,r+t#0er+s#r+t. Logo F nao é uma forma. [
Proposicao 6.2. Se R é um dominio, e F,G sao polinomios em R[X, ..., X,],
entio deg (F - G) = deg (F) + deg (G).

Demonstracao: Para o caso de polindmios sobre uma variavel, temos

F=aX 4+a_ 1 X"'+... 4+ X +ag

G == bsXS +bs,1X571 —|— +b1X—|—b0

com graus r e s, respectivamente. Sem perda de generalidade, suponhamos que

r < s. Assim

F.-G

aob() + (a1b0 + blao) X + ...+ (arbo + ar_lbl + ...+ aobr) X"
+ oot (aghs + arbs 1 + ...+ abs ) XP+ .+ ab, X

Como R é dominio, a,.bs # 0, pois a, # 0 e by # 0. Logo,
deg (F-G) =1+ s =deg(F)+deg(G).

Mais geralmente, sejam F,G € R[X,...,X,], com graus r, s, res-
pectivamente. Temos ' = [+ Fi+...+ F, e G =Go+ G+ ...+ G,. Supondo

r < s, obtemos
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F-G = FGy+ FFGo+ G +...+FGs+...+F,.Ge_p + ...+ F.Gq
= Hy+H +...+H.+...+H,+...+H,,,,

onde Hy = Z?:o FGj—;, sao formas de grau k, pelo o item (i) acima. Como
deg (F) =1 e deg(G) = s, entdo H,,s # 0; e portanto, deg (F - G) = deg (F) +
deg (G). |

E claro que todo anel de polinomios R[X1, ... ., X,] contém R como
subanel, pois este representa o conjunto dos polinémios constantes. Além disso,

R[X1,...,X,] satisfaz a seguinte propriedade:

Proposicao 6.3. Se ¢ : R — S ¢é um homomorfismo de anéis, e
S1y.-+,8, € S, entao existe uma unica extensao de ¢, denotada por p, onde

¢ : R[Xy,...,X,] — S é um homomorfismo de anéis tal que p(X;) = s,
i=1,...,n. Aimagem de F por ¢ é denotada por F(s1,...,Sp).

Demonstracao: Basta considerar
¢:R[Xy,.... X, ] — S

F=Y anX® — 3(F)=> ¢lam)s?,
(@) ()
onde X0 = X1 Xin e s0) =gl sin,
Obviamente, ¢ estd bem definido. Além disso, @ é um homomor-
fismo de anéis, uma vez que ¢ é homorfismo.
Claramente $|r = ¢, logo ¢ é extensao de . Por fim, suponha 1) :
R[X1,...,X,] — S, com ¢¥|gr = ¢ e ¥(X;) = s,. Entdo, para F' € R[X1,...,X,)]

temos:
e Se F'=a € R, entdo Y(F) = ¢(a) = ¢(a).
e Se ['= Z(i) ai, i, X1 ... X" entdo

Y(F) = > dlai, i )(X . X0
(4)
= D (i)t s = @(F).
(4)
Portanto, ¢ = @. |

Seja R um dominio. Definimos a caracterisitica de R, char(R),
como o menor inteiro positivo ¢ tal que 1+ ...+ 1(c parcelas) = 0, se tal ¢ existe;

caso contrario, char(R)= 0.
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Proposicao 6.4. Se char(R) =p > 0, entio p é primo.

Demonstracao: Se ¢ : Z — R ¢ o homomorfismo de anéis de Z em R, e R é anel
com caracteristica positiva, entdo char(R)= p e ker¢ = (p), com p primo. De

fato, seja p = char(R). Mostremos que ker ¢ = (p). Para m € ker ¢, temos

dm)=0=0(1+...+1)=0(1)+...40(1)=1+...+1=0
N’

m parcelas

e assim, m = pq + r. Com isso, 1 + ...+ 1 (r parcelas) é igual a 0. Como r < p
e p=char(R), temos r =0 e p | m, isto &, m € (p).

Por outro lado, temos que

Op=1g+...+1g=0(1+...+1)=0(p),

p parcelas

e logo, p € ker ¢. Para qualquer z € (p), temos ¢(z) = ¢(a)p(p) = 0. Portanto
z € ker ¢.

Agora, supondo p nao primo, temos p = ab. Dali,

¢(p) = ¢(a) - ¢(b) = 0 = ¢(a) = 0 ou ¢(b) = 0

pois R é dominio. Se ¢(a) = 0, entdo char(R) = a e a < p; e se p(b) = 0,
char(R)=b e b < p, 0 que contraria a minimalidade de p. Logo p é primo. |

Seja R um anel qualquer. A derivada de um polinémio F =
S a; X' € R[X] é definida como Y ia; X!, e denotada por Fyx. Se
F e K[Xy,...,X,], entdo Fx, ¢ definida considerando F' como um polindémio
em X; com coeficientes em R[Xy, ..., X; 1, X;41,...,Xn]. A proposicao a seguir

apresenta algumas propriedades da derivada de um polinémio.

Proposicao 6.5. A derivada de um polinémio satisfaz as sequintes propriedades:
i) (a-F+b-G)x =(a-Fx)+ (b-Gx); a,b € A.
(ii) Fx =0 se F € constante.
(iii) (F-G)x = (Fx-G) + (F-Gx), e (F")x =n- F"!. Fx.
(iv) Se Gi,...,G, € R[X]| e F € R[Xy,...,X,], entdo
F(Gy,....Gh)x => 1 Fx,(Gy1,...,G,) - (Gi)x.

(V) FXin = FXJ-XN onde FXin = (FXi)Xj'

(vi) (Teorema de Euler) Se F' € uma forma de graum em R[ X1, ..., X,],

entdo mF =3 7 | X;Fx,.
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Demonstracao: (i) Sejam F = ag+a1 X +...+a, X" e G = bg+b; X +...+b, X™,

com n < m. Para a,b € A, temos

(a-F+b-G)y = (aag+aa; X +...aa, X" +bby+ b1 X + ...+ 00, X™)y
= aay+ ...+ naa, X" L+ bby +...mbb, X™ !
= a (al + ...+ nanX”_l) +b (b1 + .. .mmem_l)
= (a-Fx)+ (b-Gx)
(ii) E ébvio.
(iii) A primeira parte serd dividida em trés casos:
e ' = c constante e G como definida em (i).
Como c-G =cby+ b0 X +...4 b, X™, entao
(c-G)x = cby +2cby X + ... + mchy, X™ 1.
Por outro lado,

cx G+e - Gx=0-G+clby+...4+mb, X™);

e logo
(C'G)X:CX'G+C'Gx.

e Em particular, consideremos F' = X" ¢ G = X™. Temos Fxy = nX" ! e

Gx = mX™ 1 e assim,

(FX . G) + (F . GX) = nXm-i-n—l + an—i—m—l _ (m + n)Xm—&—n—l‘

Agora, como F -G = X", entio (F - G)x = (m +n)X™+" 1,

e Finalmente, sejam F = > (0, X" e G = 3" 0;X/. Entdao F -G =
D020, aibi X X7, O primeiro caso garante que

(F-Gx=>_ Y ab; (X'X7)
(]
e o segundo, que

(F-G)x =YY ab; (Xk X + X'XY).

? J

Dai

(F-G)x = Zai(Xi)X ijXj + ZaiXiij(Xj>X7

isto é,
(F-G)x = FxG+ FGx.
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A demonstragao de (F™)x = n - F"' . Fy seréa feira por indugao
sobre n. Este fato é claramente verdadeiro para n = 0 ou n = 1. Para n = 2,
basta considerar F' = G na expressao (F - G)x = (Fx - G) + (F - Gx). De fato,
(F*)x =(Fx-F)+ (F-Fx)=2-F-Fx.

Suponhamos que tal relacao seja valida para todos os naturais até
n. Vejamos para n -+ 1.

E claro que
(F"™)x = (F"- F)x = (Fg - F) + (F" - Fx),
e usando a hipotese de inducao, temos:
(F""Yx=((n-F"" Fx)-F)+(F"-Fx)=(n+1)-F"- Fx.

Portanto, (F")x =n- F" 1. Fx.
(iv) Considerando a propriedade (i), é suficiente mostrarmos para

F, quando F é um monomio, isto é, F = X ... X’ Assim,

F(Gy,...,Gy)x = (GM. . .Gy
WGy G 1 GR L (Gh)y
Wk GG x e GR L GY L GG x
= Fx,(Gi,....Gp) - (G))x + ...+ Fx,(Gi1,...,Gn) - (Go)x

= S P (G Gy - (Go)x
i=1

(v) Novamente por (i), basta verificar para o caso em que F =

Xfl +...» XEn Podemos supor, sem perda de generalidade, que i < j. Entao

o k1 ki—1 v ki—1 vkit1 k

Fyx, = (Xl CXEPXETXE LX)

J

_ k1 ki1 xrki—1 yrkit1 kj—1 yrki—1 5-kj1 En
= kil X7 XUV XX XXX X
_ Yk kj—1 yki=1 ykjt kn
- (ijl XTI
= Fx;x;

(vi) I é uma forma de grau m, isto &, F' = >_ am Xyt .. X,

onde (7) = (i1,...,0,) € iy + ... 0, = m. Assim,
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Fx, = i1y apX{'Xp. . . Xpr
)

Fx, = i) apXpXp™ X
0)

Fx, = inY apX{Xg. . Xyt
(@
Obviamente, X;Fx, = z'jZF, e entao
(4)

> XjFx, = (i1 +...in) F = mF.

J=1

Se R é um anel, a € R, F € R[X], dizemos que a é uma raiz de
F se F(a) = 0. Como consequéncia, temos que F' = (X — a)G, para algum
G € R[X]. Com efeito, o Algoritmo da Divisao em R[X] garante a existéncia de
Q,R € R[X|taisque F = (X —a)-Q+R,com R =00oudeg R < deg (X —a) = 1.
Assim, R é necessariamente uma constante, e F'(a) = 0 implica que R = 0. Logo
F = (X —a)-G. Mais geralmente, para F € K[X,..., X,], se F(ay,...,a,) =0,
entao F' =3 " (X; — a;)G;, para algum G, € K[Xy,...,X,].

Um corpo K é algebricamente fechado se qualquer polindbmio nao
constante F' € K[X] tem raiz. Segue que F' = a[[(X — \)™, a, \; € K, onde
A; sao as raizes distintas de F', e m; é a multiplicidade de \;. Um polinémio de
grau n tem n raizes em K, contando as multiplicidades.

As proposicoes seguintes apresentam algumas caracteristicas de anéis

de polinébmios sobre um corpo K.

Proposicao 6.6. Seja K um corpo infinito, F' € K[Xi,...,X,]. Suponha
F(ay,...,a,) =0 para todo ay,...,a, € K. Entao F = 0.

Demonstragao: Escreva F = Y. F;X! com F; € K[X,..., X, 1]; prodecemos
por inducdo sobre n. Se n = 1, temos que F' é um polinémio em K[X]| e tem no
méaximo deg F' raizes. Assim, se F'(a) = 0 para qualquer a € K, necessariamente,
temos que ' = 0, pois K é infinito.

Suponhamos agora que se G € K[Xi,...,X,_1] & tal que

G(ai,...,a,_1) = 0 para quaisquer ay,...,a, 1 € K, entdo G = 0.
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Para F € K[Xi,...,X,], temos Fl(ay,...,an,1,X,) =
ST Fy(ay,...,a,_1)X". Se para todo i, Fi(ai,...,a,_1) = 0 para quaisquer aj,

..., an_1, entao F; = 0, pela hipétese de inducao, e portanto, F' = 0.

Entretanto, se para algum i, tivermos Fj(ay,...,a,_1) # 0, entdo
F(ay,...,a,-1,X,) € um polinémio de um variavel e, assim, tem um ndimero
finito de raizes. Logo, existiria a,, € K tal que F(ay,...,a,_1,a,) # 0; absurdo.

[

Proposicao 6.7. Seja K um corpo. Entao existe um niumero infinito de polind-

mios monicos irredutiveis em K[X].

Demonstracao: Suponha que Fi,...,F, sejam os tnicos polindmios monicos
irredutiveis de K[X], e considere G = Fy ... F, +1. Seja G =u - F}* - ... Fin
a decomposicao de GG em fatores irredutiveis.

Para algum ix # 0, temos Fy, | F} - ... - F, e F, | G. Logo F} |
(G—F,-...-F,) = F; | 1, o que é um absurdo. [ |

Como aplicacao do resultado anterior, temos o seguinte corolario.

Corolario 6.8. Todo corpo algebricamente fechado € infinito.

Demonstra¢ao: Como K é algebricamente fechado, todo polinémio F' € K[X] se
escreve como F' = c¢[[(X — a;)™, com a; € K e m; multiplicidade de a;. Assim,
os polinémios monicos irredutiveis de K[X] sao da forma X — a, para a € K.
Pela proposicao anterior, existe um nimero infinito de tais polindmios; e logo, K

¢ infinito. ]

6.2 Formas

Recordemos que um forma F € R[Xi,...,X,] de grau d é um
polinomio F' = > ap X' ... Xi», com iy + ...+ i, = d, para toda n-upla
(1) = (i1, -, 0n)-

Seja R um dominio. Se F' € R[Xj,..., X,11] ¢ uma forma, defini-

mos F, € R[Xq,...,X,] por F, = F(Xi,...,X,,1). Reciprocamente, para todo
polinémio f € R[X,...,X,] de grau d, escrevemos f = fo+ f1 + ...+ f4, onde

fi ¢ uma forma de grau i, e definios f* € R[X1,..., X,,11] tomando

f* = Xg+1f0 + Xg;}fl +...+ fd = Xg+1f<X1/Xn+17 s 7Xn/Xn+1)~

E claro que f* é uma forma de grau d. Estes processos podem

ser chamados, respectivamente, de “desomogeneizagao” e “homogeneizacao” de
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polindmios com respeito a X, 1. A seguir, apresentamos as propriedades satis-

feitas por Fi e f*.

Proposigao 6.9. (i)(F-G).,=F.-G.; (f-9)*=f*-g".

(ii) Se F'# 0 e r € a maior poténcia de X, 1 que divide F, entdo
Xpa(F) =F: (f)=1.

(ili) (F+ G)s = Fu + G thl—i-l(f +9)" = Xoa () + X54(9)"
onde r = deg(g), s = deg(f), et =r+ s —deg(f + g).

Demonstragao: (i) Para as formas F,G € R[Xy, ..., X,11], temos:
(F-G)y=(F-G)(X1,...,Xp, 1) =F(Xy,...,X,,1)-G(Xy,...,Xp, 1) = F.-G,.

Agora, para f,g € R[X1,...,X,], comdeg f =redegg = s, temos

que
X, X, )
= X7 _— ., =
¢ X X,
= X? —1, ——." ) ;
g nt+1d (Xn+1 Xns1
entao
X X

P = X0 (5 g ) = U

(ii) A primeira parte é 6bvia:

() = X, 1, (i X

o — f(Xy,..., X)) = f.
Xn—H Xn—H) f( ' ) f

Agora, escrevendo F' = X |G, temos que F, = G,, com deg I’ =
deg G + r. Assim,

X X,
() = (6 = X286, 5 )

Xoy1 Xnn
Como deg G =deg F —r e G, = F,, entao

X X
F**:XdegF_”F*( Lo )
(£) H Xnt1 Xnt1

Multiplicando ambos os lados por X ;, obtemos

X X
X" R*ZWWW( Lo, ”):F
n+1( ) n+1 Xn+1 Xn+1
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(iii) Usando as propriedades de polinomios, é claro que
(F+G). = (F+G)( Xy, ..., X, 1) = F(Xq, ..., X, )+G(Xq, ..., X, 1) = Fu+G.,.

Por fim, seja deg f =r e degg = s. Entao

Xl Xn )
=X _— e,
X X, )
=X —_— .
g n—l—lg (Xn-l—l Xn+l
Além disso, sendo ¢ = deg f + g, temos

Xy X, )
Xn+1 Y Xn+1

Xl X X1 X,
Xt ( ”>+Xg ( )
WX X)) TR X
Logo, sendo t = r + s — ¢, obtemos
- X1 X, X1 Xn
i) S XX ) TR X
= X, f"+X0 9"

(frg) = X'u(f+g) (

6.3 Espacos Afins e Conjuntos Algébricos

Seja K um corpo. Denotamos por A"(K) o produto cartesiano de
K por K n vezes. Assim, A"(K) é o conjunto das n-uplas de elementos de K, e é
chamado de espac¢o afim de dimensao n sobre K e seus elementos sao chamados
de pontos.

Se F' € K[Xy,...,X,], um ponto P = (ay,...,a,) € A"(K) é um
zero de F'se F(P) = F(ay,...,a,) = 0. Se F'nao é constante, o conjunto de zeros
de F' é chamado de hipersuperficie definida por F, e denotada por V(F'). Uma
hipersuperficie em A%(K) é chamada curva plana afim. Se F é um polinomio de
grau um, V(F) é um hiperplano em A™(K), e se n = 2, é uma linha.

Mais geralmente, se S é um conjunto qualquer de polindmios em
K[X1,...,X,)], definimos V(S) = {P € A"(K): F(P) =0 para todo F' € S}.
Temos que V(S) = (Npeg V(F). Se S = {F1,..., F.}, escrevemos V(Fy,..., F,)
ao invés de V({Fy, ..., F.}).

Defini¢ao 6.10 (Conjunto Algébrico). Um subconjunto X C A"(K) é um con-
junto algébrico afim, ou simplesmente, um conjunto algébrico, se X = V(S) para

algum S.
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O resultado a seguir apresenta as propriedades satisfeitas por um

conjunto algébrico em A™.

Proposigao 6.11. (i) Se I C J, entao V(I) D V(J).

(ii) Se I € o ideal em R[X},...,X,] gerado por S, entdo V(S) =
V(I); e entao todo conjunto algébrico € igual a V(I) para algum ideal I.

(iii) Se {I,} € uma cole¢do qualquer de ideais, entio V (U, I.) =
N,V (1.); e entao a intersecgao de qualquer cole¢io de conjuntos algébricos é um
conjunto algébrico.

(iv) V(F - G) = V(f)UV(G) para quaisquer polinémios F,G; e
VIOHUV(J) =V{F-G:Fel,GeJ}). Entio qualquer unido finita de con-
Jjuntos algébricos ¢ um conjuto algébrico.

(v) V(0) = AK), V(1) = 0, e V(X; —ay,...,X,, —a,) =
{(a1,...,a,)} para a; € K. Entdo qualquer subconjunto finito de A™(K) € um

conjunto algébrico.

Demonstragao: (i) Temos que V(J) = {P € A": F(P)=0,VF € J}. Como
I C J, F(P) = 0 também é valido, em particular, para os pontos P € I C J.
Logo, se P € V(J), entdo P € V(I); e portanto, V(J) C V(I).

(ii) Como I = (S) temos, obviamente, S C I. Pela propriedade
anterior, V(I) C V(S). Agora, tomando P € V(5), temos F(P) = 0 para todo
FeS. Comol=(5),seGel, entdao G=> a8, a; € R[X1,...,X,] es; €5.
Assim,

G(P) =) a;s(P) =) a0=0.
Portanto, P € V(I), e V(S) C V(I).

(iii) Como I, C Uyl,, para todo «, temos V(U,1,) C V(I,) para
todo a. Logo V(Uala) C NV (1,).

Por outro lado, se P € N,V(1,), entdao P € V(I,) para todo a.. Dai
F(P) =0 para todo F € I,, para todo «; o que implica que F'(P) = 0 para todo
F € U,l,. Portanto, P € V(U,1,).

(iv) Como (F-G)(P) = F(P)-G(P), é claro que se P € V(F)UV(G),
entdo P € V(FG). Por outro lado, se P € V(F - G), temos que F(P)-G(P) = 0.
Mas F(P),G(P) € K, K corpo, e assim, F'(P) = 0 ou G(P) = 0; isto é, P €
V(F)UV(G).
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Analogamente, se P V({F-G: F € I,G € J}), entao F(P)
para todo F' € I, ou G(P) = 0 para todo G € J. Assim P € V(I) UV(J).
Também se P € V(I) UV(J), entdo F(P) = 0 para todo F € I, ou G(P) =0
para todo G € J. Logo Pe V({F-G: FeI,Ge J}).

(v) Obviamente, o polinémio nulo é o tnico que se anula em todo
P € A", Também é claro que um polinémio constante nao nulo, nao se anula em
nenhum ponto de A",

Agora, P € V(X 1—ay, ..., X,—a,) se, esomente se, P = (by,...,b,),
onde (X; —a;)(b;) = 0, isto &, se a; = b;, i = 1,...,n. Portanto, P € V(X; —

ai, ..., X, — a,) se, e somente se, P = (ay,...,a,). [

Exemplo 6.12. O conjunto {(t,t*t*) € A*(K) : t € K} é um conjunto algébrico.
De fato, consideremos os polinomios F = X? — Xy e G = X3 — X3, E claro que
se P = (t,t*,t%), temos F(P) =0 e G(P) =0, para todo t € K. Logo, o conjunto
{(t,t%,83) € A3(K) : t € K} = V(F,Q), e portanto, é algébrico.

Em particular, se I, J sao ideais comaximais de R, isto é, [+J = R,

temos:

Proposicao 6.13. Seja K um corpo algebricamente fechado. Entao dois ideais
I,J e K[Xy,...,X,] sio comazimais se, e somente se, V(I) NV (J) = 0.

Demonstra¢ao: Suponhamos I, J comaximais. Como (I + J)(I N J) C IJ para
quaisquer ideais I, J, temos V(I.J) C V(I +J)N V(I NJ). Como I +J = (1),
pois sdo maximais, V(1) =0 e V(iJ) = V(I) N V(J), entdo V(I) N V(J) = 0.
Agora, suponha I, J nao maximais, isto é, temos IJ C I N J, mas
INJ ¢ IJ. Dai, V(I)NV(J) =V(IJ) ¢ V(INJ). Assim, existe P € V(I)NV(J)
talque P ¢ V(INJ), e V(INJ) # 0, pois K é algébrico. Logo, V(I)NV(J) # 0.

Por outro lado, supondo que V(I) N V(J) # (), nao é possivel que
todo polinémio em H € K[Xy,...,X,] se escreva como H = F + G, com F €
I,G € J, pois qualquer polindomio constante nao nulo nao possui tal expressao.

Logo, I,.J nao sao comaximais.

A seguir, caracterizamos os conjuntos algébricos no espaco afim
AY(K).
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Exemplo 6.14. Os subconjuntos algébricos de A'(K) sio 0s subconjuntos finitos,

e o proprio conjunto A'(K).

Demonstracao: Pelo item (v) da Proposicao 6.11, sabemos que todo subconjunto
finito é algébrico, e que A'(K) é um conjunto algébrico. Basta verificar que, em
A'(K), todo subonjunto algébrico ¢ finito.

Seja V C A'(K) algébrico, isto ¢, V = V(S) para algum S C K[X].
Assim, V = {Pe AYK): F(P)=0,YP € S}. Se V for infinito, F admitira

infinitas raizes, o que é absurdo. Logo V é finito. [

6.4 O Ideal de um Conjunto de Pontos

Para qualquer subconjunto X de A"(K), consideramos os polinomios
que se anulam em X. Tais polinémios formam um ideal em K[Xq,...,X,],
chamado de ideal de X, e denotado por Z(X). Mais explicitamente, Z(X) =
{F e K[Xy,...,X,): F(ay,...,a,) =0 para todo (ai,...,a,) € X}.

O resultado a seguir lista as propriedades satisfeitas por tais ideais.

Proposigao 6.15. (i) Se X C Y, entao Z(X) D Z(Y).

(i) Z(0) = K[Xy,...,X,] e Z(A"(K)) = (0) se K € um corpo
infinito. T ({ay,...,a,}) = (X1 —ay,..., X, —ay) para a; € K.

(iii) ZV(S)) D S para qualquer conjunto de polindmios S.
V(Z(X)) D X para qualquer conjunto de pontos X.

(iv) V(Z(V(S))) = V(S) para qualquer conjunto de polindémios S,
e ZW(Z(X))) = Z(X) para qualquer conjunto de pontos X. Entao se V é um
conjunto algébrico, V.= V(Z(V)); e se I € o ideal de um conjunto algébrico,
[ =Z(V()).

(v) Z(X) € um ideal radical para todo conjunto X C A™(K).

Demonstracao: (i) Tomando F' € Z(Y'), temos F(P) = 0 para todo P € Y. Em
particular, como X C Y, F(P) = 0 vale para todo P € X. Portanto, F' € Z(X),
e Z(y) C Z(X).

(i) Claramente, nao existe P € A™ que anule todos os polinomios
em K[Xi,...,X,], e o tnico polinomio que se anula em todo ponto P é o
polindémio nulo.

Se F' € (Xy —ay,...,X, —ay), entdo F' € Z({ay,...,a,}), pois
F(P) = 0. Por outro lado, se F' € Z({ay,...,a,}), entdo F(ay,...,a,) = 0.
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Logo, F =" (X;—a)Gie Fe (X;—ay,....X, —ay).

(iii) Se F' € S, entao F(P) = 0 para todo P € V(S), pela defini¢ao
de V(S). Logo, F € Z(V(S)). Analogamente, se P € X, temos que G(P) =0
para todo G € Z(X). Assim, G € V(Z(X)).

(iv) As duas igualdades seguem diretamente dos itens (i) e (iii).

(v) Lembremos que Rad(Z(X)) = {F € K[Xy,...,X,] : F* €
Z(X) para algum n}. Tomando F € Rad(Z(X)), temos que F" € Z(X) para
algum n; isto é, F™(P) = 0 para todo P € X. Assim, 0 = [""(P) = F(P) -
F(P), e F(P)=0. Portanto F € Z(X). A inclusao Rad(Z(X)) C Z(X) decorre
do item (f) da Proposicao 1.45. |

Em relacdo ao ideais explicitados nos itens (ii) e (v) acima, temos,

respectivamente, as duas seguintes proposicoes.

Proposicao 6.16. O ideal I = (X1 —ay,..., X, —a,) C K[Xq,...,X,] €
mazximal, e K € isomorfo a K[Xy,..., X,]/I.

Demonstracao: Seja J C K[Xy,..., X, umideal tal que I C J C K[Xy,...,X,].
Entao, pelos itens (i) e (v) da Proposi¢ao 6.11, temos {(ay,...,a,)} = V(I) D
V(J). Dessa forma, V(J) = 0 ou V(J) = {(a1,...,a,)}. A primeira possibilidade
nos da J = K[Xy,...,X,]; e a segunda,J = I. Portanto, J é maximal.

Conside o homomorfismo natural

K[X1,...,X,]
I

o: K —

a—a=a+1

Tal homomorfismo é sobrejetor por construcao. Verifiquemos que é
injetor. Temos que ker¢p ={a € K :a € [}, masa € (X; —ay,...,X,, —a,) se,
e somente se, a = 0. Logo ker ¢ = {0}. |

Lema 6.17. Sejam V,W conjuntos algébricos em A"(K). Entao V =W se, e
somente se, Z(V) = Z(W).

Demonstra¢ao: Como V = W, temos que Z(V) C Z(W) e Z(W) C Z(V). Por
outro lado, como V' e W sao algébricos, o item (iv) da Proposi¢ao 6.15 garante
que

VIZ(V)=V
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VIZ(W))=W.
Por hipotese, Z(V) = Z(W), e entao V(Z(V)) = V(Z(W)). Logo V = W. |

Proposigao 6.18. Se I é um ideal em K[Xy,...,X,], entdo V(I) = V(Rad([))
e Rad(l) Cc Z(V(1)).

Demonstra¢ao: Como I C Rad(I), entao V(Rad(I)) C V(I). Tomando P € V(I),
temos que F'(P) = 0 para todo F' € I. Em particular, se G € Rad([), temos que
G™ € I para algum m, e assim, G™(P) = 0. Logo G(P) =0 e P € V(Rad(I)).
Por fim, como Rad(7) C Z(V(Rad([I))), temos que Rad(I) Cc Z(V(I)). [

Ao definirmos conjuntos algébricos, nao fizemos restricoes em re-
lacao ao ntimero de polinomios que os determinam. Entretanto, o teorema a
seguir afirma que um conjunto algébrico pode ser definido a partir de um niimero

finito de polinémios.

Teorema 6.19. Todo conjunto algébrico é a interseccao de um nimero finito de

hipersuperficies.

Demonstragao: Consideremos o conjunto algébrico V(I) para algum ideal I C
K[Xy,...,X,]. Como todo corpo é Noetheriano, pelo Teorema da Base de
Hilbert (Corolario 5.7), temos que K[Xy,...,X,] é Noetheriano; e portanto, I é
finitamente gerado. Assim, se [ = (Fi,..., F,), entdao V(I) = V(F)N...NV(F,).
De fato, se P € V(Fy)N...NV(F,), entdo F;(P) = 0 para i = 1,...7. Como
qualquer G € I é da forma ), a;F;, temos que G(P) = Y. _, a;[;(P) = 0.
Logo P € V(I). Reciprocamente, como F; C I, temos que V(I) C V(F;) para
parai=1,...,r, e assim V(I) C NV(F;). [ |

Para finalizar esta secao, o resultado abaixo garante a existéncia de

polindmios com certas caracteristicas.

Proposigao 6.20. (i) Seja V' um congunto algébrico em A™(K), e P € A"(K)
tal que P ¢ V. Entao existe um polinomio F € K[X,..., X,] tal que F(Q) =0
para todo Q € V, mas F(P) = 1.

(ii) Seja {Pi,..., P} um conjunto finito de pontos em A"(K).
Entao existem polinémios I, ..., F, € K[X;,...,X,] tais que F;(P;) = 0 se
i3, e Bi(P)=1.

(iii) Seja V' um conjunto algébrico em A™(K), Py, P, ¢ V. Entdo
existe um polinomio F € K[Xy,...,X,] tal que F(P;)) # 0, 1 = 1,2, mas F €
(V).
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Demonstracao: (i) Temos que V U {P} é um conjunto algébrico, pois é a unido
de conjuntos algébricos. Assim, pelo Lema 6.17, temos Z(V) # Z(V U {P}).
Tomemos G € Z(V), tal que G ¢ Z(V U {P}). Assim G(Q) = 0 para todo
Q €V, e G(P) # 0 pois, caso contrario, teriamos G € Z(V U {P}). Agora basta
tomar F'= (G(P))™! - G: éclaro que F € K[X;,...,X,] e F(P)=1.

(ii) Provemos por indugao sobre r. Se r = 1, ¢ o item anterior. Para
{Py, o}, temos que Z({P2}) # Z({P1} U {P,}). Assim, por argumento analogos
aos do item (i), existe G € Z({ P, }) tal que G(P,) =0 e G1(P,) # 0. Basta fazer
F,=G(P)'G.

Também temos Z({FP2}) # Z({P1} U {P}), e assim existe H €
Z({P,}) com H(P,) = 0 e H(P,) # 0. Novamente, fazemos Fy = H(P;)"'H.
Considerando a existéncia de r — 1 polinomios que satisfazem a condigdo para
os pontos Pp,...,P._1, os mesmos argumentos para Z({Py,...,P._1} U{P})

concluem a inducao.

(iii) Pelo item (ii), existem polindémios Fi, Fy € K[Xy,..., X,] tais
que F(P) # 0 e F3(P,) # 0. Lembrando que Fy, F» € Z(V), analisemos as trés
possibilidades:

e Se I1(P,) # 0, entdo tomemos F' = Fi.
e Caso Fy(Py) # 0, tomemos F' = Fy.

e Por fim, se Fi(P,) =0 e Fy(p;) =0, tomemos F = I} + F5.

Em qualquer um dos casos, FF € Z(V) e F(P;) #0,i=1,2. [

6.5 Componentes Irredutiveis de um Conjunto Al-
gébrico

Um conjunto algébrico pode ser a uniao de varios conjuntos algébri-
cos menores, como por exemplo, V(Y2 —2XY — X?Y + X3) = V(Y — X?)- (Y —
X)) =V — X3)UV(Y — X). De maneira geral, temos:

Definicao 6.21. Um conjunto algébrico V- C A" ¢é redutivel se V =V} U Vs,
onde Vi, Vo sao conjuntos algébricos em A", e V; AV, i=1,2. Caso contrdrio,

V é irredutivel.
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Exemplo 6.22. O conjunto V(Y* — X2 Y* — X?Y?2 + XV? — X3) C A*(C) ¢
redutivel, e V(Y1 — X2 V1 - X?V2 4+ XY2 - X3) =V(Y?2 - X, Y2+ X))+ V(Y? +
X, V2 - X2).

O resultado a seguir relaciona conjuntos algébricos irredutiveis e

ideais primos, o que facilita a caracaterizacao de tais conjuntos.

Proposicao 6.23. Um conjunto algébrico V' é irredutivel se, e somente se, Z(V)

€ primo.

Demonstragao: Se Z(V) néo é primo, suponha Fy - Fy € Z(V), F; ¢ Z(V). Entao
V(Fi-F)DVI(V))=V,e

V=VNVF-F)=VNnYVF)UV(F)=VNnVF)) U(VNV(F)).

Notemos que V N V(F;) C V pois, caso contrario, teriamos V C V(F;) e Z(V) D
Z(V(F;)) D F;. Logo V é redutivel.

Reciprocamente, se V =V, UV,, V; €V, entao Z(V;) 2 Z(V). Seja
F, € Z(V;), F; ¢ Z(V). Como Z(V) = Z(V} U V), temos que para todo P € V,
PeViouP e Vs Assim Fi - Fy(P) = Fy(P) - Fy(P) = 0, ¢ F, - Fy € Z(V).
Portanto, Z(V') ndo é primo. |

Como aplicacao do teorema acima, temos a seguinte corolario.
Corolario 6.24. Se K ¢ infinito, entdo A"(K) € irredutivel.

Demonstrag¢ao: Basta mostrar que Z(A"(K)) é primo. Como K ¢é infinito, temos
que Z(A"(K)) = (0) (Proposi¢do 6.15, item (ii)). Sendo K[Xi,...,X,] um
dominio, o item (iv) da Proposi¢cao 1.30 nos garante que (0) ¢ um ideal primo.
Portanto, A"(K) é irredutivel. |

Mostraremos que um conjunto algébrico ¢ a uniao de um ntimero
finito de conjuntos algébricos irredutiveis. Se V' é irredutivel, ndo ha o que fazer.
Se V' é redutivel, escrevemos V = V; U Vy; se V5 é redutivel, escrevemos Vo =
V3 UV, e assim por diante. Nos resta mostrar que este processo termina em

algum V,,.

Lema 6.25. Seja S uma colegao qualquer nao vazia de ideias em um anel Noethe-
riano R. Entao S tem um elemento maximal, isto €, existe um ideal I € S que

nao estd contido em nenhum outro ideal de S.
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Demonstracao: Escolhemos (Axioma da Escolha) um ideal de cada subconjunto
de S. Seja I o ideal escolhido para S. Seja Sy ={I € S: 1 2D Iy}, eseja I; o
ideal escolhido de &;. Seja So = {I € §: I 2 I}, etc. E suficiente mostrar que
algum S,, é vazio. Caso contrario, seja I = (J - I, um ideal de R e Fy,... ,F,
seus geradores. Para n suficientemente grande, temos F; € I, para todo i. Assim

I,=1,e I, =I,, uma contradigao. [ |

Segue imediatamente deste lema que qualquer colecao de conjuntos
algébricos em A"(K) tem um elemento minimal. Com efeito, se {V,} ¢ uma tal
colecdo, tome um elemento maximal Z(V,,) de {Z(V,)}. Como Z(V,,) D Z(V,),
temos V,, = V(Z(V,,)) C V(Z(V,)) = V,, e V,, € um elemento minimal da colegao.

A decomposicao de cada conjunto algébrico em subconjuntos al-

gébricos irredutiveis é tnica e finita, conforme o resultado a seguir.

Teorema 6.26. Seja V' um conjunto algébrico em A™(K). Entao existem tinicos
conjuntos algébricos irredutiveis Vi, ..., Vy, tais que V=V, U...UV,, eV, CV;
para todo i # 7.

Demonstracao: Seja S = {conjuntos algébricos V' C A"(K) : V nao é a unido de
conjuntos algébricos irredutiveis}. Queremos mostrar que S é vazio. Suponhamos
o contrario e tomemos V' um elemento minimal de §. Uma vez que V € S, V
nao é irredutivel, e assim V. =V, U Vo, V; C V. Como V; C V e V é elemento
minimal de S, temos V; ¢ S. Entao V; é redutivel, isto &, V; = Vi1 U... UV},
com V;; irredutivel para todo j. Dessa forma, concluimos que V = U” Vis,
uma contradicao. Portanto, qualquer conjunto algébrico V' pode ser escrito como
V=Viu...UV,, V, irredutivel.

Para obter a segunda condicao, simplesmente descartamos qualquer
Vi tal que V; C V; para ¢ # j. Para mostrar a unicidade, seja V =W, U...UW,,

outra decomposicao. Entao

Vi=VnV= (Om)mm:U(ijm.

Jj=1 J
Logo V; C Wj(;) para algum j(i). Analogamente, Wj,; C Vj para
algum k. Mas V; C V, implica ¢ = k, e assim V; = Wj(;). Da mesma forma, cada

W; é igual a algum V). [

Os conjuntos V; sao chamados componentes irredutiveis de V; V =

Viu...UV, éa decomposicao de V em componentes irredutiveis.
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Proposicao 6.27. Seja F' um polindomio nao-constante em K[Xy,...,X,], K,
algebricamente fechado. Entao A™ — V(F) é infinito se n > 1, e V(F') € infinito
sen > 2.

Demonstracao: Sabemos que todo corpo algebricamente fechado é infinito. Agora,
suponhamos A" — V(F) = {ay,...,a;}. Entao, A" = V(F)U {a4,...,a}, uma
reuniao de conjuntos algébricos, e logo, A™ é algébrico e redutivel. Entretanto,
A"(K) éirredutivel quando K é infinito, pela Proposi¢ao 6.24. Portanto, A"(K)—
V(F') ¢é infinito.

A prova da segunda afirmacao é feita por inducao sobre n, n > 2.
Para n = 2, temos que F' € K[X,Y] pode ser escrita como F =) " F;Y", para
F, € K[X], com algum F; nao nulo. Como A™ — V(F;) é infinito para n > 1,
entdo existem infinitos pontos P € A! tais que F;(P) # 0. Dai,

F(PY) =) F(P)Y'=F(P)+ F(P)Y +...+ F,(P)Y™
i=0
e como K, é algebricamente fechado, existe @) € K, tal que F(P,Q) = 0. Com
existe infinitas possibilidades para P, entao existem infinitos pares P,(Q) € K, e
V(F') é infinito para n = 2.
Suponha que V(F) seja infinito para todo inteiro 2 < ¢t < n.

Vejamos para n + 1. Analogamente, escrevemos F € K[Xi,..., X,41] como
F =" FEX ., com F;, € K[Xy,...,X,41], e algum F; ndo nulo. Pela
hipotese de inducao, existem infinitos pontos P = (Py,..., P,) € A" tais que

Fi(P) # 0. Fazendo F(P, X,11) = > 1", Fi(P)X},,, obtemos um ponto P, tal
que F(P,P,:1) = 0. Logo, existem infinitos pontos P = (Py,..., P,, P,11) em
V(F). [ |

6.6 Subconjuntos Algébricos do Plano

Nesta se¢ao nos dedicamos ao estudo do plano afim A?(K), com o
objetivo de determinar seus subconjuntos algébricos. Para tal, segundo o Teorema

6.26, é suficiente deteminarmos os conjuntos algébricos irredutiveis.

Proposicao 6.28. Sejam F' e G polinomios em K[X,Y] sem fatores em comum.
Entao V(F,G) = V(F)NV(G) é um conjunto finito de pontos.

Demonstragao: Se F e G nao tem nenhum fator comum em K[X][Y], também
nao tém nenhum fator comun em K (X)[Y] (Lema 3.25). Uma vez que K (X)[Y]



6. Conjuntos Algébricos Afins 87

¢ um dominio principal, (F,G) = (1) em K(X)[Y], e assim RF + SG = 1 para
algum R, S € K(X)[Y]. Dai, existe D € K[X] nao nulo, tal que DR = A, DS =
B € K[X,Y] e, portanto, AF + BG = D.

Tomando (a,b) € V(F,G), temos D(a) = A(a)F(a) + B(a)G(a) =
0. Mas D tem apenas um namero finito de zeros, ja que D € K[X]. Isto mostra
que somente um nimero finito de X-coordenadas aparecem entre os pontos de
V(F,G). O mesmo raiocinio se aplica as Y-coordenadas. Portanto, existe apenas
um namero finito de pontos (a,b) € V(F,G). |

Corolario 6.29. Se F' ¢ um polinémio irredutivel em K[X,Y] tal que V(F) é
infinito, entao Z(V(F)) = (F) e V(F) € irredutivel.

Demonstracio: E claro que (F) C Z(V(F)). Agora, se G € Z(V(F)), entdo
V(F,G) ¢é infinito. De fato, como (G) C Z(V(F')), entdo V(G) D V(Z(V(F))) =
V(F). Assim, V(F,G) = V(F) N V(G) = V(F), que é infinito. Com isso, a
Proposigao 6.28 garante que F divide G, isto é, G € (F'). Portanto Z(V(F)) C
(F). Por fim, como F é irredutivel, entao (F') = Z(V(F')) é primo (Proposi¢ao
3.16-(ii)) e, pela Proposi¢do 6.23, V(F') é irredutivel. [

Corolario 6.30. Suponha K infinito. Entao os subconjuntos algébricos irre-
dutiveis de A*(K) sao: A*(K), 0, pontos, e as curvas planas irredutiveis V(F),

onde F' é um polinomio irredutivel e V(F') € infinito.

Demonstragdo: Seja V um conjunto algébrico irredutivel em A%(K). Se V é
finito, entdo V =) ou V = {P} pois, se V = {P,, P}, V = V(P)) UV(P,), isto
é, V seria redutivel. Se Z(V) = (0), entao V = A?(K), pela Proposigao 6.28.

Caso contrario, Z(V') contém um polinémio nao contante F. Uma
vez que Z(V') é primo, pois V é irredutivel. Se F' = F|*-...- F!* é a decomposicao
de F' em fatores irredutiveis, entdo algum F; € Z(V'), pois Z(V') é primo. Assim,
podemos supor F' irredutivel. Dessa forma, Z(V') = (F'). De fato, (F)) C Z(V) e,
se GeZ(V), G ¢ (F), entao

GeZ(V)= (G)CIZ(V)=VG) D VIZV)) =V

e
FeZ(V)= (F) c Z(V) = V(F) > VI(V)) = V.

Logo V C V(F)NV(G) = V(F,G), e V(F,G) ¢ finito, pois F' e G

nao tem fatores em comum (Proposi¢ao 6.28). |

Corolario 6.31. Assuma que K € algebricamente fechado, F um polindmio nao

constante em K[X,Y]. Seja F = F[" ... F" a decomposicao de F em fatores
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irredutiveis. Entao V(F) = V(Fy)U...UV(F,) € a decomposicio de V(F) em
)=

componentes irredutiveis, e ZV(F)) = (Fy - ... F}).

Demonstra¢ao: Primeiramente, mostremos que cada V(F;) é irredutivel. Como
V(F;) é infinito, pela Proposi¢ao6.27, temos que Z(V(F;)) = (F;), onde F; é
irredutivel. Logo, pelo Corolario 6.29, V(F;) é irredutivel.

Além disso, nao ha relagoes de inclusao entre os conjuntos V(F;).
De fato, supondo que V(F;) C V(Fj), terfamos (F;) = Z(V(F;)) D Z(V(F})) =
(F}); mas nenhum F; divide F}, para todo j.

Por fim, temos que Z(U;V(F;)) = VZ(V(F;)) = Ni(F;). Como todo
polinémio divisivel por cada F; é também divisivel por F} ... F,, entao N;(F;) =
(Fy...F,). Portanto, Z(V(F)) = (Fy - ... - F}). |

6.7 Elementos Inteiros

Recordemos que um modulo é finitamente gerado quando todo
elemento se espressa como combinacgao linear de um ntmero finito de geradores.
Considerando R um subanel de um anel S, podemos ter S um R-médulo, um

anel, ou um corpo. Nesta situacao, temos:

e S & mddulo finito sobre R se é finitamente gerado como um R-modulo.

e Sejam vy,...,v, € S, ¢ : R[Xy,...,X,] — S o homomorfismo de anéis
que leva X; em v;. A imagem de ¢ é denotada por Rlvi,...,v,], e é
(o menor) subanel de S contendo R e vq,...,v,. Assim R[vq,...,v,] =

{Sa@vit... v tau € R}. S é anel finito sobre R se S = Rlvy,..., vy

para certos v; € S.

e Suponha R = K,S = L corpos. Se vy,...,v, € L, K(vq,...,v,) € 0 corpo

de fragoes de K[vy,...,v,], e € um subcorpo de L. Na verdade, é o menor
subcorpo de L contendo K e vy,...,v,. Dizemos que L é uma extensao
finitamente gerada de K se L = K(vy,...,v,) para certos vq,...,v, € L.

Proposicao 6.32. L = K(X) € extensdo finitamente gerada de K, mas L nao é

anel finito sobre K.

Demonstragao: Como K[X] é anel finito sobre K, entao K(X) é extensao finita-
mente gerada de K. Agora, suponhamos L = K(X) anel finito sobre K. Entao
todo z € L se escreve como Y a(i)v’f ...v% para certos vy, ..., v, € L=K(X)e

agy € K. Dessa forma, existiria um elemento b € K[X] tal que para todo z € L,
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b"z € K[X] para certo n. Entretanto, pela Proposicdo 6.7, existe um ndimero
infinito de polinémios irredutiveis em K[X]. Assim, podemos tomar z = 1/c,
com c 1 b. |

Proposicao 6.33. Seja R subanel de S, S subanel de T.
(i) Se S=> Av; e T =) Bwj, entao T =) Avyw.

(i) Se S = Rv,...,v5] e T = Slwy,...,wy|, entdo
T = Rlvy, ..., U, W1,..., Wy

(iii) Se R, S, T sao corpos, e S = A(vy,...,v,), T = B(wy,...,wp),
entao T = A(vy, ..., Up, W, ..., Wy,).

Demonstracio:(i) E obvia.

(ii) Pela hipotese, existem homomorfismos ¢ : R[X,..., X,]| = S
tal que X; 5 v, e ¥ 1 S[X1,..., X — T, tal que X; A w;.  Além disso,
S={Xapvi' vy ap € RY, e T = { byyw' - wiy < b € S}

Basta considerar o homomorfismo ® : R[Xy,..., X;in] — T, tal
que X; 0, parat=1,...,n, e X; rgwj, para j =n+1,...,m. E claro que
T = {3 cui' - virwlt - win : cyy € R}

(iii) Anélogo ao anterior, apenas considerando os elementos nos

respectivos corpos de fracoes. [ |

O resultado acima mostra que as “relagoes” modulo finito, anel finito

e extensao finitamente gerada, sdo transitivas.

Definicao 6.34 (Elemento Inteiro). Seja R um subanel de um anel S. Dizemos
que um elemento v € S € inteiro sobre R se existe um polindmio monico F =
X"+ a; X"+, . +a, € R[X] tal que F(v) =0. Se R € S sdo corpos, dizemos

que v € algébrico sobre R se v € inteiro sobre R.

Proposicao 6.35. Seja R um subanel de um dominio S, v € S. Entao as
sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) v € inteiro sobre R.

(ii) R[v] € mddulo-finito sobre R.

(iii) Eziste um subanel R’ de R contendo R[v] que é mddulo-finito

sobre R.

Demonstracio: (i) = (ii): Se v" + a;v" ' + ...+ a, = 0, entdo v" € Y7 Rv'.
E claro que Y27 Rv' C R[v]. Note que, se provarmos que v € >.7 ' Rv’ para
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todo m, teremos que R[v] = Y27~ Rv?, pois todo elemento z € R[v] ¢ da forma
S 009, b; € R,
Mostremos que v™ € """ Rv' para todo m. Para 0 < m < n,

temos que v™ € Y1  Bv'. Se m =n + 1, temos

V" = "= (a4 an)v
n
= av 4+ ...+ ayv

= a(av" . tag)+ .. Fazw

que é uma combinacdo linear de v*, i = 0,...,n — 1. Usando este mesmo

raciocinio, obtemos que v™ € 327" Rv’ para todo m.
(ii) = (ili): Basta tomar R’ = R|v].

(ili) = (i): Se R' = > _i_, Rwj, entdo vw; = 37 a;;w; para algum
a; € R. Entdao Y77 (v — ai)w; = 0 para todo i, onde d;; = 0 se i # j,
e 0; = 1. Se considerarmos estas equacoes no corpo de fracoes de S, veremos
que (wy,...,w,) é uma solucdo ndo trivial, e assim det(d;;v — a;;) = 0. Uma
vez que v aparece somente na diagonal da matriz, o determinante tem a forma

V" + a0+ .. 4 a,, a; € B. Assim v é inteiro sobre R. [ |

Corolario 6.36. Se R € subanel de S e S é mddulo finito sobre R, entao S é

inteiro sobre R.

Demonstragio: Para todo v € S, seja S = R em (iii). Entdo v é inteiro sobre R

pelo item (i). |

Corolario 6.37. O conjunto de elementos de S que sao inteiros sobre R é um

subanel de S que contém R.

Demonstragao: Tomemos a, b inteiros sobre S. Como B C S[a], entdo b é, em
particular, inteiro sobre S[a]. Além disso, sendo S[a] C Sla, b], pela Proposi¢ao
6.33 - (i), temos S[a, b] & modulo-finito sobre S. Como a %+ b,ab € R|a,b|, pela

proposicao anterior, sao inteiros sobre R. [ |

Dizemos que S é inteiro sobre R se todo elemento de A é inteiro
sobre R. Se R e S sao corpos, dizemos que S é uma extensao algébrica de R se

S é inteiro sobre R.
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Proposicao 6.38. Seja L um corpo, K subcorpo algebricamente fechado de L.
(i) Qualquer elemento de L que € algébrico sobre K estd em K.
(ii) Um corpo algebricamente fechado nao possui extensao mddulo

finita, exceto st proprio.

Demonstragao: (i) Se z € L é algébrico sobre K, entao z é raiz de algum polinémio
monico de grau n, com coeficientes em K. Entretanto, como K é algebricamente
fechado, todas as n raizes de um polinémio de grau n em K estao em K. Logo,
z e K.

(ii) Seja L' uma extensdo modulo finita sobre K. Obviamente,
K C L'. Agora, como todo elemento de L' é algébrico sobre K, pela Proposicdo
6.35, temos L' C K. Portanto, L' = K. |

Proposicao 6.39. Seja K um corpo, L = K(X) o corpo das fungées racionais
de uma varidvel sobre K.
(i) Qualquer elemento de L que € inteiro sobre K[ X| estd em K[X].
(ii) Nao eziste elemento nao nulo F' € K[X] tal que para todo z € L,
Fmz ¢é inteiro sobre K[ X| para algum n > 0.

Demonstragao: (i) Tomemos z € K(X) inteiro sobre K[X], isto ¢, z satisfaz
2" 4 a, 12"+ ... +ap = 0, para a; € K[X]. Como z € K(X), existem
F,G € K|[X] primos entre si, tais que z = F/G. Substituindo na expressao

anterior e multiplicando por G™ temos
F'" 4+ an  F" G4 ... +aG"=0= G| F".

Como G e F sao produtos de fatores irredutiveis, e em K[X], todo

elemento irredutivel ¢ primo, concluimos que G | F.. Assim, z € K[X].

(ii) Suponha que existe tal F' € K[X]. Entao
(F"2)™ + @ 1(F"2)™ ' 4+ ... 4 ap=0

para certos a; € K[X]. Em particular, tomemos z = 1/G, onde G é um polindémio
irredutivel que nao divide F'. Substituindo na expressao anterior e multiplicando

por G™, temos
F'+a, 1 F"G+...4G"ap=0= G| F".

Como G é primo, entdao G | F. Esta contradicio garante a ndo

existéncia de tal F'. [ |
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Teorema 6.40. Se R ¢ um subanel de S, e vy,...,v, € S sdo inteiros sobre R,

entao Rlvy,...,v,] € mddulo finito sobre R e inteiro sobre R.

Demonstracao: Temos que

R C R[Ul] C R[Ul,vg] c---C R[Ul,...,’l}n}.

Para cada i, v; é inteiro sobre R, e entdo, é inteiro sobre R[vy, ..., v;_1].
Como R[vy,...,v;] = Rlvy,...,v;_1][vi], temos que R[vq,...,v;] é mddulo finito
sobre R[vy,...,v;_1], pela Proposicao 6.35. Aplicagoes sucessivas do item (i) da
Proposi¢ao 6.33, garante que Rlvy,...,v,] & modulo finito sobre R. Assim, pelo

Corolario 6.36, R[vq,...,v,] é inteiro sobre R. |
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Capitulo 7
Teorema dos Zeros de Hilbert

Neste capitulo apresentamos as duas versoes equivalentes do Teo-
rema da Base de Hilbert, também conhecido como Nullstellensatz. Apesar da exis-
téncia de demonstracoes distintas, estudamos a demonstracao devida a Zariski.
Além disso, para complementar a discussao sobre elementos inteiros, dedicamos

uma secao ao Lema da Normalizacao de Noether.

7.1 Extensoes de Corpos

Suponha K um subcorpo de um corpo L, e suponha L = K(v)
para algum v € L. Seja ¢ : K[X] — L o homomorfismo levando X em v e
ker (p) = (F), F € K[X], ja que K[X] é um dominio principal. Pelo Teorema
do Tsomorfismo, K[X]/(F') é isomorfo a K[v], e entdo (F') é primo (Proposicdo
1.30-(i)). Temos duas possibilidades para F:

e Se ' =0, entdo Kv] é isomorfo a K[X]|, e K(v) = L ¢é isomorfo a K (X).
Neste caso, L nao é anel finito (ou modulo finito) sobre K, de acordo com

Proprosicao 6.32.

e Caso F' # 0, podemos assumir F' monico. Como (F') é primo, entdo F
é irredutivel e (F') é maximal (Proposicdo 3.16); logo K[v] é um corpo e
Kv] = K(v). Como 0 = @(F) =v"+b, V"' + ...+ by = F(v), para
certos b; € K, concluimos que v é algébrico sobre K. Portanto, L = K|v] é

moulo finito sobre K, pela Proposicao 6.35.

Para a demonstracao de uma das versoes do Teorema dos Zeros
de Hilbert, é necessario mostrar que se L é anel finito sobre K, um corpo
algebricamente fechado, entao L = K. Entretanto, considerando a Proposicao

6.38, é suficiente mostrar que L é modulo-finito sobre K. Pela discussao acima,
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temos que um anel finito também é moédulo finito. O lema a seguir mostra que

esta afirmacao é sempre verdadeira:

Lema 7.1 (Zariski). Se um corpo L € anel finito sobre um subcorpo K, entdo L

é modulo finito (e, portanto, algébrico) sobre K.

Demonstra¢ao: Como L é anel finito sobre K, temos L = K|[vy, ..., v,] para certos
v; € L. A demonstracao sera feita por indugao sobre n. O caso n = 1 é tratado
na discussao acima, entao assumimos o resultado vilido para todas as extensoes
geradas por n — 1 elementos. Seja K; = K(v;). Por inducao, L = Ki[vg, ..., v,]
¢ modulo finito sobre K. Se vy for algébrico sobre K, entdo K[v;] é modulo
finito sobre K. Logo Kvi] = K(v;) e, pelo item (ii) da Proposi¢do 6.33, temos
L=Kluvy,..., v,

Suponhamos entao que L = Kluvy,...,v,] com v; nao algébrico

. . ~ . 71
sobre K. Para i =2,...,n, cada v; satisfaz uma equagao v," + a; v;" " + ...+
ain;, = 0, com a;; € Ky, pois vg, ..., v, sao algébricos sobre K, pela hipotese de

inducdo. Se tomarmos a € K[v;] miltiplo de todos os denominadores de a;;, e

multiplicarmos por a™ cada uma das equagoes, obteremos (av;)™ +aa;; (av;)™ 1+

... =0, para cada ¢ = 2,...,n. Assim, av; é algébrico sobre K[v,] para i =
2,...,n. Segue do Corolario 6.37 que para qualquer z € L = K[vy, ..., v,], existe
N tal que a”z é inteiro sobre K[v;]. Como v; nio ¢ algébrico sobre K, entdo

K[vi] € K(v1) e, em particular, a afirmagao vale para z € K(vq) \ K[vi]. Mas
como K (vp) é isomorfo a um corpo de fung¢des racionais de uma variavel sobre
K, isto é absurdo, pela Proposicao 6.39. Portanto, v; é algébrico sobre K, e

L=Klvy,..., v, [ |

7.2 Lema da Normalizacao de Noether

Seja L uma extensao de K, e B um subconjunto de L. B é
algebricamente independente sobre K se para algum inteiro positivo n existe um
polinémio nao nulo F' € K[X;,...,X,] tal que F(by,...,b,) = 0 para distintos
bi,...,b, € B. Caso contréario, B é algebricamente dependente sobre K.

Se tal subconjunto B é maximal (com respeito a inclusao) na cole¢ao
de subconjuntos algebricamente independentes de L, dizemos que B é base de

transcendéncia de L sobre K, com grau de transcendéncia | B].

Lema 7.2 (Normalizacdo de Noether). Seja R um dominio de integridade anel

finito sobre um corpo K, e seja r o grau de transcendéncia de K sobre L, o
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corpo de fracoes de R. Entao existe um conjunto algebricamente independente
{t1,...,t.} de R tal que R é inteiro sobre K[ty, ... t,].

Demonstracao: Seja R = Kuy, ..., u,l; entdo L = K(uy, ..., uy,). Se{uy,...,u,}
é algebricamente independente sobre K, entao {uj, ..., u,} é uma base de trans-

cendéncia de L sobre K. Assim, teremos r = n e o teorema é verdadeiro.

Se {u1,...,u,} é algebricamente dependente sobre K, entao r <
n—1e
Z = az‘l...inuzll it =0,
(i1,yin) EA

onde A é um conjunto finito de n-uplas distintas de inteiros nao negativos, e a;, ;.
¢ um elemento nao nulo de K para cada (iy,...,4,) € A. Tomemos ¢ um inteiro
positivo maior que qualquer compontente i; de todo elemento (i, ...,i,) € A.

Se (i1, in), (J1, -+, Jn) € A sdo tais que
i1+ ciy + iz ...+, =G b cja HEis . T,

entdo ¢ | iy — ji, 0 que é impossivel, a menos que i; = jj, pois ¢ > i3 > 0 e
c>j1 >0. Daf, ig+cig+...+c" 2, = jotcis+... 4+, ec|iz—Jo — iy =
jo. Repetindo este processo, obtemos (i1, ...,4,) = (j1,...,Jn). Dessa forma, o
conjunto

{i1+Ci2+02i3+.--+cn_1in : (ila'-wi’rL) GA}

consiste de |A| inteiros nao negativos distintos e, em particular, admite um tnico
elemento maximal j; + cjo + ...+ ¢*"1j, para algum (ji,...,J,) € A.

Agora, definimos

2 Cn—l

c c
Vg = Uz — Uy, V3 =U3 — U 5, -y Up = Up — Uy

. . i—1 . L, . .
Substituindo cada u; por v; + uf , 2 <1 < n, no somatoério acima

e expandirmos as expressao, obtemos
Jitcia+ctjs+.. el -
Ajy...5n U1 " +F(U1,’U2,...,1}n) - 07

onde o grau de F' € K[Xy,...,X,]| em X é estritamente menor que j; + ¢js +

..+ Y, Logo u; é raiz do polinémio monico

Xj1+Cj2+02j3+---+c’ﬂ—1jn + aj_l%..jnF(X7 Us, ... ’un) c K[Ug, o ,Un][X].
Consequentemente, u; é inteiro sobre K{uvs, ..., v,]. Pelo Teorema
6.40, Kluy,vg,...,v,] = Klvg,...,v,)[u1] é inteiro sobre Klvg, ... v,]. Como

cada wu;, para i = 2,...,n ¢é inteiro sobre K[uj,vs,...,v,|, temos que R =
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Kluy,...,uy,] é inteiro sobre K[vg,...,v,]. Se{va,...,v,} é algebricamente in-

dependente, entao r = n — 1 e o teorema esta provado. Caso contrario, o mesmo

argumento para K|vs, ..., v,] no lugar de K mostra que para certos ws, ..., w, €
A, K|vg, ..., v,] éinteiro sobre K[ws, ..., w,]. Dai, por transitividade, R é inteiro
sobre Kws, ..., wy|. Se{ws,...,w,} éalgebricamente independente, terminamos

a prova. Se nao for, o processo pode ser repetido até obtermos um subconjunto
algebricamente independente {z,_,i1,...,2,} de r elementos de R tais que R é

inteiro sobre K|z, 11, .., 2n]- [ |

7.3 Teorema dos Zeros de Hilbert

Até o momento, vimos varios resultados e defini¢oes a respeito de
conjuntos algébricos. Em particular, a Proposi¢ao 6.23 nos fornece um critério
para que um dado conjunto algébrico V' seja irredutivel, que exige o conhecimento
do conjunto de polinémios que o geram. O Teorema dos Zeros de Hilbert explicita
a relacao existente entre ideais e conjuntos algébricos.

Nesta secao, assumimos que K é algebricamente fechado.

Teorema 7.3 (Nullstellensatz, Forma Fraca). Se I ¢é um ideal prdprio em
K[X1,...,X,], entao V(I) # 0.

Demonstracao: Podemos assumir que [ é um ideal maximal, pois para qualquer
ideal maximal J que contém I, teremos V(J) C V(I). Assim, L = K[Xy,...,X,]/!]
é um corpo e, obviamente, K pode ser considerado como um subcorpo de L.
Entao existe homomorfismo natural de K[Xj, ..., X,] em L, que leva cada X; em
X;+ 1, garantindo que L é anel finito sobre K. Pelo Lema de Zariski, L é modulo
finito sobre K. Considerando que K é corpo algebricamente fechado, obtemos
K = L, pelo item (ii) da Proposi¢ao 6.38. Logo, para cada i existe a; € K tal que
o I-residuo de X; é a;, ou melhor X;—a; € I. Mas (X;—ay, ..., X,—a,) é umideal
maximal em K[X,...,X,], pela Proposi¢ao 6.16. Como (X;—ay,..., X, —a,) C
I, e ambos sdo maximais, entao I = (X; — ay,..., X, — a,). Portanto, V(I) =

{(ag,...,a,)} # 0.

Teorema 7.4 (Nullstellensatz, Forma Forte). Seja I um ideal em K[Xq,. .., X,].
Entao Z(V(I)) = Rad([).

De maneira geral, o resultado acima garante que se F,..., F,.,G €
K[Xy,...,X,] e G se anula sempre que Fy,..., F, se anulam, entdo existe uma

equagao GN = A|Fi+...+ A, F,, para algum N > 0 e certos A; € K[Xy,..., X,].
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Demonstra¢ao: A Proposi¢ao 6.18 garante que Rad(/) C Z(V([)). Para mostrar
a inclusdo inversa, tomemos G € Z(V(Fy,...,F,)), com F; € K[Xy,...,X,], e
definimos J = (F\, ..., Fy, Xpi1 - G — 1) € K[X1,. .., Xy, Xos1]. Entio V(J) C
A"Y(K) é vazio, uma vez que G se anula sempre que todos os F; sao zero. De
fato, se (ai,...,an+1) € V(J), entdo Fi(ay,...,a,) = 0 e (ay,...,a,) € V(I).

Porém,
0= (Xn_H 'G—1>(a1,...,(ln+1) = Qp+1 'G(al,...,an) —1=-1

pois G(ay,...,a,) = 0. Assim V(J) = () e, aplicando a Forma Fraca do Null-
stellensatz em J, temos que J = K[Xj,..., X,,11]. Decorre desta condi¢ao que

1 € J, e entao existe uma equacao
1= Z (Ai( X1, X)) Fi) + B(Xy, . X)) - (X - G — 1),

Tomando Y = 1/X,,,;, multiplicamos a equa¢ao acima por uma
poténcia grande o suficiente de Y, de tal forma que YV = > Cy(X, ..., X, Y) Fi+
D(Xy,..., X, Y)G—=Y)em K[Xy,...,X,,Y]. Substituindo G por Y, obtemos
GN = Y E{(Xy,...,X,,G)F,, isto é, G¥ é uma combinagao linear de F; com
coeficientes em K[X1,...,X,]. Logo GY € I e G € Rad([). |

A demonstracao acima é devida a Rabinovich. Notemos que a
Forma Fraca implica a Forma Forte. Na verdade, as duas formas do Teorema
dos Zeros de Hilbert sao equivalentes. Com efeito, suponhamos valido o Teorema
7.4, isto é, para [ € K[X,...,X,], temos Z(V(I)) = Rad([). Se V(I) = 0, entao
Rad(I) =Z(V(I)) =Z(0) = (1). Logo (1) CRad(I),1€lel=K[Xy,...,X,]

Como consequéncias do Teorema 7.4, temos os seguintes corolérios.

Corolario 7.5. Se I é um ideal radical em K[Xy,...,X,], entao Z(V(I)) = I.
Entao existe uma correspondéncia um a um entre os ideais radicais e 0s conjuntos

algébricos.

Demonstracao: Decorre diretamente do teorema, ja que [ é ideal radical, isto é,
I =Rad([). [

Corolario 7.6. Se I é um ideal primo, entao V(I) é irredutivel. Entdo existe uma
correspondéncia um a um entre ideais primos e conjuntos algébricos irredutiveis.

Os ideais mazimais correspondem a pontos.

Demonstragao: Como I é primo, temos Rad(I) = I (Proposi¢ao 1.45-(k)). Dali,
Z(V(I)) = Rad(l) = I é primo e, pela Proposicao 6.23, V(I) ¢é irredutivel. W
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Corolario 7.7. Seja F' € K[Xy,...,X,], e FF' = F[" ... F™ a decomposi¢io de
F em fatores irredutiveis. Entdo V(F) = V(F1)U...UV(F,) € a decomposi¢io de
V(F) em componentes irredutiveis, e Z(V(F)) = (Fy...F,). Eziste uma corres-
pondéncia um a um entre polinémios irredutiveis F € K[Xy,...,X,]| (a menos

de multiplicacdo por elementos nao nulos de K ) e hipersuperficies irredutiveis em
A™"(K).

Corolario 7.8. Seja I um ideal em K|[Xy,...,X,]. Entao V(I) é um conjunto
finito se, e somente se, K[X1,...,X,]/I é um espago vetorial de dimensdo finita
sobre K. Se tal fato ocorrer, o nimero de pontos em V(I) é menor que ou igual

a dimensao de K[X1,...X,|/I como espago vetorial sobre K.

Demonstragao: Sejam Py, ... P, € V(I). Escolhemos polinémios Fi,..., F, €
K[Xy,...,X,] tais que F;(P;) = 0 se i # j e Fi(P,) = 1 (Proposicao 6.20).
Seja F; o I-residuo de F;. Se S_NF; = 0, \; € K, entdo Y NiF; € I, e
N = X NF)(P) = 0. Entdo os F; sdo linearmente independentes sobre K,
e portanto, r € menor que ou igual a dimensao de K[X3,..., X,]/I como espaco
vetorial sobre K.
Por outro lado, se V(I) = { P, ..., P.} éfinito, seja P, = (a;1, ..., Qi)

e F; = [[_,(X; —ay), j=1,...,n. Entdo F; € Z(V(I)) e F¥ € I para algum
N > 0. Tomando os I-residuos, Fj-v = 0, e entao YEN ¢ uma combinacao K-linear

de1,X;,... ,YZNA. Segue, por indugao anéloga a feita no item (ii) da Proposigao
6.35, que 7; é uma combinacdo K-linear de 1,. .. ,YEN_I para todo s, e dai que

mi Mn

{X, X, im; <rN}gera K[Xq,...,X,]/] como um espago vetorial sobre
K. [
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Capitulo 8

Variedades Afins

Neste capitulo, assumimos que o corpo K ¢ algebricamente fechado
e que os conjuntos algébricos afins estarao em A" = A"(K) para algum n. Além
disso, todos os anéis e corpos contém K como subanel e, por homomorfismo
¢ : A — B de tais anéis, consideraremos um homomorfismo de anéis tal que
©(A) = X para todo A\ € K.

Um conjunto algébrico afim irredutivel é chamado de wvariedade
algébrica. Ao longo deste texto, utilizaremos apenas o termo “variedades” para

nos referirmos a tais conjuntos algébricos.

8.1 Anéis de Coordenadas

Seja V' C A™ uma variedade ndo vazia. Entdo Z(V') é um ideal
primo em K[Xy,...,X,], assim K[X;,...,X,]/Z(V) ¢ um dominio.

Defini¢ao 8.1 (Anel de Coordenadas). O dominio I'(V) = K[Xy,...,X,]|/Z(V)

¢ o anel de coordenadas de V.

Para todo conjunto algébrico V' nao vazio, denotamos por F(V, K)
o conjunto de todas as funcoes de V em K. E claro que F(V, K), munido das
operacoes

(f +9)(z) = f(x) +g()

(f9)(@) = f(x)g(x),
para todo z € V, f,g € F(V,K), ¢ um anel. O corpo K é considerado um
subanel de F(V, K), associado ao conjunto de todas as fungoes constantes.
Dizemos que uma fungao f € F(V, K) é fun¢ao polinomial se existe

um polinémio F' € K[X3,..., X,] tal que f(aq,...,a,) = F(a,...,a,) para todo
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(ai,...,a,) € V. Claramente, o conjunto de todas as fun¢des polinomiais ¢ um
subanel de F(V, K) que contém K.

Dois polinémios F,G determinam a mesma funcao polinomial se,
e somente se, (F' — G)(ay,...,a,) = 0 para todo (ay,...,a,) € V, isto &,
F —G € Z(V). Com efeito, se f(ay,...,a,) = F(ay,...,a,) = Glay,...,ay),
entdao (F — G)(ay,...,a,) = 0. Por outro lado, se (F — G)(ay,...,a,) = 0,
temos F(ay,...,a,)—G(a1,...,a,) =0, eassim, F(ay,...,a,) = G(ay,...,a,) =
flay, ... a,).

A aplicacao

¢:K[X1,...,Xn] — F(V,K)
F — f=Flv

que associa a cada polinomio F € K[Xq,...,X,] uma funcdo polinomial f €
F(V,K) é claramente um homormorfismo, cujo ntcleo é Z(V'). De fato, se F' €
ker ), entdo f = 0 e para qualquer a € V, 0 = f(a) = F(a), ou seja, F' € Z(V).
Reciprocamente, para F € Z(V), temos que F(a) = 0 para todo a € V. Logo
W(F)=f=0e F € kert.

Dessa forma, podemos identificar I'(V') com o subanel de F(V, K),
formado por todas as funcoes polinomiais de V em K. Portanto, temos duas
importantes maneiras de considerar um elemento de I'(V'): como uma func¢ao em

V', ou como uma classe de equivaléncia de polinémios.

8.2 Aplicacoes Polinomiais

Sejam V' C A", W C A™ variedades. Uma funcao ¢ : V — W
é uma aplica¢ao polinomial se existirem polinémios T1,...,T,, € K[Xq,..., X,)]
tais que p(aq, ..., a,) = (T1(a1, ... an), ..., Tn(ay, ..., a,)) paratodo (ai,...,a,) €
V.

Qualquer fungao ¢ : V — W induz um homomorfismo
p: FWK) — F(V,K)
f — @o(f)=fop
explicitado no diagrama
v—ew sk
\/
Jop
Em particular, se ¢ é uma aplicagdo polinomial, entao ¢(I'(W)) C
(V). Vejamos:
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Se ¢ ¢é polinomial, entao existem polinémios Ti,...,7T,, €
K[Xy,...,X,] tais que, para qualquer P € V, p(P) = (T1(P),...,Tn(P)). Para
fe (W), existe F' € K[X,...,X,] tal que F(Q) = f(Q) para todo Q € W.
Entao, para qualquer P € V, temos que f o o(P) = f(T\(P),...,Tn(P)) =
F(Ty(P),...,Tn(P)) = Fo(Ty,...,Ty)(P). Assim, fop = ¢(f) é um polinémio
definido em V', e portanto, ¢(f) € I'(V).

A restricao de ¢ a I'(W), é o homomorfismo ¢ de I'(W) em I'(V)
tal que, se f € I'(W) é o Z(W)-residuo de um polinémio F, entdo ¢(f) = fop

¢ 0 Z(V)-residuo do polinémio F(T1,...,T,,). Mais explicitamente, temos:
FeT(W)= f=F+I(W)

e entao
o(f) = e(f) +Z(V) = foe+I(V),
onde fop=F(Ty,...,T,).

SeV=A"W=A"eT,...,T, € K[Xy,...,X,]| determinam
uma aplicacao polinomial 7' : A" — A™ entao os 7T; sao unicamente deter-
minados por 7' e, assim, escrevemos T = (711,...,7,,). De fato, se T(P) =
(Ty(P),...., Tu(P)) = (F(P)...., Fu(P)), entio Ty(P) — Fi(P) = (T,— F))(P) =
0 para todo i. Como K é infinito, a Proposicao 6.6 garante que T; — F; = 0, isto
é, F;,=1T,.

Vejamos que cada aplicacao polinomial de V' em W esta associada

a um homomorfismo do anel de coordenadas I'(W) em I'(V).

Proposicao 8.2. Sejam V. C A", W C A™ wvariedades afins. Ezxiste uma
correspondéncia um a um entre as aplicacoes polinomiais ¢ @ 'V — W e os
homomorfismos @ : '(W) — I'(V). Qualquer tal ¢ é a restrigao de uma aplicagao
polinomial de A™ em A™.
Demonstragao: Seja ¢ : T(W) — I'(V) um homomorfismo, e escolhemos T; €
K[Xy,...,X,] tais que (X; +Z(W)) =T, +Z(V), i =1,...,m. Entdo T =
(T, ...,T,) é uma aplicacdo polinomial de A™ em A™, e induz T : L'(A™) =
K[Xy,..., X = T(A™) = K[Xq,..., X,].

Afirmamos que T'(V) € W. De fato, tomando F' € Z(W), para
todo a € V temos

T(F)(a) = FoT(a) = F(Ty,...,Ty)(a).

Como F(Ti,...,T,) € ZW)(a) = F(T1,...,Ty)(a) se a € V,
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pois F' € Z(W). Uma vez que ¢ é homomorfismo, ¢(Oraw))(a) = Oppy(a) =
0. Com isto, obtemos T'(a) € V(Z(W)). Mas W ¢é algébrico, garantindo que
V(Z(W)) = W; e assim, T(V) € W. Logo, a restricao ¢ = T|y : V. — W ¢
polinomial.

A discussao feita no inicio desta secao garante que, a partir da
aplicacao polinomial ¢, obtemos um homomorfismo ¢ : T'(W) — I'(V), tal que
o(F +Z(W)) = F(Ty,...,T) + Z(V). Portanto, ¢ = 1. Portanto, dado
um homomorfismo entre os anéis de coordenadas, construimos uma aplicacao
polinomial entre as variedades. E, pela discussao mencionada, dada uma apli-
cacao polinomial entre variedades, construimos um homomorfismo entre anéis de

coordenadas. [ |

Um aplicacao polinomial ¢ : V' — W é um isomorfismo se existe
uma aplicacao polinomial ¢ : W — V tal que ¥ o ¢ = 1y, a identidade em V; e
p oY =1y, a identidade em W. Segundo o resultado anterior, duas variedades
afins sao isomorfas se, e somente se, seus respectivos anéis de coordenadas sao

isomorfos.

8.3 Mudanca de Coordenadas

Se T'= (T1,...,T,,) é uma aplicagdo polinomial de A™ em A™, e
F € K[Xi,...,Xp], denotamos FT = T(F) = F(Ty,...,T,,). Para ideais I e
conjuntos algébricos V em A™, IT denota o ideal em K[X,...,X,] gerado por

{FT : F € I}; e VT denota o conjunto algébrico T-1(V) = V(IT), onde I = Z(V).

Uma mudanca afim de coordenadas em A™ é uma aplicagao polino-
mial 7' = (T1,...,T,) : A" — A" tal que cada T; é um polinémio de grau 1, e
tal que T' é bijetora. Escrevendo T; = > a;;X; + a;o, entao T = T oT, onde T
¢ uma aplicacdo linear e T" é uma translacio. Explicitamente, Tll = > a;;X; e
TZ-” = X, + a;. Como qualquer translagdo tem inversa, segue que 1" serd bijetora
se, e somente se, T' é invertivel. E facil ver que, se T e U sdo mudancas afins
de coordenadas em A", entao 7o U e T—! também o sdo. Além disso, 7' é um

automorfismo da variedade algébrica A",

8.4 Funcoes Racionais e Anéis Locais

Seja V uma variedade em A", I'(V') seu anel de coordenadas. Como

['(V) é um dominio, podemos considerar seu corpo de fragoes. Este corpo é
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chamado de corpo das fungoes racionais em V. e denotado por K(V). Um
elemento de K (V') é uma funcdo racional em V.

Se f é uma funcao racional em V, e P € V| dizemos que [ esti
definida em P se algum par a,b € T'(V), tal que f = a/b, temos b(P) # 0.
Como pode existir varias maneiras diferentes de escrever f como um quociente
de funcoes polinomiais, f esta definida em P se é possivel obter um denominador
para f que nao se anule em P. Entretanto, se I'(V') é um dominio de fatoracao
tnica, pela Proposicao 3.29 existe essencialmente uma tnica representacao f =
a/b, com a e b sem fatores em comum. Entao f esta definida em P se, e somente
se, b(P) # 0.

Para cada P € V, definimos Op(V) como o conjunto das fun¢oes
racionais em V definidas em P. Com as operacoes definidas no corpo de fracoes,
é claro que Op(V') é um subanel de K (V). Além disso, temos que K C I'(V) C
Op(V) C K(V). O anel Op(V) é chamado de anel local de V' em P.

O conjunto de pontos P € V onde uma func¢ao racional f nao esti
definida é chamado de conjunto de polos de f. Para f € Op(V), se f = a/b,
a,b € T'(V), b(P) # 0, definimos o valor de f em P como f(P) = a(P)/b(P),
denotado por f(P).

Proposicao 8.3. (i) O conjunto de polos de uma fung¢ao racional em V € um

subconjunto algébrico de V.

(ii) T(V) = Npey Op (V).

Demonstragao: Suponha V' C A™. Para G € K[X1, ..., X,], denotemos o residuo
de G em I'(V) por G. Tomemos f € K(V).

Definimos Jy = {G €EK[Xy,...,.X,]:G-f€ F(V)}. Vejamos que
Jp & um ideal em K[Xq,...,X,] contendo Z(V):

0 € Jy, pois 0 =Z(V) e entao 0- f € T(V).

e Se ;G € Jp,entdo (F+G)-f=(F+G)-f=F-f+G-feT(V). Logo,
F+Ge Jf.

e Para G € J;, entio (—G) - f = —G - f, que pertence a ['(V). Assim,
-G e Jf.

e Tomando F € K[X;,...,X,]eG € J;, temos (F-G)-f =F-G-f € [(V),
pois I'(V') é anel. Logo F - G € J;.

Por fim, para todo elemento G € Z(V), temos G = 0 € J;. Para

finalizar a demonstracao do item (i), provaremos que os pontos de V(J¢) sdo
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exatamentes os pontos onde f nao estd definida, isto é, V(J;) é o conjunto dos
polos de f.

Tomemos @ € V' \ V(Jf). Entao existe G € Jy tal que G(Q) # 0,
eG-f=HecT(V). Dai f(Q) = H(Q)/G(Q), com G(Q) # 0; e assim f esta
definida em (). Por outro lado, seja P € V tal que f esta definida em P. Dessa
forma, existem F,G € T'(V) tais que f(P) = F(P)/G(P) com G(P) # 0. Assim,
G(P) - f(P) = F(P) € (V) implica em G € J;, com G(P) # 0. Portando
P eV \V(J).

Para o item (ii), basta mostrar que NOp C I'(V'), uma vez que os el-
ementos em I'(V') sao polindmios definidos em todo P € V. Se f € (pe, Op(V),
isto ¢, f nao tem polos; o item anterior garante que V(J) = (). Entao, utilizando

o Teorema 7.3, concluimos 1 € Jy, e assim, 1- f = f € ['(V). [ |

E claro que existem funcoes definidas em P, com valor zero em P.
Estas fungbes constituem o ideal Mp(V) = {f € Op(V) : f(P) = 0}, chamado
de ideal mazimal de V' em P. Obviamente, tal ideal é o nicleo do homomorfismo
de valorizacao f — f(P) de Op(V) em K. Logo, Op(V)/Mp(V) & isomorfo a K.

Um elemento f € Op(V) é unidade em Op(V) se, e somente se,
f(P) # 0. De fato, para f € Op(V) unidade, existe g € Op(V) tal que f-g =1,
e entao f(P)-g(P) =1e f(P) # 0. Agora, se f(P) = a(P)/b(P) # 0, entao
g=>b(P)/a(P) € Op(V) e f-g=1. Dessa forma, podemos considerar Mp(V) =
{n&o unidades de Op(V)}.

Pelo Corolarios 1.33 e 1.34, temos que o ideal formado por todas as
unidades ¢ o unico ideal maximal de O)P(V). Assim, Op(V) ¢ um anel local e

Mp(V') é seu tnico ideal maximal.
Proposigao 8.4. Op(V) é um dominio Noetheriano local.

Demonstragao: Devemos mostrar que qualquer ideal I em Op (V) é finitamente
gerado. Como T'(V) é Noetheriano, pela Proposicao 4.9, sejam fi,..., f, os
geradores do ideal I N ['(V). Afirmamos que fi,..., f. geram [ como ideal em
Op(V). Com efeito, se f € I C Op(V), entdo existe b € I'(V) com b(P) # 0
ebf e (V). Dai bf € (V)N I, e assim bf = > a;fi, a; € I'(V). Fazendo
f=>(a;/b) fi, obtemos que I é gerado por fi,..., f., como desejado. |

8.5 Anéis de Valorizacao Discreta

Um anel R é chamado de anel de walorizacao discreta quando

satisfaz as condigoes explicitadas no resultado abaixo.
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Proposicao 8.5. Seja R um dominio, mas nao corpo. Entao as afirmacoes sao
equivalentes:

(i) R € Noetheriano e local, e seu ideal mazimal é principal.

(ii) Eziste um elemento irredutivel t € A tal que todo elemento nao
nulo z € A € escrito de maneira unica na forma z = ut”, u unidade em R, e n

mnteiro nao negativo.

Demonstracao: (i) =(ii): Seja M o ideal maximal, ¢t um gerador de M. Suponha
ut™ = vt™, u,v unidades, n > m. Entao ut"~"" = v é unidade, o que s6 é possivel
comn =m, e dai v = v. Assim, dado z € R, a expressao z = ut" é tnica. Para
mostrar que todo z se escreve de tal forma, assumimos que z nao é unidade pois,
caso contrario, z = zt'. Como z nao ¢ unidade, z € M e entdao z = zt para algum
z1 € R. Se z; é unidade, terminamos a demonstracao. Senao, z; € M e z; = zt.
Continuando com este raciocinio, obtemos uma sequéncia infinita zy, 29, ... com
z; = zi11t. Como R é Noetheriano, a cadeia de ideais (z1) C (22) C ... tem um
elemento maximal, e dai, (z,) = (2,41) para algum n. Assim, se z,,1 = vz, para
algum v € A, temos z, = vtz, e vt = 1, mas t nao é unidade. Logo, a sequéncia
de z; é finita, e todo elemento z se escreve como z = ut”.

(ii) = (i): M = (t) é claramente o conjunto das nao unidades.
Todos os ideais em R sao principais, da forma (t"), n > 0, e entdo R é dominio

principal. [

Um elemento ¢ como no item (ii) ¢ chamado de parametro uni-
formizante de R, e se t é um outro parametro, entao ¢ = vt, com v unidade R.
De fato, se t,t sao parametros uniformizantes de R temos, em particular, ¢t = ut"
e T = vt™, u,v unidades. Dai t = wo"t™", e 1 = wv™t™"~!. Logo mn = 1, com
m,n inteiros, implica que m = n = 1; e assim ¢t = vt.

O expoente n é chamado de ordem de z, e denotado n = ord(z).
Por defini¢ao, ord(0) = oco. Este conceito de ordem nos permite escrever R =
{ze€ K:ord(z) >0} e M ={z € K :ord(z) > 0}, o ideal maximal em R.

A representacgao de qualquer elemento de R com em (ii) se estende
para K, o corpo de fracoes de R: todo elemento nao nulo z € K tem uma tinica

expressao z = ut”, u unidade em Ren € Z.

8.6 Ideais com um Niumero Finito de Zeros

Finalmente, nesta secao apresentamos um resultado que relaciona

anéis de coordenadas de K[X7, ..., X,| com os conjuntos de fun¢oes racionais em
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A"

Proposicao 8.6. Seja I wum ideal em KI[Xy,...,X,], e suponha
V(I) ={P,...,Pn} finito. Seja O; = Op,(A™). Entao existe um isomorfismo
natural de K[Xq,...,X,]/I em [[2, O:;/10;.

Demonstracao: Seja I; = Z({P}) C K[Xi,...,X,] os ideais maximais dis-
tintos que contém I (Proposi¢do 6.16). Denotemos R = K[Xq,...,X,]/] e
R, = 0;/10;. Os homomorfismos naturais de ¢; de R em R;, induzem um
homomorfismo ¢ de R em [[*, R;.

Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert (Forma Forte), Rad(l) =
I{P,...,Pu}Y) = Nt L, e entdao (NL;)? C I para algum d. Como
V(NI;) V(1) = 0 para i # j, obtemos que [, I; e I; sdo comaximais. Segue
da Proposicao 1.41 que (\(I{) = (I - ... - I,)* = (N I;)* C I.

Agora escolhemos F; € K[X;,...,X,] tal que F;(P;) =0 se i # j,
Fi(P) = 1. Seja E; = 1 — (1 — F%)4. Note que E; = FZD; para algum D;. Entdo
E; € I]C-l se i # j, pois

Fel;=F'elf

efféideal; etambém 1 —) B, =(1-FE;)—-> ... E; € ﬂ]fc], ja que

i#]

((1 — Ej) - ZEJ) (F) =0

i#]

((1 - Ej) - ZE3> (P) = 0.

i#]
Se tomarmos e; o residuo de E; em R, obtemos:

e ¢ =¢;. Temos que e? = E? + I, onde

B = (1= (1= Y- (1= (1= By
= 1= =R - (= FY (- Y

~~ ~~

E; G

Como G(P) =0e G(P;) =0, G €I e, assim, €7 = ¢;.
e ¢;e; = 0. Basta notar que
EE; =1-(1-F)'—(1-F)"+1-F)1-F)

se anula em qualquer P;, mesmo com i = j. Logo E;E; € [ e I =0.
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e > ¢; = 1. Com efeito, considerando que 1 — > . E; € Z, e I = 0, entao

Ei €, = 1.

Afirmamos que se G € K[Xq,...,X,] em G(P;) # 0, entdo existe
t € R tal que tg = ¢;, onde g é o I-residuo de G. De fato, assumindo que G(P;) =
1, tomemos H =1—G, eentdo (1—H)(E;+HE;+...+ H"'E;)) = B, — H'E,.
Como H € I;, temos HE; € I. Logo g(e; + he; + ... + hile;) = e;, como
desejado.

Utilizando esta afirmacao, mostremos que ¢ é um isomorfismo.

Seja f o I-residuo de F', com o(f) = 0, isto é, o;(f) = 0; = 10;.
Entdo, para todo ¢ existem H;,G; € K[Xy,...,X,], tais que H; € I, G{(P;)) # 0
e ' = H;/G;. Assim, F-G; = H; € I, e f-g; = 0. Pela afirmacao, tomemos
tigi = e;. Entao f=> e;f => tigif =0. Logo, ¢ é injetor.

Como E;(P;) = 1, ¢;(e;) ¢ uma unidade em R;. Assim, como
vi(e)pi(e;) = wi(eiej) = 0 se i # j, temos p;(e;) = 0 para i # j. Entao
wi(ei) = @i(>"e;) = ¢i(1) = 1. Suponhamos z = (a1/s1, ..., am/sm) € [[1r) Ri-
Pela afirmacao, temos t;s; = €;, entao a;/s; = a;t; em R;. Logo ¢;(D t;aje;) =
p(tiai) = ai/si e p(3_tiaze;) = 2.

|

O colorario a seguir segue diretamente desta demonstragao.

Corolario 8.7. Se V(I) = {P}, entio K[Xi,...,X,]/I € isomorfo a
Op(A™)/IOp(A™).
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Consideracoes Finais

A principal motivacao para este trabalho consiste no interesse da
aluna em direcionar sua formacio académica e estudos posteriores para Algebra.
Durante o Trabalho de Conclusao de Curso A foram abordados conceitos bési-
cos de Algebra Comutativa, como anéis, modulos, sequéncias exatas, corpos de
fracoes, anéis Noetherianos e o importante Teorema da Base de Hilbert; objeti-
vando o dominio de resultados fundamentais desta teoria. Esta etapa, além de
complementar as disciplinas de dlgebra cursadas durante toda a graduacao, foi
essencial para o estudo desenvolvido no Trabalho de Conclusao de Curso B.

Nesta segunda etapa, estudamos os objetos centrais da Geometria
Algébrica, como espacos afins, conjuntos algébricos e variedades; e alguns resul-
tados classicos, como o Lema da Normalizacao de Noether e o Teorema dos Zeros
de Hilbert. O grau de complexidade de tais conceitos evidencia o avanco atingido
pela aluna, com respeito ao dominio dos contetidos e do raciocinio formal.

De maneira geral, este Trabalho de Conclusao de Curso permitiu
um estudo detalhado a respeito do tema escolhido, além de proporcionar uma
experiéncia bastante significativa no campo da pesquisa cientifica; enriquecendo
a formacao da estudante e preparando-a para as préximas etapas de sua vida

académica.
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