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PREFACIO

Le calcul des probabilités n’est au fond que le bon sens réduit au calcul.
— Laplace

A. Ao leitor.

O presente volume € oferecido para uso em cursos de Probabilidade
em nivel “‘intermediario’’, que devia ser entendido como o nivel entre um
curso elementar de Introducdo a Probabilidade e um curso mais avanc¢ado
que trata de Probabilidade com base na Teoria da Medida e Integracdo. O
material aqui apresentado tem sido usado varias vezes em disciplinas de
Probabilidade em nivel de inicio de Mestrado, mas também podera ser
usado em nivel de graduacado se alguns assuntos de natureza mais técnica
forem pulados. (Tais assuntos sdo indicados no texto pelo aviso que po-
dem ser omitidas ‘‘em uma primeira leitura’’.)

Este livro ndo pretende ser introdutério, embora eventualmente possa
ser usado como tal. Por exemplo, um assunto muito comum nos livros de
Introdu¢do a Probabilidade, e que ndo serd considerado aqui, é a teoria
combinatéria. E preferivel, mas ndo necessario, que o leitor ja tenha algu-
ma noc¢do das distribui¢des discretas classicas baseadas na contagem de
permutac¢des, combinagdes, etc., tais como a binomial, hipergeométrica e
multinomial. Uma boa discussdo dessas distribui¢cdes pode ser encontrada
em Breiman ([6], p. 19-31, em inglés) ou Feller ([8], traduzido para o
Portugués).

Para se poder acompanhar o texto deste livro, os reais prerequisitos
sao um curso de Calculo Diferencial e Integral e alguma familiaridade com
os conceitos basicos de conjuntos e funcdes. E bom que o leitor saiba lidar
com unides, interse¢cdes e complementares de conjuntos, e conhec¢a os con-
ceitos de imagem inversa de um Conjunto por uma fun¢do, supremo e inti-
mo de um conjunto e limite de uma seqiiéncia de nimeros reais. Em caso
de uma eventual lacuna na formagdo do leitor nesta area de Analise,
recomenda-se uma consulta ao livro Curso de Andlise (Volume 1), de Elon
Lima [14]. La se pode achar, também, defini¢des e discussdes de outros



conceitos analiticos que aparecem de vez em quando aqui, tais como o li-
mite superior de uma seqiiéncia de numeros reais, ou a integral de Rie-
mann. Além disso, integrais multiplas entram em jogo no Capitulo 2, e
sera bom se até o §2.7 o leitor ja tiver ouvido falar na matriz jacobiana e de-
rivadas parciais, cuja definicdo podera ser encontrada em qualquer bom
texto de Calculo Avanc¢ado. Finalmente, nos paragrafos 7.2 e 7.3 usam-se
alguns conceitos elementares de Algebra Linear; em particular, é preciso
conhecer as regras de multiplicacdo de matrizes e vetores.

Em caso de qualquer duvida que surgir sobre o significado de um
simbolo usado no texto, o leitor devera consultar a lista de simbolos e no-
tacdes que aparece no final do livro. Procurei fazer uma lista completa,
mas se persistir a duvida, é recomendavel consultar os livros, citados
acima, de Lima [14] ou Feller [8]. (A unica diferen¢a importante entre a
notagdo de [14] e a presente, é que aqui 0 complementar de um conjunto A
¢ representado por Ac.)

Como € sempre o caso com livros de Matematica deste nivel, as listas
de exercicios sdo parte importantissima do livro. Ha grande nimero de
exercicios puramente computacionais, para ajudar o leitor a se treinar no
calculo basico de probabilidades. Ha muitos exercicios que estendem e de-
senvolvem idéias abordadas no texto, € alguns outros que introduzem
idéias ndo consideradas ali. Os exercicios estdo arranjados por se¢do, e de
um modo geral os problemas foram colocados na ordem que achei mais
conveniente para sua resolu¢do posterior. Mas esta regra ndo foi seguida
com muita fidelidade, e recomendo que o leitor ao menos leia todos os
exercicios quando chegar ao final de cada se¢do, resolvendo em seguida os
que ele achar mais interessantes. Sugestdes foram incluidas com os
exercicios que considerei mais dificeis, ou com os que fogem ao nivel da
secd0 em que se encontram.

B. Ao professor.

O material no livro € mais que o suficiente para um curso de semestre.
No IMPA, o curso de Probabilidade é de quatro meses e, cada vez que foi
usada a apostila precursora deste livro, sentiu-se a necessidade de correr
no final para abordar todos os assuntos aqui presentes. Capitulos 1, 2 € 3
formam a base do livro e podem ser feitos em mais ou menos a metade de
um periodo. Muitas demonstra¢cdes nos Capitulos 5 e 6 sdo técnicas e
poderdo ser omitidas. Os paragrafos 6.3, 7.2 € 7.3 constituem um assunto
especial — a parte da Estatistica Multivariada — que podera ser omitido
ou até condensado para apresentacdo em uma aula no final do curso.



O Capitulo 4 é muito mais extenso do que costuma ser o tratamento de
distribuicdo e esperanca condicionais em textos da Teoria da Probabilida-
de. Em caso de tempo exiguo, esse capitulo podera ser abreviado, pois
consiste, na maior parte, em exemplos. Mas sera bom se o aluno terminar
o capitulo com, pelo menos, uma boa idéia intuitiva do principio da pre-
servacdao de chances relativas, pois assim tera condi¢des de lidar no futuro
com aplicac¢des de condicionamento, que € da maior impertancia nas areas
de Confiabilidade, Processos Estocasticos e Estatistica (tanto Bayesiana
quanto Nao-Bayesiana).

Quanto aos prerequisitos, quero enfatisar que ndo € necessario que o
aluno tenha conhecimentos da Teoria da Medida e a integral de Lebesgue
para poder acompanhar o livro. A esperan¢a matematica de uma variavel
aleatoria ¢ tratada utilizando-se da integral de Stieltjes, cuja defini¢do e
propriedades sao abordadas no §3.1. A integral de Lebesgue é menciona-
da apenas em observacgdes. Distribuicdo e esperanca condicionais sdo tra-
tadas em plena generalidade, ou seja, sem a restri¢do aos casos simples que
costumam ser tratados em livros de Introduc¢do a Probabilidade. Mas o
enfoque adotado € o que chega as defini¢des partindo da consideragdo de
limites de probabilidades condicionais. A relacdo entre este tratamento
mais intuitivo e a abordagem de Probabilidade Avanc¢ada, que utiliza o
Teorema de Radon-Nikodym, é formalizada no §4.3 (esta formalizagdo
podera ser omitida, como ¢ indicado no texto).

C. Uma reta sobre terminologia.

Durante o processo de escrever este livro, esbarrei frequentemente no
problema de terminologia. Como o portugués ndo ¢ minha lingua natal,
procurei ser fiel ao idioma ao maximo possivel. Mas descobri varios con-
ceitos que, embora representados por uma palavra ou frase em outras
linguas, possuiam mais de uma versao aqui no Brasil. Era, por exemplo, o
caso de ‘‘esperanca’’ e ‘‘expectancia’’ para indicar a média de uma va-
ridavel aleatoria. Precisei, entdo, fazer uma escolha. Gostaria agora de ex-
plicar minha escolha em trés casos.

(1) Parece-me que a palavra ‘‘expectancia’’ surgiu em portugués co-
mo traduc¢do do inglés ‘‘expectation’’. Porém, a palavra usada em espa-
nhol é ‘‘esperanza’’ e em francés é ‘‘espérance’’, esta ultima sendo usada
desde, pelo menos, o século 18. Portanto, optei por ‘‘esperanga’’.

(2) Resolvi usar o adjetivo ‘‘condicional’’, em varios lugares em que
também se wusa ‘‘condicionada’’, a saber, em ‘‘probabilidade
condicional’’, ‘‘distribuicdo condicional’’ e ‘‘esperan¢a condicional’’.



Escolhi assim porque quando ocorre um evento, sdo ocorréncias de outros
eventos e valores de variaveis aleatérias que estdo sendo diretamente
afetados (i.e., condicionados), decorrendo dai as modificagdes nas
probabilidades, distribuicdes e esperancas através das respectivas
defini¢des. Portanto, prefiro ‘‘condicional’’, mas talvez seja mais uma
questdo de gosto.

(3) Primeiro, consideremos um exemplo do problema: na expressdo
“‘leite de vaca puro’’, é Obvio, pela concordancia, que ndo estamos opi-
nando sobre a vaca. Mas em espanhol, onde ‘‘leche’’ é feminina, a ex-
pressdo seria altamente ambigua. Temos o mesmo problema em portugués
com a expressiao ‘‘Teorema do Limite Central’’, atualmente muito usado
no Brasil. Assim como esta, esta frase d4 a nitida impressdo de que € o li-
mite que seja central, o que na realidade ndo faz sentido. Por isso, optei
pelo uso de ‘“Teorema Central do Limite’’, para afastar qualquer davida
sobre o0 que seja central.

E interessante que a frase em inglés, ‘‘Central Limit Theorem”’, é
também altamente ambigua, e acho que isto explica a traduc¢do de uso cor-
rente no Brasil. Ocorre que a origem da expressdo foi, aparentemente, 0
alemio e ndo o inglés. De fato, a expressdo é frequentemente atribuida a
Polya, que usou a frase ‘‘der zentrale Grenzwertsatz’’, i.e., o “‘central’
refere-se ao ‘‘teorema do limite”’.
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