fungdo log,: R* — R costuma ser definida como a inversa da funcio exponencial
y — a¥. Isto requer o trabalho preliminar de estabelecer o significado e as
propriedades das poténcias a¥, onde y é um niimero real qualquer, o que é
possivel fazer rigorosamente. Mas achamos mais simples definir primeiro o
logaritmo e, a partir deste, a exponencial, como faremos agora.

Definiremos a fungdo log: R* — R pondo, para cada z > 0,

. | Tdt

O mimero log z é chamado o logaritmo de z. Lembrando que | : flx)dr =

— fba f(z)dz, vemos que logz < 0se 0 < z < 1,logl =0 e log z > 0 quando
r>1.

A fungdo log é monétona crescente, derivdvel, com (log)(z) = 1/,
(log)”(z) = —1/22, etc. Segue-se que log & infinitamente derivével, isto g
log € C"*°. Vé-se também que log é uma fun¢do céncava.

Teorema 8. Para quaisquer z,y € Rt tem-se log(zy) = log x + log y.

Demonstraciio: log(zy) = fla:y dt/t = flm dt/t + ffy dt/t =logz + f;y dt/t.

Quando s varia de 1 a y, o produto zs varia de z a xy. Logo
a mudanga de varidvel ¢ = zs nos dd dt = zds e [} dt/t = [Y xds/zs =
fly ds/s =logy, o que prova o teorema. g

Corolario 1. Para todo nimero racional r, tem-se log(z") =r.logx.

Comefeito, segue-se do Teorema 8 que log(z™) = n. log z quandon € N. De
z".z7" = lresulta 0 = log(z™.2~") = log(z™)+log(2~™) = n.log z+log(z~"),
donde log(z~™) = —nlogz. Isto prova o coroldrio para r € Z. No caso geral,
r = p/q onde p,q € Z. Por defini¢io, (zP/ 7)9 = xP. Dai, pelo que ja provamos,
q.log(zP/9) = p.log z, donde log(zP/9) = (p/q)log z. O

Corolirio 2. log: Rt — R € sobrejetiva.

Como log € continua, sua imagem é um intervalo, portanto basta mostrar que
log € ilimitada superior e inferiormente, o que decorre das igualdades log(2") =
nlog2elog(2™") = —n.log 2. O

Sendo uma fungio crescente, log € uma bijeciio de R+ sobre R. Sua inversa,
exp:R — R* € chamada a fungdo exponencial . Por defini¢do, exp(z) = y <
log y = x, ou seja, log(exp(z)) = = e exp(logy) = .

Existe um tGnico nimero real cujo logaritmo € igual a 1. Ele € indicado pelo
sfmbolo e. Mostraremos logo mais que e coincide com o nimero introduzido
nos Exemplos 12 ¢ 13 do Capitulo 3. Por enquanto, sua defini¢do € e = exp(1).

A funcdo exponencial exp:R — RT é uma bijecao cres-
cente, de classe C™, com (exp) (z) = exp(z) e exp(z+y) =
exp(z). exp(y) para z,y € R quaisquer. Além disso, para todor € Q tem-se

Teorema 9.

exp(r) =e€’.

Demonstracio: Pela regra de derivacdo da fungdo inversa, para cada z € R,

com exp(z) = ¥y, tem-se (exp)’(z) = 1/(log)’(y) = y = exp(z).
Assim exp’ = exp, donde exp € C*°. Dados z,y € R, sejam z’ = exp(olc) e
9y = exp(y), logoz = log ¥’ ey = logy’. Entdo exp(z-+y) =/e>'<p(log x'+logy’) =
expllog(z'y’)] = exp(z).exp(y). Se r € racional, o Corolério 1 do Teoiema 8
nos da log(exp(r)) = 7 = r.1 = r.loge = log(e"), donde exp(r) = €', pelél

~

injetividade de log.

A igualdade exp(r) = €” parar € Q, juntamente com a relagﬁerxl?(x +y) =
exp(z). exp(y) nos indicam que exp(x) se comporta como uma poténcia de base
e e expoente . Poremos entdo, por defini¢do, e? = exp(z), para todo x € R.
Com isto, passa a ter significado a poténcia e” para x real qualquer.

Com esta notacgao, temos

etV =eTe¥ =1, e*=1/e",

r<ysoet<ey,

log(e?) = x, €°8Y =y, paraquaisquer x € R,y >0
Temos ainda lim €% = +ocoe lim €% =0, como se vé facilmente.

T—r+00 T——00

, Pelo Teorema do Valor Médio, para todo z > lexiste ctalque 1 <c < x
elogz = logz —log1 = (log)'(c)(x — 1) = (x — 1)/c. Segue-se que logz <
| para todo z > 1. Como logz = 2log+/z, temos 0 < logz < 2y/z, donde

. 0 < logz/x < 2/y/Z paratodo > 1. Como limg_,1(2/vZ) =0, seglie-se
que limg_ 4o logz/z = 0, fato que tinha sido provado no final do Capitulo 3

~ supondo z =n € N.

inAMmi $ T
‘ Por outro lado, dado qualquer polindmio p(z), tem-se ’lc1mx_++oo plx)/e* =
(. Para provar isto, basta considerar o caso em que p(z) = . Entao escrevemos
- et/k = y, donde z = k.logy. Evidentemente, x — -+oco se, € somente se,



Yy — +oo. Portanto

i e logy,
e dai

. wk . T k
Iim — = lim —_— = 0.
T—+oo €F  r—too \ oz/k

Se c e k sdo constantes reais, a fungdo f(z) = c.ek* tem derivada fl(z) =
k.ceft = k. f (). Esta propriedade de possuir derivada proporcional a si mesma
¢ responsdvel por grande parte das aplicagdes da funcdo exponencial. Mostra-
remos que essa propriedade € exclusiva das fungdes desse tipo.

Teorema 10. Seja [:I — R derivdvel no intervalo I, com f'(z) = k.f ().
Se, para um certo xo € I, tem-se f(xg) = c entdo f (&) =
c.ek(@=20) para todo x € I.

Demonstragdo: Seja p:I — R definida por p(z) = f(z).e~5*—%0) Entio
¢'(x) = f'(z)ek@=20) _ kf(z).e~k@-20) = 0. Logo © é

constante. Como ¢(zo) = ¢, tem-se ¢(z) = ¢ para todo = € I, ou seja, f (x) =
c.ek@—zo), O

Como a derivada da fungdo f(z) = ¢ é ainda f'(z) = e*, temos f(0)=1.
Segue-se da defini¢do de derivada que limg_.o(e® — 1) /a6 = 1.
Dados a > 0 e z € R, definiremos a poténcia a® de modo que seja valida a

formulalog(a®) = z.log a. Para isto, tomaremos esta igualdade como defini¢ao,
ou seja, diremos que a” € o (tinico) nimero real cujo logaritmo é igual a z.log a.

Noutras palavras, a* = e%loga,
A fungéo f:R — R, definida por f(x) = a®, tem as propriedades esperadas.

A primeira € que, para £ = p/q € Q (onde ¢ > 0), f(z) = ¥aP. Com
efeito, f(x) = exp((p/q) loga) = exp(log ¥aP) = VaP.

Tem-se a®™¥ = a”.a¥%,a° = 1,a7% = 1/a® e (a®)Y = a®Y.

A fungdo f(z) = a® tem derivada f(z) = a®.loga, portanto é de classe
C®. A derivada f’ é positiva se a > 1 e negativa se 0 < a < 1. Logo f ¢
crescente no primeiro caso e decrescente no segundo. Quando a > 1, tem-se
limg_, 00 6% = 400 € limy_,_ o, a% = 0. Se 0 < a < 1, os valores destes limites
sdo trocados. Se 0 < a # 1, f(x) = a® é uma bije¢do de R sobre R+, cujainversa

. vem

indica-se com log,: R — R. Para cada « > 0, log,  chama-se o logaritmo de
& na base a .

Assim y = log, z < a¥ = x. Voltamos a defini¢do cldssica. Quando a = e,
vale log, x = logz. O logaritmo que definimos no comego desta secdo tem,
portanto, base e. E o chamado logaritmo natural . Para todo = > 0, temos

elog.’l) == alogax =t eloga :E.loga’

portanto log x = log, . log a, ouseja, log, = = log x/ log a. Desta dltima férmula
resultam provriedades de log,, = andlogas as de log x, como log, (zy) = log, « +

108,y ou (log,)'(#) = 5=

Para finalizar esta se¢@o, mostraremos que e coincide com o numero definido
nos Exemplos 12 e 13 do Capitulo 3.

A derivada da fungdo log z € igual a 1/z. No ponto = = 1 esta derivada vale
1. Isto significa que
lim 080+ D) _
50 T
ou seja,
Jim Tog[(1 + )Y/%) = 1.

. Como

(1+2)"/7 = exp{log[(1 + z)'/7]},
Jim (1+ 7)Y® = exp(1) = e.

Pondo y = 1/z, concluimos que ylim 1+1/y)Y=e.

1 s n _
Em particular, }32111\](1 +1/n)" =e.

4. Integrais improprias

Sdo de dois tipos: integrais de funcdes ilimitadas (definidas num intervalo
limitado porém ndo fechado) e integrais de fungdes definidas num intervalo
ilimitado.

O teorema seguinte descarta um caso trivial.

Teorema 11.  Seja f:(a,b] — R limitada, tal que a restri¢do f|[c,b] é
integravel para cada c € (a,b]. Entao, seja qual for o valor



que se atribua a f (a), obtém-se uma fungao integravel f:|a, bl - R, com
fa d:c = hmc._,a_!_ f f(.’l;)dl'

Demonstracdo: Seja K talque a < 7 < b = |lf(z)] < K. Dadoe > 0,

tomemos ¢ €-(a,b] com K.(c — a) < ¢/4. Como fllc,b] é
integrdvel, existe uma particio P de [c, 0] tal que S(f;P) — s(f; P) < /2.
Entdo @ = P U {a} é uma partigio de [a, b] tal que

S(f;Q) - s(f;Q) <2K(c—a) + S(f; P) - s(f; P) < &.

Logo f:la,b] — R é integrével. A integral indefinida F': [a,b] — R, F(z) =
f J(t)dt cumpre a condigio de Lipschitz |[E'(y) — F(z)| < K ly — z| logo é
(uniformemente) continua, donde F'(a) = cglél_f_ Fe) = C£131+ f e J(x)dz. O

Resultado andlogo vale para para f:[a, b) — R.

Basta, portanto, considerar f: (a,b] — R ilimitada. Suporemos também f
continua. A integral imprépria | (f f(z)dz é definida como

b b
|, f@do=tim [ sy

Em cada intervalo fechado [a + €,b], f é continua, logo integravel. O
problema € saber se existe ou ndo o limite acima. Se ele existir a integral serd
convergente; se nao existir o limite a integral serd divergente.

Evidentemente, o caso de uma fungao continua ilimitada f [a b) — R se
trata de modo semelhante, pondo-se f Haydds =il o5 f ® f(z)dz. Fi-
nalmente, o caso de f:(a,b) — R continua reduz-se aos anteriores tomando

c € (a,b) e pondo fa f(z)dz = [ f(w)das+fc fla)de. O
Exemplo 1. Seja f:(0,1] — R dada por f(z) = 1/z%. Supondo a # 1,
temos
ldLE ) ld:L' ‘ rl-o 1 . 1—gl-a +oosea>1
s = i — = lim =lim —— = 1
0 ET et Je T o0t l-a), -0+ 1-a 7 sea <1

Quando o = 1, temos

1
dx )
T

Portanto fo da )z d1verge se a > 1 e converge para (1 — a)~! se @ < 1. Em
particular, o = 1/2 dé [ dz/\/Z = 2.

Se existir uma fung@o g: (a,b] — R tal que f g
pf(z) <k g(a:) para todo z € (a, b] entdo fa
L p(e) <k- fa g(x)dx paratodo € € (0,b — a).

' Ento f(z) =
e f_ sdo contlnuas Além disso, temos f+(a:) >0, f (@) 20.Ff=f1r—=]-
e bf| o= f+ + f_, donde f, < |f|le f- < |f|l. Segue-se destas des1gua1dades
que se f f(z)dzx é absolutamente convergente entao ff Fulz)de e f f-(z)dz

1 convergem. Logo fa fl)dy = fa fo(x)dz — fa f—(x)dz é convergente.

. & € [a,b) implica que fa

~ Exemplo 2. Seja f:[0,1) — R, f(z) = 1/+/1 — 22. Entdo

1 1-¢
/ dw/\/l—xzzeli%lJr/ dx/\/1—z?
0 B 0

. 1-€
= 111'(1)1 arcsen I,

E—0+

= lim arcsen(l —¢)
E—0+
s
= arcsen 1l = 9

Quando f:(a,b] — R cumpre f(z) > 0 para todo z € (a, b] entdo a integral

i ' fa x)dx converge se, e somente se, existe £ > 0 tal que fa e f(@)dz < k

?  para todo € € (0,b — a) pois a funcdo ¢(g) = fa e f(x)dz é ndo-crescente.

x)dx seja convergente € 0 <

da: converge pois, neste caso,

» ' Exemplo 3. A integral I = [ dz/+/(1— #?)(1 — k??) converge se k € R

cumpre k2 < 1. Com efeito, como 0 < =z < 1, temos 1 —

' k2 <1— k222 Pondo K = 1//1 — k2 segue-se que 1//(1 — z2)(1 — k?z?) <
K/\/l—:c2 portanto I < fo K/V1—-z2=Knu/2.

Diz-se que a integral imprépria f f(x)dx € absolutamente convergente

quando fa |f(x)|dz converge. Como no caso de séries, a convergéncia de
| e b
f(f | f(z)|dx implica a de [, f(z)dx

Com efeito, dada f: (a, b] — R continua, definamos sua parte positiva € sua

i parte negativa f., f_:(a,b] — R pondo, paraa < z < b:

f+($)=max{f( ),0} e f-(x) = max{—f(z),0}.
[lf(w)l+f($)]ef () = —[If( z)| = f(x)] de modo que f

O critério de comparago assume entdo a seguinte forma: se f, g:[a,b) — R

~ sd0 continuas e |, : g(x)dm converge entdo a condi¢do |f(z)| < k.g(x) para todo

x)dx é (absolutamente) convergente. Por exemplo,
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se f:[a,b) — R € continua, existem constantes k > 0 e o < 1 tais que |f(2)] <

k/(b— x)* para todo = € [a,b) entdo a integral [ f f(z)dx é (absolutamente)
convergente.

Tratemos agora de integrais sobre intervalos ilimitados.

Dada f: [a, +-c0) — R continua, define-se a integral imprépria de f pondo:

+o0 A
flx)dx = Alim flr)de.

a ——+00

Se o limite acima existir, a integral diz-se convergente . Do contrério, ela diz-
Seb divergente . Uma defini¢io andloga é dada quando f: (—o0,b] — R. Entdo
: b ; ’ '
Jooo f(@)dz = limp_,___ [ f(z)dx. Finalmente, para f:(—00,+0) — R,
toma-se um ponto arbitrdrio a € R (geralmente a = 0) e pde-se
+o0

 f@)da - [ LY / T e,

Exemplo 4. Seja f:[1,400) - R, f(z) = 1/x°. Se o # 1 tem-se
A Al
g E® 1o
logo
®dr 1

;. T a-—1

converge se a > 1. Por outro lado, se o < 1, f1+°° dx/x® diverge. Isto contrasta
com a integral da mesma func@o no intervalo (0, 1].

+ .
Exemplo 5.~ [("dz /(1 + 2?) = 7/2. Com efeito, arctg = é uma primitiva
de 1/(1 + z2). Por conseguinte

| Do = 4l (e A - arerg) = 7.

2L . —+oco 2
+OOD12 se que uma integral [ " f(x)dx é absolutamente convergente quando
s (m)ldai_ converge. Como no caso de intervalos limitados, prova-se que
— ]
neste caso, [, f(z)dz converge.

Vale p+ortanto O critério de comparagdo : se f,g:[a,+o0) — R sdo conti-
(e o] " s
nuas, se ["°° g(z)dz converge e se existe k > 0 tal que |f(x)| < k.g(x) para

N YN Y R T o o B T B L A

todo = > a entdo [, ; * f(x)dz converge (absolutamente). Em particular, se
|f(2)| < k/x com o > 1 entdo [F*° f(z)dz é (absolutamente) convergente.

- Exemplo 6. Sejaa > 0. A integral [, ; * dx /x?* converge e, como se vé facil-

mente, seu valor é 1/a. Mesmo se ndo soubéssemos que a deri-

. vada de arctg = € 1/(1 + %), concluirfamos, por comparag@o, que | o dz/(1+
* ?) é convergente pois 1/(1 +2?) < 172,

. Exemplo 7. (A fungdo gama.) Trata-se da fungdo I': (0, +00) — R, definida

para todo ¢ > 0 pela integral I'(t) = f0+°° e Zgt~ldr. Para

. mostrar que a integral acima converge, a decompomos na soma fol + f1+°°. A
. integral [, e=%z!~'dz converge porque e~®z!~! < 1/x'~". A segunda parcela,

% e=Zgt=1dz converge porque e~® zi=1 < 1/2? para todo  suficientemente
grande. Com efeito, esta desigualdade equivale a zitl/e® < 1. Ora, como

~ sabemos, limg_, 400 2+ /€% =0, logo existe a > 0 tal que z > a = z'! /e® <

1. A funcdio gama estende a no¢do de fatorial pois I'(n) = (n — 1)! para todo
n € N, como se vé integrando por partes.

Exemplo 8. A integral de Dirichlet | = f0+°°(sen x/z)dz converge, mas
nio absolutamente. Com efeito, para todo n € N seja ap =
ﬁﬂ)w |senz/z|dz. Entdo I = ap — a1 +as —az + - E claro que ao > a; >
as > --- equelimay, = 0. Logo, pelo Teorema de Leibniz, a série Yoo (=1)"an
(e conseqiientemente a integral) converge. Por outro lado, f0+°° |senx|/xdx é
a soma da série Y o, Gn, CUjO termo an, € a drea de uma regido que contém
um tridngulo de base /2 e altura 2/(2n + 1)m. A érea desse tridngulo € igual
a1/2(2n +1). Como a série harmonica diverge, segue-se que ) an = +oo.
(Prova-se que [, *°(senz/z)dz = 7/2.)

Uma aplicacio bastante conhecida das integrais imprdprias € o critério de
convergéncia de séries numéricas contido no seguinte teorema, cuja demonstra-
¢do pode ser encontrada em qualquer livro de Célculo.

Teorema 12.  Seja f:[a,+co0) — R continua, mondtona, nao-decrescente.
Para todo niimero natural n > a, seja an = f(n). A série
Y ap, converge se, e somente se, a integral |, ; * f(x)dx converge.



5.

Exercicios

Secé@o 1: Os teoremas classicos do Calculo Integral

1.

Seja f:[a, b] — R integravel, continua a direita no ponto z; € [a,b). Prove
que F': [a,b] — R, dada por F'(x) = f o J(t)dt, € derivavel a direita no ponto
Zo, com F' (zg) = f(x0). Enuncie fato analogo com “esquerda” em lugar
de “direita”. D€ exemplos com f integrdvel, descontinua no ponto xg, nos
quais:

(a) Existe F'(xo);

(b) Nao existe F’(xo).

Seja f:[a,b] — R derivavel, com f’ integravel. Prove que, para quaisquer
z,c € [a,b], tem-se f(z) = f(c) + f f'(t)dt. Conclua que o Teorema 5
vale com “integravel” em vez de “continua”.

. Seja f:[a,b] — R derivéavel, com f'(x) > 0 para todo z € [a,b]. Se {z €

la, b]; f'(z) = 0} tem contetido nulo, prove que f é crescente.

. Dada f:[a, b] — R com derivada continua, prove o Teorema do Valor Médio

(Teorema 7 do Capitulo 8) como conseqiiéncia da férmula de mesmo nome
para integrais (Corolério de Teorema 4, deste capitulo).

Sejam f:[a,b] — R continua e «, 5: I — [a, b] derivaveis. Defina p: I — R

pondo ¢(z) = |, 5 (@) f(t)dt, para todo x € I. Prove que ¢ é derivavel e
¢'(z) = f(B(x)). ﬂ’(fc) fla(z)).of ().

. Sejam f: [0, 1] — R a fun¢io do Exercicio 2.3 do Capitulo 10 e g:[0,1] — R

definida por g(0) = 0 e g(x) = 1 se x > 0. Mostre que f e g sdo integrdveis
porém g o f:[0,1] — R ndo ¢ integravel. :

. Dada f:[a,b] — R com derivada integravel, seja m = (a + b) /2. Prove que

fla)+ f(B) = 2/(b—a)] [,1f (@) + (z — m) f'())da.

Sejam f, p: [a,b] — R tais que f € continua, p é integravel e p(z) > 0 para
todo x € [a, b]. Prove que se

b b
/a F@)p(x)dz = f(a) / p(z)da

entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(a) = f(c). Vale um resultado andlogo
com f(b) em lugar de f(a). Conclua que no Teorema 4 pode-se tomar

. Se By é a soma superior da fun¢do logx relativamente a

¢ € (a,b) e que no Corolario do Teorema 5 pode-se exigir que 0 € (0, 1).
[Veja Exercicio 9, Se¢do 4, Capitulo 10.]

. O exercicio 3, se¢io 4 do Capitulo 3 deixa em aberto o calculo de

nle™

lim
n—a n"

Na realidade, a férmula de Stirling diz que, pondo z,, = nle™/n" e wy =
V27n, tem-se lim &y, /wy, = 1, portanto lim z,, = +oco. Uma demonstragio
mais simples de que lim x;, = +oo pode ser feita segundo as etapas abaixo
indicadas:

. Integrando por partes, mostre que

n
/ log zdxz = nlogn — n+ 1= Ay, (digamos).
1

N

particdo
{1,2,...,n} dointervalo [1, ], mostre que

n
k=1

. Uma melhor aproximagao superior para a drea A, pode ser dada consideran-

do-se, paracada k = 2,... ,n a tangente ao gréfico de y = log = pelo ponto
x = k—1/2. O trapézio com base no intervalo [k — 1, k] do eixo x, com dois
lados verticais e lado inclinado-igual a essa tangente tem 4rea log(k — 1/2).
Seja Cp, = S, log(k — 1/2) a soma das 4reas desses trapézios. Mostre
que An, < Cp, < By, paratodo n € N.

. Mostre que se tem

n n

Bpn—Cn= [logk—log(k—1/2)] = > 1/20y,
k=2 k=2
onde k —1/2 <0 <k.
. Conclua que
o 1
l1m( — Ap) > lim(Bp, — Cp) = 2 o, = 400
k=2

. Observe que

— Ap =logn! —nlogn+n — 1 =log(nle"'n~"™),
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portanto lim z,, = +oc.

Secédo 2: A integral como limite de somas de Riemann

1. Com auxilio de somas de Riemann prove a validez dos seguintes limites:

1 n
. e 'p -
(a) nhm ™) E W = Py

(b) hm — Zsen(

2. Dada f:]a, b] — R, limitada ou ndo, faz sentido considerar a soma de Rie-
I‘nann >_(f; P*), para toda particdo pontilhada P*. Prove que, se existe
hm| P|=0 >_(f; P*), entdo f é uma fungio limitada.

3. Prove a reciproca do Teorema 7: se existir liml Pl—o > (f; P*) = Lentio a
fungdo limitada f: [a,b] — R é integrével e |, Cl; filz)de =L

4. Sejam ]“,g: [a,b] — R integraveis. Para toda parti¢do P = {t,, ... ,tn} de
[a, ] sejam P* = (P,¢) e P# = (P,n) pontilhamentos de P. Prove que

b
im 37 F €9t ~ti0) = [ f@)g(o)da.

|P|—c

5. Dadas f, g:a,b] — R, para cada parti¢io pontilhada P* de [a, b] define-se
a soma de Riemann-Stieltjes

Y(F eGP =" F&)let:) — gtti_y)].

Prove: se f € integrdvel e g possui derivada integrével entdo

lim S7(f,g; P /f(fv)g (z)d

|Pl-—>0

6. Dada f:a,b] — R, seja, para cada n € N,

M(fim)= 23" fla+in), h=""9)
i=1

a média aritmética dos valores f(a + h), f(a +2h),... , f(a+nh) = f(b).
Prove que se a fun¢do f € integravel ento

Jim M(f;m) = / f(z)dz.

Secéo 5 Exerciolos

Por este motivo, o segundo membro desta igualdade se chama o valor médio
da fungéo f mo intervalo [a, b].

7. Se f:[a,b] — R é convexa, prove que f(——) L / f(z)dz

Secdo 3: Logaritmos e exponenciais

1. Sejam f:R — Re g:Rt — R funges continuas, ndo identicamente nulas,
tais que f(z+y) = f(z)-f(y) e g(wv) = g(u)+g(v) paraquaisquer z,y € R
e u,v € RT. Prove que existem a € R e b € R tais que f(z) = e%* para
todo z € Re g(x) = b.logz para todo z € R*.

2. Prove que a seqiiéncia cujo n-ésimo termo é z, = 1+1/2+---+1/n—logn
é decrescente e limitada, logo converge. (Seu limite é conhecido como a
constante ~y de Euler-Mascheroni , cujo valor aproximado € 0, 5772.)

3. Prove que limy_,o z.logz = 0.
T
4. Prove que, para todo z € R, tem-se lim (1+ ﬁ)” =g".
—00
Secdo 4: Integrais improprias

1. Verifique a convergéncia ou divergéncia das integrais

/0 l—cosa; /3:102’ \/_.

2. Verifique a convergéncia ou divergéncia das integrais

/+oo /+°° dx /+OO zdx
0 (1+m)\/— 1+2% Jy 1P

3. Mostre que f0+°° sen(z2)dx converge mas ndo absolutamente.

4. Mostre que fo+°° z.sen(z*)dx converge, embora a funcio x.sen(z?) seja
ilimitada.

5. Seja f:[a,+0c0) — R continua, positiva, monétona ndo-crescente. Prove
que se f; * f(z)dz converge entdo limy_, o0 . f(z) = 0.

6. Seja f:[a, +o0) — R integrdvel em cada intervalo limitado [a, z|. Prove que

a integral imprépria
400
/ f(z)dz = _lim / f(t)dt
a



existe se, e somente se, paratodoe > 0dado, existe A > Otalque A < z < y
implica { e (t)dt‘ < €. (“Critério de Cauchy”.)
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7. Prove o Teorema 12.

Seqliéncias
e Séries de Funcgoes

Em varios problemas da Matemadtica e das suas aplica¢des busca-se uma fungao
que cumpra certas condicoes dadas. E freqiiente, nesses casos, obter-se uma
seqiiéncia de funcgdes fi, f2,..., fn,--., cada uma das quais cumpre as con-
dicdes exigidas apenas aproximadamente, porém com aproximacdes cada vez
melhores. Entdo a fun¢@o-limite dessa seqiiéncia devera cumprir as tais condi-
. cdes, caso aconteca o melhor. Isto leva ao estudo de limites de seqiiéncias de
funcdes. Muitas vezes cada fun¢ao da seqiiéncia obtém-se da anterior somando-
se uma funcdo g,. Neste caso, tem-se uma série de funcdes ) gn. Seqliéncias
e séries de fungdes serdo estudadas neste capitulo.

Para seqii€ncias e séries de nimeros h4 apenas uma nog¢fo de limite. Mas
para fungdes ha varias. Aqui examinaremos as duas nogdes mais comuns de
convergencia, que definiremos a seguir.

1. Convergéncia simples e convergéncia uniforme

Diz-se que uma seqiiéncia de func¢des fr,: X — R (n = 1,2,...) converge
simplesmente para a funcdo f: X — R quando, para todo x € X, a seqiiéncia
de nimeros fi(z),..., fn(x),... converge para f(x).

Assim, fp, — f simplesmente em X quando, dadose > 0e z € X, existe
ng € N (dependendo de € e de z) tal que n > ny = | fn(z) — f(2)| < €.

Graficamente, em cada reta vertical que passa por um ponto @ ¢ X fica
determinada uma seqii€ncia de pontos (z, f1(x)), ... , (z, fn(z)), ... intersegdes
dessa reta com os gréficos de fi,..., fn,.... Estes pontos convergem para
(z, f(x)), intersegdo da reta vertical com o grafico de f.




Exemplo 1. A seqiiéncia de fungdes fr:R — R, onde f(z) = /n, con-

verge simplesmente para a fun¢do f:R — R que é identica-
mente nula. Com efeito, para todo z € R fixado, tem-se lim (z/n)=0.
NnN—+oo

Um tipo de convergéncia de fungdes mais restrito do que a convergéncia
simples, € a convergéncia uniforme, que definiremos agora
»q gora.

Uma seqiiéncia de fungdes f: X — R converge uniformemente para a
fungdo f: X — R quando, para todo € > 0 dado, existe no € N (dependendo
apenas de ¢) tal que n > 19 = | fn(z) — f(z)| < € seja qual for z € X.

No plano R?, dado € > 0, a faixa de raio & em torno do grificode f éo
conjunto

F(fie)={(,y) eR}z € X, f(z) e <y < f(z) +¢}.

Dizer que fn, — f uniformemente em X significa que, para todo £ > 0, existe

no € N tal que o gréfico de fj,, para todo n > ny, est4 contido na faixa de raio &
em torno do gréfico de f.

————

X

Fig. 10 - O gréfico de fy, est4 contido na faixa F( f;e).

Exemplo 2. Nenhuma faixa de raio & em torno do eixo das abcissas (grafico

da fungdo identicamente nula) pode conter o grafico de uma
fun¢do fp:R — R, fu(z) = z/n. Logo a seqiiéncia (fn) do Exemplo 1 ndo
converge uniformemente para zeroem R. Poroutrolado, se X ¢ Réum conjunto
limitado, digamos com |z| < ¢ para todo z € X, entdo fn — 0 uniformemente
em X. Com efeito, dado € > 0, basta tomar ng > c/e. Entdo n > ng =
|fn(@)] = |z|/n < ¢/np < &.

. Exemplo 3.

A seqiiéncia de fungdes continuas fn:[0,1] — R, fp(z) = a’,
converge simplesmente para a fun¢@o descontinua f:[0,1] —

R, f(x) =0se 0 < x < 1,f(1) = 1. A convergéncia € uniforme em todo
intervalo da forma [0,1 — §],0 < § < 1 mas ndo é uniforme em [0, 1]. Estas duas
~ afirmagdes decorrem de fatos gerais ( a saber, os Teoremas 1 e 2 abaixo) mas
~ podem ser facilmente provadas a partir da defini¢do. Com efeito, escrevendo
} a=1-46,temos 0 < a < 110go limy,— 4o a"™ = 0. Dado e > 0, sejany € N
. tal que n > ng = a™ < e. Entdo n > ng = 0 < fp(x) < a™ < € para todo

€ [0,a]. Portanto fp, — 0 uniformemente no intervalo [0,1 — §]. Por outro

.' lado, tomando ¢ = 1/2, afirmamos que, seja qual for ng € N, existem pontos
.z € [0,1) tais que | fn,(z) — f(z)| > 1/2, ou seja, ™ > 1/2. Basta observar
. quelimg_,_z™ =1. Logoexiste § >0talque1 -6 <z <1=2z™ >1/2.

1

Isto mostra que f;, ndo converge uniformemente para f no intervalo [0, 1].

n

Fig. 11— As fungdes fn(z) = =™ convergem simplesmente no intervalo [0, 1] para

uma fungio descontinua.

Exemplo 4. A seqiiéncia de fungdes continuas f:[0,1] — R, fp(x) =

z"(1—z™) converge simplesmente para a funcao identicamente
nula. Esta convergéncia ndo é uniforme. Com efeito, para todo n € N temos
fn(%/1/2) = 1/4. Logo, para ¢ < 1/4, nenhuma fungéo fn tem seu grifico
contido na faixa de raio € em torno da funggo 0. Por outro lado, se 0 < 6 < 1,
temos f, — 0 uniformemente no intervalo [0, 1 — 6] pois " — 0 uniformemente
nesse intervalo e 0 < (1 — 2™) < z™.

Secao 1 Convergencia simpies e convergoncia uniiorime

19
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Fig. 12

As consideracdes feitas nesta se¢fio incluem a soma f =3 fn de uma série
de funcgdes fr,: X — R. Neste importante caso particular, tem-se f = limsp
onde sp(z) = f1(x)+ -+ fn(z) paratodon € Netodoz € X, Dizerque a série:
> : Jfn converge uniformemente significa, portanto, que a seqiiéncia (sn) converge
uniformemente e equivale a afirmar que a seqiiéncia de fungdes r,: X — R
(“restos” da série) , definidas por () = fr1(2) + froa(z) +---, converge

uniformemente para zero. Com efeito, basta observar quern =f—sp
2. Propriedades da convergéncia uniforme
Teorema 1. Se uma seqiiéncia de fungées fn: X — R converge unifor-

i memente para f: X — R e cada f, é continua no ponto
a € X entdo f é continua no ponto a.

Demonstracio: Dado ¢ > 0, existe ny € N tal quen >ng = |fn(z) — f(2)] <

€/3 para todo z € X. Fixemos um ndmero natural n > n,.
Como fy, € continua no ponto a, existe § > 0 tal quez € X, |z—a| < 6=
|fn(x) — fn(a)| < £/3, donde

f (@)= £(0)] < |fn(@) = @)+ fn(@)~ fa(@)| +|fnla) - fla)| < E+E4 & —¢.
[sto prova o teorema. i o O

Exemplo 5. A seqiiéncia de fungdes continuas Jn(z) = 2™ ndo pode conver-
gir uniformemente em [0, 1] pois converge simplesmente para

Secao 2 Propriedades da convergencia uniforme

a fungdo descontinua f:[0,1] — R, f(z) = 0se0 <z < 1,f(1) = 1. Jda
seqiiéncia de fungdes continuas fy(z) = 2™(1 — 2™) converge simplesmente no
intervalo [0, 1] para a fungdo 0, que é continua mas nem por isso a convergéncia
¢ uniforme. Mesma observagio pode ser feita sobre a seqiiéncia de fungdes
continuas fnp:R — R, fr(z) = xz/n. A esse respeito, vale o teorema abaixo.
Antes de demonstra-lo, daremos uma defini¢ao.

Diz-se que uma seqiiéncia de fung¢des fr,: X — R converge monotonica-

. ~ mente paraafungio f: X — Rquando, paracadaz € X, aseqiiéncia ( frn(@))nen

é monGtona e converge para f(x). Assim, por exemplo, as seqiiéncias dos Exem-
plos 1 e 3 convergem monotonicamente.

E claro que se f;, — f monotonicamente em X entdo |fn1(x) — f(z)|
< |fn(z) — f(z)| paratodo z € X etodon € N.

Teorema 2. (Dini.) Se a seqiiéncia de fungdes continuas fp: X — R
converge monotonicamente para a fung¢do continua f: X —
R no conjunto compacto X entao a convergéncia é uniforme.

Demonstracio: Dado & > 0, ponhamos X, = {z € X;|fn(z) — f(z)| > €}

para cadan € N. Como f, e f sdo continuas, cada Xy, €
compacto. A monotonicidade da convergéncia, por sua vez, implica X; D X, D
X35 D ---. Finalmente, como limg, .o, fn(z) = f(z) paratodo z € X, vemos que
Ni_, Xn = . Segue-se do Teorema 9, Capitulo 5, que algum Xy, (e portanto
todo X, com n > ng) € vazio. Isto significa que n > ng = |fn(z) — f(z)| <€
seja qual for z € X. O

Exemplo 6. A seqiiéncia de fungGes continuas fp:[0,1] — R, fa(z) = 2",

converge monotonicamente para a func¢@o (continua) identica-
mente nula no conjunto ndo-compacto [0, 1) mas a convergéncia ndo € uniforme.
Com efeito, dado 0 < € < 1, para todo nn € N existem pontos = € [0, 1) tais que
z™ > g, pois ml_ig‘- =1 >g.

Teorema 3. (Passagem ao limite sob o sinal de integral.) Se a seqiiéncia de
funcoes integrdveis fn:[a,b] — R converge uniformemente

para f:[a,b] — R cntdo f € integrdvel e

/ab fwjds = A /ab fn(x)dzx.
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Noutras palavras: [, limy, fr, = limy, [ o Jn se a convergéncia é uniforme.

Demonstragdo: Dado & > 0, existe ng € Ntal que n > ng = |f(z) — fo(z)| <
g/4(b — a) para todo = € [a,b]. Fixemos m > mo. Como
Jm € integrével, existe uma particdo P de [a,b] tal que, indicando com wj €
w; re,:spectlvamente as oscilagdes de f e fi, no intervalo [t;_,,t;] de P, tem-se
dwi(t; —t;_1) <&/2. Mas, para z,,y € [t;_,,t;] quaisquer, vale:
IF () = F@] < 1f@) = @) + | fm () = frm(@)] + | fm (@) — f ()]
< W I
o i 2(b—a)
Portanto w; < w; +¢/2(b— a). Segue-se que
Y owilti —ti_1) < wilt; — ti_y) +[£/2(b - a)] D ot —tiy)
E €
< 5 -t 5 =E.

Isto mostra que f € integravel. Além disso,

/abf(x)da:—/ab Falwldet

b
/a [F(2) - fn(@)lda

b
< / F(@) — fn(@)ldz

(b—a)e
<
T AB—a)
se n > ny. Conseqlientemente, lim,_, o, f: fo(z)dz = f: f(x)dzx. O
Observacio. Se cada fj, é continua, a demonstracio se simplifica conside-

ravelmente pois f entdo € continua, donde integravel.

Exemplo 7. Se uma seqﬁéncia de fungdes integraveis fy:[a,b] — R con-
verge simplesmente para f: [a,b] — R, pode ocorrer que f nio
seja integrdvel. Por exemplo, se {ry,72,... 7y, ... } for uma enumeracao dos
niimeros racionais de [a, b] e definirmos f,, como a fungio que assume o valor 1
n.os pontos 7y, ...,y e € zero nos demais pontos de [a, ] entdo (f,) converge
simplesmente para uma fungéo f:[a,b] — Rtal que f(z) =1se 2z € QN |a, bl e
f(x) = 0 se « é irracional. Evidentemente, cada f;, é integrdvel mas f ndo é.

Exemplo 8. Mesmo quando a seqiiéncia de fungdes integraveis fp:[a, b] —
R converge simplesmente para a fungéo integrével f: [a, b] — R,

Secio 2 Propriedades da convergéencia uniforme

. pode ocorrer que limp_.co fclz fn(x)dz # f(f f(z)dx. Por exemplo, para cada
. n €N, seja fp:[0,1] — R definida por fn(z) = rz™(1 — ™). Entdo fp(1) =0
Pe0 < fo(z) <nr"se0 <z <1 Ora limp_,onz" =0se0 <z <1 (Pelo
. Exemplo 8, Capitulo 3, pois limy, o0 (7 4 1)2™! /na™ = z < 1.) Portanto (fr)
converge simplesmente em [0, 1] para a funcdo identicamente nula. Entretanto
fol fn(z)dx = n?/(n+1)(2n+1), portanto limgy o fol frn(x)dz = 1/2, enquanto

s'fol (Jim fn) =o0.

n—oo

Para que se tenha a derivada do limite igual ao limite das derivadas, em

. vez de supor que fn, — f uniformemente, deve-se postular que a seqiiéncia das
. derivadas convirja uniformemente.

- Teorema 4. (Derivaciio termo a termo.) Seja (fp) uma seqiiéncia de

funcées de classe C* no intervalo [a,b]. Se, para um certo

. c € [a,b], a seqiiéncia numérica (fn(c)) converge e se as derivadas fp con-
. vergem uniformemente em [a,b] para uma fungao g entdo ( fn) converge
. em [a,b] uniformemente para uma funcéo f, de classe C*, tal que f' = g.
Em resumo: (lim f,) = lim f;, desde que as derivadas fy, convirjam uni-
. formemente.

- Demonstracio: Pelo Teorema Fundamental do Calculo, para cada n € N e

todo z € [a,b] temos fr(z) = fn(c) + ff fr(t)dt. Fazendo
n — oo vemos, pelo Teorema 3, que existe f(z) = limy—, fn(x) € vale f(x) =
fle)+ | C”“ g(t)dt. Além disso, pelo Teorema 1, g € continua logo (novamente
em virtude do Teorema Fundamental do Calculo) f € derivavel e f'(x) = g(x)
para todo z € [a,b]. Em particular, f é continua, isto ¢, f é de classe ("'. Resta
apenas provar que a convergéncia f, — f € uniforme. Ora,

| fn(@) = f(@)| < | fn(c) — Flo)l +/c 1fn(t) = g(®)ldt.

Como f!, — g uniformemente, resulta dai que f, — f uniformemente. O

Exemplo 9. A seqiiéncia de fungdes fpn(x) = sen(nx)/n converge unifor-

memente para zero em toda a reta. Mas a seqiiéncia de suas
derivadas f,(x) = cos(nz) ndo converge, sequer simplesmente, em intervalo
algum. (Todo intervalo contém um ndmero da forma z = mm/p, com m,p
inteiros. Entdo cos(nz) assume infinitas vezes os valores 1 e —1.)

Os teoremas acima, no caso de uma série Y fp, assumem as seguintes
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formas:

1. Se 3" fn converge uniformemente para f e cada f,, é continua no ponto a
entdo f € continua no ponto a.

2. Secada termo fr: X — R € uma fung@o continua, com fp, () > 0 para todo

xz € X e asérie ) fy converge para uma fungdo continua f: X — R no
compacto X entdo a convergéncia € uniforme.

3. Se cada fp:[a,b] — R ¢é integravel e 3 f;, converge uniformemente para
f:la,b] — Rentdo f & integravele [V S fo(z)dz = [ fo(z)dz.

4. ‘Se cada fpn:[a,b] — R é de classe C, se 3 f/, converge uniformemente
em [a,b] e se, para algum c € [a, b], a série 3" fn(c) converge entio 3" f,,
converge uniformemente para uma fungio de classe C e (3 fn) = 3 f).

Exemplo 10.  Asérie > 7"  22?/(1+22)", cujos termos sdo funcdes continuas,
definidas em toda a reta, converge para a soma 1+ 2, para todo
x # 0. No ponto z = 0, todos os termos da série se anulam, logo sua soma é
zero. Segue-se que a série dada converge simplesmente em toda a reta mas a
convergéncia ndo € uniforme, pois a soma € uma fungio descontinua. -

O teorema bésico sobre convergéncia uniforme de séries de funcdes, de-
monstrado a seguir, ndo tem anélogo para seqiiéncias.

Teorema 5. (Teste de Weierstrass.) Dada a seqiiéncia de fungées fpn: X —

R, seja ) an uma série convergente de niimeros reais a,, >
0 tais que |fn(x)| < an para todon € N e todo x € X. Nestas condigdes,
as séries 3| fn| e Y fn sdo uniformemente convergentes.

Demonstracdo: Pelo critério de comparagdo, para todo z € X a série 3 | fn ()|

(e portanto a série ) fp(z)) € convergente. Dado € > 0, existe
no € N tal que zn>n0 an < €. Pondo

Ru(z) =) |fn(@) e (@)=Y falx),

k>n k>n
tem-se imediatamente | (7)| < Rp(z) < Ypspap < € para todo n > n.
Logo " |fn| € fn sdo uniformemente convergentes. O

3. Séries de poténcias

As fungdes mais importantes da Anélise podem ser expressas como somas
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de séries da forma

oo
) = Zan(az—wo)” —ag+a1(x—To) + -+ an(®—zo)" + .
n=0
Estas séries, que constituem uma generalizagéo natural dos polindmios, sao
chamadas de séries de poténcias.

Para simplificar a notag@o, trataremos de preferéncia o caso em que xp = 0,
isto €, as séries de poténcias do tipo

o0
Zana?n=a0+a1$+"'+an$n+'“~

n=0

O caso geral reduz-se a este pela mudanga de varidvel y = © — xo. Os resul-
tados que obtivermos para as séries 3_,;_, anz” podem ser facilmente adaptados
para o caso Y o o an(T — To)".

O primeiro fato a destacar sobre uma série de poténcias » 7" an (@ — To)"
é que o conjunto dos valores de x para os quais ela converge é um intervalo de
centro z,. Esse intervalo pode ser limitado (aberto, fechado ou semi-aberto),
igual a R ou até mesmo reduzir-se a um tGnico ponto. Isto sera demonstrado logo
a seguir. Antes vejamos um exemplo que ilustra todas essas possibilidades.

Exemplo 11.  Pelo teste de d’ Alembert, a série 2™ /n! converge para todo

valor de z. A série Y [(=1)"/(2n + 1)]z*™*! converge se, €
somente se, £ € [—1,1]. A série 3 [(—1)"*!/n]az™ converge se z € (—1,1] e
diverge fora desse intervalo. O conjunto dos pontos z € R para os quais a
série geométrica Y = converge é o intervalo aberto (—1,1). Finalmente, a série
> n™z™ converge apenas no ponto x = 0.

Dada uma série de poténcias Y anz™, a localizagdo dos pontos x para os
quais ela converge se faz por meio do teste de Cauchy (Teorema 6, Capitulo 4),
o qual pde em evidéncia o comportamento da seqii€ncia ( 3/|an|).

Se a seqiiéncia ( /]an|) € ilimitada entdo a série > apz™ converge apenas
quando z = 0. Com efeito, para todo z # 0 a seqiiéncia de nimeros {/[ana"| =
|z| %/]an| é ilimitada e 0 mesmo ocorre com lanz"™|, logo o termo geral da série
Y~ anx™ ndo tende a zero.

Se, entretanto, a seqiiéncia ( ¥/|ay|) é limitada entdo o conjunto

R = {p > 0; ¥|an| < 1/p paratodo n € N suficientemente grande }



€ néo-vazio. Na realidade, ¢ facil ver que se pEReO<z<pentioz € R.
Logo R é um intervalo, do tipo (0,7),(0,7] ou (0,4c0), onde r = supR. O
mimero r é chamado o raio de convergéncia da série Y- anz™. (Convenciona-
Témos escrever r = +oo quando R for ilimitado.)

O raio de convergéncia r da série de poténcias Y anz™ goza das seguintes
propriedades:

1) Paratodoz € (—r,r)a série 3 anx™ converge absolutamente. Com efeito,
tomando p tal que |z| < p < r temos Mian] < 1 /p, € consegiientemente
Vi0anz"| = |z| V]an] < |z|/p < 1, para todo n € N suficientemente
grande. Logo Y~ apz™ converge absolutamente, pelo teste de Cauchy.

2) Se |z| > r entdo a série > ana™ diverge. Com efeito, neste caso |z| ¢ R,
logo ndo se tem ¥/[a,] < 1 /|| para todo n suficientemente grande. Isto
significa que V/Jan| > 1/|z|, e conseqiientemente |a,x™| > 1, para uma
infinidade de valores de 7. Logo o termo geral da série > anx™ ndo tende
a zero, e ela diverge.

3) Se x = +r, nada se pode dizer em geral: a série ) anx™ pode convergir ou'
divergir, conforme o caso.

4) Se existir L = limy,_, ., V]an| entdor = 1 /L. (Entendendo-se que r = +o0
se L = 0.) Com efeito, para todo p € Rexiste ng € Ntal que n > ny =
Vlan[ < 1/p. Fazendo n — o obtemos L < 1 /p, donde p < 1/L. Segue-
$¢ que r = sup R < 1/L. Supondo, por absurdo, que fosse r < 1/L,
tomariamos c tal que 7 < ¢ < 1/L, donde L < 1 /c. Pela definicdo de

limite, terfamos %/[a,,] < 1 /c para todo n suficientemente grande, donde
ce Redaic<r, uma contradi¢do. Logo r =1/L.

Podemos resumir a andlise feita acima no

Teorema 6. Uma série de poténcias >_anx™, ou converge apenas para

Z =0 ou existe r, com 0 < r < +o0, tal que a série con-
verge absolutamente no intervalo aberto (=7, 1) e diverge fora do intervalo
fechado [—r,r]. Nos extremos —r e 7, a série pode convergir ou divergir.
Se existir L = lim {/Jap| entdo r = 1 /L. O niimero r chama-se o raio de
convergéncia da série. Além disso, tem-se 0 < p<rt = Ylan| < 1/p
para todo n € N suficientemente grande.

" Segue-se do Teorema 7, Capitulo 4, que se os coeficientes ay,
forem diferentes de zero e existir lim |an1|/|an| = L, entdo o
_— 5 T
aio de convergéncia da série Y. apz™ ér =1/L.

- Observacio.

Uma série de poténcias Y anz™ converge uniformemente
em todo intervalo compacto [—p, p], onde 0 < p < raio de
convergéncia.

‘_‘Teorema 7

Demonstracdo: A série Y anp™ € absolutamente convergente e, para tpdo Te
' [—p, p], tem-se |anx™| < |an|p™. Pelo teste de Weierstrass

éri o i nte no intervalo
Teorema 5), segue-se que a série Y apx™ converge uniformeme

O
—p; Pl

L Lol i .

Ser > 0 é o raio de convergéncia da série anx"™, a funcao
; iy sl %

f:(—r,r) = R, definida por f(z) = apx™, é continua.

" Corolario.

A série > apz™ pode ndo convergir uniformemente-: em todc’)
o intervalo (—r,r), onde r € o raio de convergéncia. Isto €
: claro no caso da série 3" " /n!, cujo raio de convergénci.a‘é infinito, para a qu~al
b (z) = n ¥ /k! > 2" /(n + 1)! quando x é positivo. Dado. € > 0, ndo
" importa qual n se tome, é impossivel ter 7, (z) < € para todo x positivo.

" Exemplo 12.

(Integraciio termo a termo.) Seja r o raio de convergéncia da

Teorema 8. i
série de poténcias >_ anz™. Se [a, 8] C (—7,7) entao

/ﬁ(z anz™)dr = na——fl (B — ™).

- Demonstra¢do: A convergéncia de Y apz™ € uniforme no intervalo [o, 3] pois
L se escrevermos p = max{|a|, ||} < r teremos [c, 5] C [—p, p].
1 3 Logo € permitido integrar termo a termo, pelo Teorema 3. O

(Derivagiio termo a termo.) Seja 7 o raio de convergéncia fln.
. série de poténcias >, ,anx™. A funcao f:(—r,r) i IRI,
definida por f(x) = > g, anx™, é derivavel, com f'(x) = AZ%O# n-Ana™s
e a série de poténcias de f'(z) ainda tem raio de convergéncia r.

. Teorema 9.

1 Anci A1 m=1 ‘
Demonstragdo: Seja r’ o raio de convergéncia da série ), napa’ ™, a qu‘;,l
n=1 .. nanx'

converge se, € somente se, T - Y, Napx" T = ) 0, Napd



