I. INTRODUGCAO A TEORIA DE GRUPO

A. Mudanga de Coordenadas e Grupo de Rotagao

Vamos estudar a rotacao de um sistema de coordenadas. Seja XY Z um sistema Carte-
siano de Coordenadas fixo no espago. Agora introduzimos um sistema de coordenadas
Cartesianas X'Y’Z’ que possui a origem O comum ao sistema XY Z, mas rodado em torno
do ponto O.

Seja 7 o vetor coluna de um ponto P arbitrério no espago expresso no sistema de coor-

denadas XY Z. Podemos escrever

X1

=y
Il

xT 2 9
Zs3
onde

Xy = <€%|P>7 1= 17273

Aqui, para distinguir o vetor fisico no espaco do vetor coluna, introduzimos a notacao de
Dirac. Por exemplo, | P) representa o vetor corresponde ao segumento OP ¢ le;) representa
o vetor unitdrio na diregdo do eixo X;. (e;|P) representa o produto escalar entre os dois
vetores, |P) e |e;). Analogamente, o mesmo vetor fica expresso em termos de vetor coluna

no sistema de coordenadas intrinséca X'Y’Z’ como

onde

ZL‘; = <€;|P>’ 1=1,2,3,

e |e) representa o vetor unitério na diregdo do eixo X/.
Os vetores-base {|€}), |e}), |€5) } podem ser expressos em termos da base {|e1), |e2), |es) }-

Temos, por exemplo, usando a completeza do sistema {|e1), |es), |es)},

l€h) = {lex) {eal + lea) (eal + les) (es]} le)

= lex) (ealer) + [e2) (ealel) + les) (esler). (2)



e analogamente para |es) e |eg). Usando estas transformacoes da base, temos

(1] P) {erfer) (enlea) (etles) | [ (el P)
T= 1 (lP) | = | (esler) (edlea) (hles) | | (e2lP)
(5] P) (eler) (eslea) (ehles) | \ (es|P)

Isto constitui uma transformacao linear de coordenadas, de 7 para 7.

r— 7 =Ar, (3)
{efer) (eilea) {enfes)

A= (eler) (ehlea) (esles) | (4)
(eler) (ezlea) {esles)

Ay = (eilej), i=1,2,3. (5)
Note que a matriz A satisfaz a propriedade,
ATA=1. (6)
Exercicio: Prove a equacao acima.

Uma matriz real que satisfaga a condicao (6) é chamada de matriz ortogonal. A trans-

formacao de coordenada por uma matriz orthogonal,
r—7 =AT, (7)

é dita a transformacao orthogonal.
Na linguagem introduzida na secao anterior, digamos que a matriz A é a representacao
da rotacdo R. De fato, os vetores (os vetores fisicos) da base {|€}),|€}), |e5)} podem ser

obtidos dos vetores da base {|e;), |e2), |e3)} por uma rotagdo R,
lely = Rle;), i =1,2,3

Assim, a matriz A é a representacao da rotacao do sistema de coordenaada XY Z para

X'Y'Z" em termos da base {|e;), |es), |es) },
(e1]Rle1) (e1|Rles) (e1|R]es)
AT = | (eaRler) (e2|Rlea) (e2Rles) | - (8)
(es|Rle1) (es|Rlea) (es|Rles)



De modo geral, uma matriz real 3 x 3 tem 9 elementos independentes. Mas para uma
matriz ortogonal, a condi¢ao (6) impoe 3(3+1)/2 = 6 condi¢oes independentes. Assim, uma
matriz orthogonal 3 x 3 é determinada por 9 — 6 = 3 niimeros. Para determinar as diregoes
de um sistema de coordenadas Cartesiano, precisamos 3 angulos, que sao justamtente os
niimeros necessarios para determinar uma matriz orthogonal 3 x 3.

Da discussao acima, estabelecemos o seguinte esquema: Para um corpo rigido em rotacao,

num instante do tempo £,

Rotaccao

Sistema Cartesiana XY 7 ~——  Sistema Cartesiana X'Y'7’
T — 7=Ar
NS
A = A(Rotaccao)

Resumindo: a transformacao de um sistema Cartesiano para um outro, definida pela Eq.(7),
corresponde uma rotacao. A rotacao é determindada por 3 dngulos. A matriz orthogonal
3 x 3 é determinada por esta rotagao. Ou seja, podemos estabelecer a correspondéncia
um a um entre rotacoes no espaco tridimensional R? e matrizes ortogonal 3 x 3. Esta
correspondéncia ¢ dita a representacao de rotagao tridimensional por matriz ortogonal 3 X 3.
Denotamos simbolicamente a rotacao no espacgo tridimensional por R. Mais precisamente,
estamos associando uma matriz A para uma rotacao do sistema em torno da sua origem.
Assim, podemos expressar as rotagoes (que sao um processo fisico) em termos de matrizes
ortogonais (que é uma entidade matematica). As propriedades das matrizes A se refletem
nas propriedades fisicas das rotacoes e vice-versa.

Note que a sucessao de duas rotagoes é representada pelo produto de duas matrizes,
correspondentes. Neste sentido, o ato de rodar sucessivamente também fica representado

pela operacao matemadtica de produto matricial.

B. Propriedades de Matriz A

Vamos estudar as propriedades matemadticas da matriz A. Escrevemos

a11 G12 13

A= Q21 Q22 G23

aszy az2 a33



O que sabemos dela é

1. Ortogonalidade, ATA =1, e, portanto,

2. Existem apenas 3 parametros que determinam A, ou seja todos os {a;;}.

Note que o produto de duas matrizes ortogonais também um matriz ortogonal: Isto é, se

ATA =1,

BTB =1,
entao, o produto

C = BA

tem a propriedade,

CTC = (BA)" (BA)
— ATBTBA = AT1A = ATA=1. (9)

Do ponto de vista fisica, isto significa que as duas rotagoes sucessivas também é uma rotagao.

Pela defini¢ao, uma matriz ortogonal A claramente tem seu inverso, A~L.
At = AT, (10)
Fisicamente, a matriz inversa corresponde a rotacao inversa. Ja que
ATTA=AAT =1, (11)
independente da ordem de aplicacao da rotagao e seu inverso leva & mesma posicao inicial,
ATTAF=AATYP =7 (12)

Note também que a matriz de identidade I ¢ uma matriz ortogonal.

Vamos considerar o conjunto de todas as matrizes ortogonais 3 x 3 e denotamos por G.
G={4; ATA=1}. (13)

Entao, re-expressamos as propriedades ditas acima na linguagem matematica como



1. Fechamento do conjunto em relacao a multiplicagao entre dois elementos do conjunto,
VA,BeG— C=ABeG. (14)
=as rotacoes sucessivas sao uma rotagao.
2. Existéncia do elemento de identidade,
reaq,

tal que
VAe G - IA=AI = A (15)

=rotacao de angulos nulos (nao rodar).
3. Existéncia do elemento inverso,
YAeG— At eq,

tal que
ATTA =441 =1. (16)

=sempre pode-se desfazer uma rotacao.
Um conjunto que tem as propriedades acima é chamado de um grupo. Assim, o conjunto
de todas as matrizes ortogonais 3 x 3 forma um grupo. Este grupo em particular é deno-

midado de grupo O(3). J4 que as matrizes ortogonais correspondem a rotagoes, concluimos

que:

e O conjunto de todas as rotagées forma um grupo, que é equivalente ao grupo O(3).

1. Transformagdo ortogonal propria e imprépria

O grupo O(3) é o conjunto de todas as transformagoes de coordenadas ortogonais definida
na Eq.(7). Da condigao,
ATA =1, (17)
temos

det |ATA| = 1. (18)
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Mas sabemos que
det |ATA| = det |A"| det |A| = det |A| det |A] = (det |A])?,

concluimos que

det |A] = 1. (19)

Podemos classificar as matrizes que compdem o grupo O(3) em duas partes, uma que contem
todas as matrizes ortogonais com seu determinante igual a +1, e outra com a determinante
—1. Note que o subconjunto composto de matrizes com determinante +1 forma um grupo

entre elas.

Exercicio: Prove que o conjunto de todas as matrizes (3 x 3) orthogonais, com determi-

nante +1 forma um grupo.

Exercicio: Prove que

det |AB| = det |BA|,

det |A"| = det | 4],

det |A™"| =1/ det|A],

det [T + €A] o 1+eTr(A)+ O(?),

onde Tr(A) é a soma dos elementos diagonais da matriz A.

Se um subconjunto de um grupo forma um grupo com a regra de multiplicagao do grupo,
o subconjunto é chamado de subgrupo. Naturalmente o elemento identidade, I, do grupo
tem que estar no subgrupo. Assim, o conjunto de todas as matrizes orthogonais de dimensao
3, com determinante +1 forma um subgrupo do grupo O(3). O grupo é denominado SO(3).

Por outro lado, o conjunto de todas as matrizes do grupo O(3) com determinante —1
nao forma um grupo. Isto é trivial, pois, em primeiro lugar, o elemento identidade tem o
determinante +1 e, também pode ser visto pelo fato de que o produto de duas matrizes com
ambos determinantes negativos tem o determinante positivo e, portanto, nao pertence ao

mesmo conjunto.



O que significa o sinal do determinante? Para ver isto, vamos calcular o determinante da

transformacao,
!/
x x —x
yl—=ly | =1 v |
z z z

ou seja, a direcao do eixo x foi invertida. Neste caso, a matiriz da transformacao fica

-100
A: 0 1 0 y
0 01
e obviamente
det |A| = —1.

Assim, se a transformacao envolve a inversao de uma das diregoes dos eixos, o determinante
da matriz fica negativo. Suponhamos que inicialmente comegamos com um sistema de coor-
denadas destrogiro. Note que apéds a transformacao de coordenadas, se um dos eixos tiver a
diregao invertida, o novo sistema de coordenadas se torna levogiro. Quando a transformagao
envolve a inversao de duas direcoes dos eixos, o determinante fica positivo. Mas neste caso,
a transformacao nao leva de um sistema destrogiro para levogiro, pois, por exemplo, a in-
versao dos eixos X e Y simultaneamente equivalente a rotacao do sistema em torno do eixo
Z por 180 graus. Assim, o sinal do determinante da matriz de transformagcao estd associado
a mudanca de um sistema destrogiro para levogiro ou vice-versa.

As transformacoes que correspondem a matrizes com determinante positivo sao chamadas
de transformacoes ortogonais préprias, e envolvem puramente rotagoes. O conjunto de
todas as transformagoes préprias forma um subgrupo, equivalente a SO(3). Na discussao
adiante, nos limitamos as transformagoes préprias, a nao ser que especificado explicitamente
o contrario.

O grupo de rotagoes tem 3 angulos para especificar a rotacao. Um grupo cujo elemento
é especificado em termos de um (ou mais de um ) parametro é chamado de grupo continuo.

Assim, o grupo de rotagao 3-dimensional (= grupo SO(3)) é um grupo continuo.



2. Autovetores e Autovalores

Vamos considerar o problema de autovalor da matriz A,
AZ = \T,

onde \ é o autovalor e

T
Tr = x2 y
X3

¢ o autovetor. A Eq.(20) ¢ um sistema de equagdes lineares

a1171 + a12%2 + a13T3 = Ay,
2171 + G22T2 + 373 = AT,

a3121 + azeT2 + aszzrs = Ars,

e esta tem a solucao nao trivial sé6 quando

det |A — M| =0,
onde I é a matriz unitaria
100
I=1010
001

Explicitamente, a Eq.(23) fica

(20)

(21)

(23)

)\3 —Tr (A) )\2 + (CL11&22 + Q92G33 + G33Q11 — Q93033 — A130431 — algagl) A — det ’A| = 0. (25)

Assim, a Eq.(23) é uma equagao de 3* grau em relacdo a A e, portanto, existem 3 raizes

para A\. Note que as raizes nao sao necessariamente reais. Para equacoes de 3% grau com

coeficientes reais, sempre existe pelo menos uma raiz real e as outras duas, se forem com-

plexas, uma é o complexo conjugado da outra. Denotamos estas raizes por A;, As e As,

respectivamente. Para cada um destes A, existe a solugdo para 7 da Eq.(22). Assim, a

solugdo para & = (x1, 73, r3) correspendende & rafz );, denotamos por 7 = (a:

Explicitamente,

AFD =\ 79,

8
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Note que se & é um autovetor, para qualquer ntimero «, o é também o autovetor. Podemos,

entdo, introduzir o autovetor normalizado, &% por

‘ 1
(i) _ (i)
€ ol

com

A\ 2 A\ 2 A\ 2
= VT () () ()

¢ a norma do vetor 7.

Agora, vamos construir uma matriz U formada com estes autovetores normalizados,

xgl) IgQ) xg?))

U=| 2 2@ 20 | = @0, 70,70)).

xél) x§2) 33:(;)3)

Multiplicando pela matriz A do lado esquerdo, temos

Igl) :L’§2) ZL’§3)

AU =A| 2V 2 2 | = (AzW, A7, A7)

xél) xz(),Q) xg%)

= (MZW, 007, A7)

A0 0
:(f(1)7£(2)7f(3)) 0 X 0
0 0 X3
A1 0 0
=U]l0 X0 [,
0 0 X3
ou
AU = UA,
onde
A1 0 0
A=|0 XoO
0 0 X5

¢ a matriz diagonal, composta de autovalores de A. Da Eq.(30), temos

U LTAU = A.

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)



O lado esquerdo da equacao acima é chamado a transformacao similar da matriz A por U.

Assim, a matriz A se torna diagonal pela transformacao similar pela matriz formada de

autovetores de A. A relagao inversa é

A=UANUL. (33)
Exercicio: Diagonalize a matriz,
0—20
A=14i0 —i
07 0

e obtenha mariz U que diagonaliza A por

U AU = A.

3. Puncao de uma matriz e sua diagonalizacdo.

Note que entre matrizes diagonais, as operagoes algebricas ficam identicas como no caso

de mimeros. Inclusive, podemos definir funcées de uma matriz diagonal A por,

FO) 00
fW=10  f)o0 - (34)
0 0 f(N)

Vamos supor que a fungao f(z) é expandida em série de Taylor;

f) = e
n=0
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onde ¢, = f(0)/n!. Neste caso,

D neo CnAT 0 0
fA) =10 Yo gy 0
0 0 Do Cn Ny
N A2 OO
=Y |0 Ao
"o 0 a
N MO 0O
=Y |0 X0
N0 0

o0
= E c A"
n=0

Por outro lado,

n—termos

A= AT (UAU) - (UAT )
=UA"U . (35)
Portanto,
f(A) = i c UAMU!
n=0
=U (i an%> Ut
n=0

=Uf(AU, (36)

onde f(A) é definida em termos de série de Taylor,
f(A) = i e, A"
n=0
Assim, finalmente chegamos a férmula,
f(A) =Uf(A)T, (37)

mostrando que qualquer funcao de uma matriz pode ser diagonalizada em termos da mesma

transformagao similar por U.

11



Exercicio: Seja

01
o=
10
Calcule a matriz,
M ="
onde i? = —1, e t ¢ um nimero arbitrario.

Exercicio: Obtenha a matrix U que diagonaliza M acima obtida por
U 'MU.

Calcule também

4. Propriedades de autovalores de matrizes ortogonais

Em primeiro lugar, vamos provar que um dos autovalores de uma matriz ortogonal é um.

Ou seja, a equagao de autovalor Eq.(??) tem a raiz, A = 1. Para isto, basta provar que,

det |A —I| = 0. (38)
Ja que ATA =1, temos
(I-AT)A=A-1, (39)
e, portanto,
det|A — 1| = det | (I — A") A| = det | — AT| det |A]|. (40)

Sabemos que para as rotagoes proprias[l]
det |A| = +1, (41)
e temos ainda,

det |1 — AT| =det |I — A
=det|— (4 —1)|
= —det|A—1].

12



Aqui, foi utlizado o fato de que para qualquer matriz M de dimensao impar,
det |[—M| = —det | M].
Desta forma, concluimos que
det |A — 1| = —det |A — 1] (42)

que implica em

det|[A—1|=0.

Com isto, mostramos que A = 1 é uma das raizes da Eq.(23).
O que significa isto? Voltando a Eq.(23), vemos que o autovetor correspondente a este

autovalor tem que satisfazer esta equagao com \ = 1, ou seja,
A =17 (43)

Isto mostra que o vetor ¥ é inalterado apés da rotacao A. Em outras palavras, para uma dada
rotacao, sempre existe uma direcao que fica inalterada por esta rotagao. Assim, podemos
especificar qualquer rotagao (XY Z) — (X'Y’Z’) por um vetor unitério 77, que tem a dire¢ao
do autovetor acima e um angulo de rotacao # em torno deste vetor. Pela simplicidade, vamos

introduzir um vetor

g = 0. (44)

O teorema de Euler garante que podemos especificar a matriz A correspendente a uma

rotacao arbitrdria por este vetor 6,

A= A(). (45)

Exercicio: Quantos parametos livres para determinar o vetor 67

O teorema de Euler mostra que um dos autovalores de uma matriz ortogonal ¢ 1. Por

outro lado, para transformagoes préprias,
det |A| = +1.
Por outro lado, temos
det |A| = det [UT"AU| = det [A] = A A2s. (46)
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Assim, temos

Ao = 1. (47)

Sem perder generalidade, podemos escolher sempre A; = 1. Assim,
Aoz = 1.

Lembre-se que os autovalores nao sao necessariamente reais. Em geral, A3 = A\3. Portanto,

[Ao| = |As| = 1. (48)
A solucao geral é
)\2 — eits7
)\3 = 6_26,

com ¢ um mimero real.
Para ver qual é o significado deste 9§, vamos considerar a transformacao de sistema de

coordenadas em termos de uma rotacao de um angulo 6 em torno do eixo z. Neste caso,

0
01,

St
I

—_

<
Il
o o

)

e as coordenadas transformam como

2’ =cosf x+sind y,
y' = —sinf x + cosf v,
2 =z,

e, portanto

cos@ sinf 0
A#) = | —sinf cosh 0
0 0 1

14



Como pode ser visto diretamente, um dos autovalores é de fato 1. Os outros autovalores
satisfazem a equagao,

(A — cosf)® +sin?h = 0. (49)
Dai, temos

A =cosf +isinfh = e (50)

Assim, neste caso, a fase d é o dngulo de rotacao 6. Como pode ser visto adiante, isto é
simpre verdade, ou seja, para uma rotacao especificada pelo vetor 67, os autovalores sdo e,
além de 1.

O fato de que os autovalores sao complexos, além daquele que é 1, implica que os au-
tovetores correspondentes também nao sao reais. Isto quer dizer que nao existe uma base
na qual a matriz de rotacao fica diagonal, exceto para a rotacao de identidade, ou seja, a
rotacao nula. Este é reflexo de um fato quase trivial de que nao existe mais de um vetor que

mantem sua direcao sob a rotacao. Matematicamente, uma matriz ortogonal nao pode ser

diagonalizada pela transformagao ortogonal.

C. Rotagoes Infinitesimais

Vamos analizar a matriz,

—

A= A@)

que ¢é a rotacao por um angulo # em torno de uma diregao 7i,

0 =0n
onde 77 é o vetor unitdrio,
nﬂ?
n = Ny
ng
com
il i =1.

Podemos considerar esta rotacao como uma sequéncia sucessiva de N rotagoes de pequeno

angulo, 00 = 6/N. Assim, podemos escrever

N termos
7\
_,

A(6) = A(GB)A(56) - -- A(56) = [ A(60). (51)

=1
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onde

00, Ny

~ 0
00 = 59y = N Ty
06, n,

é o vetor da rotacao Sabemos que se o dngulo desta pequena rotacao tende a zero, a matriz

correspondente tem que convergir a matriz de identidade,

A(60) — I, (52)

podemos considerar a expansao em série de Taylor da matriz A((Sg) em relagao a 65, por
A(B0) =1 +60- %+ O(56°) (53)

onde ¥ é um vetor formado de 3 matrizes,

Y
=3, (54)
X,
com ¥,,%, e ¥, matrizes 3 X 3 constantes. Explicitamente a Eq.(53) fica
A(60) = I + 60, - Sy + 60, - 5y + 60, - 5, + 0(56%). (55)
Esta equacao pode ser escrita também como
A(60) = (I 460, - 2,) (I + 06, -%,) (I + 66 -%.) + 0(66), (56)

pois até primeira ordem em 66, as Eqgs.(55,56) sao idénticas.

Embora ainda nao saibamos qual ¢ a forma das matrizes ¥,, %, e X, elas nao dependem
a natureza da rotagao, ou seja, nem do €, nem do 7i. A expressao (56) manifesta uma infor-
macao bastante importante. Isto ¢, uma rotagao infinitesimal na diregao 7 = (n,,n,,n,) €
equivalente a rotagoes sucessivas em torno de cada um dos tres eixos do sistema de Coorde-
nadas, com angulos,

00 ny, 60n,, 06n,

respectivamente. Também, o resultado nao depende da ordem destas 3 rotagoes. Note que
este fato s6 é vilido para rotacoes de angulos infinitesimais. Para angulos gerais, a afirmagao

acima nao é verdade.
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o A rotagao infinitesimal em torno de um vetor n pode ser decomposta em 3 rotagoes em
torno dos eixos do sistema de coordenadas, com cada dngulo proporcional a componente

respectiva do vetor 1i.

Exercicio: Verifique que o resultado de duas rotacoes finitas sucessivas nao ¢é igual quando

a ordem das rotacoes foi invertida.

A decomposicao de uma rotagao infinitesimal em 3 rotagoes infinitesimais em torno de
eixos X,Y, e Z permite nos determinar as matrizes £,, 3, e ¥, facilmente. Consideramos

a rotagao em torno do eixo X por um angulo 66. Temos
Ax (60) = I + 605, + O(56%),

ja que 1 = (1,0,0), neste caso. Assim, concluimos que

d
Zx - @AX(Q) o . (57)

Por outro lado, a rotacdo do sistema R, () por um angulo 6 em torno do eixo X causa a

seguinte mudanca nos vetores da base,
Rx|6m> = |€a:>u
R.|e,) = cosfle,) +sinfle,),
R.le.) = cosfle,) —sinfle,).

Utilizando a Eq.(8), temos a forma explicita da matriz Ax com angulo de rotagao ¢ dada

por
10 0

Ax(@) =1 0 cosf sinf |- (58)
0 —sinf cosf

Assim, podemos calcular a matriz ¥, por

10 0
¥ —i 0 ] in 6
*= cos sin
0 —sinf cosf
0=0
00 O
—loo 11. (59)
0-10
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Analogamente, obtemos

00 —1 0 10
2,=1000 , X.=| -100]. (60)
100 0 00

Exercicio: Obtenha as matrizes ¥, e ..

—

Com estas ¥.'s, podemos escrever A(d0) até primeira ordem em &6 por

A(60) =1 +066-% (61)

1 00n, —o0n,
= | =d0n, 1 00 ny . (62)
00n, —d00n, 1

E interessante notar que para esta rotacao infinitesimal ativa, um vetor 7 qualquer se

transforma em

7 = A(60) 7

1 00n, —o0n, x
=| —-d0n, 1 00 n, Y
d0n, —dé0n, 1 z
Nyz — Ny
=7—=00| nax—nyz | =7—090 (T x7). (63)
NgY — Ny

Na equacao acima, notamos que
(ﬁ : i) F= i xT. (64)

Assim, a diferenca de coordenadas causada em termos de rotagao infinitesimal (ativa) do

vetor é

AF =7 — 7= =60 i x T

Exercicio: Interprete o resultado acima geometricamente.
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D. Reconstrucao da Rotagao Finita

Uma vez obtida a representagao explicita de uma rotagao infinitesimal, podemos recon-
struir a rotacdo com angulo finita pela Eq.(?77?)

N termos

AB) = Jim Z(5§)A(5§) - A(60)

— lim (A(60))"

N—oo

= lim ( I+607 .35 _,)

N—o0

1 AN
:]%13;0( V" 5)

- % i) (65)
n=0
—I+0"- %+ %(07 *)2+%(5T-i)3+--- (66)

Aqui utilizamos a férmula bem conhecida|2]

: tN_ t __ 12 13
]\}EI;O(I+N) —e—1+t+§t+§t—l—---. (67)

Exercicio: Talvez alguns leitores possam dividar do truncamento de A(J60) s6 até a primeira
ordem em §6. Serd que os outros termos de ordem superior que foram jogados fora nao
sdo importante para recuperar a rotac¢ao original, A(f) como a sequéncia das rotagoes

infinitesimais? Para ver isto, prove que

T CILAVIL I R SRR (68)
N N TNz) T A N/

Agora, vamos calcular os termos da série, Eq.(66). Em primeiro lugar,

—»—» —»

0 il
—n, Ny
—ng | - (69)
— Ny Ny

Assim,



A\
Para calcular (ﬁT . Z) , comecamos com n = 2.

0 —N, Ny
N2
T
<n 'E> =1 n, 0 —n,
—ny ng 0
0 -n.n, 0 -n.n,
=1 n, 0 —ng n, 0 —ng
—ny ny 0 —ny ny 0
2 2
—Ny —Ng NNy, NNy
= | ngny —n? —n2 Nyn.,
NN Nyn —n2 —n?
zllz yltz T Y
n2 o ngny ngn, 100
_ 2 _
= | nzny n, NyN, 010
ngny nyn, n? 001
=qil —1, (71)

onde utilizamos o fato de que o vetor 7 ¢ normalizado (n2 + n2+n? = 1), e a quantidade

nn’, chamado de diadica,

Ny ni NgTy MMy
i = | n, (nx n, nz) = | nany n,  nyn, |- (72)
n, ngNy nyn, n2

Vamos introduzir as seguintes notagoes

P =1—qa’. (74)
Note que
P//‘i‘PJ_:I, (75)
e
P/2/ =P, (76)
PP=p. (77)
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1. Para qualquer vetor 7, o vetor 7/, formado pela aplicacao da matriz P/, é paralelo a

1. Isto é, se

F// = P//F, v

entao,

7 = Const. x 1, (78)

onde Const = (i’ - 7). O vetor P;F ¢, portanto, a projegao do vetor 7 na diregao .
Em particular,

Pyjii = 7. (79)

2. Para qualquer vetor 7, o vetor 77, formado pela aplicacao da matriz P, é perpendicular

a 1. Isto é, se

entao,

il .7 =0. (80)

O vetor P, 7 é, portanto, a projecao do vetor 7 na direcao perpendicular a 77 dentro

do plano formado de 7 e n. Em particular,

Piii=0. (81)

3. Para qualquer vetor 7, sempre podemos decompor em dois vetores, um paralelo a 77, e

o outro perpendicular a 77, por
7= (Py,+P) 7

=T/ +TL. (82)

Exercicio: As matrizes P//, P, sao chamadas de projetor. Considere o significado das

equacoes,(76,77) do ponto de vista do projetor.

Exercicio: Prove que os autovalores de um projetor é¢ 0 e 1.

As matrizes P/, e P, sao chamadas de operadores de projecao, com razao acima. Uti-

lizando esta notacao, temos



Agora,

(55)" (75)

= (1—ai") i’ %

2
nI
=T 3
= —n X+ | ngn,
Tz Ty
= —il .3,

5)'-

NNy Ny, 0 —MNy Ny
nz NyN, n, 0 —ng
Ty M, ng Ny Ny 0
(84)
=(=P.)(—PL)=P,. (85)

)

e assim por diante. Pela inspecao, concluimos que

5 -

n—1

(=)=
= (-1)®

PJ_7

g

Z) , N :impar,

n : par.

Com este resultado, vemos que ¢ conviniente separar a soma da Eq.(65) em duas partes,

uma soma sobre indice n par, e a outra, a soma sobre indice n impar.

= a 1 PR n S 1 o2 n
A(Q):;a@ )+ ; 5(9 %)
pgr i%;ar
_ P e )
—1-Pi+ Py 4 (A S) Y
n=0 n=1
par impar
= P/ +cosf P, +sinf (ﬁT‘i>, (86)
onde utilizamos as expressoes;
e D D N o ) L
impar
_ 1 2 1 4 o - (_1)”/2 n
0059—1—59 +ZH +---—; - o". (88)

Exercicio: Prove as Eqs.(87,88) acima.

pgr

Exercicio: Confira que para f = 0, recupera-se a transformagao de identidade, i.e., A(6) —

I.
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Em termos de vetor resultante da aplicacao da rotacao, temos

7= A(0)

= (P// + cosf P, +sinf (ﬁT . f])) T

=7, +cost 7| +sinf (7 x7)

=(f-r)in+cosl [F— (A7) @] +sinb (i x7).

Note que os tres vetores,

formam uma base orthogonal.

Exercicio: Prove a afirmacao acima.

Exercicio: Interprete geometricamente o resultado, Eq.(89).

Vamos introduzir uma base orthonormal,

51 - T_I:,
— 1 —
€2 = T,

Ny

-3

31

3 — /—N3

X T.

o

(89)

onde N, e N3 sdo as constantes de normalizacdo. A base, {€, €, €} é destrogira nesta

ordem.

Exercicio: Calcule Ny e N3 e expresse em termos de r = || e do angulo entre 7 e 7.

Exercicio: Mostre que a base, {€1, €3, & }¢é destrogira nesta ordem.

Exercicio: Qualquer vetor pode ser expresso em termos de uma combinacao linear destes

vetor de base.

com este fato, prove que

VZI_)) € RS, = ZE1€1 + Iggg + 1’353.



A matriz U formada destes vetores,

S
I
S Sy T

¢ uma matriz orthogonal,

Ut =UUT =1,

e define uma transformacao de sistema de coordenadas. A matriz de rotacao A fica repre-

sentada nesta nova base por

A— A =UAU,

sendo,

A= [Py +coso Pvsing (i 5)] (& & &)

AN

10 0
=1 0 cosf sinf |. (90)

0 —sinf cosf

Aqui, utlizamos as propriedades,

P& =&, Py e =0, P, =0 (91)
Pj_é'l = O, PJ_éQ = 52, Plgg = 0, (92)
(ﬁT : i) & =0, (ﬁT : i) & =&, (ﬁT : i) & = —&. (93)

Nesta base, a matriz da rotagao tem a forma bem familiar. Isto é, a rotacdo com angulo
0 em torno do primeiro eixo. Jd vimos que os autovalores da matriz desta forma sao 1 e

e*. Considerando que a transformacio da base nao altera os autovalores (ver a Eq.(50),

provamos que os autovalores de quauler matriz de rotacao A(g) é sempre 1 e e,

Exercicio: Verifique as Eqs.(91,92,93).

Exercicio: Prove a (90).
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E. Geradores de Grupo e Algebra de Lie

Para um grupo continuo como no caso de grupo de rotacgao, existem parametros continuos
para especificar os elementos do grupo. Seja G = {A(p)} um grupo continuo com p =
(p1, P2, .-, D) Os parametros reais que especificar o elemento A do grupo. O nimero dos
pardmetros reais é chamado dimensao do grupo. Escolhendo a parametrizacao adequada, se

escrevemos qualquer elemento do grupo como
A = e

onde ¥ = {¥1,%,...,2,} e cada 3; é chamado o gerador do grupo. Por definigao, para um
grupo continuo de dimensao n, existe n geradores do grupo. Para um grupo continuo, o co-
mutador de dois geradores do grupo, digamos [£;, ¥;] pode ser escrita como uma combinagao

linear dos geradores,

24, 5] Zfl’jEk

Esta regra de comutadores entre geradores do grupo ¢ chamado de algebra de Lie e os

k

constantes, f;: sao chamados de constantes de estrutura do grupo. Para ver o papel desta

algebra para a estrutura do grupo, € 1til a seguinte formula de Campbell-Hausdorf-Baker,

M _N M+N+1[M,N]+

12[

que vale para os dois matrizes M e N. Para verificar isto, vamos introduzir o parametro t e
€sCrevemos como

oMt Nt _ F(t)

Podemos expandir F'(t) em série de t.

1
|Ft3+

1
F(t) = Fit + 'F2t2+3

2

onde F}, F5... sao matrizes a serem determindadas. Ou seja, devemos ter

eMteNt _ €F1t+F2t2+F3t3+~~

para todos os valores de t. Isto significa que as derivadas de todas ordens dos dois lados em

relacao a ¢t no ponto ¢t = 0 também tem que ser igual. Usando a regra,

d(A()B(1)) _dA dB
dt “wBT AE
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temos

1
A@M%NV+6M%MAH=(F3+Ey4-ﬁﬁy2+~~)e”%

1 2
M2eMteNt L oNfeMEeNEN 4 MENE N2 — {(Fg + Fst+---) + (F1 +F2t+§F3t2 —l—) }eF(t)

Fazendo t = 0, temos

M+ N =F,,
M? 4+ 2MN + N? = F} + F,

Substituindo F; = M + N na segunda equacao, temos
Fy=M?*+2MN + N> — (M + N)°
=MN—NM
- [M , N ] )
onde [M, N] é o comutador de duas matrizes, M e N. Podemos determinar F3, F} ... suces-
sivamente.
Exercicio: Calcule a férmula de Campbell-Hausdorff até a segunda ordem,

MN 6M+N+%[M,NH%[(MfN),[M,N}]er.

Podemos mostrar que todas as F's podem ser escritas como combinacgoes lineares de
comutadores de ordem superiores (comutador de comutador). Entdo, se M e N for os
membros da algebra de Lie, o exponento resultante da férmula de Campbell-Hausdorff-Baker

fica escrita como combincao linear dos membros da algebra,
eaEieij — 62" Ck2k7
de tal forma que as exponenciacoes dos membros da algebra de fato forma um grupo.

Exercicio: Calcule as constantes de estruturas da algebra formada de {¥,,3,, £, } do grupo

0(3).
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F. Angulos de Euler

Vamos introduzir um outro conjunto de varidveis conhecidos como dngulos de Euler para
especificar uma rotacao. Por exemplo, como vimos, uma cofiguracao de um piao com o ponto
extremo fixo é completamente especificada pela diregao 7 = (sin 6 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos §) do

seu eixo, e o angulo de rotagao 1 do piao em torno do seu eixo (Ver Fig.1).

Fig.1 Coordenadas para um piao

A configuracao do piao acima pode ser obtida em termos de trés rotagoes sucessivas a partir
da configuracao em que o estd colocado em pé verticalmente. Primeiro, rode o piao de um
angulo v em torno do seu eixo. Em seguida, incline o eixo na direcao do eixo X no plano
X — Z (isto é, a rotagdo em torno do eixo Y') pelo dngulo 6. Finalmente rode o sistema

novamente em torno do eixo Z. Em termos de operadores de rotacao,

R(p,0,9) = R: (¢) Ry (0) R (V) - (94)

Na base fixo no espaco, este operador é representado pela matriz A(6, ¢, 1), por sua vez é

dada por
A(¢7 97 'Qb) = Az <¢) Ay (9) AZ (d}) )
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onde A, (¢),A, (0) e A, (1) sao as representacoes dos operadores, R, (¢), R, (0) eR, (¢),

respectivamente. Isto é,

A (9) =
Az (0) -
A, () =
Assim, temos
cos¢ —sing 0
A(¢,0,) = | sing cos¢p 0
0 0 1

cos¢p sing 0
—sing cos¢ 0 |, (95)
0 0 1

cos 0 —sinf
0 10 , (96)

sinf 0 cosf

costy  siny 0

—sinYy cosy 0 |- (97)
0 0 1

cosf 0 siné cosy —siny 0

0 10 siny) cosy 0

—sinf 0 cosf 0 0 1

cos ¢ cosf cos) — sin ¢ sinyy — cos ¢ cos B sin) — sin ¢ cos cos P sin

= | sin¢cosfcosty + cospsiny —sin ¢ cosfsiny + cos ¢ cosy sin psin b

—sin f cos Y

sin 0 sin v cosf
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O vetor de coluna no sistema fixo no espaco é transformado para o vetor do sistema de

coordenadas intriséco do piao por

Ze z z
cos g cosfcostyy —singsiny  sin¢cosfcosy + cospsiny  —sinf cosy x
= | —cos¢cosfsiny —sin¢cosyy —singcoshsiny + cospcosy sinf siny Y
cos ¢sin 6 sin ¢ sin 6 cos z
x
=AT(6,0,9) | y |, (99)
z
onde
cos ¢ cosfcosy —singsiny  sin@cosfcosy + cospsiny  —sinf cosy
A" (¢,0,¢) = | —cosdcosfsint —sindcosty —sin ¢ cosfsinyy + cospcosty  sin fsin 1)
cos ¢sin f sin ¢ sin 6 cos 6

¢ a matriz da transformacao de coordenadas do sistema fixo no espago para o sistema fixo

no pido (rotagado passiva). De fato, por exemplo, o vetor do eixo do piao

sin 6 cos ¢
= | sinfsin¢

cosf

se transforma como

ﬁc - AT (¢79»¢) n

=101, (100)

mostrando o vetor no sistema fixo no piao corresponde exatamente o eixo z do piao. Os
angulos ¢, e 1) acima para determinar a configuracao do piao podem ser utilidade mais

geral para determinar a posigao relativa entre dois sistemas de coordenadas ligado pela uma
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rotacao em torno do ponto comun. Em outras palavras, estes dngulos podem ser usados
para especificar uma rotacao arbitrdria de um sistema de coordenadas no lugar do vetor 0
que introduzido na sessao anterior. Os angulos ¢, 0 e 1) sao chamados de dngulos de Fuler.

E interessante notar que a rotacao, R(¢,6,v) da Eq.(94) pode ser obtida de forma, difer-
ente. Primeira, como antes, coloque o piao verticalmente. Rode o sistema em torno do
eiro Z. do piao pelo angulo ¢. Em seguida, rode o sistema em torno do eixo Y. do piao
pelo angulo 6 e, finalmente, rode o sistema em torno do eizo Z. do pido por angulo ).
Note que agora as rotacoes referem sempre em torno dos eixos do piao e nao do sistema de

coordenadas fixo no espago, mas a ordem da rotacaoes ¢é invertida. Temos

R(,0,%) = Rz (V) Ry () Rz (9). (101)

Naturalmente as representacoes matriciais destas rotacoes na base fixa no espaco ja nao sao

mais dadas pelas Eqgs.(95,96,97).

Exercicio: Mostre que

II. REPRESENTACAO DO GRUPO DE ROTACAO EM TERMOS DE TRANS-
FORMACAO DE FUNCOES

A correspondéncia

R — A(a, 8,7)

é dita a representacgao do grupo da rotacao pelo grupo O (3). Isto é uma corrrespondéncia
um a um entre os elementos do grupo da rotacao e as matrizes 3 x 3, orthogonal. Esta
representagdo é construida sobre um espago vetorial tridmensional V3 = {7} . De certa
forma, podemos dizer que essa representacao estd vendo a rotagao através do seu efeito em
cima de vetores tridimensionais. Em geral, podemos utilizar um espago vetorial mais geral
para representar um grupo como sendo o efeito de elemento do grupo em cima de um vetor

neste espago. Por exemplo, podemos considerar o conjunto de func¢ées da posicao 7,
V=A{f(r), reVs}
Quando aplicar uma rotagao no espago V3, uma fungao f (7) sers alterada,
fR) 5 =0R)f (7).
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onde O (R) é um operador que transforma a fungao f () em uma nova fungao f ' (') devido

a mudanca do sistema de coordenadas,
F—7=AR)F

O que é a forma do operador O (R)? Para estudar este problema, vamos considerar por
simplicidade a rotagao pelo dngulo # em torno do eixo z. Como vimos, podemos construir a

rotacao por um angulo finito pela sucessao de rotagoes infinitesimais,

R (A) = lim R (56)"

N—oo

e consequentemente devemos ter
O(R(0)) = lim O(R (60))Y

com 00 = 0/N. Mas pela rotagao infinitesimal, o vetor transforma como

=A(R
00 0 x
—060 1 0 Y
z
do modo que
¥ =x+00y,
y =y —0dbuz,
2=z
A nova funcao f’ (7) é definida como
N GESIG
Assim, para rotacao infiniteseimal, temos f "(x,y,2) =

f(x+680y, y— 36 x, z)Considerando que 4 infinitesimal, podemos escrever

0 0
[y, 2) = f(z,y,2)+ 60 vl @y, z) =60 x—f (x,y,2)

dy
=(1—1i00 L.) f(z,y,2),
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onde introduzimos um operador diferencial,

1 0 0

(102)

O fator ¢ foi introduzido pela conveniéncia posterior. Para a rotacao de um angulo finito 6,

temos

N—oo

= £ (7)

N
#(7) = lim (1—1'%@) f(z,y,2)

Em vez de rotagao em torno do eixo z, se rodamos em torno do eixo x, ou do eixo y,

temos analogamente as variagoes da funcao como

FA (@) = e f (7,
FAOZ () =P f (),

onde

Exercicio: Prove as egs.(103,104) junto as Egs.(105,106).

Das Egs.(102,105,106) podemos introduzir um vetor operador,

=
X
<

ll
I
h
I
S

Exercicio: Mostre que

[L;, L;] =iLy, (i,7,k,ciclica)

Exercicio: Se definimos as matrizes,

L® =33,

mostre que a algebra de Lie para L® ¢ exatamente igual a de L.
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Exercicio: Definimos o operador diferencial,
72 _ 12 2 2
L*=L,+L,+L;.
Mostre que L? comuta com todos os Ls.

Exercicio: Calcule explicitamente

(L) = (L) + (1) + (1)

Yy z

3)

e explique porque a matriz (L( )2 comuta com todas as matrizes, LZ(-?’).

A. Alguns Teoremas para a representacao de um grupo

Vamos recordar a definicdo de um grupo. Consideramos um conjunto de elementos (seja
finito, seja infinito)

G={AB,C,..}

no qual estd definida uma regra de multiplicagdo (produto), representado pelo simbolo * -

7, entre dois elementos de GG. Dizemos que o conjunto forma um grupo sob o produto -,

quando as seguintes propriedades sao satisfeitas:

e o conjunto é fechado pela multiplicacao,

A-BeG, "ABeG

e associatividade:

(A-B)-C=A-(B-0),
e existéncia do elemento unidade[3] ( identidade) I,

A-I=1-A=A

Y

e cxisténcia do elemento inverso A~! para qualquer elemento A, tal que

AT A=A AT =T
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1.  Representac¢ao

Sejam G e S grupos. Um mapeamento
G—S

¢é dito representacao de G em termos de S quando as regras de multiplicagao do grupo G
sao preservadas por este mapeamento. Podemos introduzir o indice A para especificar os

elementos do grupo G,

R, € G.

Isto é, estabelecemos a correspondéncia um a um entre os elementos de grupo e os valores de
A. Aqui, o pardmetro A nao necessariamente um nidmero inteiro, mas pode ser um conjunto
de niimeros continuos. Quando A é nimero inteiro, o grupo é chamado grupo discreto. Um
grupo é chamado grupo continuo se o pardmetro A é continuo. Neste caso, A é chamado
“coordenada” para o grupo.

O mapeamento G — S pode ser escrito para todos os valores de indice A,

R)\EG—>S)\€S,

ou seja, se

R)\l < G,
temos

S>\1 c S,
e se

R)\Q & G,
temos

S>\2 € S,

etc. Este mapeamento ¢ dito representacao quando, se
R)\g R)\l - R)\gv

entao

SreSxn = S,
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Um exemplo: o conjunto de matrizes (n X n) nao singulares {M (”)} formam um grupo
com o produto matricial usual. Assim, é possivel construir uma representacao de um grupo

G em termos de matrizes (n x n). Neste caso, se

R, Ry € G,
€
Ry — A(Ry) € {M™M},
Ry — A(Ry) € {M™M}
entao

A(Ry) A(Ry) = A(RiRy) € {M™}.

Note que aqui, o produto de grupo de G fica transcrito como produto matricial em M ™.
Um outro exemplo: o conjunto de matrizes unitdrias forma um grupo. Assim, podemos
construir uma representacao através do mapeamento do grupo G para o grupo de matrizes
unitdrias. Esta representagao é chamada de representacao unitéria.
Numa representacao matricial de um grupo, podemos considerar o espago vetorial linear
‘H no qual estas matrizes atuam. Assim, as matrizes de representacao formam um conjunto

de transformagoes de vetores neste espaco.
VZeH, "ReG,
AR): 7 —2=A(R)Z.
Seja H; um subespacgo de ‘H. O subespago H; é dito invariante sob o grupo G se
V¥ e H,y,

F=A(R)ZT€H;, "Red.

A representacao é dita irredutivel se nao existe nenhum subespaco invariante em H. Se
existe pelo menos um subespaco invariante, a representacao é dita redutivel. Quando uma
representacao ¢ redutivel, possuindo o subespaco invariante H;, ¢ sempre possivel arrumar

as bases da representacao de tal modo que as matrizes fiquem diagonais em blocos.

A(R) — , "ReG.
0 A®(R)
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Na expressdo acima a submatriz A% (R) atua no subespaco H; e a submatriz A®?) (R) atua
no subespaco Hy = H — H;. Aqui, ¢ fundamental a condiciao, "R € G. Isto é, todas as

matrizes se tornam ao mesmo tempo diagonal em blocos. Para R, Ry € G, temos

AD (Ry) AD) (Ry) 0
Al A (R2) ~ 0 AC)(R))A® (Ry) )

portanto, os dois conjuntos de submatrizes, { AV (R)} e {A® (R)} formam separadamente
as representacoes independentes. Quando isto acontece, dizemos que a representagao original
{A(R)} é decomposta em duas representacoes, { AV (R)} e {A® (R)}. Se as dimensdes dos
espacos H, Hy, eHs sao n, ny e ng, respectivamente, entao expressamos esta decomposigao

da representacao por
{n} = {m} & {na}.
Naturalmente temos que ter

n =Ny + No.

Para uma dada representacao matricial de um grupo
{n}:R— A(R),
sempre podemos construir sua representagao adjunta por
R — A'(R),
com o produto de grupo
RiRy — AT (Ry) AT (Ry) = AT (RyR,).

Note a ordem do produto matricial (inverso do anteiror). Esta representacao é chamada de

representacao adjunta e a expressamos como

{n}.

2. FExemplo

Para poder fixar a idéia, vamos considerar um exemplo simples. Consideramos um con-

junto de dois elementos ordenados (a,b). Podemos considerar duas operagoes: a primeira,
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de nao fazer nada, que denotamos por e, e a segunda, de trocar a ordem dos elementos,
que denotamos por t. O conjunto destas duas operagoes formam um grupo de dois ele-

mentos, (e,t), pois podemos verificar que as operagoes sucessivas se resumem as seguintes

possibilidades:
e-e=e,
e-t=t-e=t,
t-t=ce,

que definem a estrutura do grupo. Chamaremos este grupo como grupo de permutacao Ss.

Para construir as matrizes vamos expressar esta estrutura numa tabela abaixo;

(et)

e et

t t e

E interessante notar que vale a seguinte regra de construir matrizes a partir desta tabela
de produto: considere a tabela de multiplicacdo como uma matriz e coloque um (1) nos
lugares em que aparece um determinado elemento do grupo e zero nos outros. Desta forma,
podemos construir uma matriz para cada elemento do grupo. Estas matrizes formam uma
representacao do grupo. Por exemplo: para construir a matriz correspondente ao elemento

e, coloque um (1) nos lugares onde este aparece e, nos outros lugares, coloque zero. Temos

10
e — : (107)
01
Analogamente, temos para o elemento ¢,
01
t— ) (108)
10
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Verificamos que as matrizes acima satisfazem as mesmas regras de produto que e e t,

10 10\ (10

01 01 01/’

10 01\ (o1 10\ (o1
01 10 10 01 10
01 01) (10

10 10 01

Desta forma, o conjunto das associagoes Eqgs.(107) and (108) forma uma representacao do
grupo Ss.
Sé que esta representagao nao é irredutivel pela seguinte razao: se considerarmos que

estas matrizes sao matrizes dos “operadores” e e ¢ num espaco vetorial linear,

10Y) (1le1) (1le|2)
01 (2lel1) (2[e]2)
01} (1|t]1) (1|t]2)
10 (2lt]1) (2[t]2)
podemos associar os vetores de base como
1
1) — :
0
0
2) —
1

O espaco vetorial é entao formado de vetores de combinagao linear,

a|1> —+ b|2> —

Neste espaco, podemos considerar as seguintes vetores,

+) +12)} =

Sl

1
=

1
=) = 7 {n) =12} -

Sl -
[\
|
—_
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Vemos facilmente que

10 1 1 1 1
01/ v2\1 V2 1
01\ 1 [1 1 (1
10/)vV2\1 v2a i)’
ou seja,
el+) = |+),
tl+) = |+).

Em outras palavras, o subespago unidmensional formado do vetor |+) é invariante sob o

grupo. Analogamente, temos
6’—> = |_>7
t|=) = —[-),

e o subespago unidmensional formado do vetor |—) também ¢ invariante sob o grupo. J&

que

(+1-) =0,

podemos construir a representagao na base de {|+),|—)}. Temos

(Hel+) (+el=) Y _ (10
(~lel+) (-lel=) ) \o1
() =)\ (10
1+ -1y ) o -1

Nesta representacao, todos as matrizes do grupo se tornam diagonais. Assim, a representagao

original fica decomposta em duas representacoes: uma,



e outra,

e—1,

t— —1.

Ambas representagoes satisfazem a estrutura de produto do grupo. Obviamente as duas

representacoes sao irredutiveis.

Exercise 1 Proceda o tratamento andlogo para o grupo Ss, ou seja, o conjunto de permu-

tagoes de 3 elementos.

3. Teorema de Rearranjo

Uma das propriedades importantes de um grupo é a propriedade de rearranjo. O teorema

do rearranjo diz:

e Seja G um grupo e R € G. Seja
f=r(R)
uma fun¢ao de um elemento do grupo (um nimero atribuido para cada elemento do
grupo, por exemplo). Entao, para qualquer f,
Y F(R)=) f(AR), A€CG. (109)
ReG ReG

onde a soma se extende sobre todos os elementos do grupo.

O teorema acima significa que a aplicacao de um elemento do grupo para todos os elemen-
tos do grupo resulta no mesmo conjunto G, ou seja, é apenas um rearranjo dos elementos.
a. Grupo finito Vamos provar primeiramente para o caso de um grupo finito. Escreve-

mos o nimero dos elementos do G por n. Sejam

Rl, Ry € G,
R1 # R». (110)
Entao, podemos provar que
AR, # AR,, "A€G (111)
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pois, devido a existéncia do elemento inverso A~!, se supormos
ARl - ARQ,
entao, multiplicando A~! temos

AT'AR, = AT ARy,

Ry = Ry, (112)

o que contradiz a Eq.(110) e, portanto, prova a Eq.(111). Isto quer dizer que, quando os R ’s
varrem todos os elementos do G (n termos), os AR ’s também varrem n distintos elementos
do GG. Mas existem apenas n elementos no grupo G. Entao, concluimos que os AR's varrem

todos os elementos do GG, um de cada vez. Assim,

Y [(R)=) [(AR).

b. Grupo Continuo, Densidade dos Elementos No caso de grupo continuo, devemos
definir mais precisamente o que significa a soma sobre os elementos do grupo. Em geral,
para um grupo continuo, podemos introduzir um (conjunto de) pardmetro(s) para especificar
os elementos do grupo, como no caso de rotacdo. Uma rotacdo R (ou seja, um elemento
do grupo de rotac@o) é especificada com 3 parametros, por exemplo, o vetor de rotagao
& na Eq.(??) ou os angulos de Euler, «, 8 e v. De modo geral, se {p1,ps,...,p,} sdo os

parametros continuos do grupo, um elemento R é dado por

R=R(pi,p2,-..pr)

e a soma sobre os elementos do grupo deve ser uma integral sobre estes parametros,

Z%/dR:/Hdng(plap%apr),
R i

onde ¢ (p1,p2,---,pr) € a densidade dos elementos do grupo na visinhanga do ponto
R (p1,p2,...,pr)- A fungdo g (p1,p2,...,pr) depende da parametrizagdo do grupo. O teo-

rema de rearranjo fica

/dR f(R) = /dR f(AR), (113)
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ou, em termos dos parametros do grupo,

/Hdpig(pl,.--,pr)f(R(pl,---,pr)) =/Hdpig(pl,--.,pr)f(A(ql,---,qr)R(pl,--~,pr))-
Z Z (114)
A densidade g(p1,p2,...,pr) deve ser escolhida para que valha a Eq.(113). Para en-
contrar a forma de g, podemos pensar da seguinte forma: o argumento da funcao f, R’ =

A(q1,---,q-) R(p1,-..,pr),dolado direito da Eq.(114) é um elemento do grupo. Escrevendo

R = R(py,py,---.10),

podemos considerar o produto AR como uma transformacao das varidveis,

(pla"'vp'r) - (pllap,%ap;")a

ou seja,

pl p1<p17"'7p7")7

p.=p. (p1,....0r)

Introduzindo esta mudanga de varidveis no lado direito da Eq.(114) temos,

/Hdplg (pla cee 7pr) f(R, (plla s ap;*))

= [Tl G250 0n o) (R 100, (115)

., ph)
onde
6(]71, oo 7p7‘>
(ph, ..., pL)

é a Jacobiana da transformagao. Assim, devemos ter

/H@mmwwmfm@hww»

/Hd ::::ir;g(pl,--.,pr)f(R'(p’lw--,pl))- (116)

Para que a Eq.(116) seja uma identidade, devemos escolher

a<p17"‘7p7“> / /
b P oy ) = 117
1T %)g(pl pr) = g (P} ) (117)

1y
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Uma solucao para isto é

o)

g(p1s... pr) = T )
_ 8(]717-'-7177«) -
O(2%,...,29) ] 7’

0

») € algum ponto fixo no espago de parametros, que podemos escolher arbi-

onde (29,...,x
trariamente. Usualmente escolhemos o ponto correspondente ao elemento identidade, 1.
No caso do grupo de rotacao com parametrizacao de angulos de Euler, podemos calcular

g (o, B,7) da seguinte forma: ja que

—sinasiny + cos acos 3 cosy cosysina + cosacos siny — cos asin 3

A(a,B,v) = | —cosasiny — cos3cosysina cosacosy — cos Bsinasiny sinasin 3
cosy sin 3 sin (3 sin 7y cos 3
temos
0A 0A 8A
Ala+ba,B+ 06,7+ 6y) = A+—5a+%5ﬁ+
onde
—cosasiny —cosfcosysina cosacosy —cosfsinasiny sinasin 8
0A
o sin asiny — cosacos fcosy —cosysina — cosacosSsiny cosasinf |,
0 0 0
—cosasin fcosy —cosasinFsiny — cosacos 5
0A
% = sinfcosysina  sinfsinasiny  sinacosf ;
cosy cos 3 cos [3sin~y —sin g
—cosysina — cosacos fsiny —sinasiny + cosacos 3 cosy 0
0A
%: — COS oSy + cos sinasiny — cosasin?y — cos S cosysina 0

—sin fsiny cosysin 3 0

Por outro lado, seja E/ o elemento proximo da identidade I e, neste caso, podemos utilizar

as coordenadas Cartesianas e escrever[4]

0 =0z dy
E~1+162 0 —ox
—dy dx 0
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onde

ox
0z

sao os parametros infinitesimais da rotacao. A densidade de rotacoes neste sistema de

coordenadas é proporcional ao inverso do elemento de volume
dV = dxdydz.
Consideramos a transformacgao de varidveis causada pelo elemento do grupo A,
A=A, B,7) E(0x,0y,02),
que é um elemento do grupo. Portanto, podemos escrever
A= A, B,7).

Sabemos que a variacao («, 8,7v) — (&, ’,7') deve ser infinitesimal. Assim, o elemento do

grupo A («, 3,7) transforma o elemento E (dz, 0y, dz) em
Ala+oa,B+066,7+0v) = A(a, B,7) E (0, 0y, 6z) ,

ou seja

0 —d0z Oy
0A

0A 0A
—0y d0x 0

Desta equagao, podemos obter explicitamente da, 03, e §y em fungao de dz, dy e dz.

Exercise 2 A Eq.(118) é uma equag¢ao matricial (3 X 3) e, portanto, constitui 9 equagades.
No entanto, para obter da, 03, e 0y em funcao de dx,dy e 0z, precisariamos de apenas 3

equacoes. Qual é o papel do resto das equacoes ?
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Exercise 3 Definindo

000
Zx - 00 —1 >
010
0 01
Ey - 0 00 )
—-100
0-10
Yo=|(10 0
00 O
mostre que
1. [ 0A 0A 0A
—Tr |S,AT [ = — — =
27‘_1 ( 5+8555+ 5)_ ox,
1. [ A A A
§Tr ¥, AT (a—é +a—655+8—57) = by,
1T DA 0A_ DA
—Tr |S,A" | =—da+ ==6 +5-07 )| =62
51T _ < + a3 B+ fy) z
Podemos verificar facilmente que
0 cos (3 —sin Gsin~y
A rOA 0 )
5 o —cos 3 cosysin 3
sin #siny — cos~ysinf 0
0 — cos 7y
0A
_AT — i
2 95 = 0 sin y
cos7y sin-y 0
0 10
0A
— T— = —
2 oy 100
0 00
e temos
ox cosysinf3 —sinvy 0 oo
oy | = | sinfBsiny cosy 0 op
oy cos 3 0 1 07y
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Exercise 4 Deduza a Eq. (125). Usando deste resultado, calcule a densidade de elementos

de rotacao em coordenadas de dngulos de Fuler,

g(a,B,7) = [gg%ﬁ:g]l-

Do exercicio acima, verificamos que a soma sobre todos os elementos do grupo de rotagao

pode ser escrita em termos de dngulo de Euler como

Zf(R)—>/:ﬂda/Oﬂdﬁsinﬁ/o%dvf(R(oz,Bm))-

B. Teorema de Grande Ortogonalidade

Seja R um elemento de um grupo G. Sejam A9 (R) e A® (R) as matrizes de duas
representagoes irredutiveis do grupo, onde os superscriptos (j) e (k) representam os indices
da representacao. O teorema de grande ortogonalidade diz

Y {AV R}, AAD (R} o< 68mpn- (126)
ReG
Antes da prova, vamos provar alguns lemas necessdrios para isto. O primeiro é referido como

o Lema de Schur e é bastante importante e utilizado em varios lugares.

1. Lema 1 (Schur)

Numa representacao irredutivel de um grupo, uma matriz que comuta com todas as outras
da representacao deve ser proporcional a matriz de identidade, I.

PROVA:

E possivel provar que qualquer representacio matricial nio singular de um grupo pode
ser convertida para uma representacao unitdria através de uma transformacao similar. Desta
forma, daqui por diante consideramos sempre apenas representacoes unitdrias, exceto ex-
plicitamente mencionado o contrario. Ou seja, sempre supomos que as matrizes de repre-
sentacgoes sao unitdrias. Agora, ja que qualquer matriz M pode ser decomposta como uma

soma de duas matrizes hermitianas,

_ ANV Ve
M =5 (M +M') + 5= (M = M)

N —

= Hl + iH27
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é suficiente provar este Lema para o caso de uma matriz hermitiana. Seja H uma matriz

hermitiana que comuta com qualquer matriz da representacao irredutivel do grupo:
A(R)H - HA(R)=0, "ReG. (127)
Sendo H a matriz hermitiana, podemos diagonaliza-la. Escrevemos
H|iy = Nli), i1=1,..,n

onde i) é autovetor, \; é o autovalor e n a dimensao da representacao. Tomando os elementos

de matriz da Eq.(127) entre dois autoestados |i) e |j) de H, temos
(i|A(R)|5) (\; — X)) =0, "R € G. (128)
Esta equacao mostra que, se
Aj # Aiy
entao necessariamente temos que ter

GIA(R)|j) =0, YReG.

Isto contradiz a condigao de que a representacao seja irredutivel. Para ver mais claramente,

vamos considerar a situagao em que
A=Ay == Ay,

mas A\, nao é igual a outros

A F Ny, 1=1,2,..,n—1.
Entao, temos que ter
(i{|/A(R)|n) =0,i=1,..,n—1, "ReG.
Consideramos um vetor geral no espago da representacao,
) = _Cili).

Este vetor se transforma, sob o grupo, como
) = [8) =D GA(R) i)
=) Gili) GlA(R) J3)
i g

n—1 n—1

= ZZCM (A (R) [7) + Cyln) (n]A(R) |n).
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Isto implica que, se decompormos o espaco vetorial da base da representacao em dois sube-
spacos,

{li=1),-- li=1}&{ln)},
estes subespagos sdo subespacos invariantes sob o grupo (ndo se misturam sob o grupo).
Mas isto contradiz a condicao de que a representacao seja irredutivel. Assim,

)\n:)\iy Z:Ln—l

ou seja, todos autovalores tem que ser idénticos. Assim,

01 0
H=)\
00 " 0
00 1
— M.

No caso de um grupo continuo, tal como o grupo de rotagao, para valer o lema de Schur,
basta a matriz H comutar com todas as matrizes dos geradores do grupo. Isto porque, por

exemplo, qualquer elemento do grupo de rotagao pode ser escrito como
A(R) = efzwf’
e, se uma matriz H comuta com todas as matrizes de L= {Ly, Ly, L.},
[H, L] =0,

entao

[H,A(R) =0, "ReG.

A situacao é andloga para qualquer grupo continuo. Um exemplo do Lema de Schur que ja

vimos é o médulo quadrado de momento angular, J?%. Sabemos que
[LQ,LJ =0,1=ux,vy,z2.

Assim, numa representacao irredutivel, devemos ter

L2, 010
00 . 0
00 1
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De fato, vimos que para a representacio L3,

100
(LY =3] 010
001

Uma outra aplicagao importante do Lema de Schur na Mecanica Quéantica é que se o

Hamiltoniano tem a simetria esférica, isto é,
{Hv JZ] = 07 L= T, Y,z
entao, o autovalor da energia F é uma funcao de momento angular total j, mas ndo depende

dos valores da componente do momento angular, m.

2. Lema 2

Sejam
{AV (R}, {A®(R)}

duas representacoes irredutiveis do grupo G com dimensao n; e no, respectivamente;

dim { AW (R)} = ny,
dim {A(Z) (R)} = na.

Se uma matriz M retangular (n; X ns) satisfaz
AW (RYM = MA® (R) (129)
para todos os elementos do grupo R € G, entao occorem apenas os seguintes casos:

e Para n; # no, entao,

e Para ni; = nsy,

M =0,
2. ou as representacoes { AW (R)} e {A@ (R)} s@o equivalentes.
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PROVA:

Da matriz retangular M, podemos contruir a matriz quadrada (n; X n;) hermitiana,
H=MM"

Da Eq.(129), temos
MFAD (R)T = A® (R)" M,

ou, usando a unitariedade das representacoes, temos
MTAD (R7Y) = A® (R™Y) M.
Multiplicando M do lado esquerdo, temos
MMTAY (R7Y) = MA® (R MT
=AW (R MM,

Assim,

HAW (R =AY (R H, "ReG

e, pelo Lema de Schur, temos

H=\I.
Vamos considerar o caso b) n; = ny. Neste caso, M é uma matriz quadrada. Assim
det (H) = |det (M)|> = (\)™ .

Se A # 0, entao
det (M) # 0,

e portanto existe M ~!. Assim
M=*AY (R)M = AP (R),
e as duas representacoes sao equivalentes. Por outro lado, se A = 0, entao
MM =0, (130)

o que implica em

M = 0. (131)
Assim, o caso b) ficou provado.
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Exercise 5 Prove a Eq.(131) se vale a Eq.(130).

Agora vamos considerar o caso a). Sem perder a generalidade, vamos supor n; > na.
Podemos introduzir uma matriz quadrada (n; X n;), acrecentando as linhas que contém

elementos zeros & matriz M,

< n2 e < nl —n2 e
0---0
N = f

s M

! 0---0
Podemos ver que

NNT = MMT (132)
e, portanto,
NNt = H,

onde H ¢é a mesma matriz anterior para a qual vale o Lema de Schur. Consequentemente,

temos
NNT=)1.
Mas, obviamente,
det (NNT) =0, (133)
de onde concluimos que
A=0.
Assim, de novo, temos
MMT =0. (134)
Exercise 6 Prove a Eq.(133).
Podemos, com isto, provar que
M =0,

o que conclui a prova.
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3. Prova do Teorema da Grande Ortogonalidade

Tendo provado os dois lemas acima, agora podemos provar o teorema de grande ortog-
onalidade (126). Primeiramente, vamos considerar duas representagoes inequivalentes[5].

Vamos introduzir uma matriz
H= ZA(J') (R) X AW (R'71),

onde X é uma matriz (n; x n;) completamente arbitrdria. Independentemente de X,
podemos provar que

AV (RYH = HA® (R). (135)

De fato,
ZA R) X AW (R
= ZA (RR) X AW (R''R'R)
- ZA (RR) ((RR’)*1 R)
- ZA D (RR) X A¥ ((RR’)_I) A® (R)
o
= HAW (R),
onde utilizamos a propriedade da representagao
A(RR)=A(R)A(R)
e, da pentltima linha para a tltima linha, o teorema de rearranjo,
ZA (RR) X A® ((RR)™) = ZA AW ((r)).
Do lema-2 que provamos, a Eq.(135) mostra que
H =0,

ou seja, em termos de elementos de matriz,
Hoy =33 0% {AD (R}, Xap {AW (R}, =0,
R« B8
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se j # k. Ja que X é arbitraria, podemos escolher,
Xaﬁ = 5om6B/u
para qualquer n e i dados. Entao,
) (p! k) (p'-1 _
> {Av@®)},, (A (R}, =0
Rl
para j # k. Assim, o primeiro fator d;;, da Eq.(126) fica demonstrado.
Rl
Agora vamos considerar que j = k. Neste caso,
H=3 A9 (R) X AD ((R’)*l)
Rl
comuta com todas as matrizes da representacao,
AV (RYH = HAY (R), "R € G,

e, pelo Lema de Schur, temos

H=\X) I,
onde a constante A\ depende de X. Novamente escolhendo
Xop = 0andsu,
temos
Hyy =y {AV(R)},,, {AY (R},
I
= MO

onde explicitamos a dependéncia de A em X em termos dos dois indices n e p. Se calculamos

o traco de H, temos

Aot = D AAV (R}, {AD (R},

=X DAV (® )}, AV @)},
— Z [{AU) (R/—l)A(j) (R')H,m
= Wy =D 1 8.
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Assim,

S {4V (R)},  {AD (R}, = — R
R IR
Utilizando a unitariedade da representacao, temos
Z {A(J‘) (R/)}mn {A(j) (R >};v — niz L OO -
R IR

Aqui, o nimero
> 1
R
¢é o numero total dos elementos do grupo G no caso de grupos finitos. Para grupos continuos,

deve ser calculado como integral sobre os parametros,
d1— / dR
R

://dnpg(pl7p277pn)

No caso de grupo de rotagao com angulos de Euler, temos

2 T 2
/dR:/ da/ sinﬁdﬁ/ dy
0 0 0

= 872.

[1] det|ATA| =1, temos det|A]* = 1.
[2] Note que este férmula vale, mesmo = seja uma matriz. Alias, para uma matriz A, esta equagao

pode ser vista como a definicao de e?, i.e.,
1 1
A 2 3
[3] Na verdade,
I-A=A-1
sai apenas pelo requerimento

I-A=A,

e vice versa.

=

Ver a apostila, Mecanica Cléssica II.
[5] Existem duas situacgoes em que duas representagoes sao inequivalentes. 1) j # k , 2) j = k, mas

nao existe transformacao similar entre as duas representacoes.
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